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Introduccion

Evarist Galois (1811-1832) estudié si era posible expresar las raices de
polinomios usando radicales; sus ideas se convirtieron en lo que hoy llamamos
teoria de Galois. Ahora, si en lugar de estudiar a los polinomios y sus raices,
estudiamos a las ecuaciones diferenciales y a sus soluciones, surge una teoria
analoga a la clasica, que se conoce como teoria de Galois diferencial, una
teoria de Galois para las ecuaciones diferenciales lineales.

Esta teoria tuvo su origen en los trabajos de los matematicos franceses
Charles Emile Picard (1856 — 1941) y Ernest Vessiot (1865 — 1952). Por esta
razon también se llama teoria de Picard-Vessiot. Afios mas tarde Ellis Kolchin
traslado la teoria de Picard Vessiot al lenguaje moderno de las extensiones
de campos diferenciales.

Las nociones de la teoria de Galois clasica tales como campo de des-
composicion, grupo de Galois y solubilidad por radicales son equivalentes,
agregando la estructura diferencial, a las nociones de extension de Picard
Vessiot, grupo de Galois diferencial y solubilidad por cuadraturas.

Por otro lado, en 1986 J. Kovacic presenté un algoritmo, llamado el algo-
ritmo de Kovacic, para resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes funciones meromorfas. El objetivo del algoritmo es en-
contrar soluciones solubles por cuadraturas (o también llamadas soluciones
Liouvillianas) de dichas ecuaciones. Este estd basado en un teorema de cla-
sificacién de subgrupos de SL(2,C).

El objetivo de esta tesis es dar una introduccién al estudio de la teoria
de Galois diferencial y dar a conocer el algoritmo de Kovacic.

Para ello estructuramos la tesis en dos capitulos y un apéndice. A conti-
nuaciéon describimos brevemente los contenidos de cada uno.

En el capitulo 1 presentaremos elementos de la teoria de Galois diferencial,

VII



VIII Introduccion

tal como la nocién de una derivada, para poder definir a los anillos y campos
diferenciales, campo de constantes, ideales diferenciales, anillos cocientes dife-
renciales, morfismos diferenciales, extensiones de campos diferenciales, entre
otros. Luego introduciremos a los operadores diferenciales lineales, asociados
a las ecuaciones diferenciales lineales, para posteriormente definir a las ex-
tensiones de Picard Vessiot. Bajo ciertas hipotesis, mostraremos que dichas
extensiones existen y son tnicas salvo isomorfismos diferenciales. Finalmente,
definiremos al grupo de Galois diferencial de una ecuacién diferencial lineal
homogénea y veremos que éste es un grupo algebraico lineal.

El segundo capitulo estd dedicado al algoritmo de Kovacic. Veremos el
algoritmo en sus diferentes casos, los cuales son derivados de la clasificacién
de subgrupos de SL(2,C), asi como algunos ejemplos de aplicacién de este
algoritmo.

Finalmente, incluimos un apéndice con conceptos y resultados fundamen-
tales de la Geometria algebraica y grupos algebraicos. Nos serdn necesarios
para probar resultados sobre las extensiones de Picard Vessiot, ademas de
que el grupo de Galois difererencial para una ecuacién diferencial lineal ho-
mogénea resulta tener estructura de grupo algebraico lineal.



Capitulo 1

Teoria de Galois Diferencial

En este capitulo introducimos las ideas basicas de la teoria de Galois
diferencial. Presentamos a los anillos diferenciales, extensiones diferenciales,
definimos la extensién de Picard-Vessiot y el grupo de Galois diferencial de
una ecuacion diferencial lineal homogénea.

1.1. Anillos diferenciales

Definicién 1.1.1. Una derivada de un anillo A es una funciéon 6 : A — A
tal que para todo a,b € A se satisface lo siguiente

o 0(a+b) =d(a)+d(b),
o 0(ab) = 0(a)b+ ad(b) (Regla de Leibniz).

Para las derivadas iteradas usaremos la siguiente notacion: Para todo
a,b€ A, 6(6(a)) = 6*(a) y en general §"(a) = §(6"*(a)).

Si en un anillo A se tiene definida una derivada 4 entonces se tienen las
siguientes propiedades.

i) Usando induccién, propiedades de la derivada y del coeficiente bino-
mial, la regla de Leibniz se puede generalizar como sigue:

5" (ab) = io CL) 5" (a)5' (b).

1



2 CAPITULO 1. TEORIA DE GALOIS DIFERENCIAL

ii) De la misma manera, usando induccién y propiedades de la derivada, se
tiene también la siguiente propiedad: Si d(a)b = bd(a) entonces d(a") =
na"16(a).

iii) Si A tiene elemento identidad 1 entonces 6(1) =0y §(0) = 0.
En efecto, se tiene
0(1)=0(1-1)=05(1)-14+1-0(1)=4(1)+ (1) =25(1),

luego esto tiene sentido solo si (1) = 0.

Por otro lado,
5(0) = 6(040) = 6(0) + 06(0),
despejando se obtiene que 6(0) = 0.

iv) Notemos también lo siguiente: Si @ € A es invertible con inversa %

entonces . . )
= 1 = . — = — —
0=0(1)=19 (a a> 5(a)a +ad (a) :
de donde

Si se considera al campo de fracciones de un dominio entero A, ;que
podemos decir de la derivada?

Proposicién 1.1.2. Si A es un dominio entero, una derivada de A se ex-
tiende al campo de fracciones de A, Frac(A), de manera unica.

Demostracién. Si ¢ es la derivada de A, entonces la derivada en Frac(A)
se extiende como sigue: Para § € Frac(A) se tiene

6(5) =0 (a : %) - 6(@)%+a5 (%) - @m (—‘ﬁ’)) — 5(a>bb_2“5(b>.

Observe primero que esta derivada esta bien definida.

Sean §, 9 € Frac(A) tales que § = 5. Luego ad = bc, por lo que

d(ad) = d(a)d + ad(d) = d(b)c + bd(c) = d(be),

de donde
d(a)d — §(b)e = bd(c) — ad(d).
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Asi que
5(%) - d(a)b —ad(b)  d(a)bed — cdad(b)  [0(a)d — co(b)]be
(Z) - b - ped B bd (bc)
_ bé(c) —ad(d)  bdcd(c) —adcd(d)  [6(c)d — cd(d)]be
B bd B d?(bc) B d*bc
d(c)d — co(d) c
- 2 =0 <E> '

Veamos ahora que la extensién es una derivada

a ¢ ad + be d(ad + be)bd — (ad + be)d(bd)
"5<E+3>:5( b >: (bd)?
[0(a)d + ad(d) + 6(b)c + bd(c)]bd — (ad + be)[6(b)d + bd(d)]
b2d?
8(a)d?b + §(c)b*d — ad?5(b) — b*cd(d)
b2d?
d(a)b — ad(b) N d(c)d — co(d)
b? d?
=0 () +0(3)-
ac\ _ 6(ac)bd — acd(bd)
(_> - b2d?
[0(a)c + ad(c)|bd — ac[d(b)d + bd(d)]
b2d?

Qo XNl O

[0(a)b — ad(b)]c N [0(c)d — co(d)]a
b%d d?b
d(a)b — ad(b) L9 d(c)d — co(d)
b2 b d?
ay c a
5(3)5+35)

) a
O
Observacién 1. Si A no es un dominio entero, la generalizacién de la cons-
truccion del campo de cocientes se le llama localizacién respecto a un con-
junto multiplicativo, la cual describimos a continuacion.

Sea D cualquier subconjunto no vacio de A que es cerrado bajo la mul-
tiplicacion. Por conveniencia se supondrda que 1 € D. Se puede definir una



4 CAPITULO 1. TEORIA DE GALOIS DIFERENCIAL

relacion de equivalencia en A x D dada por

(a,d) ~ (b,e) siexiste un f € D tal que aef = bdf.

a

Se denota por D!'A al conjunto de clases de equivalencia y por S ala

clase de (a,d) y se definen

Y dteT Tae

a b ab a b ea+db
d e '

Con estas operaciones D™ A es un anillo con 0/1 como identidad aditiva
y 1/1 como identidad multiplicativa. Este anillo es la localizacién en D.

Si A es un anillo conmutativo sin divisores de cero con una derivada y
D es un conjunto multiplicativo de A, entonces siguiendo la prueba de la

proposicién [1.1.2] se puede extender la derivada de A a la localizacién DA
de manera unica.

Ya que definimos una derivada en un anillo, se puede ahora agregar la
estructura diferencial a los conceptos de anillos, campos, ideales, cocientes y
morfismos.

Definicién 1.1.3. ¢ Un anillo diferencial es un anillo conmutativo con
identidad dotado de una derivada. En caso de que el anillo sea un campo
se llama campo diferencial.

¢ En cualquier anillo diferencial A, el conjunto de elementos a € F' que
satisface d(a) = 0 forma un subanillo que se llama anillo de constan-
tes de A y se denota por C'4. En caso de que A sea un campo, Cy es
un subcampo de A, que se llama campo de constantes de A.

¢ Sea I un ideal de un anillo diferencial A, I es un ideal diferencial si
para todo a € I se tiene d(a) € I, esto es §(1) C I.

¢ Si I es un ideal diferencial de un anillo diferencial A, se puede definir
una derivada en el anillo cociente A/I como sigue:

A/I dotado de esta derivada se llama anillo cociente diferencial.
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o Si (A,6), (B, ) son anillos diferenciales, una funcién ¢ : A — B es un
morfismo diferencial si para todo a,b € A

1) ¢la+0b) = d(a) + ¢(b) y d(ab) = ¢(a)p(b)
2) ¢(1) = L.
3) 8(¢(a)) = ¢((a)).

¢ Un isomorfismo diferencial es un morfismo diferencial biyectivo.

¢ Un automorfismo diferencial es un isomorfismo diferencial en el que

A=B.

Observacién 2. El anillo cociente diferencial esta bien definido.
En efecto, 0 es una derivada bien definida:

i) Sean a,b € A tales que [a] = [b] entonces a — b € I, por definiciéon de
ideal diferencial tenemos que 6(a —b) € I, pero §(a — b) = §(a) — §(b), luego
d(a) — d(b) € I entonces [d(a)] = [0(b)], esto es, d([a]) = ([b]). Por lo tanto,
la definicién de derivada en el cociente no depende de los representantes.

ii) Veamos ahora que esta definicién en verdad define una derivada en el co-
ciente.

Sean [a], [b] € A/I,

o d([a] + [b]) = &
= [0

[a + b)), por la definicién de suma de clases
(a +b)],

= [0(a) + ()], ya que § es derivada en A

= [0(a)] + [6(b)], como d(a),d(b) € A aplicamos suma de clases
[al) + ([

= 0([a]) + o([0]).

o 5([a] [b]) = 4(
— [

[a
(a
[6(a)
[4(

[

b]), por la definicién de producto de clases
b)l,
b+ ad(b)], ya que 0 es derivada en A
d(a)][b] + [a][6(D)], aplicamos suma y producto de clases
o([a])[b] + [a]d(

]
)[] + [a]o([b))-

Por lo tanto, el anillo cociente diferencial esta bien definido.
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A continuacion veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1.
i) Cualquier anillo conmutativo con identidad A se puede convertir en un

anillo diferencial, para esto se define la derivada trivial 6 : A — A como
d(a) = 0 para todo a € A.

ii) Sea (A, d) un anillo diferencial y A|x] el anillo de polinomios en una varia-
ble. Una derivacién en Alx] (que denotaremos por D) que extiende a la de
A deberfa satisfacer, para un polinomio p(z) = > "1, a;z", que

D (Z ax) = [D(a)a’ + a;D(x")] = > [8(a;)r" + aia’ ™' D(x)].
i=0 i=0 i=0
Entonces se extiende la derivacién de A a Alx] asignando a = un valor arbi-
trario en Alx].
Anélogamente, si A es un campo, se puede extender la derivada de A al
campo A(z) de funciones racionales. Por iteracién se puede dar una estruc-
tura diferencial a Alzy,...,2,] v a A(z1,...,x,) para un anillo diferencial

A.

iii) Como caso particular al ejemplo anterior. Si A es un anillo diferencial con
derivada trivial, A[x] con la derivada usual (D(z) = 1) es anillo diferencial.
De manera similar, A(z) el conjunto de funciones racionales con la derivada
usual foman un campo diferencial.

iv) Sea A un anillo diferencial. Consideremos el anillo A[z;] de polinomios en
las indeterminadas z;,7 € NU {0}. Un elemento en A[xz] es una suma finita

I I 1,02
de la forma 3>, arz’ con I = (iy,... iy), 2! =222 - 2% N € N, notemos
que

D (Z a1x1> = Z [D(U/[).T[ + azD(:UI>]

T
= Z )a' +arD(aal - 2}y

:Z (ap)x’ +a; (Zxﬁlx?D(x;”)xﬁ{,V>]
I
i N . . - .
=" |D(an)z’ +ar (Z wPay i T D), wﬁ)] .
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Tal como en el inciso ii), la derivaciéon de A a A[z;] se extiende asignando a
x; un valor arbitrario en Afx;]. Definimos una derivacién sobre Afz;] como
D(SL’z) = Tj41-

Ahora escribimos x = xg, D"(z) = x,. A este procedimiento se le llama
la adjuncién de una indeterminada diferencial y al anillo diferencial
resultante se le denota por A{x}. Los elementos de A{x} se llaman poli-
nomios diferenciales en x (son polinomios en x y sus derivadas, es decir,
polinomios p(z, D(x), D*(z),...,D"(z),...)). Por tanto, podemos pensar a
este anillo como un anillo polinomial con una sola variable junto con sus
derivadas de todos los érdenes.

De manera similar se puede definir el anillo de polinomios diferen-
ciales en n indeterminadas diferenciales z1, ..., z, sobre A como sigue:
Consideremos el anillo de polinomios Afz;;] conj=1,...,n,i=0,1,...yla
derivada definida por D(x;;) = 2(i4+1);. Ahora escribimos x; = xo;, D"(x;) =
Tnj,J = 1,...,n. Denotamos por

A{zy, .. 0} = Alxy, D(21), ..., 20, D(24), .. .] = Alxy].

Si A es un campo diferencial, entonces A{z1, ..., z,} es un dominio entero
diferencial y su derivacién se extiende de manera unica al campo de fraccio-
nes. Denotemos al campo de fracciones por A (z1, ..., z,), sus elementos son
funciones racionales diferenciales en z1,...,x,.

v) El anillo de las funciones holomorfas f : U ¢ C — C, U un conjun-
to abierto, con la derivada usual es un anillo diferencial. El campo de las
funciones meromorfas sobre el plano complejo, que pueden ser expresadas
como el cociente entre dos funciones holomorfas (siempre que la funcién del
denominador no sea cero), con la derivada usual es un campo diferencial.

vi) Sea A un anillo diferencial con derivada § e I un ideal diferencial de A,
entonces el morfismo natural ¢ : A — A/I,¢(a) = [a] es un morfismo
diferencial.

En efecto, A/I es un anillo diferencial con derivada § definida como
d([a]) = [0(a)] para todo a € A. Veamos que ¢ es un morfismo diferencial:
Sean a,b € A entonces

°¢M+®=hzbzhh-ﬂzﬂ®+w@y

pla-b) =la-b] = [a] - [b] = p(a) - ©(b).
Ademés ¢(1) = [1].
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¢ »(0(a)) = [0(a)] = 6([a]) = 0((a)).

Por lo tanto, ¢ es un morfismo diferencial.

El siguiente resultado extiende al primer teorema de isomorfismo de ani-
llos, a los anillos diferenciales.

Proposicion 1.1.4. Si ¢ : A — B es un morfismo diferencial entonces Ker ¢
es un ideal diferencial y el morfismo ¢ : A/ Ker ¢ — Im ¢ es un isomorfismo
diferencial.

Demostracion. Para la primera parte, es bien sabido que Ker ¢ es un ideal
de A. Resta ver que es diferencial, para ello tomemos a € Ker ¢ entonces
¢(a) = 0. Notemos lo siguiente

luego d(a) € Ker ¢.

Bien, ahora de la demostracién del primer teorema de isomorfismos se
tiene que ¢ : A/ ker ¢ — Im ¢ definido como ¢([a]) = $(a) es un isomorfismo
de anillos bien definido. Falta ver que es diferencial:

0(o([a))) = d(d(a)) = ¢(3(a)) = &([6(a)]) = $(8([al)).
Con todo ¢ : A / Ker ¢ — Im ¢ es un isomorfismo diferencial. n
El siguiente resultado nos sera de utilidad més adelante.

Lema 1.1.5. Sea F' un campo diferencial y f,g € F. Supongamos que

@:MJ@GZ (1.1)

/ kg

entonces f¥ = cg para alguna constante c € Cp.

Demostracién. De la igualdad (1.1)) tenemos que k6(f)g — fd(g) = 0. No-
temos ahora lo siguiente

5 (f_’“) _ kfF(f)g — fo(g) _ fMH(RS(S)g — fi(g))
g 9? g°

=0.

Asi f§ =c con ¢ € Cp, de donde f* = cg. n
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Definicién 1.1.6. Sean (A,8) y (B,0) anillos diferenciales.

¢ Si A es un subanillo de B entonces A C B es una extensién de anillos
diferenciales si 6 |4 = 0. Anédlogamente una extension de campos K/ F,
donde K, F' son campos diferenciales, se llama extension de campos
diferenciales si la derivada de K restringida a F' es la derivada de F.

o Si S C B, denotaremos por A[S] a la A—subédlgebra diferencial de B
generada por S sobre A, es decir, al menor subanillo de B que contiene
a A, los elementos de S y sus derivadas.

o Si K/F es una extensién de campos diferenciales y si S C K, se denota
por F(S) al subcampo diferencial de K generado por S sobre F. Si S
es un conjunto finito, se dice que la extension F(S)/F es diferencial
finitamente generada.

Recordemos ahora que en teoria de campos se define el concepto de campo
de descomposicién para un polinomio, mas precisamente se tiene una exten-
sién de campos K/F'y f(z) un polinomio en F[z]. Entonces K es un campo
de descomposicién para el polinomio f(x) si

o K contiene todas las raices de f(x).

o Si L/F es otro campo que también contiene todas las raices de f(x)
entonces K C L.

En otras palabras, K es el campo més pequeno que contiene a todas las
raices de f(z).

El objetivo ahora es definir el campo de descomposicién diferencial para
una ecuacién diferencial lineal homogénea. Para ello se necesita introducir el
concepto de operador diferencial.

1.2. Anillo de operadores diferenciales

Los operadores diferenciales son una generalizacion del concepto de dife-
renciacion.

El operador diferencial méas simple es el operador D, el cual al actuar
sobre una funcién U da la primera derivada de la funcion DU (t) = U’(t). La
doble derivada de D, D?, permite obtener la segunda derivada de la funcién
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D?U(t) = D(DU(t)) = D(U'(t)) = U"(t). De manera similar D"U(t) =
UM(t).

Los operadores diferenciales pueden ser mas complicados. Por ejemplo, el

operador nabla
0 0 0 o 0 0
v 8$Z+8y‘7+82 (8:U’8y’8z)

Otro ejemplo es el operador de Laplace

Enfoquémonos en operadores diferenciales mas generales.

Sea F' un campo diferencial con derivada no trivial 9.
Convencién. Denotaremos de aqui en adelante a la derivada por primas,
esto es, 6(a) = a’,6%(a) = d”,...,0"(a) = a'™.

Un operador diferencial lineal £ con coeficientes en F es un poli-
nomio en la variable D,

‘C(D) = anDn_Fanlenil +--+aD+ap, a; €F.

Si a, # 0 se dice que L tiene grado n. Si a, = 1, se dice que L es monico.
Mas atn, el anillo de operadores diferenciales lineales con coefi-
cientes en F es el anillo no conmutativo

F[D] :{anD”—{—an_lD”_l+---+a1D+ao|ai eFi=1...,n,né&N}

de polinomios en la variable D con coeficientes en F' donde la variable D
satisface la regla D -a = a’ + aD para a € F.

Al operador diferencial £L(D) = a, D" + a, D" ' + - +a;D + aq se le
asocia la ecuaciéon diferencial lineal de orden n

L(u) = apu'™ + ap_1u™ ™V 4+ -+ ayu! + agu.
Como en la teoria de EDO, se tiene que la ecuacion

L(u) =u™ +a, u"D 4+ ayu +agu =0
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puede ser representada como una ecuacion diferencial matricial U" = AU,
con A € GL(n, F). Para esto se considera

0 1 0--- 0 u
0 0 1 0 }
A= : : U= !
L)

—Qp —aip —Aag--- —0p-1

Aqui hay que notar que la matrices tienen entradas en un campo diferencial.
Mas aun, si A es un anillo diferencial, se puede definir una derivada en el anillo
M, xn(A) de matrices de n x n al definir la derivada de una matriz B = (b;;)
€como (b;j), esto es, como la matriz que resulta de aplicar la derivada de A a
cada una de sus entradas. De aqui que M, (A) es un anillo no conmutativo
con derivada.

1.3. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas

De ahora en adelante, F' denotara un campo de caracteristica cero.
Consideremos ecuaciones diferenciales lineales homogéneas sobre un cam-
po diferencial F

L(u) = u™ + anlu(nfl) +-da Fau=0,a €F.

Si K/ F es una extensién diferencial, el conjunto de soluciones de L£(u) = 0
en K es un Ck—espacio vectorial, donde C'x es el campo de constantes de
K. En efecto,

i) Si ay B son soluciones de £(u) = 0 entonces L(«) = L() = 0. Como
L es lineal

L(a+B)=L(x)+ L(B)=0.

ii) Si a es solucién de L(u) =0y a € C entonces (aa)™ = aa™, luego
Laa) = aLl(a) = 0.

Lo que buscamos ahora es ver que la dimension de este espacio vectorial
es a lo mas n, el orden de L. Para ello es necesario introducir el determinante
wronskiano.



12 CAPITULO 1. TEORIA DE GALOIS DIFERENCIAL

Definicién 1.3.1. Sean a4, ..., a, elementos en un campo diferencial F'. El
determinante
ay ag - - any,
/ / /
al a2 DR an
w=uw(ay,...,a,) = .
(n—1) (n—1) (n—1)
al a2 e an
es el wronskiano de aq,...,a,.

La siguiente propiedad de los determinantes nos servira mas adelante.

Proposicién 1.3.2. Sea F' un anillo diferencial, K/F extension diferencial,
cij €ECp,1<i,j<nyz= Z?Zl ciju; con u; € K. Sean ki, ..., k, enteros
no negativos y u = (uy,...,uy),z = (z1,...,2,) entonces

det(z(kl), - ,2“%)) — det(cij) det(ﬂ(k1)7 o ’a(kn))'

Demostracién. Sea C' la transpuesta de la matriz (¢;;), luego

C11 Cn1
_ C12 Cn2
uC = (uy ... uy) )

Cln Cnn

= (crun + -+ Crplln = CoaUn + -+ Conlly)
=(z1 - 2,) = Z.
Ahora como ¢;; € Cp tenemos que para cualquier k entero no negativo

n

_ § : (k)
ZZ- = cijuj s

j=1
de donde
C11 Cn1
aWo = (@ ) | 7T
Cin Cnn

= (enul® + - crpulf) - - el + i)
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Por tanto,
a0\ [ m (k1)
Ci2 - Cp2
71 kn) ST Z(kn)
Cin **° Cnn

Tomando determinantes ambos lados de la igualdad se sigue el resultado. [

A continuacién vemos cémo el wronskiano se relaciona con la indepen-
dencia lineal de un conjunto de elementos del campo sobre el subcampo de
constantes.

Proposicion 1.3.3. Sea F' un campo diferencial con campo de constantes

Cr yseanay,...,a, € F. Entonces ay, ..., a, son linealmente independientes
sobre Cr si y sdlo siw(ay,...,a,) # 0.
Demostracion. Supongamos que aq,...,a, son linealmente dependientes

sobre Cr entonces existen constantes ¢; € Cpr no todas ceros tales que
>or cia; =0. Al derivar (n — 1) veces ésta igualdad se tiene que

n

Y ca” =0, k=0,....n—1

%
=1

y al no ser todas las ¢; cero se obtiene que las columnas del wronskiano son
linealmente dependientes, luego w(ay, ..., a,) = 0.

Reciprocamente supongamos que w(ay, ..., a,) = 0 entonces las columnas
del wronskiano son linealmente dependientes, por lo que

n

Zciagk)zo, k=0,....,n—1 (1.2)

=1

donde las ¢; € F', no son todas cero, ¢ = 1,...,n. En particular, para k =0

se tiene
n

> cia; =0, (1.3)

=1

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢; # 0, ¢; = 1y w(as, ..., a,) #
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Derivando la ecuacién (|1.2)) obtenemos para k =0,...,n — 2

n

Z cmEkH) + i c;agk) =0,
i—1

i=1

pero de (|1.2)) se sigue que el primer sumando es cero y como ¢; = 1,¢; =0,
luego

chal(-k) =0, parak=0,...,n —2.

=2

De aqui obtenemos un sistema de ecuaciones lineales homogéneasen ¢, ..., ¢

’rn
donde el determinante w(ay, ..., a,) # 0, luego ¢, = --- = ¢/, = 0, es decir,
las ¢;, 1 =1,...,n estdn en el campo de constantes Cr. De aqui y de ((1.3) se

sigue que aq, ..., a, son linealmente dependientes sobre Cp. O

La siguiente proposicion da una condicion necesaria para que el wrons-
kiano sea cero.

Proposicién 1.3.4. Sea L(u) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea
de orden n sobre un campo diferencial F. St uq,...,u,11 son soluciones de
L(u) =0 en una extension diferencial K de F entonces w(uy, ..., up41) = 0.

Demostracién. Sea £(u) = u™ +a;u™ Y+ -+a,_1u' +a,u donde a; € F

Y U1, ..., Upyq soluciones de L(u) = 0 en K. Como cada u;,i =1,...,n+1, es
(n) (n—1)

solucién de L(u) = 0 entonces L(u;) = u;  +aru; - -Fa,_1u;+au; =0,
luego paracadat=1,...,n+1
ul(-n) = —alul("*l) — = AU — AUy
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Por las propiedades del determinante obtenemos lo siguiente

Uy Uz T Unp Un+1
Gy oy,
WUy, ..y Upyr) = :
ugn—l) ugn—l) . Ugﬂ_l) ugrjr—ll)
A,
(251 T Un+1
ull ... U;H_l
(n—1) (n—1)
o ) "
—aqul — e — AUyt — AUy — = Gl
= [)7

el determinante es igual a cero, pues los elementos de la tultima fila son
combinacion lineal de las otras. O

Con ayuda de la proposicién anterior se puede ver que la ecuacién dife-
rencial lineal homogénea L£(u) = 0 tiene a lo més, el orden de L, soluciones
linealmente independientes.

Corolario 1.3.5. L(u) = 0 tiene a lo mds n soluciones en K linealmente
independientes en Ck.

Demostracién. Del resultado previo tenemos que si ug, ..., u,+1 son solu-
ciones de L£(u) = 0 en K entonces uq, ..., u,+1 son linealmente dependientes
sobre C'k, es decir, que si tenemos mas soluciones que el orden de £ entonces
estas son linealmente dependientes sobre Cx. En otras palabras, a lo mas
podemos tener n soluciones linealmente independientes sobre C. ]

Reuniendo los resultados y se obtiene lo que queriamos ver,
que la dimensién del espacio vectorial de soluciones de L£(u) = 0 es a lo més
el orden de L.

Teorema 1.3.6. Sea F' un campo diferencial y sea L un operador diferen-
cial lineal homogéneo mdonico de orden n sobre F. Sea K/F una extension
diferencial de campos y sea V' el conjunto de soluciones de L = 0 en K.
Entonces V' es un espacio vectorial sobre Cx con dimension a lo mds n.
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Demostracion. Consideremos la aplicacion

b K = K
u— L(u).

Por la linealidad de £ tenemos que 9 es una C'x —transformacion lineal. Ahora
del algebra lineal sabemos que V' = Ker ¢ es un Cx—espacio vectorial. Por
la proposicion [1.3.4] cualesquiera n + 1 elementos de V' tendran wronskiano
igual a cero y por la proposicién [1.3.3] estos elementos seran linealmente
dependientes sobre Ck. Por lo tanto, V' = Ker es un espacio vectorial de
dimension finita a lo mas n. ]

Corolario 1.3.7. Sea F' un campo diferencial y sean Lq(u), Lo(u) dos ecua-
ciones diferenciales lineales homogéneas monicos de orden n sobre F'. Sea
{uy,...,u,} C F un conjunto linealmente independientes, sobre Cr tal que
Li(uj)=0parai=1,2yj=1,...,n. Entonces

w(w, Uy, ..., Up)

L =L = :
I(U) 2<u> W(Ul, ce 7un)

Demostracién. Sean £1(u) = Y1 au® y Lo(u) = Y1, bu'? donde a,, =
b, = 1. Sea j el mayor subindice tal que a; # b;. Veamos que tal j no existe.
Para ello consideremos a la ecuacién

<.
I
—

L(u) = (a; —b;) Ly — La)(w) =Y (a; — ;) (a; — bi)u® 4+ ul).

i

Il
o

Por lo tanto, £(u) es una ecuacién diferencial lineal homogénea, monico, de
orden j. Por otro lado, notemos que L(u;) = 0, = 1,...,n, ademds como
{uy,...,u,} C F es un conjunto linealmente independiente sobre Cr, por el
teorema [[.3.6] tenemos que la dimensién del conjunto de soluciones de £ =0
sobre Cr es a lo mas n, que es mayor a j, el grado de £, lo cual lleva a una
contradiccién. Por lo tanto, no existe tal j y asi a; = b; paratodot =1,...,n,
de donde £ = Ls.

Ahora bien, si se desarrolla el determinante por la primera columna vemos
que tiene la forma

n

—

WUy Upy ey Up) = E a;ut
i=0

con @; = (—1) det(...,a" Y al+) )y a=(uy,...,up).
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Consideremos
w(u, Ugy ..y Uy)

,Cg (U) =

)

w(uy, ..., Up)

este es una ecuacién diferencial lineal ménico homogéneo sobre F' de grado

ny Ls(u;) = 0,5 = 1,...,n, luego por un argumento andlogo al anterior
obtenemos que L;(u) = Lo(u) = L3(u). O
Ejemplo 2.

i) Sea ' = C(t) con la derivada usual y consideremos al operador diferencial
L(D) = D*+ 1D = 0, haciendo alusién de que a un operador diferencial se le
puede asociar una ecuacién diferencial, tenemos que la ecuacion diferencial
asociada a este operador es L(u) = u” + %u’ = 0. Por inspeccién es claro que
uy = 1y us = Int son ambas soluciones de la ecuacion.

En efecto,

1 1

1 1\ 11 11
L =(nt)"+ -(Int) = | = ——=——=4+==0.
(1) = (t) 4 (e = () 417 =~ 43
ii) Tomando de nuevo F = C(t) con la derivada usual y £(D) = D?*+ D° = 0,
la ecuacién diferencial asociada es L(u) = u” + u = 0. Por inspeccién u; =
sint,us = cost son soluciones . Ademés us = e, uy = e~ son soluciones
también. En efecto,

L(uy) = (sint)” 4 sint = (cost) +sint = —sint +sint = 0,
L(uz) = (cost)” + cost = (—sint) + cost = —cost + cost = 0,
/J(u;;) — (eit)” + ez‘t _ (Z-ez't)/ + eit _ 7:261'1% + eit _ _eit + eit =0,
Llug) = (™) + e = (—ie™) + e = (—i)%e " e

|
|
o
4.
S
+
o
J
S
|
(@]

Hemos visto que £(u) = 0 tiene a lo mas n soluciones linealmente inde-
pendientes en C7,, lo cual nos motiva a la siguiente definicion.

Definicién 1.3.8. Si F' es un campo diferencial, £(u) = 0 es una ecua-
ci6n diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes en F' 'y K/F
extension diferencial. Entonces
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o {uy,...,u,} es un conjunto fundamental de soluciones de L(u) =
0 en K siy sélo si L(u;) = 0 para todo ¢ = 1,...,n y los u; son
linealmente independientes sobre el campo de constantes Ck.

o Si{uy,...,u,} es un conjunto fundamental de soluciones de L£(u) = 0,
con ecuacién matricial asociada U’ = AU, entonces la matriz solucién
fundamental es

(75} U2 Up,
/ / /
Uy Ugy ) Uy,
b =
n—1 n—1 n—1
Uy Uy y Up

Observacién 3.

i) Notemos que una solucién a una ecuacién diferencial es el equivalente (en
este contexto) a la raiz de un polinomio gracias al operador L(u).

ii) También notemos que si Cr es el campo de constantes de F' entonces
todas las C'p-combinaciones lineales de las soluciones w1, . .., u, son también
soluciones de L(u) = 0.

iii) Cualquier conjunto fundamental de soluciones de L(u) = 0 forma una
base para el espacio solucién de L£(u) = 0.

Ejemplo 3. i) Tomando en cuenta el ejemplof]i), F = C(t), K = C(¢)(Int),
el conjunto {1, In¢} es un conjunto fundamental para £(u) = u”+1u' =

0, en efecto
1 Int
o= ).

con w(1,Int) = § # 0 para todo el dominio de Int.
ii) Tomando en cuenta el ejemplo 2| F = C(t), K = C(t)(sint, cost). El

conjunto {sint,cost}, {e, e~} son cada uno un conjunto fundamental
de soluciones para L(u) = v + u = 0. En efecto,

sint cost
¢ = (cost sint) '

Luego w(sint, cost) = —(sin*t + cos?t) = —1 # 0.
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Por otro lado,

Y ast w(e, e™) = —2i # 0.

1.4. Extensiones de Picard-Vessiot

La siguiente es una definicién del campo de descomposicién para £ mas
cercana a la algebraica. La extensién de Picard-Vessiot de £(u) = 0 con coefi-
cientes en un campo diferencial F' es el andlogo al campo de descomposicion
del polinomio p(x) sobre F. Es decir, es la menor extensién diferencial de F'
que contiene un conjunto fundamental de soluciones para L(u) = 0.

Veamos la definicién formal.

Definicién 1.4.1. Sea £(u) = 0 una ecuacién diferencial lineal homogénea
de orden n con coeficientes en un campo diferencial F'. Una extensién dife-
rencial diferencial K/F es una extensiéon de Picard-Vessiot para L si

o K = F(uy,...,u,) donde {uy,...,u,} es un conjunto fundamental de
soluciones de £(u) =0 en K.

o K mno contiene constantes distintas de las que estan en F, es decir,

CK - CF

Ejemplo 4. i) Sea F' el conjunto de funciones meromorfas con la deriva-
da usual. Consideremos la ecuacion diferencial

L(y) =y™ + a1 (2)y" ™ + -+ a1(2)y + ao(2)y =0

donde a;(z) € F definidas sobre U \ {zo, 21,..., 2}, U un conjunto
abierto acotado, simplemente conexo. Como mencionamos antes, esta
ecuacién se puede representar como una ecuaciéon matricial ¢y = Ay
y si se tiene y(zg) = yo. Ahora aplicando el teorema II, capitulo V/
del libro [W] al problema de valores iniciales entonces existe una tnica
solucién y(z) holomorfa en U que satisface la condicién inicial, més
aun las soluciones del problema general forman un subespacio lineal
complejo de dimensién n del espacio de funciones holomorfas. Por lo
tanto, tenemos que existen n unicas soluciones holomorfas linealmente
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independientes de £(y) = 0 definidas sobre U. Sea este conjunto fun-
damental de soluciones { fi(2), fa(2), ..., fn(2)}, podemos pensar estas
soluciones en el anillo de funciones holomorfas. Entonces tenemos la ex-
tension K = F(fi(z), f2(2), ..., fu(z)) de F. Considerando la derivada
usual sobre K, K es un campo diferencial. Veamos ahora que Cr = C.
Sea f(z) € Ck, como K esta contenido en el conjunto de funciones
meromorfas se sigue que f(z) es constante en F, es decir, f(z) € Cp.
Por lo tanto, K es una extensién de Picard-Vessiot de F' para L(y) = 0.

Los siguientes ejemplos son casos particulares del ejemplo anterior.
ii) Sea Fy la ecuacién diferencial £(u) = v’ + $u/ = 0, hemos visto que
L(1) =0, L(Int) = 0 y que {1,Int} es un conjunto fundamental de
soluciones para L. Entonces una extension de Picard-Vessiot para L es
K = F(Int).

iii) Consideremos F'y la ecuacién diferencial £L(u) = v” +u = 0. Como vi-
mos en ejemplos anteriores L£(cosz) =0, L(senz) =0y {sent,cost} es
un conjunto fundamental de soluciones. Si hacemos K = F(sen z, cos z)
entonces Cr = Cx = C y asi K es una extensién de Picard-Vessiot de

C(z) para L.

Sea F'un campo diferencial y K = F(w) tal que w’ = w y consideremos la
ecuacién diferencial v’ — u = 0, por como estamos tomando w claramente es
solucién de la ecuacién. Si se quiere el analogo al campo de descomposicion,
parece natural pensar que la extension de Picard-Vessiot de esta ecuacion es
precisamente el mismo F'(w).

Por otro lado, si adjuntamos otra indeterminada z que también sea solu-
cién y tomamos L = K(z) con 2/ = z, la extensién L/K satisface la primer
condicién de la definiciéon de Picard-Vessiot, pero

p— p— p— 0‘
w2 w?

<Z)’ Zw—zw 2w — zw
w
Luego Z es constante, asi L/K ahade una nueva constante Z. Por lo tanto,

con la segunda condicién en la definicién de extensién de Picard- Vessiot se
busca garantizar la minimalidad de las extensiones.
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En el caso cuando F' es un campo diferencial con campo de constantes
Cr algebraicamente cerrado; veremos que existe una extensién de Picard-
vessiot K de F' para una ecuacion diferencial lineal homogénea

L) =u™ + apu™ D 4+ + a1 +au=0, a; € F

y que es Unica salvo F-isomorfismos diferenciales.

1.4.1. Existencia de las extensiones de Picard-Vessiot

Para la demostracion de la existencia es necesario construir una F'—alge-
bra diferencial que contenga un conjunto fundamental de soluciones de £(u) =
0 y luego hacer el cociente por un ideal diferencial maximal para obtener una
extension sin agregar constantes.

Procedamos a ver la construccién de esta F-algebra diferencial: consi-
deremos Flu;], 0 < i <n—1,1 < j < n un anillo de polinomios en n?
indeterminadas, la derivada de F' a F'[u;;] se extiende definiendo

Uy = Ui para 0 <i <n — 2, (1.4)
u;_l,j = —0p-1Un—1,5 — -+ — A1U1; — GoUo;-
Consideremos el conjunto multiplicativo de las potencias de w = det(w;;) =
w(uot, . - ., Ugy). Con esto se define

U = [w " Fu] = Flug)[w™]

la localizacién de Fu;;] por ese conjunto multiplicativo. La derivada del
anillo F'u;;] se puede extender a la localizacién U de manera tnica (tal como
observamos en . De esta manera U es una F'—algebra diferencial la cual se
llama algebra universal de soluciones de L.

Veamos algunas propiedades del algebra universal de soluciones de L.
Haremos un abuso de notacién, denotaremos a las clases de u;; por w;;.

i) Por la forma en como se defini la derivada en F'u;;], se ha construido
soluciones de L£(u) = 0. En efecto, de la definicién de la derivada en

Fu;;] tenemos u(()? = w;;. Combinando esto con (1.5 tenemos

L(upj) = u(()n)+an_1u(()?_1)+- -Fajug;+aoug; =0, j=1,...,n. (1.6)

Jj

Por lo que {ug1, -+ ,ug,} son soluciones de L(u) =0 en U.



22 CAPITULO 1. TEORIA DE GALOIS DIFERENCIAL

ii) Del ejemplo [1] inciso i7), la derivada sobre F[u;;] estd bien definida.

iii) Tenemos que L(up;) = 0 y ademds w = det(u;;) = w(uoy, - .., up,) # 0
en U. Por tanto, {ugy, ..., up,} es un conjunto fundamental de solucio-
nes de L=0enU.

Procedamos a demostrar la existencia de una extension de Picard-Vessiot
para £ = 0.
La idea para construir la extension serd la siguiente:

e De las propiedades del algebra universal de soluciones U tenemos que
ésta contiene un conjunto fundamental de soluciones de £ = 0, pero U
no es un campo diferencial, es una F'—algebra diferencial.

e Si P es un elemento maximo en el conjunto de ideales diferenciales de
U, lo que veremos es que P es un ideal primo y por lo tanto U /P es un
dominio entero.

e Como U/P es dominio entero podemos tomar K su campo de fraccio-
nes, probaremos que K tiene el mismo campo de constantes que F', es
decir, Cr = Ck v asi K seria la extensién de Picard-Vessiot de F' para

L(u) = 0.
Siguiendo el segundo punto presentamos la proposicion.

Proposicién 1.4.2. Sea F' un campo diferencial y U/F una extension de
anillos diferenciales. Sea I un elemento mdximo en el conjunto de ideales
diferenciales de U entonces I es un ideal primo.

Demostracién. Sea D = {I : I es ideal diferencial propio de U} parcial-
mente ordenado por la inclusién, del lema de Zorn, se tiene que D tiene un
elemento maximo, digamos I. Ahora

e U/I no posee ideales diferenciales no triviales.

En efecto, supongamos por el contrario que U /I posee ideales diferenciales
no triviales, luego existe J un ideal diferencial no trivial de U/I, (0) #
J < U/I. Aplicando el teorema de correspondencia obtenemos J < U con
J=n(J)={[jl:jeJ}talque I T J CU.

Notemos que J es diferencial: Sea a € J entonces [d/] = ([a])’ € J, luego
[a'] = [j] con j € J, porlo quea —j € ICJ, dedonde ¢ € J. Asi J es
un ideal diferencial de U que contiene propiamente a I, lo cual no es posible,
pues I es un elemento maximo.
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Queremos ver que I es un ideal primo, para ello veremos que

e U/I es un dominio entero.

Supongamos por el contrario que U/I tiene divisores de cero, es decir,
existen a,b € U/1,a # 0,b # 0 tales que ab = 0.

a) Afirmamos que a®b*+! = 0 para todo k € N. En efecto, por induccién:

. Para k = 1, sabemos que ab = 0, luego

(ab) = d'b+ab =0 (1.7)
multiplicando por b a la ecuacién (1.7)) obtenemos
a'b® +ab'b =0

o equivalentemente al ser I/ un anillo conmutativo se tiene a’b* = 0.

. Supongamos que
a®pktt = 0. (1.8)

. Para k + 1: Derivando la ecuacién tenemos que
a* IR L B (k4 1)050 = 0.
Multiplicando por b la iltima ecuacion obtenemos
a® P 4 a® (k + )P =0,

luego por la hipdtesis de induccién tenemos que el segundo sumando es cero,
de donde a**+YpF+2 = 0, concluyendo asf la afirmacion.

Ahora sea J el ideal diferencial generado por a, es decir, el ideal generado
por a y sus derivadas.

b) Afirmamos que b es nilpotente.

Por el contrario, supongamos que ninguna potencia de b es cero, esto
es, b¥ # 0 para todo £ € N. Con esta suposicién se tiene que todos los
elementos de J son divisores de cero: Sea ¢ € J entonces ¢ = Y _,_ cxa® con
n € N, ¢, € U/I. Si ahora tomamos

bt — (Z cka(k)> pntt

k=0
= coa D" + ¢ d VT 4+ cpa™ !
= coa 0™ 4+ c1d B2 + -+, a™p !
=0
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por la afirmacién a). Como b # 0 y ¢ es cualquier elemento de J se sigue
que los elementos de J son divisores de cero. Luego 1 ¢ J, se sigue que
J #U/JI. Ademds como a # 0y a € J tenemos que J es un ideal diferencial
propio de U /I, 1o cual es una contradiccién al primer punto. Notemos que esta
contradiccién se siguié de suponer que b* # 0. Por lo tanto, b es nilpotente.

Como b es un divisor de cero arbitrario, tenemos que todos los divisores
de cero en U/I son nilpotentes, en particular a es nilpotente. Luego existe
m € N tal que @™ = 0. Sea k = min{m € N|a™ = 0} entonces

0= (a*) = ka"'d. (1.9)

Recordemos que estamos en un campo F' con caracteristica cero. Como
F es subanillo de U entonces la caracteristica de U es cero. Ahora ya que F'
es campo, de la proposicién el morfismo de anillos moi : ' — U/I
es inyectivo donde 7 : F' < U es el morfismo inclusion y m : U — U/I es el
morfismo proyeccion, asi F' C U/1, luego la caracteristica de U /I también es
cero. Como a*~! # 0 y U/I es de caracteristica cero se sigue que ka*~1 # 0,
luego de (L.9), a’ debe ser divisor de cero.

Como a es divisor de cero y encontramos que a’ es un divisor de cero,
hemos probado que la derivada de un divisor de cero es un divisor de cero.
Por lo tanto, a y sus derivadas son divisores de cero y por tanto nilpotentes.

Obtuvimos que J es un ideal diferencial con elementos nilpotentes, en-
tonces no puede contener a 1, de donde J # U/I y asi J es un ideal propio de
U/1, lo que es una contradiccién al primer punto. Por lo tanto, U/ no tiene
divisores de cero, luego es un dominio entero y asi I es un ideal primo. [J

La proxima proposicién ayudara con el tercer punto de la idea.

Proposicion 1.4.3. Sea F' un campo diferencial con campo de constantes
Cr algebraicamente cerrado y sea U/ F una extension de anillos diferenciales
donde U es un dominio entero, finitamente generado como F'—dlgebra que no
tiene ideales diferenciales propios. Sea K = Frac(U) el campo de fracciones
de U. Entonces K no contiene nuevas constantes, esto es, Cx = CF.

Demostraciéon. Como FF C U C K y la derivada en K restringida a F' es la
misma que la de F' tenemos que C'r C Cg. Resta ver que C'x C Cp.

Afirmacion 1. Los elementos de C'x — C'r no son algebraicos sobre F. En
efecto, sea a € Cx — C'r y supongamos que es algebraico sobre F'. Por tanto,
podemos considerar a p(z) = 2" + a, 12" ' + -+ + a1 + ay el polinomio
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minimo para a sobre F, luego p(a) = a™ + a,_10" ' + -+ + a1 + ag = 0.
Derivando y reagrupando obtenemos

(@) =na™ Vo 4+ a,_1(n— Da 2/ + - + a0
+al, "+ dha+a)
= (na™ ™V 4 a,_1(n—1)a™? 4. fa)d +d,_ "
+--+adja+ag
= O,

1

despejando o' de aqui tenemos

an_ "4 dla+ af

a4+, 1 (n—1)a2 4.+ ay’

pero o = 0 pues a € Ck, luego a/, o'+ +aja+af =0, es decir, a es
raiz del polinomio a/, ;2" '+---+a x+a) € F[r] de grado a lo mds (n—1).
Asf por la minimalidad de p(z) se sigue que a/, 2"~ '+ -+ + ajz + af, = 0.
Luego al ser a, ;2" '+---+ajx+aj = 0 se debe cumplir que a; = 0,7 =
0,1,...,n — 1. Como ademés a, = 1 € Cp tenemos que p(z) € Crlx], pero
« es raiz de p(z) y Cr es algebraicamente cerrado entonces o € Cp, lo que
es una contradiccién. Luego los elementos en Cx — C'r no son algebraicos.

Afirmacion 2. Cx C U.

Sea b € Uk, como b€ K, b= 5 conc,delU,d#0. Sea

J={hel:nbeu},

J es un ideal diferencial de U: Para h € J tenemos (hb)’ = h'b+ ht/ = h'b,
como hb € U, Wb = (hb) € U, asi I € J.

Puesto que U no contiene ideales diferenciales propios entonces J =U o
J = {0}. Ya que b = § luego db = ¢ € U, de donde d € J con d # 0. Por
tanto, J no es el ideal cero. Asi J =U, porende 1l € Jyb=1-beU.

Afirmacion 3. Cx C Cp.

Observemos primero que, si para todo b € C existe un elemento ¢ € Cp
tal que b — ¢ no es invertible en U entonces el ideal (b — ¢)U serfa un ideal
diferencial diferente de U y por tanto deberia ser cero. De este modo, b =
¢ € Cr y asi se concluiria que Cx C Cp.
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Dicho esto mostremos la observacién. Sea F' la cerradura algebraica de

FyU =U®®p F. Tenemos que U y F son F—algebras. Luego U es una
F—4lgebra también.

Consideremos las siguientes identificaciones naturales

o:U—U ¢:F— FepF (1.10)
r—r®l y—yx 1.

De la primera identificacién tenemos que, si el elemento b@1l—c®1 = (b—c)®1
no es una unidad en U, entonces el elemento b — ¢ no es una unidad en .
Tomemos también el siguiente isomorfismo

V:F@pF —F (1.11)
TRY— TYy.

Sea V la variedad algebraica afin con anillo de coordenadas U,

U=TFV]:=Flzy,...,2,]/I1(V).

Sea b € Ck, por la afirmacién 2 de la demostracion, obtenemos que
b € U, ahora de la primera identificacién en -, podemos identificar a b
conb=>b® 1 U, entonces b define una funcién F—valuada f sobre V,

f:V = F.

Como V y F = Alf son variedades algebraicas afines, por el teorema de
Chevalley, |A.1.20} tenemos que f(V') es un conjunto construible en AIF. Por
lo tanto, f(V) es un conjunto finito de puntos o es el complemento de un
conjunto finito de puntos.

Si f(V) es el complemento de un conjunto finito de puntos: Al ser Cr
algebraicamente cerrado es infinito, luego existe ¢ € Cp tal que f(v) = ¢
para algin v € V', pero de la identificacion tenemos que

f(v):c®1€C’F®F

para algin v € V', de modo que f — (¢ ® 1) se anula en v.

Consideremos el ideal maximal de v, m, = I({v}), como f — (c® 1) se
anula en v entonces b —c® 1 =b® 1 — ¢ ® 1 pertenece a m,. Por lo tanto,
del resultado b®1—c®1 no es invertible en U tal como queriamos
mostrar.
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Si f(V) es finito: ya que U es dominio entero y U = Flay, ..., k,]/I(V)
tenemos que I(V') es primo, por lo que V es irreducible, de donde f(V') es
irreducible. De aqui y del hecho que f(V) es finito obtenemos que consta de
un solo punto. Asi f es constante, entonces b € F, luego de la identificacién

(1.10), b estd en F', luego estd en Cp.
O]

Ahora si, con ayuda de los resultados previos se puede dar la existencia
de las extensiones de Picard-Vessiot.

Teorema 1.4.4. Sea F un campo diferencial con campo de constantes al-
gebraicamente cerrado Cr. Sea L(u) = 0 una ecuacion diferencial lineal ho-
mogénea definida sobre F. Sea U el dlgebra universal de soluciones para L(u)
y sea P un elemento mdximo en el conjunto de ideales diferenciales de U.
Entonces, P es un ideal primo y el campo de fracciones del domino U /P es
una extension de Picard-Vessiot de F para L(u).

Demostracién. En la proposicién vimos que P es primo. As{ U/P es
dominio entero, luego tiene sentido considerar su campo de fracciones que
denotaremos por K. Del primer punto de la proposicién tenemos que
U/ P no tiene ideales diferenciales propios, se sigue entonces de la proposicién
1.4.3| que Cr = Ckg.

De la tercera propiedad del algebra universal de soluciones, U es dife-
rencialmente generado sobre F' por soluciones de L£(u) = 0. Mas atn, K es
diferencialmente generado sobre F' por soluciones de £(u) = 0 y estas forman
un conjunto fundamental de soluciones, pues el wronskiano al ser distinto de
cero en U, lo es en U /P y por lo tanto en K. Con todo, K es una extension
de Picard-Vessiot de F' para L(u). O

1.4.2. Unicidad de las extensiones de Picard-Vessiot

Lo que se hara ahora es reunir las condiciones para garantizar la unicidad
de la extensién de Picard-Vessiot.

Proposicion 1.4.5. Sean Ly, Ly extensiones de Picard-Vessiot de F' para
una ecuacion diferencial lineal homogéneo L(u) = 0 de orden n y sea K/F
una extension diferencial con Cr = Ck. Sean o1 : L1 — K,09 : Ly — K dos
F—morfismos diferenciales, entonces o1(L1) = 02(Ls).
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Demostracién. Sea £(u) = u™ +a,_ju™ Y+ +aju’'+apu =0 cona; € F.
Consideremos el espacio vectorial V; = {a € L; : L(a) = 0},i = 1,2. Como
L tiene orden n sobre F'y L; es una extension de Picard-Vessiot de £ sobre
F entonces V; es un espacio vectorial sobre el campo Cx = Cr de dimensién
n, la cual denotamos por dime, V;. Ahora sea V = {a € K : L(a) = 0}.
Como L es de orden n, por el corolario[1.3.5] se sigue que L tiene a lo méas n
soluciones linealmente independientes en el campo de constantes C'r, por lo
que dimg, V < n.
Afirmamos que 0;(V;) C V,i = 1,2. En efecto, sea o € V; entonces L(«)

0y ae€ L;. Como o; es F —morﬁsmo y ademas diferencial (o}(a) = o;(c))
obtenemos que

L(oi(@)) = (0:()™ + ap-1(0:()) "V + - + a1 (03(a)) + agoi(a)
= 0i(a™) + a,_10;(@" V) 4 ayoi(d) + agoi(a)
= 0i(a'") + oi(an_ 10" V) 4 oy(ard) + oi(aga)
= 0i(a™ +a,_ 10"V 4+ £ a0 + apa)
= 0.
Como ademas o;(a) € 0;(L;) C K, se tiene que 0;(«) € V. Asi obtenemos

que
n = dime, V; = dime,. (0;(V;i)) < dime, V.

Luego 01(V1) = 02(V2) = V. Como L, y Ly son extensiones de Picard- Vessiot
de F entonces Ly = F(V}) y Ly = F(V3). Por lo tanto, 01(Ly) = 0a(Ls). O

Corolario 1.4.6. Sean F' C K C M campos diferenciales, K/F una exten-

sion de Picard- Vessiot con Cp = Cyy. Entonces para todo F'—automorfismo
diferencial o : M — M se tiene que o(K) = K.

Demostracién. Tenemos los F'—morfismos diferenciales o : M — M y la
inclusion ¢ : K — M. Entonces de la proposicion anterior

K =i(K) =o0|g(K),
por lo cual K = o(K). O
El siguiente resultado trata la unicidad de la extension de Picard-Vessiot.

Teorema 1.4.7. Sea F' un campo diferencial con Cr algebraicamente cerra-
do y L(u) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea sobre F'. Sean Ly, Lo
extensiones de Picard-Vessiot de F' para L. Entonces existe un F'—isomorfismo
diferencial de Ly en Lo.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que L; es la exten-
sién de Picard-Vessiot de F' construida en el teorema de existencia, es decir,
que L; es el campo de fracciones de U /P donde U = Flu;;][w™] es el dlge-
bra universal de soluciones de £ y P un elemento maximo en el conjunto de
ideales diferenciales de U.

Lo que haremos sera construir, a partir de los productos tensoriales, una
extension E/F con Cp = Cp y F—morfismos diferenciales ¢; : L1 — E'y
w9 : Ly — E para después aplicar el teorema [1.4.5] y concluir que Ly y Lo
son isomorfos. Para ello, consideremos el anillo A := (U/P) ®p Ly. Notemos
lo siguiente

A= (U/P)@p Ly = F[Uy, W | ®@p Ly = Ly[Uyj, W]

donde U;; y W1 son las clases de u;; y w™! respectivamente. De aqui A es un
anillo diferencial finitamente generado como Ls—algebra donde su derivada
es definida por

TRy 0(r) Y+ ®0(y).
Sea () un ideal diferencial propio maximal de A y tomemos la funcién

o :U/P— A
a—a®l.

La preimagen de @) bajo ¢ es

e N Q)={acU/P:pla)eQ}={acU/P:a®1ecQ}.

Como U /P no tiene ideales diferenciales propios, (@) es cero o ¢ 1(Q) es
U/P.SiesU/P entonces 1 € o1 (Q) yasi 1®1 € Q, por lo cual Q = A, lo
cual no es posible, pues @ es maximal. Por tanto, ¢~ 1(Q) es cero. Con esto
la funcion

v:U/P— A/Q
ar—>a®1

es inyectiva. En efecto, supongamos que 1(a) = ¥ (b) entonces a ® 1 = b ® 1,
luego a®@1—-0®1=(a—b)®1 €@, porloquea—>be p(Q)=0,de
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donde a = b. De igual forma podemos probar que la funcién

¢L2—>A/Q
b—1®0b

es inyectivo, entonces de la proposicion tenemos que Ly ~ Im ¢ C A/Q,
luego Ly esta contenido en A/Q. Dado que @) es maximal, @) es un ideal
primo y asi A/Q es un dominio entero, consideremos entonces su campo de
fracciones E. Tenemos que A es un anillo diferencial finitamente generado
como Ly—algebra, por lo que A/Q también lo es. Adem4s al ser () maximal,
A/@ no tiene ideales diferenciales propios. Como Ly es extension de Picard-
Vessiot de F' tenemos que (', = Cr el cual es algebraicamente cerrado. Con
todo tenemos, por la proposicién [1.4.3] que Cp, = Cg.

Por otro lado, consideremos la extension de v a los campos de cocientes
f L1 — E la cual también es inyectiva y a la composicién de funciones
inyectivas

Lo —25 A)Q < E.

Luego f v g = h o ¢ son F—morfismos diferenciales inyectivos, aplica-
mos entonces la proposicion m para obtener que f(L;) = g(Ls). Ahora
f Ly = f(L1),9 Ygra) : 9(L2) — Lo son isomorfismos. Asi definimos el
isomorfismo diferencial

g g(L2)0f2L1—>L2.

]

El siguiente teorema es una aplicacién directa de los teoremas y
44

Teorema 1.4.8. Sea F' un campo diferencial con Cr campo de constantes
algebraicamente cerrado y sea L(u) = 0 definido sobre F'. Entonces existe una
extension de Picard-Vessiot K de F para L que es unica salvo F-isomorfismos
diferenciales.

En el siguiente ejemplo veremos que no siempre es posible obtener la
existencia de extensiones de Picard-Vessiot sin la hipotesis de que el campo
de constantes es algebraicamente cerrado.
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Ejemplo 5. Sea R con la derivada trivial y tomemos F' = R(a) el campo
generado por a y sus derivadas donde a = %sen 2x, a’ = icos2x y d”’ =
—2isen2z = —4a. Como a” = —4a concluimos que F' = R(a,a’). Notemos
que a es trascendental sobre R. Si ahora consideramos al polinomio

p(z) = 2° + 4a* + 1 € R(a)[7]
luego tenemos que
pld)=(a)?+4a* +1=—cos’2x —sen’22+1=—-1+1=0, (1.12)
por lo que a’ es algebraico de grado 2 sobre R(a). Asi
F =R(a,d") =R(a)(a") = R(a)[a']. (1.13)
Lo que ahora se afirma es que Cr = R. Para esto tomemos ¢ € Cr, por
tenemos que es de la forma ¢ = p + ga’ con p,q € R(a). Ahora si g(a2_1:

ap 4+ ona+ - apa™t a; € R, denotaremos Z—Z = a1 + 2000 + - - - + naa o,

luego para un elemento f € R(a) establecemos f' = o - %. Dicho esto, al
derivar la expresién anterior obtenemos

dp dq
0=c =da-£ + L2 "
c ada—i— da(a) +qa
Sustituyendo (1.12)) y a” = —4a en la ultima ecuacién tenemos que
dp dq
0=ad— — —(4a* + 1) — 4aq.
a— da< a”+1) — 4aq
Asi
dp
— =0 1.14
7 (1.14)
dqg,
d—(4a +1)+4ag=0 (1.15)
a

Como a es trascendental sobre R, R(a) ~ R(x) entonces si ((1.14)) se cumple
tenemos que p € R. Supongamos que ¢ # 0, de ([1.15))

dq 4aq
da  4a?+1
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Notemos ahora que

ldq , daa’
_ g = ——
qda 4a? + 1’

de donde
q/ - (4a2 + 1)/
2(4a + 1)

Aplicando el lema |1.1.5[ obtenemos que ¢* = m
diciendo el hecho que ¢ € R(a). Por lo tanto, ¢ = 0y ¢ = p € R, luego
Cr=R.

Consideremos ahora la ecuacién diferencial £(u) = u” 4 u definido en F'y
sea v una solucién no trivial de £(u) = 0. Lo que veremos es que no es posible
encontrar una extension de Picard-Vessiot de F' para la ecuacion L(u). Para
esto mostraremos que cualquier extensién diferencial que contenga a « agrega
constantes. Sea v = %’, entonces F(v) C F(«). Veamos que F'(v) contiene
una constante que no pertenece a R. Notemos que

o\ o\
v’+v2+1:(g> +(E> +1

con ¢ € Cp, contra-

oo — (o 2 o 2
ST
"o — (o) 4 ()P 4 o
2

B Oé”Oé+Oé2

2
B Oé”—i—Od
o«
=0.

Por lo tanto, v satisface la ecuacién de Ricatti v/ = —(1 + v?). De aqui

tenemos los siguientes casos:

Si v2 + 1 = 0 entonces v = +i es una nueva constante.
Siv?+4+1#0,

(14 02) = 200" = —20(1 +v?).
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Tomemos ahora

(a+dv—av?) =d +ad"v+adv — dv? - 2a0'v
=a + (—4a)v — d (1 +v*) — a'v* + 2a(1 +v*)v
=d —dav — d' — a'v? — d'v* + 2av + 2a0°
= —2av — 2a'v* + 2av?

= —2v(a + d'v — av?).

Sea
_a+adv—a?
B 14 v?
entonces
o (1+0v?)(—=2v)(a+ d'v —av?) — (a+ a'v — av?)(=2v)(1 +v?) 0

(14 v2)2

Si ¢ ¢ R entonces ¢ es una nueva constante.
Si ¢ € R tenemos lo siguiente

Iy 2
(C+(I)UQ—CLIU+<C—G>: (M+a>v2—a’v

1+ 02
N a+ dv— av?
—_a
1+ 02

av? + a'v® —avt +a(1+v*)?  , a+dv—av? —a(l +0?)

= —av+
1+ v? 1+ v?

av® —avt + a(l +v*)v* +a+dv—a(l+0?)

= —dv
1+ v?

B av? —avt + av® + av* + a + d'v — a — av® — d'v — d'v?
N 1+ 02
= 0.

Usando la féormula general en la ecuaciéon anterior obtenemos que

Y a + \/(—a’)2 —4(c+a)(c—a)
2(c+a) ’

luego \/(a’)2 — 4(c +a)(c — a) € F(v).
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Ahora bien de (1.12))
(@7 = 4(c+a)(e—a) = (0P 4~ ) = (@) +40?)~4e* = ~1 -4 <0,
de donde

V—1—4c® =ivV1+4c? € F(v),
pero como v/ 1+ 4¢? € R entonces i € F(v), que es una nueva constante.

1.5. Caracterizacion de extensiones de Picard-
Vessiot

El teorema muestra que dado un campo diferencial ' con campo de
constantes Cr algebraicamente cerrado y una ecuacién diferencial £(u) sobre
F existe la extension de Picard-Vessiot K para L(u) salvo F-isomorfismos
diferenciales. ;jEs posible que K sea la extension de Picard-Vessiot de F' para
otro u otros operadores?

Ejemplo 6. Sea ' = C(z) el campo de funciones racionales en la variable
zy sea K = C(z,e"). Notemos que Cr = C = Ck. Tomemos L;(u) =u' —u
y Lo(u) = v’ — 2y’ Como K = F(e”), y {e*} es un conjunto fundamental
de soluciones para £q(u) = 0, luego K es una extension de Picard- Vessiot
de F para Ly(u). Por otro lado, K = F((x — 1)e*) y {1,(x — 1)e"} es un
conjunto fundamental de soluciones para L£o(u) = 0. Por tanto, K es también
una extensién de Picard- Vessiot de F' para Lo(u).

Seria util tener una caracterizacion de las extensiones de Picard-Vessiot
que no dependa explicitamente de la ecuacién diferencial £(u). Por ello se
tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.5.1. Sea K/F una extension de campos diferenciales donde C'r
es algebraicamente cerrado. Se dice que K/F' es una extensién de Picard-
Vessiot si

¢ Existe un espacio vectorial con campo de escalares C'r, de dimensién
finita, V C K tal que K = F(V).

¢ Existe un grupo G de automorfismos diferenciales de K con
GV)={ow):c€eGueV}CV
tal que K¢ = F.
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< CF:CK

Observacién 4. La extension en la definicion [1.5.1] nos permite construir
una ecuacién diferencial L£(u): Si {uy,...,u,} es una base de V sobre Cp
entonces K es una extension de Picard-Vessiot de F' para

W(Uy Uy -y Up,)
w(uy, ..., Up)

L(u) = (1.16)

En efecto, como {uy,...,u,} es linealmente independientes sobre Cr = Cl,

w(ug, ..., u,) # 0, luego ([1.16]) estd bien definido. Desarrollando la expansién

por cofactores por la primera columna vemos que

n

—

WUy Upy .oy Uy) = E a;ut
i=0

con @; = (—1)*det(...,a" Y, a™Y )y a=(uy,..., u,). En particular,
ap = (=1)"det(...,a" D, @Y ) =w(uy, ... u).
Asi
w(u, Uy, ..y Uy) L 1 G
L(u) = = an) tau,
( ) w(”la"‘a“’ﬂ) ZZ_;< )

es una ecuacion diferencial lineal moénico sobre K de grado n. Observemos
ademds que L(u;) = 0 pues tenemos una columna repetida en el wronskiano
del numerador y también observemos que

K=FV)=F(uy,...,u).

Si probamos que los coeficientes de L£(u) realmente estdn en F entonces
{uy,...,u,} es un conjunto fundamental de soluciones de L(u) = 0 en K
y como por hipotesis Cx = CF se seguiria que K es extension de Picard-
Vessiot para £(u) sobre F. Por tanto, mostraremos que (d,) 'a; € F. Para
ello tomemos o € G y z; = o(u;). Por la segunda condicién de la definicién
tenemos que (V) C V, de donde z; € V, luego 2; = > 7, ciju; con
¢;j € Cp. Ahora

o(a@) = (=1)"det(...,o(@)" "V, o@ .. )
= (—=1)"det(... 20D 20D )
= (—1)"det(c;;) det(...a" "V @™ ...} esto por proposicién [[.3.2
= det(c;;)a;.
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Luego
U((Cfn)_ldi) = O(dn>_10(di) = (det(cij)dn)_l det(cij)di = (a’n)_ld,-

para 1 < i < n. Como esto vale para todo o € GG concluimos que (a‘n)_ldi €
K% = F. De aqui que L(u) tiene coeficientes en F.

1.6. Grupo de Galois diferencial

En esta seccion definiremos el grupo de Galois diferencial de una ecua-
cion diferencial lineal homogénea y veremos que tiene estructura de grupo
algebraico lineal sobre el campo de constantes del campo diferencial sobre el
que se define la ecuacion.

Definicién 1.6.1. Si K/F es una extension diferencial de campos, el grupo
G(K/F)={o: K — K : 0 es isomorfismo diferencial y o|p = idr}

es el grupo de Galois diferencial de la extensién K/F. Cuando K/F
es una extension de Picard-Vessiot para una ecuacién diferencial £(u) = 0,
el grupo G(K/F) también se llama grupo de Galois de £(u) = 0 sobre F'.
En este caso se usa la notaciéon Galg(L) o bien Gal(L) si es claro el campo
base.

Observacién 5. Si {uy, ..., u,} es un conjunto fundamental de soluciones de
L(u) = 0 entonces para todo o € Galp(L) y para todo ¢ = 1,...,n tenemos
que o(u;) también es una solucién de L(u) = 0.

En efecto, Como u; es solucion de L(u;) = 0 entonces

n)+230a3 =0 con a; € F, luego
0=0(0)
n—1 n—1
=0 (ufn) - Z ajugj)> =)+ o (ajugj))

= =

n—1
)™ 4 Z o(a;)o(u;) )9 = o (u;)™ + ZCLJU(U )@

=0

= L(o(u;)).
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A continuacion damos algunos ejemplos de grupos de Galois diferencial.

Ejemplo 7. i) Sea F' un campo diferencial y sea o/ = a € F tal que a
no es una derivada en F'| esto es, a # 2’ para todo x € F. De aqui que
a ¢ F. Consideremos la extension K = F(«a) de F, se dice que K es
obtenido de F por adjuncion de una integral.

e Afirmamos que « es trascendente sobre F'. En efecto, supongamos que
a es algebraico sobre F, tomemos p(x) = " + 327~ bz’ su polinomio
minimo sobre F. Asi p(a) = a"+ 31" bja’ = 0y derivando obtenemos

|
—

n—1 n
0=pla) =na"ta + Z(bgai +ibia ) =Y al((i + Dby + b)),

=0 )

I
o

Como p(z) es el polinomio minimo de « y la derivada de p(x) tiene
grado menor que n se sigue que no’ + b, _; = 0 o equivalentemente

/
na+b),_, =0, de donde a = (—b"n”) lo que es una contradiccién. Por

lo tanto, « es trascendente sobre F.

e Afirmamos también que K es una extension de Picard- Vessiot para la
.z . . /
ecuacion diferencial £(u) = u” — 2. En efecto, observemos que

F(l,a)=F(a) =K

Yy que

/ al

a

L(1)=0, La)=d" ——d' =d ——a=0.

a a

Ademads {1, a} es linealmente independiente sobre Cr, luego {1, a} es
un conjunto fundamental de soluciones de L£(u) en K.
Veamos ahora que K = F'(«) no contiene nuevas constantes.
Observacién: Supongamos que un polinomio p(a) = Y1, ba',b; € F
es constante. Derivando y reagrupando

n

0=p(a) = Z(bgof +ibja' o) = Z (i 4 )b +0). (1.17)

=0 i=0
Como « es trascendente entonces todos los coeficientes de (|1.17)) son
cero, en particular b, = 0,nb,a +b),_;, = 0, luego

o b;Lfl o bn—l '
‘= nb, nb, )’
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que contradice la hipétesis. Por lo tanto, p(«) no es constante.

Bien, ahora supongamos que existe un elemento [ € Cx. Al tener [ €

F(a) y « trascendente, [ es de la forma % con f(z),g(z) € Flz].
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g es ménico de grado

mayor o igual a 1, minimo. Derivando se obtiene

f@)gla)d = fla)g(a) o
g()? '

De la observacion previa g(«) no es constante, con lo que g(a)” # 0,

asi de (|1.18))

0=1'= (1.18)

f(@)g(@)a = f(a)g(a)a’ =0

equivalentemente
a) o
flof _ @) o\
9(e)"  g(a)
pero al ser g ménico grad(g’) < grad(g), que contradice la minimalidad
de g. Por lo que [ no es constante, luego Cr = Ck y asi K es extension

de Picard-Vessiot de F' para L.

Calculemos ahora su grupo de Galois diferencial. Para esto recordemos
que {1, a} es un conjunto fundamental de soluciones, entonces

Galp(L) ={o : F(1,a) — F(1,) : 0 es un isomorfismo diferencial

cono|p = idp}.

Ahora como 1, son soluciones de L(u) = 0, por la observacién [
o(1), o(a) son soluciones de L(u) = 0, por lo mismo existen constantes
cij,1,J = 1,2 tales que

0'(1) = Cy1 + 1@

o(a) = c19 + conar.

Queremos ver quienes son c¢i1, Ca1, C12, C22. Como o es automorfismo di-
ferencial, (1) = 1 entonces ¢1; + corv = 1, luego (11 — 1) + e =
0 y como {1,a} es un conjunto linealmente independientes en Cp,
c11 = 1,c01 = 0. También se satisface que o(a)’ = o(a’) entonces
C22a0 = 0/ = o(a) = o(a) = o(a) = idp(a) = a, por lo que cgy = 1.
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ii)

Asi todo o € Galgp(L) debe cumplir que o(a) = ¢ + «, luego a todo
elemento en Galp(L) le podemos asociar la matriz (¢;;), esto es,

Galp(L) = {((1) i) ce Cp}.

Sea F' un campo diferencial y %/ = a con a € F'—{0}. Considere-
mos la extension K = F'(«). Decimos que K es obtenido de F por
adjuncién de una integral de la exponencial.

Aqui supondremos que Cr = Cf. Consideremos el operador L(u) =
uw — au. Notemos que L(a) = o/ —aa = o/ — %a = 0, es decir, « es
solucién de L(u) = 0. Ademds {a} es linealmente independiente en el
campo de constantes Cp. Por lo que K = F(a) es una extensién de
Picard-Vessiot para L.

Estudiemos con mas profundidad la extension K.

. . -1 i . .
Si « es algebraico sobre F, sea p(z) = ™ + > . a;z" su polinomio
minimo sobre F'. Evaluando a y derivando obtenemos

=na" ' + E (aja’ +ia;a" )
i=0

n—1
=na" laa+ Y (dia’ +ia;0 aa)
i=0
n—1
= naa + g (a; +ia;a)a’.
i=0

Como p(z) es el polinomio minimo de «, se sigue que p(«) divide a
p(a)’, es decir, p(a)’ = kp(a). Si nos fijamos en el término de grado n
de p(a) y de p(a) tenemos que an = k. Ahora si nos fijamos en los
términos restantes

a; + ia;a = ka; = ana; (1.19)

luego
! . .
a; = ana; — ia;a = a(n —i)q;
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para todoi=0,...,n— 1. Asi

Y . .
(an z) CLZ'<Oén z)/_a;an 7
2
a;

a;(n —i)a" "o/ —a(n —i)a;a™"
- 2
a;
a;(n — )" " laa — (n —i)aa;a™ "
- 2
a;
=0
para todo ¢+ = 0,...,n — 1. En particular para ¢ = 0 tenemos que

n n , .

(3—0)’ = 0 entonces 4~ = ¢ para algin ¢ € Cx = CF, es decir, a" = cao.
Como ag,c € F se sigue que o™ € F'. Por tanto, si o es algebraico
entonces a” € F.

Si « es trascendental sobre I’ entonces la extension K = F(«a) es pu-
ramente trascendental con grado de trascendencia 1.

Tomando esto en cuenta, calculemos el grupo de Galois diferencial.
Tenemos que

Galp(L) ={0 : F(a) = F(«a) : 0 es un isomorfismo diferencial
yo|p =idp}.
Sea o € Galg(L) entonces
o(e) = o(a') = o(aa) = o(a)o(a) = ao(a)
esto pues a € F', luego

(a(a))’ ao'(a) — ()

aao(a) — aao (@)

=0.
Por lo que, % = ¢, de donde
o(a) = ca (1.20)

para ¢ € Cg = Cp.

Como mecionamos antes, tenemos los siguientes casos:
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a)

iii)

Si « es algebraico, en este caso encontramos o™ € F para algin n
entonces

ola)" =o(a") =idp(a™) = a",
pero de (1.20) o(a)” = (ca)™ = a™ y por tanto ¢” = 1.

Asi, ¢ es una raiz n—ésima de la unidad y por tanto, Galgp(L) es un
grupo ciclico finito.

Si « es trascendente sobre F' de grado 1. Podemos definir un automor-
fismo diferencial de K por a +— ca, entonces Galp(L) ~ (Ch,-).

Consideremos F' = C(z) y la ecuacién diferencial L(u) = u” +u = 0.
Como vimos en el ejemplo {4 inciso i), K = C(z)(sen z,cos z) es una
extension de Picard-Vessiot de C(z) para L.

Encontremos su grupo de Galois diferencial. Como sen z, cos z son so-
luciones de L(u) = 0, también o(senz) y o(cosz) son soluciones de
L(u) =0, de donde existen constantes ¢;; € C, i,j = 1,2 tales que

o(sen z) = ¢y sen z + ¢91 €os 2

o(cos z) = cia8en z + c99 COS 2.

Como o es automorfismo diferencial o(sen z)’ = o((sen z)") = o(cos z),
luego c11 cos z — co1 8en z = ¢1psen z + co5 COS 2, por lo que

(c11 — c92) cos z — (o1 + ¢12) sen z = 0,

ya que {sen z, cos z} es un conjunto linealmente independiente se sigue
que €11 = C22 Y C12 = —C21.

Por otro lado, o(cosz)" = o((cosz)’) = o(—senz) = —o(sen z), luego
C12 COS Z — Cog S€N 2 = —(CH sen z + Co1 COS Z), por lo que

(12 + Co1) cOs 2 4+ (—ca2 + ¢11) sen z = 0,
nuevamente ya que {senz,cosz} es un conjunto linealmente indepen-
diente, se sique que c13 = —C21 y €11 = Coo.

Ahora como sen? z + cos? z = 1 entonces [o(sen 2)]?> + [o(cos 2)]? = 1,
luego
(cr1sen z + cg cos 2)? + (crasen z + cpp cos 2)* = 1,
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finalmente obtenemos c%; + ¢, = 1. Por lo tanto,

Galp(L) = {( o C12> e, € Ccfy ey = 1} :

—C12 (11

Consideremos la ecuacion diferencial £(u) = u®® — u/ = 0. Notemos
que £(1) = 0,L(e*) = 0,L(e %) = 0y que {1,e*,e *} es linealmente

independiente. Sea
K =C(z)(1,e*,e*) =C(1,z,¢e*, %) = C(z,€%),
entonces Cr = Cx = C y asi K es una extension de Picard- Vessiot de

C(z) para L.

Hallemos ahora su grupo de Galois diferencial. Como (1), o(e*),o(e™?)
son soluciones de L(u) = 0, existen ¢;; € C,4,j = 1,2, 3 tales que

o(l) =ci1 + cne” +cze”
o(€*) = 12 + co2€” + c30¢™*
(

€7z) =c13t+ ngez + C33€7Z.

Q

Como o es automorfismo diferencial o(1) = 1, luego ci; + co1€* +
c31e”% = 1, equivalentemente (c1; — 1) + co1€* + c3167% = 0, pero dado
que {1, e*, e *} es linealmente independientes se tiene que ¢1; = 1, ¢y =
0,c31 = 0. Ademés o(e*) = o((e*)") = a(e?), por lo que

CQQ@z — CgQG_Z = Cy19 + 0226'3 + 6326_2,

luego
2c30e” " + 12 = 0,

por lo tanto c¢13 = 0, ¢35 = 0.

Ahora o(e™*) = o((e7*)") = o(—e~#), por lo que

z —Z z —Z
Co3€” — C33€ =~ = —C13 — C23€" — C33€

luego
2623€Z + Cci13 = O,

por lo tanto c¢i13 = 0, ce3 = 0.
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z

Por otro lado, sabemos que e*e™* = 1 entonces

o(e®)o(e™®) =o(efe™®) =0o(1) = 1.
Por lo que
(C12 + Co0€® + 326 %) (13 + co3€” + 33 %) = 1,

luego coge”c3ze™ =1, es decir, c33 = é

Con todo
1 0 0
Galp<£) = 0 co O I Coo € C*
0o o L

C22

Como hemos observado en algunos de los ejemplos previos, el grupo de
Galois diferencial, resulté ser algin subconjunto del grupo general lineal. De
manera general tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.6.2. Sea F' un campo diferencial y L(u) = 0 una ecuacion di-
ferencial lineal homogénea de orden n definida sobre F' entonces el grupo de
Galois diferencial de L(u) = 0 es isomorfo a un subgrupo del grupo general
lineal GL(n,Cr) salvo conjugacion.

Demostracién. Si{us,...,u,} es un conjunto fundamental de soluciones de
L(u) = 0 entonces cualquier otra solucién es una combinacién lineal de estos
elementos sobre Cr. Ya que para todo o € Galgp(L) y paracadaj=1,...,n
tenemos que o(u;) es también una solucién de L(u) = 0, por lo que

n
O'(Uj) = ch-jui, Cij € CF.

i=1
Ahora como {uy,...,u,} es linealmente independiente entonces
{o(u1),...,0(u,)} también lo es, por lo que w(o(uy),...,o(u,)) # 0, pe-
ro como w(o(uy),...,0(u,)) = w(us, ..., u,)|c;| se sigue que |¢;;| # 0, de
donde (¢;;) € GL(n,Cp). Por lo tanto, a cada o € Galp(L) le podemos
asociar la matriz (¢;;) € GL(n,Cp). Més atn, como K = F(uy,...,u,), un

F-automorfismo de K estd determinado por las imagenes de los u;, luego se
obtiene el siguiente morfismo inyectivo

¢ : Galp(L) — GL(n,CF)
o+ (Cij)
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Ahora bien, si {wy,...,w,} es otro conjunto fundamental de soluciones de
L(u) = 0 entonces

n
O'(’LUJ') = E Q35 Wi, Qg € CF
i=1

Luego las matrices C' = (¢;;) y A = (a;;) satisfacen
C=P'AP

donde P es la matriz de cambio de base entre ambos conjuntos fundamentales
(Si U; = Z?:l )\Z]U)Z entonces P = ()\ZJ))

Con todo, podemos identificar el grupo Galgp(L) con un subgrupo de
GL(n,Cr) (a saber p(Galp(L))) de manera unica salvo conjugacion. O

Lo que nos proponemos a mostrar enseguida es que Galg(L) es cerrado en
GL(n,CF) con respecto a la topologia de Zariski, por lo que seria un grupo
algebraico lineal.

Proposicién 1.6.3. Sea F' un campo diferencial con campo de constantes
Cry K = F(uy,...,u,) una ectension de Picard-Vessiot de F. Entonces
eziste un congunto S de polinomios P(x;;),1 < i,j < n con coeficientes en
CF tal que

i) Si o es un F—automorfismo diferencial de K y o(uj) = Y o, ¢iju;
entonces P(c;j) = 0 para todo P € S.

ii) Dada una matriz (¢;;) € GL(n,Cr) con P(c;;) = 0 para todo P €
S, existe un F—automorfismo diferencial o de K tal que o(uj) =

D iy Cijli-

Demostracién. Sea F'{x,...,z,} el anillo de polinomios diferenciales en n
indeterminadas diferenciales sobre F'. Definamos el F'—morfismo diferencial

o: F{zy,...,z,} = K

Del teorema tenemos que I' := ker ¢ es un ideal diferencial de F{z1, ..., x,}
y F{z1,...,2,}/T ~ Imy, al ser Im ¢ subanillo de un campo es un dominio
entero, luego I' es un ideal diferencial primo de F{xzy,...,z,}.
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Sea K[z;;],1 <i,j < n el anillo de polinomios en las indeterminadas x;;
con la derivacién definida por x; = 0. Definamos un F-morfismo diferencial

Y F{zy, ..., z,} — Klz;]
Z; —> le]ul
=1

Sea

A=) = {q(zyy) € Klzy] : Ip e T con 9(p) = q(xi;)}-
Sea {wy} una base para el C'r—espacio vectorial K.

Afirmacion 1. Cada polinomio en A se puede escribir como una combinacién
lineal de los wy, con coeficientes polinomiales en Cp[z;;]:
Sea ¢(x;;) € A entonces existe

P= D G, ()M @l) e €T (con g, € F)

w(p) — w Z akl,...,kn (xg’fl))ikll .. (xgin))lknn
0<s;<n

= Z Ay, ke W (( g’fl))“ﬂl) ) ((aig’fl"))““"")

k17'“1kn
O<s7-<n

z : (k Tkq1 k) thnn
= akL 7 811)> ' o .sz (ajgn ))
k'17 7kn
0<s;<n

Ahora observemos que

n

¢(x;3) 1’57 (Z :L‘zsjuz> = Z(%S u; + xzsj z Z xzsj i

=1

4 n
V(al) = vl (z ) = S ) = St

=1
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y asi sucesivamente

Isj E «Tzsj 3 7

luego

. n ikjj
3 Yk AN k;
¢ (:Egljj)> A (w(l‘S])(k])) kji (Z misjug J)) = Z%‘j(xislj)prj(ui)
i=1 r

donde ¢j(7s;) € Klz],0 < 55 < n,ppj(u;) € K = F(uy,. .., u,) son cada
uno de los monomios obtenidos al desarrollar la potencia. Asi

w(]?) = Z Ay ..., <Z qdr1 'xz] prl U ) : (Z Grn :CZ] DPrn uz))

~~~~~

donde los polinomios ¢s(z;;) € K[zi;], ps(u;) € K son productos de los poli-
NOIMIOS ¢yj, Ak, .. k,Pr; Yespectivamente. Como wy, es base para el Cr—espacio
vectorial K tenemos que

ps(u;) = g ajw;, con «a; € Cp,
=1

por lo que

ki,oikn s =1
-3 (X Setaten )

=1 kiyoikm 8
:Zpl(xz])wl

=1

con py(Tij) = D g,k 25 @1qs(Tij) € Cplay]. Probandose asi la afirmacion.
Tomemos a S como la coleccién de estos coeficientes, es decir, la colecciéon
de polinomios P(z;;).

Bien ahora probemos los incisos del teorema.
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i) Sea 0 un F—automorfismo diferencial de K tal que o(u;) = > 1, ¢;ju;.
Consideremos el siguiente diagrama

F{ay,... 2.} — K
q .
Klxi;] v K
donde
v: Kz - K
Tij > Cij.

Notemos que
gop(x;) =o(u;) =) cju; =v (Z sz) = v o(x;),
i=1 '
por lo que el diagrama anterior es conmutativo. Ahora
cop(Il={aec K:Ipel conoopp) =a}
={a€ K:3dpeTl cono(0)=a}

={aeK:dpelcon0=a}
= {0}.

De aqui y de la conmutatividad del diagrama obtenemos

{0} =voup(l) = v(AD),

es decir, la imagen de I' bajo v o9 es A evaluada en ¢;; y asi todos los
polinomios de A se anulan en ¢;;. Escribamos esto en la base {wy}, entonces
si q(z5) € A tenemos que

g(ciy) =D Pelei)wr =0
k=1

pero como {wy} es base, en particular es linealmente independiente sobre
CFr, luego cada Py(c;;) = 0. Por tanto, los polinomios de S se anulan en ¢;;.
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ii) Sea una matriz (¢;;) € GL(n,Cr) con P(c;;) = 0 para todo P € S. Consi-
deremos el morfismo diferencial

vo : F{ry,...,x,} — Fluy,... uy)
n
Z; |—>Zcijui.
=1

Afirmacién 2. I' C ker(v o v).
En efecto, sea p € T', luego ¥ (p) € A, por lo que

voup(p) =v(¥(p) =v <Z Pk(iﬁ'z'j)wk) =Y Piley)w

donde Py(x;;) € S. De la hipétesis de (c¢;;) obtenemos que Py (c;;) = 0. Por
lo tanto, v o ¥ (p) = 0, de donde p € ker(v o ¥).

Notemos que
Fluy, ..., uy) = F{z1,...,2,}/T,

luego por la afirmacion 2 y aplicando la propiedad universal del cociente,
existe un unico F'—morfismo diferencial

o Fluy,...,u,] = Flug, ... uy]
n
U P—>ZCU‘U,Z‘.
i=1

Afirmacion 3. o es biyectiva.
Suprayectiva: Ya que la matriz (c;;) es invertible existe su matriz inversa
(Gij) tal que Gijep + Cojche + -+ + Cojcrn, = 181 j = k y es cero si j # k.

Dicho esto, notemos que la imagen de o contiene a wuq,...,u,, pues para
. n  —
j=1,...,n basta tomar ) ., G;u; y observar que
n n n n n n
o (D T | =) o) = T | | =Y up | > Gew | =y
i=1 i=1 i=1 k=1 k=1 i=1

Asi o es suprayectiva.

Inyectiva:
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Supongamos que grtras[F[uy, ..., u,] : F] = k, entonces sea wy, ..., wy €
Fluy, ... ,u,] un conjunto algebraicamente independiente sobre F'. Como o
es suprayectiva, para cada w; existe v; € Fluq,...,u,] tal que w; = o(v;),
para todo?=1,...,k.

Sea u € Kero distinto de cero, como grtras[Fluy,...,u,] : F] = k te-
nemos que u,vq,...,v; son algebraicamente dependientes, por lo que existe
un polinomio no cero p(x,z1,...,x;) € Flz,z1,...,x] de tal manera que
p(u,vq,...,vx) = 0. Elijamos p de tal forma que grad,(p) sea minimo. De-
finamos h(xy,...,zx) = p(0,21,...,2%) € Flxy,...,zx], entonces h es un
polinomio no cero, de lo contrario p(z,xy,...,xx) = xpi(z,x1,..., 7)) con
grad,(p1) < grad,(p) y como u # 0 tendriamos que p;(u,vy,...,vx) = 0
contradiciendo la eleccion de p.

Ya que o es morfismo

0=0(0) =0c(p(u,vy,...,v5)) =plo(u),o(vy),...,0(vx))
=p(0,wy,...,wg) = h(wy,...,wg)

de aqui y dado que h no es el polinomio cero, se contradice que wy, ..., wy son
algebraicamente independientes. Por consiguiente © = 0, de donde Kero =
{0} y asi o es inyectiva.

De modo que o es biyectiva y podemos extenderlo a un automorfismo

o:F(uy,...,uy) = F(ug,...,uy,)
tal como queriamos. O

Concluimos este capitulo con el resultado anterior, en el siguiente capitu-
lo nos centramos en resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden 2 con
coeficientes funciones racionales. Sin embargo, cabe mencionar que la teoria
de Galois diferencial abarca mucho mas, por ejemplo al igual que en la teoria
de Galois clasica existe un teorema fundamental de la teoria de Galois dife-
rencial, asi como también existe una version del problema inverso de Galois
a la teoria de Galois diferencial (ver [M]).
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Capitulo 2

El algoritmo de Kovacic

En este capitulo presentamos un algoritmo para resolver ecuaciones di-
ferenciales lineales de orden dos con coeficientes funciones racionales en una
variable sobre el campo de los nimeros complejos. El objetivo del algoritmo
es encontrar soluciones liouvillianas de dichas ecuaciones. El algoritmo cons-
ta de cuatro casos, los tres primeros casos determinan la solubilidad de las
ecuaciones en términos liouvillianos, mientras que en el cuarto caso el algorit-
mo no funciona y por tanto las ecuaciones no tienen soluciones liouvillianas.
Usaremos como referencia principal al articulo [Kov].

2.1. Soluciones Liouvillianas

Lo primero que haremos sera introducir a las soluciones liouvillianas, para
este fin hagamos la siguiente observacion.

De manera andloga al ejemplo [7} Si F, K son campos diferenciales que
contiene a C(z), se dice que K es obtenido de F' por adjuncién de una integral,
si K = F(n) donde ¥ = a € F. Denotaremos por = [ a a una solucién a
la ecuacion diferencial ' = a.

De manera analoga, se dice que K es obtenido de F' por adjuncién de
la exponencial de una integral, si K = F(n) donde ﬂn—/ = a € F. Note que
es necesario hacer una elecciéon de una solucién de tal ecuacion, por lo que
estamos suponiendo el axioma de eleccion, una vez elegida una solucién esta
serd, denotada por, n = e/ % No es dificil ver que ésta exponencial satisface
las mismas propiedades algebraicas que la exponencial usual.

o1
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Definicién 2.1.1. Sea K una extensién diferencial de C(z). Una solucién
n de una ecuacién diferencial definida sobre C(z) se denomina liouvilliana,
soluble por cuadraturas o que tiene solucion en forma cerrada, si
existe una cadena de campos diferenciales

C(Z):F()CFlC"‘CFm:K

conn € K y tal que parai=0,...,m — 1, F;; se obtiene de F; ya sea por
adjuncion de una integral o por adjuncion de la exponencial de una integral
o Fj ;1 es algebraico sobre F;.

La ecuacién diferencial a resolver es de la forma
u" + apu’ + agu = 0, a1, ap € C(2). (2.1)

El siguiente teorema nos permite eliminar el coeficiente de v’ en la ecua-

cién diferencial lineal ([2.1]).
Teorema 2.1.2. La ecuacion diferencial
v’ + ayu' + agu =0, a; € C(2)

se puede transformar en la ecuacion diferencial

/" 12 1/
y =Ty conr:Zal—i—ial—ao

. , _1
mediante el cambio w=yf donde f = e 2Jn.
Demostracion. Consideremos primero la ecuacién
v’ + ayu’ + agu = 0. (2.2)
Si ug, ug son soluciones de la ecuacion entonces w = ujufy — ujuy, derivando
w' = uhul + uyuy — ujuy — vluh = uyuy — ufuy. Tomando en cuenta que uy
Uy son soluciones de (2.2)) podemos sustituir v, v en w’ y obtener
1) %2

w' = uy(—ayuy — agug) — (—ayu) — aguy)us = a1 (ujus — uyuy) = —ajw,

luego
w=ce
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Si hacemos u = yf entonces v' = ¢'f +yf' v =" f +2¢f + yf".
Sustituyendo en la ecuacién (2.2)) queda

V' I+ +ar /)y + (f"+arf +af)y=0.

Queremos que 2f" + a1 f = 0, resolviendo esta ecuaciéon encontramos que
1 , _1 . .
f=ez2/m Asfcon f=e2/% se tiene la ecuacién

y'f=—(f"+arf +aof)y.

Notemos ahora que [’ = —%alf y [/ = }laff — %a’lf. En consecuencia
" ! 1 2 1 / 1 2
—(f"t+af +aof) =— Z%f - §a1f - §a1f +aof

1 1
= (Za% + §a’1 — ao) f-

Con lo que ¢ f = (}la% + %a’l — ao) fyy asi
1 1
y' = (Zaf + §a/ - a0> Y.

Teorema 2.1.3. Si la ecuacion
1 !
u +au' + apu =0, ay,a € C(2)
tiene solucion liouvilliana entonces toda solucion es liouvilliana.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que u; es una so-
lucion liouvilliana, lo que ahora queremos es encontrar otra solucién uy que
determinamos a continuaciéon. Como vimos en el teorema anterior

Uy — U Uy = W = ce S

3 /

despejando s ,

U 1

! 1 —Ja
uy = —tuy + —ce” M = puy + ¢,

Uy Uy
que es una EDO de orden 1 no homogénea. Una solucién a la ecuacion ho-
mogénea es

Ue = coefp.
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Aplicando el método de variaciéon de parametros obtenemos que

uy = el? (CO+/Colqefp) :

Como u; es liouvilliana existe un cadena de campos diferenciales

Clzy)chhCc---Cl,=K
i _fZ*/l__ *f%/l — o= fa _ -1.1 .73
con u; € K. Si hacemos f =e! “1,0 =€ ' ,v=ce ca= [¢ caB,
al tomar la cadena

CrlchcC - CF,=KCF,n1=K() CFna=Fna(8) CFupa),
obtenemos que uy es también una solucién liouvilliana. O
Teorema 2.1.4. La ecuacion diferencial

u" + au + agu =0, ay, a9 € C(z)

se transforma en la ecuacion de Ricatti

1 1
v =71 —v? donder = Za%+§a/1 — ap.

Demostracion. Notemos que

2
(g’)': v'y—W)? _ v (g’)
Yy y? Y y) '

. / .,
luego haciendo v = £y usando el hecho que la ecuacién u” + aju’ + agu = 0
se transforma en la ecuacién y” = ry obtenemos

Yy
V=2 -0t =r -1

)
1.2 1 7
donde r = af + 5a} — ap. O
De acuerdo al teorema [2.1.2, cualquier ecuacién diferencial de la forma
. . _1
u” + a1u’ + agu, mediante el cambio u = ye™ 2 Jar ge puede transformar en
la ecuacién diferencial

1 1
y" =ry donde r = Za% + §a’1 — ag. (2.3)

A esta ultima ecuacién la llamamos ecuaciéon diferencial reducida y la
abreviamos como EDR.

La siguiente afirmacién da una relacion entre las soluciones liouvillianas de
la ecuaciéon y las soluciones liouvillianas de la EDR asociada.
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Afirmacion 4. Las soluciones de son liouvillianas si y sélo si las solu-
ciones de son liouvillianas.

En efecto, supongamos que u es solucién liouvilliana de . Ahora sea
y=uezlau y = u’e%fal—l—%alue%f“l,y” =exfm (v + ayu’ + u(tai + 3a})).
Por consiguiente

1 1 1 1
y' —ry= ez /o {U” + a1’ +u (Z_l&% + 561/1) —u (Za% + éai - ao)}

=e2 /(0" + ai + agu) = 0.

De donde y asi definida es solucién de la EDR. Mas atin, como u es liouvilliana
existe una cadena de campos diferenciales C(z) C F; C --- C F,, = K tal
que u € K. Sea g = ez a1 entonces % = %al € C(z) luego podemos tomar
la extension

C(z)cF,C---CK C K(g),

donde g es del tipo integral de una exponencial. Por tanto, y es también una
solucién liouvilliana.

Reciprocamente supongamos que y es una solucién liouvilliana de (2.3]).
Seau=yf con f=e 2/ luegow =o' f+yf ' =y"f+2yf +yf" con
f'=—Saf, f" = Latf — Laif. Asi

u//+a1u/+aou:y”f—l-2y/f/+yf”+a1(ylf+yfl)+aoyf
1

= (~qar) v (jar - gair)
+a (y'f +y (—%mf)) +aoyf

1 1 1
=f (1/” —ay + Zafy - §a,ﬂ/ +ary’ — iafy + aoy>
1 1
=/ (y” + (_Za% - §a/1 + ao) y)
=fW —ry) =0,

pues y es solucién de la EDR. Por ello u es soluciéon de (2.1]). M4as atin, como y
es liouvilliana existe una cadena de campos diferenciales C(z) C F; C -+ C
F,, = K con y € K. Como fT = 2a; € C(z) luego al considerar la cadena

C(z)cFyC---CKCK(f),
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donde f es del tipo integral de una exponencial obtenemos que u es solucién
liouvilliana.

Por esta razon, de ahora en adelante la ecuacién a resolver sera la EDR.

Notemos que podemos aplicar el teorema alaEDR L(y) =y"—ry =
0. M&s atn, con el siguiente resultado obtenemos que el grupo de Galois
diferencial de la EDR es (bajo isomorfismo) un subgrupo algebraico afin de
SL(2,C).

Teorema 2.1.5. Para la EDR, ¢(Galc.)(£)) C SL(2,C) donde ¢ es la
obtenida en el teorema [[.6.2.

Demostracién. Sea {y1,%2} un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial reducida. Por tanto, ¢} = ry;,y5 = rys donde el wrons-
kiano estd dado por w = y1y5 — y|y2, derivando obtenemos

w = ys — Yy = Thy2 — ry1y2 = 0.

Esto indica que w € C y asi para 0 € Galg(,)(£) se tiene w = o(w), ademds
como o(y1),0(y2) son soluciones también se tiene que o(y;) = c11y1 + 2192
y 0(y2) = c12y1 + c22y2. Como o es automorfismo diferencial se cumple que

o(y)) = o) = cenyy + vy y o(yy) = o(y2) = c1ay] + cooyh, entonces

w = o(w)
—o (det (y,l y?))
Y Y
— det <0(y/1) 0(?/3))
o(y1) o(ys)
—d C11Y1 + C1Y2  Ci12Y1 + C22Yo
- et / / / /
C11Y1 T C21Ys  C12Y7 + C22Ys

— det y/1 y? C11 C12
Y1 Y C21 C22

= det y} y? det tn G2
Y1 Yo Ca1 C22

C11 C12
= wdet .
Co1 C22
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Por lo tanto,
det (011 012) —1,
Co1  C22
luego ¢(0) € SL(2,C). O

Enunciemos ahora un teorema importante, el teorema de Lie-Kolchin, no
daremos la prueba del teorema, pero el lector interesado puede consultar el
libro [Kol]. Para ello recordemos que G° denota a la componente irreducible
de G que contiene a la identidad.

Teorema 2.1.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
i) Toda solucion de la EDR es liowvilliana.
ii) G es soluble, es decir, que existe una cadena de subgrupos normales
{e} =Gy Gi<--<G, =G
tal que el cociente G;/G; es abeliano para todo 0 < j <i < n.
i) G° es triangulable.

Este resultado convierte el problema de encontrar soluciones liouvillianas
a un problema de teoria de grupos.

En la préoxima seccion veremos la clasificacion de los subgrupos del grupo
especial lineal SL(2,C).

2.2. Subgrupos de SL(2,C)

El algoritmo de Kovacic estd basado en la clasificacion de los subgrupos
algebraicos del grupo SL(2,C), es de aqui donde se desprenden los cuatro
casos que conformarén el algoritmo de Kovacic. A continuacién damos dicha
clasificacion en el siguiente teorema cuya demostraciéon omitiremos, pues in-
volucra conceptos mas profundos que superan el objetivo de esta tesis, pero
el lector interesado puede consultar [Kov].

Teorema 2.2.1. Sea G un subgrupo algebraico afin de SL(2,C) entonces
exclusivamente uno de los siguientes casos puede ocurrir

1. G es triangulable.
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2. G es el conjugado de un subgrupo de

Dz{(é 091> :cEC,c%O}U{(_S_l (C)> :CEC,C#O}

y el caso 1 no se da. Esto es, existe un x € G tal que para cada g € G,

xgxr~! es una matriz diagonal o una matriz anti-diagonal, pero no existe

x € G tal que xgz~! es triangular.
3. G es finito y los casos 1 y 2 no se dan.
4. G=SL(2,C).

En el siguiente teorema determinamos los subgrupos finitos de SL(2,C)
(ver [A], [CH], [Kov]).

Teorema 2.2.2. De acuerdo con el teorema |2.2.1], excepto por conjugacion
hay tres grupos en el caso 3.

i) El grupo tetraedro. Este grupo es de orden 24 y estd generado por

ki
es 0 1, kmi 1 1
( 0 eT) ’5(26 CY (2 _1) .

it) El grupo octaedro. Este grupo es de orden 48 y estd generado por

ki
e 0 1 kmi, ki 1 1
(3 ) s on (i L),

iii) El grupo icosaedro. Este es de orden 120 y estd generado por

es 0 <¢> w)
0 e 5 Y —¢

siendo ¢ y v definidas como

1 3kmi 2kmi kni
zp:g(es +3e 5 —2e5 +1)

donde 0 < k < 5.



2.2. SUBGRUPOS DE SL(2,C) 59

Enseguida definimos lo que es un elemento invariante y semi -invariante.

Definicién 2.2.3. Sea {y, 32} un conjunto fundamental de soluciones de la
EDR en K. Sea p(xy,x2) un polinomio homogéneo con coeficientes en C(z).
Se dice que p es un invariante si para todo o € Galg(.)(£),

a(p(y1,42)) = p(y1, y2)-

En este caso p(y1,y2) € C(z). Ahora p es semi-invariante si para todo
o € Galg(,) (L) se tiene que

o(p(y1,y2)) = cp(y1,y2),c € C.

Si G = Galg.)(£) es el grupo de Galois diferencial de la EDR, diremos
que GG esta en una de las formas canénicas del teorema [2.2.1] si

1. G es un subgrupo de T (n,C) o
2. G es un subgrupo de D y el caso 1 no ocurre o

3. G es finito y los casos 1 y 2 no se dan o
4. G = SL(2,C).

El siguiente teorema muestra una relaciéon entre los primeros tres casos
de subgrupos algebraicos de SL(2,C) con los elementos invariantes y semi-
invariantes.

Teorema 2.2.4. Sea {y1,y2} un conjunto fundamental de soluciones de la
EDR de tal manera que en la base {y1,y2}, el grupo Galg(.)(L) se escribe en
una de las primeras tres formas canonicas del teorema [2.2.1. Entonces uno
de los siguientes casos puede ocurrir

1. o(y1) = cy1,c € C para todo o, es decir, y; es semi-invariante.

2. o) = e yoly) = clys 0 o(y1) = cya y o(y2) = —c ty1 para todo
o. Ademds y1y» es semi-invariante y (y1y2)? es invariante.

3. En el grupo tetraedro (yi + 8y1y3)® es un invariante.

2

En el grupo octaedro (y3y2 — y1y5)* es un invariante.

)
En el grupo icosaedro yilys — 11ySyS — yyyal es un invariante.
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Demostracién. Denotemos por G = Galg(,)(L).

G < {(8 Cdl) :c,dec,(:#o},
o= (5 5) (%),

de donde o(y;) = cyy, por lo que y; es semi-invariante.

1. Si

luego

2. Si G es un subgrupo de D y el caso 1 no se da. En el caso del primer

conjunto
o iy _ (¢ 0 iy _ ( h
Y2 0 ') \w clya)’

de aqui que o(y1) = cy1, 0 (y2) = ¢ 4.

Para el caso del segundo conjunto

()= (0 ()= (L),

luego o (y1) = cya, 0(y2) = —c'y1.
Mostremos ahora que 31y, es semi-invariante. Si o(y1) = cy1,0(y2) =
¢ 1y, se tiene que

o(y2) = o(y1)o(y2) = ey ya = Y1y
Si o(y1) = cya, 0(y2) = —c 1 se sigue que
o(y1y2) = o(y1)o(y2) = cya(—c 1) = —pye.
Por otro lado, si o(y1) = cy1,0(y2) = ¢ 1yo
o ((n1y2)®) = 0 (yi3) = o(y1)°0 () = Cyicy; = P yiys = (i)’
de manera andloga cuando o(y;) = cy2, o(y2) = —c 1y, se tiene que

o ((y1y2)2) = (9192)2~

Por lo que (y12)? es invariante.
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3. Para el caso 3, puede ocurrir tres casos:

i) Sea G es el grupo tetraedro con generadores

kmi
e 3 0 1 kmi 1 1
( 0 e‘kgz) g%t = b <2 —1) '

kmi

Hagamos ¢ = ¢3¢ = 3(2¢ T — 1)y p(y1,p) = v} + 8y193 entonces
G=-1,%= (12: ,(?=(~—1y3¢=2¢— 1. Tenemos que
G )6 - ()
0 Clya)
Asi
p () = (€t sune ™) = ot + S
Luego

<<<Cy; ))3 = (y! + 8y113)°.

Por otro lado, notemos que

1 + 815 = w1 (y1 =+ 202) (y1 + 2C%y2) (y1 — 2Cya).
gb(l 1 ) (3/1) _ (¢(yl+y2)>
2 1)\ O2y1 — o))
Asi

((d20) -

Por lo que

+2y2) - 3¢y1 - H(2C — 1)(y1 — 2¢y)-

¢(y1
d(1—20) (3 + 2C%ys)
— —3¢*(2¢ — 1)2(y} + 8p113)

_ 3 (_%)2 (=3) (5 + 8y1d)

=y + 8y
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Por lo tanto,

p (((%yylltyyzz))f = (yi +8y193)°.

Como esto se cumple para los generadores se sigue que (yi + 8y193)3 es
invariante bajo G y asi esta en C(z2).

Anélogamente se obtienen resultados similares para el grupo octaedro
y el grupo icosaedro.

]

Observacién 6. Si G = SL(2,C) no tenemos informacién sobre existencia
de semi-invariantes.

Observacién 7. La EDR tiene solucién de la forma n = e/ si y solo si w
satisface la ecuacién de Riccati w’ + w? = r.

En efecto, supongamos primero que 7 es solucién de la EDR entonces
n”" =rn. Ya que

n=el" n =wel " n =uwel"+wel®,
obtenemos
w'n + w'n =,

dividiendo por n = el w (va que no es cero) concluimos que w' + w? = r.
Reciprocamente, supongamos que w’ + w? = r. Definamos n = e/ %, por
lo que ' = wn, entonces

0" = el (w 4+ w?) = el Ur = yr.
Concluyendo asi la observacion.

Tenemos que el grupo de Galois diferencial de la EDR es un subgrupo
algebraico de SL(2,C). Por tanto, podemos considerarlo en una de las formas
canodnicas del teorema y ver que relevancia tiene para las soluciones de
la EDR.

Teorema 2.2.5. Con respecto a la existencia de una solucion liouvilliana de
la EDR, cuatro posibles casos pueden ocurrir.
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/.

. La EDR tiene una solucién de la forma el donde w € C(z).

La EDR tiene una solucién de la forma el ™ donde w es algebraico sobre
C(z) de grado 2 y el caso uno no ocurre.

Todas las soluciones de la EDR son algebraicas sobre C(z) y los casos
uno y dos no ocurren.

La EDR no tiene solucion liouvilliana.

Demostracién. Sea {yi,4.} un conjunto fundamental de soluciones de la
EDR, K = C(2)(y1,92) y G C SL(2,C) el grupo de Galois diferencial de la
EDR relativa a la base {y1,y2}. Tenemos los siguientes casos:

1.

Si G es un subgrupo de 7 (n, C), para cada ¢ € G, sabemos que o(y;) =

cypyasi o(yy) = cyp. Siw = ‘Z—i

/ / / /
n 0(y1) CY1 W

entonces

lo cual implica que w € C(z).

Ahora si 77 := e/ entonces 1/ = wel ¥, 1" = w'el ¥ + w?el ™, luego

?7// _ efw(w2 +w/)

e (W) Wy W) e (W
=€ R el Bl o
h Yi Yi Y

=elv (@> =rn.
n
Y3

Si GG es un subgrupo de D. Sean w = z—i y wy = 2 Notemos que para
o que esta en el segundo uniendo de D se tiene que

/ / / P B
ow= W) e o) ¢

0(91) CY2 0(92) —C_1y1

:w7

por lo que w, wy no estan en C(z).

Por otro lado, consideremos al polinomio

(1 —w)(x — wy) = 2° — x(w + wy) + ww,. (2.4)
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Si o esta en el primer uniendo de D se tiene que

/ / !/ -1,/
wo W) _an o) c v
a(y1) Y1 o(y2) C Y2

= Wa3.

Asi

o(wwy) = o(w)o(wy) = wwy  o(w+ wy) = o(w) + o(ws) = w + ws.
Para el segundo uniendo tenemos

o(wws) = o(w)o(wy) =wow  o(w+ws) = o(w) + o(we) = we + w.

En ambos casos obtenemos que wwsy,w + ws son invariantes, luego
wwq, w + wy € C(z).

Con todo, el polinomio [2.4] es un polinomio irreducible que tiene co-
eficientes en C(z), del cual w y wy son raices. por lo que w,w, son
algebraicos de grado 2 sobre C(z).

3. Si G es finito existe solo un numero finito de automorfismos dife-

renciales oy, ..., 0,. Afirmamos que los polinomios simétricos elemen-
tales [T de las funciones o1(y;),...,0,(y;), los cuales denotamos por
sk = sk(o1(Yi), - on(ys)), k =0,...,n, i = 1,2, son invariantes bajo

cualquier ¢; € G. En efecto, ya que o - 0; € G para toda o; (pues G es
grupo) tenemos que

oj(sk) = 0; ( > %(%‘)"'Uz‘k(%)> = > o) o).
1<t << <n 1<ii << <n

Por lo tanto, todos estos polinomios simétricos elementales, al ser in-
variantes, se encuentran en C(z).

Consideremos el polinomio
(@ = 01(y:) (& — only)) = 2" — s1.2" "+ 4 (=1)"sn.

Este es un polinomio con coeficentes en C(z). Por otro lado, ya que G
es grupo tiene al automofismo identidad, luego la descomposicion del

'Para mds informacién sobre los polinomios simétricos elementales puede consultar [LJ,
pagina 190.
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polinomio anterior tiene al factor (z — ¥;), por lo que el polinomio se
anula en y;,72 =1, 2.

Asi las soluciones de la ecuacion diferencial EDR, 1, y2, son algebraicos
sobre C(z) y al ser estos algebraicos todas las soluciones de la EDR lo
son también.

4. Aqui suponemos que G = SL(2,C). Supongamos por contradiccion
que la EDR tiene una solucion liouvilliana entonces por el teorema
2.1.3 todas sus soluciones son liouvillianas. Ahora del teorema de Lie-
Kolchin, 2.1.6], ya que se cumple i) tendriamos que o bien G = SL(2,C)
es soluble, lo cual vimos en el ejemplo que no es cierto, o bien GG
es triangulable lo cual tampoco es posible pues el caso 1 no se cumple.
Por tanto, la EDR no tiene soluciones liouvillianas. O

2.3. Condiciones necesarias de Kovacic

Para reducir el trabajo que implica resolver la EDR, ¢’ = ry, r € C(z2),
Kovacic establecié condiciones necesarias sobre la funcién r para que se cum-
pla cada uno de los tres primeros casos del teorema [2.2.5, es decir, para que
exista una solucion liouvilliana. Estas condiciones son necesarias pero no son
suficientes, pues si las condiciones se cumplen, el algoritmo puede tener éxito
0 no.

Ya que r es una funcién racional en C(z), podemos hablar de sus polos,
por lo que nos referiremos a los polos en el plano complejo C. Si r = :—; con
r1,79 € C[z] primos relativos entonces los polos de 7 son los ceros de o y
el orden del polo es la multiplicidad del cero de ry. Por el orden de r
en infinito entenderemos el orden de infinito como un cero de r, por lo que

0(r+) = grad(re) — grad(ry).

A partir de aqui fijamos una EDR, 3" = ry y consideramos su grupo de
Galois diferencial GG en una de las formas canodnicas del teorema

Kovacic proporcioné condiciones necesarias para que cada uno de los tres
primeros casos del teorema se cumplan.



66 CAPITULO 2. EL ALGORITMO DE KOVACIC

Teorema 2.3.1 (Condiciones necesarias de Kovacic). Las siguientes condi-
ciones son necesarias para que cada uno de los respectivos casos en el teorema

221 ocurra.

caso 1. Cada polo de r debe tener orden par o tener orden 1. El orden de r en
oo debe ser par o si no ser mayor que 2.

caso 2. r debe tener al menos un polo que o bien tiene orden impar mayor que
2 0 si no es de orden 2.

caso 3. El orden de un polo de r no puede exceder a 2 (es decir es1 02) y el
orden de r en infinito debe ser al menos 2. Si la expansion en fracciones
parciales de r es

7

Q; 53‘
TIZm‘i‘Zj:Z_dj;

entonces \/1 + 4a; € Q para cada i, Zj Bi=0ysiy=>_, ozi—l—zj B;d,;
entonces /1 + 4y € Q.

Demostracion.

caso 1. De acuerdo al teorema [2.2.5, en este caso la ecuacién tiene una so-
lucién de la forma y = e/ donde w € C(z), luego w satisface la ecuacién
de Ricatti w’ + w? = r. Aqui ambos w y 7 tiene expansiones de Laurent
alrededor de cualquier punto del plano complejo. Para simplificar notacién
haremos la expansion en serie de Laurent de w y r en z = 0, luego

w= Z amz™, m € Z,a, € C,a, #0, (2.5)
m>p

r=> b2"n€Zb, €C,b,#0. (2.6)
n>v

Si sustituimos (2.5)) y (2.6]) en la ecuacién de Ricatti obtenemos
pa, 2t 4 aizQ“ +o=b2 4 (2.7)

Queremos mostrar que cada polo de r es de orden 1 o bien de orden par. Si v
noes —1 o —2 entonces v < —3, si esto pasa veremos que v es par. Tenemos

que b, # 0, ademas de la igualdad ({2.7))

v mfn(# - 1,2”),
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con lo que
—3>v >min(p —1,2p),

luego p < =1y 2u < p—1. Ya que ai # 0y el menor orden del lado derecho
de [2.6) es v entonces v = 2y, esto es, v es par.
Si ahora consideramos la serie de Laurent de w y r en infinito se tiene

w = Z amz™, m € Z,a, € C,a, #0, (2.8)
m<p

r=> b2"n€Zb,€C,b,#0. (2.9)
n<v

Como debemos mostrar que el orden de r en infinito es mayor o igual que 3
o par, podemos suponer que v > —1; de lo contrario si v < —1, el orden de r
en infinito seria mayor o igual a 2. Si ¥ = —2 entonces v es par y si es menor
a —3, r tiene orden mayor a 2. Por tanto, vamos a ver que si ¥ > —1 entonces
el orden debe ser par. Sustituyendo en la ecuacién de Ricatti obtenemos

Mauzu—1+...+aiz2u+... =b,2" +--,
como en el caso anterior
—1 <v <max(p—1,2u),
luego > —1y 2u > p— 1, como ai # 0 entonces
2u=v (2.10)
con lo que v es par. Con esto hemos obtenido las condiciones necesarias para

que el caso 7) ocurra.

caso 2. En este caso sabemos que el grupo de Galois diferencial G es un
subgrupo no triangulable de D. También sabemos del teorema que
si {y1,y2} es un conjunto fundamental de soluciones de la EDR entonces
o) =cpnyoy2) =cyp00(y1) = cya y 0(y2) = —c 'y1. Ademas (y192)*
es invariante, por lo que pertenece a C(z), también y;ys es semi-invariante
de donde y,y2 ¢ C(2), de lo contrario o(y1y2) = y1y2 = cyic 'y» y entonces
G seria un subgrupo del grupo diagonal.

Ahora como (y1y2)? € C(z) se tiene que

(y2)” = vivs = [[(z — )"
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con e; € Z,c; € C. Notemos que al menos uno de los exponentes debe ser
impar pues si todos fueran pares entonces y;y, podria escribirse en la forma
[I(z — ¢i)2 con § € Z implicando que 3,9, € C(2) lo cual no es posible.
Supongamos sin pérdida de generalidad que

2,2 __ e €;
yivs = 2 [[ (= — ),
con e impar y el ¢; en el factor correspondiente a e es 0. Hagamos

g — (y192)’ _ (195 + v1y2) (Y1y2)

Y1Y2 (y192)?
_ 3(2ytyawn + 20m193) _ 5(yiw3)

(y142)” — (ye)?
_ sz =) 1 1[[1(= = c)")

—ez b 4

2[(z — ) 2 2 [1(z —¢i)e

1 —1
_Eez +7

donde los puntos representan términos de orden mayor a —1 en z. Como
Yyl =1y, vy y5 = ry, entonces

0" + 300"+ 0° = 4rf) + 2r'. (2.11)

Sear =Y. by,2",n¢€Zb,#0, la expansién en serie de Laurent de r
en 0. Queremos probar que r tiene un polo de orden impar mayor que 2 o de
orden 2, esto es, v < —2 con v impar o v = —2.

Tenemos que

1
0 = —562_2 + 0" = ez 3 +
3 1
399’:—Zezzf3+... 93:§e3z*3+---

Sustituyendo los valores en ([2.11)) obtenemos

3 1
<e — 162 + §63) 24 =2, e+ v) T 4 (2.12)

Si v > —2 entonces

3 1 1
0=e— 162 + —e = §(86 —6e? + ) = ge(e —4)(e —2),
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de aqui e = 0,e = 2 0 e = 4, que contradice el hecho que e es impar. Por lo
tanto, v < —2. Si v < —2, por la igualdad (2.12]) se tiene que e +v = 0 de lo
cual v es impar. Asi v = —2 o ¥ < —2 con v impar.

caso 3. Para este caso la EDR tiene una solucién y que es algebraica sobre
C(z). Como C es algebraicamente cerrado y de caracteristica cero entonces
por el teorema de Puiseux[B.0.2]se tiene que la cerradura algebraica de C((z))
es isomorfa a [ J;°, C((27)). Ya que C(z) C C((2)), y se puede expander en
una serie de Puiseux alrededor de cualquier ¢ € C. Con el fin de facilitar la
notacién supongamos que ¢ = 0, entonces

y=azl+--- (2.13)

donde a € C,a # 0, u € Q y los puntos representan términos de orden mayor
a p en z. Consideremos también el desarrollo en serie de Laurent de r en 0

r=oaz’+--- (2.14)

donde v # 0,v € Z y los puntos representan términos de orden mayor a v
en z. Aqui queremos mostrar que el orden de un polo de r es 1 o es 2.

Utilizando que y satisface la EDR y (2.13)) y ([2.14))
/’L(N_ 1)azu_2 + [ — Oéa/ZV—HL 4+

El término de menor orden de lado derecho al ser producto de los términos de
menor orden de las series de y y r, no puede ser cero, por lo que u+v > u—2,
luego v > —2, es decir, los polos de r tienen orden 1 o 2.

Siv = —2entonces pu(p—1)a = aa, ya que a # 0 se tiene que u(p—1) = «
y asi p? — pu— o =0, por lo que

1++vV1+4a
5 .

Como i € Q se tiene que /1 + 4a € Q.
Hasta aqui hemos probado que el orden de un polo de r no puede exceder
a 2, por lo cual del teorema [B.0.1] r es de la forma

Q B;
T:;m+;z—]dﬁp’

donde P € C[z] y v/1 + 4a; € Q para cada .

/"L:
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Tomemos ahora las expansiones de y y r en infinito

y = Zamzm, m e Q,an, € C,a, #0,

m<p

r=> bu2", n€Zb, €C,b, #0.

n<v

Ahora queremos ver que el orden de r en infinito es al menos 2. Sustituyendo
en la EDR obtenemos

plp— Va2t 2+ =baz" "+

Asi como antes se obtiene que v < —2, por lo que P = 0. Consecuentemente

r:Z(z_a—ici)QJrzzf—de. (2.15)

7

22 z 22 23
(2.16)

5 —&( ! >_&(1+ﬁ+d_?+._.>_@+%+@jd?+
z

Por otro lado,

2
1 2 1 Q; 1 Q; Cj c?
. | ———mm | ==L (1422 +32L ...
O‘J(z—c]) %<z(1_%)> 21— 9y ( T
(2.17)

Sustituyendo (2.16)) y (2.17) en (2.15]) obtenemos

ﬁj ﬁjdj 5](1? (87 201‘ 2C,L2
T:Z(;—F?‘F?‘i‘“' +Z§ 1+7+Z2+"'

7 %
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donde v = >, a; +3; B;d;. Como el orden de r en infinito debe ser al menos
2 se sigue que Zj Bj =0y b_y =1, por lo que

plp — a2t 4 =qaz 2

Igualando términos tenemos que u(p — 1) = v y dado que u € Q entonces

V1+4y € Q. ]

A continuaciéon damos algunos ejemplos de como aplicar las condiciones
del teorema anterior.

Ejemplo 8. i) Sea y’ = zy la ecuacién de Airy. Como r = z tiene orden
—1 en infinito entonces observemos que el caso 1 no se cumple, ni el 2,
ni el caso 3. Por lo tanto, el grupo de Galois diferencial de la ecuacién de
Airy debe ser SL(2,C) y asi la ecuacién no tiene soluciones liouvillianas.

ii) Sea y” = ry donde
420 — 82° + 1224 + 423 + 722 — 202 + 4
424

7
=22 _-2,434271 +Z—lz’2 — 5273+ 274

r =

Aqui tenemos un polo en cero que es de orden 4 y el orden de r en
infinito es —2 entonces el caso 1 ocurre.

iii) Sea y” = ry con
101 — 8122
r=—m.
48(1 + 322)?
Los polos de r son z = iigz’, que son de orden 2 y el orden de r en

infinito es 2, por lo que el caso 1 es aplicable. También notemos que los
casos 2 y 3 son aplicables.

iv) Dada la ecuacién diferencial 3" = ry con

. —1282%2 4 1552 — 135
© B762%(z —1)2

Aqui los polos son z =0y z =1 ambos de orden 2 y el orden de r en
infinito es 2. Por lo tanto, las condiciones necesarias para los tres casos
se cumplen.
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v) Tomemos 3" = ry con

3(252% — J=2 +19)

16(522 — 1)2

r =

Los polos son £(1/5)~" de orden 2 y el orden de r en infinito es 2, luego
se cumplen todos los casos de las condiciones.

Ya que determinamos cuales de los casos dados en el teorema [2.3.1] pue-
den ocurrir para la EDR, lo que ahora haremos es tratar de encontrar alguna
solucién de la forma dada en el teorema[2.2.5] El algoritmo solamente encuen-
tra una solucién y una segunda solucion se puede encontrar por el método
de variacion de parametros.

Enseguida describimos el algoritmo para cada uno de los casos.

2.4. Algoritmo Caso 1.

En este caso, el objetivo del algoritmo es encontrar una solucion de la
EDR de la forma y = Pe/* donde P € C[z],w € C(z). Notemos que y puede

escribirse como e/ (5rw) que es la forma descrita en el teorema [2.2.5| para el
caso 1.

A continuacién introducimos algunas notaciones. Sea ¢ una funcién ra-
cional, si la expansién en fracciones parciales de g es

g:Q_,_Zchﬁ, con @ € Clz],

c j=

entonces

Ve
PR
— (z — c)J
J=1
es la suma de los términos de grado negativo de la expansién en serie de Lau-
rent de g en el polo c. Nos referiremos a ella como la expansién en fracciones
parciales de g en c. Ademas la suma de los términos de grado no negativo
del desarrollo en serie de Laurent de g en infinito es igual al polinomio Q).
_ m L .

Sea g = > -, am(z —c)™, m € Z la expansion en serie de Laurent de

una funciéon meromorfa g en un polo c.
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Siguiendo a Kovacic usaremos la siguiente notacion:

9] = Z am(z — )™,

p<m<—2
a. = a_1, el residuo de g en ¢, (2.18)
Je = Z am(z —c)™.
m>0
Asi
Qe _
g = [g]c + + 9Je-
zZ—c
Sig = Emgu a2, m € 7 es la expansion en serie de una funcién

meromorfa g en infinito, fijamos

0<m<pu
oo = A1,
_ m
Joo = E amz
m<—2

Supongamos que existe una solucién a la EDR y = Pe/® donde P €
Clz]l,w € C(z) estan por determinarse. De aqui en adelante I' denota el
conjunto de polos de r en el plano complejo. El algoritmo de Kovacic para
este caso se resume en los siguientes pasos

e El primer paso del algoritmo consiste en determinar partes de la ex-
pansién de w, especificamente los posibles valores para [w]. y el residuo
de w en ¢ para ¢ € I'U {oo}.

e El segundo paso es descartar algunas de las combinaciones de datos
utilizando la relacién entre los residuos de una funcién meromorfa en
sus polos diferentes para después formar un candidato para w con las
posibilidades restantes.

e Para estas posibilidades restantes el tercer paso es tratar de encontrar
un polinomio P adecuado, si es encontrado entonces tenemos la solu-
cion deseada a la EDR. Si, para cada candidato para w, no podemos
encontrar un polinomio P adecuado entonces el caso 1 no es posible.

Describamos ahora el algoritmo para este caso.
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Teorema 2.4.1 (Algoritmo de Kovacic caso 1). Sea r € C(z) que satisface
las condiciones necesarias para el caso 1 dadas en el teorema|2.5.1. Sea I' el
congunto de polos de r en el plano complejo.

Paso 1. Para cada c € T'U{oo} la funcion racional [w)]. y los nimeros comple-
jos af, son descritos a continuacion

(c1) SiceTl yc esun polo de orden 1 entonces

wl,=0yaf =a, =1.
(ca) SiceTl yc esun polo de orden 2 entonces

1 1
[w]czoyaf:§i§\/1+4b,

2

donde b es el coeficiente de (z — ¢)™ en la expansion de fracciones

parciales para r.

(cs) Sicel yc esun polo de orden 2v > 4 entonces

1 b

[w]e = £[v/7]. yaf:§ <ia+V>,

donde a es el coeficiente de (z —¢)™” en [\/T]. y b es el coeficiente de
(z—c)"Lenr—[r]?
(001) Si el orden de r en oo es mayor que 2 entonces
(W] =0 yat =0,a =1.

(00g) Si el orden de r en oo es 2 entonces

1 1
[w]oo:Oyafo:§j:§\/1+4b,

donde b es el coeficiente de 272 en la expansién en la serie de Laurent
de r en infinito.

(003) Si el orden de r en 0o es —2v < 0 entonces

=+ [V vok =5 (£2-v).

donde a es el coeficiente de z¥ en la expansion de serie de Laurent de
VT en infinito y b es el coeficiente de z*~ en r — [\/7]?

[oohs
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Paso 2. Para cada familia s = (s(c))cerufeoy donde s(c) € {4+, —}, sea

dy = ™) — Z i),

cel

Si ds es un entero no negativo sea
(c)

b= (s(c)[w]c + j_ c) + 5(00) [1]oe-

cel

Paso 3. Para cada uno de los 05 considerados en el paso 2 se busca un polinomio
P, de grado d, que satisfaga la ecuacion diferencial

P! +20,P. + (0, + 6> — r)P, = 0. (2.19)

Si tal polinomio existe para algin s entonces y = Pel ™ es una solucién
de la EDR con P = P, yw = 0,.

St ds no es un entero no negativo para cuaquiera de las familias s
consideradas en el paso 2 o no existe un polinomio que satisfaga la
ecuacion (2.19) para ninguna de las familias s retenidas en el paso 3
entonces la EDR no tiene solucion de la forma y = e/ ™ con w € C(z).
Demostracién. Primero demostramos que si y = e/ ™ es una solucién a EDR

v a;

entonces la expansion en fracciones parciales » ., ooy de w en ¢ con ¢ €
['(c = 00) tiene alguna de las formas descritas en el paso 1 correspondiente
a cada subcaso. Recordamos que EDR en el caso 1 al tener una solucién de
la forma y = e/, w satisface la ecuacién de Ricatti

w'+w2:r.

Sea ¢ € T', por un cambio de variable, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢ = 0 y por lo mismo despreciamos los subindices en las
notaciones 218

Como w € C(z) podemos escribir su serie de Laurent sobre 0, su derivada
y su cuadrado como

o a; o
w=[w+—+4+w= — 4+ —+w,
z A z
=2
R R S
52 3 S+l
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(¢1) Supongamos que 0 es un polo de r de orden 1 entonces

b
r:_+...
z

con b # 0. Supongamos ademds que [w] # 0, luego v > 2y a, # 0.
Sustituyendo las expresiones de r y w en la ecuacion de Ricatti obtenemos

—va, a? b
ZV+1+...+Z?+...:;+... (2.20)

Como v > 2 entonces min(v + 1,2v) = v+ 1, de 2.20, v + 1 = 1 luego
v = 0 lo cual es una contradiccién. Asi [w] =37 , % = 0. Con lo que

« _
w=—4+w.
z

Sustituyendo esto en la ecuacion de Ricatti obtenemos

Por lo tanto, comparando ambos lados de la igualdad tenemos que —a+a? =
a(—1 4+ «a) = 0, luego o bien a = 0 0o a = 1. Pero si & = 0, 0 no serfa un
polo en el lado izquierdo de la igualdad y del lado derecho de la igualdad si,
por lo que @ = 1. Por lo tanto, [w] = 0 y el residuo a de w en cero es 1,
concluyendo asi la prueba para (cq).

(c2) Si0 es un polo de r de orden 2 entonces

b
r = ; + SRR
con b # 0. Procedemos de igual manera que en (¢ ), supongamos que [w] # 0.
Sustituyendo las expresiones de r y w en la ecuacién de Ricatti obtenemos

—va, a?

: b
Como v > 2 entonces min(v + 1,2v) = v + 1, por lo que en este caso,
v+ 1 = 2, que contradice wel hecho que v > 2. Asi de nuevo obtenemos
[w] = 0. Con lo que w = ¢ 4 w. Sustituyendo esto en la ecuacién de Ricatti
obtenemos

a o? 0 5, b
) IU+—2+ —w+w——2+"'
z z z z
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Por lo tanto, comparando ambos lados de la igualdad tenemos que —a+a? =

by asi at = % + —V12+4b. Hemos visto que [w] = 0 y el residuo o de w en cero

es % + —VIQHb donde b es el coeficiente de 272 en la expansién de fracciones
parciales para r.

(c3) Si 0 es un polo de r de orden = 2v > 4, de la ecuacién 2.10, en la
demostracion del teorema de condiciones necesarias de Kovacic para el caso

ai

8
1, tenemos que w debe tener un polo de orden v = g, es decir, [w] = Y 72, %.
Ahora si definimos 7 = /1 — [\/7] entonces r = (7 + [\/7])? = 7 + 2F[\/T] +
[V/T]?, equivalentemente

De esta tltima igualdad, el hecho que w = [w] + ¢ + w, de la ecuacién de
Ricatti y después de algunos calculos algebraicos se sigue que

([w] + [Vr)([w] = [V7]) =

a 200 o?  2a

—[w] + =i w — 7[w] — 2w[w] — 20— w? 4 27[\/r] 4 72,
donde el lado derecho tiene términos que involucran términos de la forma
ﬁ, 1 =1,.. .,% + 1 y términos polinomiales en z. Por lo tanto, el lado
izquierdo debe ser cero, de lo contrario uno de los factores debe tener un
término de la forma ziu y el otro factor tiene términos de la forma Zi con
1 > 2. Luego el producto debe tener términos de la forma #,i > 2, que es

una contradiccién. Por lo tanto, o bien [w] = [\/r] o bien [w] = —[y/r]. Asi
w = F[\r] + % + w.

Usando estas expresiones, la ecuacién de Ricatti y después de varios calculos
obtenemos

B 2 n n
a-& « b 2000« 200 2wa
£ b G (@) g g R g =0
zatl z z2tl za2tl z z 22

Donde a es el coeficiente de 27" en [\/r] y b es el coeficiente de 27~ en

r—[v/7]?. Asociando los coeficientes de 31+1 obtenemos que ﬂ:a-g—l—bZFanz =
2
0, por lo tanto despejando a « tenemos que

aizl(éié):1<2_yié):1(yié)'
2\2 a 2\ 2 a 2 a
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Concluyendo asi este subcaso.

Ahora para el caso cuando 0 es un punto ordinario de 7, es decir, no es
un polo entonces r es un polinomio en z. Si se expande w alrededor de 0,
usando la ecuacién de Ricatti y argumentando de manera similar a (¢1) se
puede demostrar que [w] = 0y —a + a? = a(—1+ «) = 0, contrario a la
situacién en (c;) no podemos concluir que o # 0. Por consiguiente w = % +w
donde aves 0 o es 1.

Consideremos ahora la expansién en serie de Laurent de w en infinito.

(co01) Sir tiene orden v > 2 en infinito entonces r = >, % y asf tenemos,

por la ecuacién de Ricatti, que [w]o, = 0y —as+a? = 0 por lo que contrario
a (c1) obtenemos que s = 0 0 e = 1.

(00g) Si r tiene orden 2 en infinito entonces 7 = » .., I;—’;, la ecuacién de
Ricatti implica que [w]oe = 0y —aoo + @2 = by y asl as = £ + %\/1 + 4b,.
(003) En el otro caso, el orden de r en infinito debe ser par, por las condiciones
necesarias en el teorema de Kovacic. Razonando andlogamente a lo que se
hizo en el caso (¢3) encontramos que [w]e = £[V/7], s = 2 (£2 — v) don-
de a es el coeficiente de 2” en [\/T] y b es el coeficiente de 2~ en r— [/T]2,.

Recopilando lo que hemos demostrado hasta ahora, si I' es el conjunto de
polos de r entonces

O[Z(c) n
w:Z(S(C)[w]+Z—0)+Zz—1di+R’

cel

donde R € C[2], s(c) € {+,—} ¥ [w]e, a5 son como en el enunciado.
Si anadimos los valores al infinito R es determinado por [w]s, luego

SN |
w:Z (s(c)[w]c—i- ) +Zz—di + s(a) [w]oo-
cel’ i=1
Aplicando el teorema del residuo a la 1-forma wdz tenemos que

Zac—i—n—aoo:O,

cel
luego n = e — Yo @ € NU{0}. Sea dy = ao — > o1 o € NU {0},
s(c)

=3 (s(e)[ch+ — ) +s()ule y P=][(z d.

cel

az(C)
z—c
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1 . / .
Notamos que w se puede escribir como w = 6 + %, derivando y elevando al
cuadrado a w obtenemos

PPI/ _ (P/)Z ) ) Pl (P/)2
—P2 s w =140 +20F+ PQ.

w' =60+

Sustituyendo w’ y w? en la ecuacién de Ricatti tenemos

0=w +w?—r

PP — (P/)2 P! (PI)2
=0+ ———+ 0P+ 20— +-—=—r
= P P2
P 20P
:0’+?+62+ 5T

=P"+20P + (0 +6* —r)P.

Reciprocamente, si P satisface esta ecuacién entonces regresando obte-

/ . ., . .
nemos que w = 0 + % satisface la ecuacion de Ricatti. Por lo tanto, de la
observacién [7] se sigue que y = e/ es una solucién de la EDR. [

2.4.1. Ejemplo

Ejemplo 9. Sea 3" = ry donde

B 420 — 825 4+ 1224 4+ 423 + 722 — 202 4+ 4
- 424

7
= 22 —22+3—|—z_1+12_2 — 5273 4+ 274,

r

Paso 1. Tenemos que 0 es un polo de orden 4 = 2v, v = 2 y el orden de r
en oo es —2 = —2v, v = 1. De las condiciones necesarias de Kovacic tenemos

que la EDR cae en el caso 1, subcaso (c3) e (003). Observemos que los casos
2y 3 no son aplicables.

Tenemos

por lo que

7
r—[Vrli=2"-22+3+2"1+ Zz_g — 5273,



80 CAPITULO 2. EL ALGORITMO DE KOVACIC

Por (c3) tenemos que a = 1y b = —5. Con esto aj = 3 <i(;f’) + 2) y asi

Para el caso (0o3) tenemos que

(Ve = 2z — 1.
Luego

7
r— Wl =2+z2"+ Zz_z — 5273 4 274

Por (0o3) tenemos que a = 1y b = 2. Con esto af = % (i% — 1) y asi
1 3
+ — — T = —_—

Paso 2. Para encontrar dg se tienen los siguientes casos:
1 3
O = = ds = — — _— =
s(0) = +, s(o0) = +, 5 ( 2)

5(0) = +,5(00) = =, dy= 2 - (g) _

1 7
O = — = dS = = — — = —3
5(0) = = 5(00) =+, dy =5~
3 7
O = — = — dS = —— — = = —5
s(0) = —,s(00) = —, 575
Como queremos no-negativos nos interesa dy =0y dy = 2

Para d, = 0,

Ay 1 3
Oy = [Vrlo+ % — [Vl = = —— —2+1.
z z 2z
Para ds = 2,
e 1 3
.98:[\/;]0+O‘_0+[\/;]OO:_2__+2_1
z 2z

Paso 3. Para d, = 0, sea P, = 1, luego la ec. nos queda

4 6
0+ 6> —r=— -,
z z
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luego no satisface la ec. diferencial.

Para d, = 2, sea P, = z?> + a1z + as entonces la ecuacién nos queda
P!+ 20,P. + (0, + 62 — )P, = —4 + 2a; — dap + 22492 — 94,2, luego
para que la ec. nos de cero debemos tener a; = 0 y as = —1. Por tanto, del
algoritmo de Kovacic tenemos que una solucion de la ec. estd dada por

y = Pefw _ (22 o 1)ef(z%—%+z—1)dz
— (22 o 1)ef%f%Inz+§7Z

= (2% — 1)2_3/26_%+é_z.

2.5. Algoritmo Caso 2.

El objetivo para el caso 2 es encontrar alguna solucién a la EDR de la
forma y = e/ donde w es algebraico de grado 2 sobre C(z). Al igual que en
el caso 1, el algoritmo para este caso se resume en tres pasos.

e En el primer paso recopilaremos datos locales en los polos de r y en oo,
la forma de estos datos sera un conjunto E. (o Eu).

e En el paso 2 descartamos algunos de estos datos y retenemos otros,
para después formar candidatos para una funcién racional 6.

e En el paso 3, para cada uno de estos candidatos, buscamos un polino-
mio P € C[z] de cierto grado que satisfaga una ecuacién diferencial.
Si no existe tal polinomio para cualquier familia, entonces el caso 2
no se puede cumplir. Si tal polinomio existe, entonces w se obtendra
como raiz de una ecuacién cuadratica cuyos coeficientes estan dados en
términos de la funcién racional ¢ = 6 + %’.

Enseguida describimos el algoritmo para este caso.

Teorema 2.5.1 (Algoritmo de Kovacic caso 2). Sea r € C(2) que satisface
las condiciones necesarias para el caso 2 dadas en el teoremal|2.5.1. Sea I' el
congunto de polos de r en el plano complejo.

Paso 1. Para cada c € T'U{oo} definimos un conjunto E. como sigue:

(c1) Sicel ycesun polo de orden 1 entonces

E, = {4}.
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(cg) Sicel yc esun polo de orden 2, entonces
B.={2+kV1+4b:k=0+2}NZ,

para b el coeficiente de (z—c)™2 en la expansion en fracciones parciales
para 7.

(c3) Sicel esun polo de orden v > 2 entonces
E.={v}.
(001) Si el orden de r en oo es mayor que 2 entonces

B = {0,2,4}.

(00g) Si el orden de r en oo es 2 entonces

FEw={24+kv1+4b:k=0,£2} NZ,

donde b es el coeficiente de 272

r en infinito.

en la expansion en serie de Laurent de

(003) Si el orden der en oo es v < 2 entonces
E. ={v}.

Paso 2. Consideramos las familias (€)ccrufocy con €. € E.. Para cada familia

sea
d—%(&w—ZQ),

cel

st d es un entero no negativo, sea

1 €
9:522_6,

cel

Paso 3. Para cada uno de los 0 considerados en el paso 2 se busca un polinomio
P de grado d que satisfaga la ecuacion diferencial

P"+30P"+(30°+30' —4r) P'+ (0" +300' +6° —4r0 —20") P = 0. (2.21)
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. . . . , /
Si tal polinomio existe para algin (e.) entonces se establece ¢ = 0 + PF
y se busca w una solucion de la ecuacion cuadrdtica

w? — dw + (%W + %¢2 — 'f’) = 0. (2.22)

Entonces una solucion a la EDR estd dada por y = e/ donde w es
solucion a la ecuacidn[2.22.

Si d no es un entero no negativo para cualquiera de las familias (e.)
consideradas en el paso 2) o no existe tal polinomio en (2.21)) para
ninguna de las familias (e.) retenidas en el paso 3), entonces la EDR
no tiene solucidn de la forma y = e/, con w algebraica de grado 2

sobre C(z).

Demostraciéon. En este caso el grupo de Galois diferencial G de la EDR
es un subgrupo de D el cual no es triangulable. Sea {y1,y2} un conjunto
fundamental de soluciones de EDR correspondiente al subgrupo. Sabemos
que para cada automorfismo o de C(z2)(yi,y2) sobre C(z) se tiene o(y;) =
cyr,o(y2) = ¢ lys 0 o(y1) = cyo,0(y2) = —c 'y, para alguna constante
c € C y también que (y112)? es invariante, ¥, es semi invariante, por lo que

(1192)* € C(2) y y1y2 ¢ C(2).

Por tanto,
m

(y112)° = H(z — )% H(Z — d,)”

cel i=1

donde e. y f; son enteros. Nuestro objetivo es determinar estos exponentes.
Sea

b= (y1y2)' _ (wivs) _ ()]’ _ lz e 1 Zm: i (2.23)
nye o 20tys Ry 245gr—c 247 z—di

Por otro lado, en el teorema de las condiciones necesarias de Kovacic
vimos que
" + 30" + ¢ = dro + 2r'. (2.24)

Para demostrar los subcasos primero determinamos los e. con ¢ € T,
observando los polos de r y la expansion en serie de Laurent de r y ¢ sobre
los polos. Al igual que en el caso pasado, para simplificar notacién vamos a
suponer que ¢ = 0.
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(¢1) Supongamos que 0 es un polo de r de orden 1. La expansion en serie de
Laurent de r y ¢ son de la forma

r = b_lz_l + - (b—l 7é 0),

1 1
¢:§ez_1+§f—i—~~ (e€Z,feC),

entonces
1
¢/:_§62_2+... ,/:ez_3+...
3 3 1 3
3p¢" = —4—1622’_3 — Zefz_z +--- ¢* = gegz_?’ + g@sz_Q +---
7= bz drep = 2b_jez 2 420 1 fzt 4
Luego
dré+2r =20 jez 2 +2b g f2 4 =20 272 4 (2.25)
3 1
¢+ 309 +¢* =ex P 4 — 1622_3 +- gesz_g + - (2.26)
3 3
— Zefz_2 + §62f2:_2 +---
Asi de (2.25) y (2.26]), la ecuacién (2.24)) se escribe como
3 1 3 3
62_3 _|_ [P p— 1622_3_{_... + gegz_g _|_ ce e — ZefZ_Z _l_ §62fz_2 +
=20 jez272—2b 12724 ..
equivalentemente

3 1 _ 3 3 _ _
(6—Z€2+§€3>Z 3—|—(—Zef+§62f>z Zpo= (2016 —2b_1)z % -

De donde

3 1
e— 162 + ée3 =0, (2.27)

es decir, e(1 — 3e + €?) = 0, luego o bien e = 0 0 bien 1 — e + te? = 0, en
este ultimo caso obtenemos que e =4,e = 2. Asie =0,e =4,e = 2.

Ahora del segundo sumando se sigue que —3ef + 2e*f = 2b_1(e — 1).
Como b_; # 0 entonces e no puede ser cero. Si e = 2 entonces al sustituir
obtenemos 2b_; = 0 lo cual no es posible. Con lo que e = 4 luego £ = {4}.
Por lo tanto, si 0 es un polo de orden 1, entonces £ = {4}.
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(c2) Supongamos que 0 es un polo de orden 2 entonces

r=boz?+- (by#0)
1
¢:§ez_1~|—--- (e€Z).

De la ecuacion (2.24)) tenemos

3 1
ex P — 1622_3 +- ge?’z_?’ o= (2eb_g — 4b_o)z 7P 4 - -

luego e — %62 + %e?’ = 2eb_y — 4b_5 0 lo que es igual %e‘g — %62 +(1—2b_5)e+
4b_5 = 0, sacando las raices tenemos que e = 2,e =2+ 24/1 + 4b_5. En este
caso, ya que e, se supone un numero entero, las raices se pueden despreciar
si no son enteros. Por lo tanto, si 0 es un polo de orden 2 entonces

E.={24+kVv14+4b:k=0,£2} NZ,

para b el coeficiente de 272 en la expansién en fracciones parciales para 7.

(c3) Supongamos que 0 es un polo de orden v > 2 entonces

r=b_,z" 4+ (b_, #0)

1
¢>:§ez_1+--- (e€Z).

Sustituyendo r y ¢ en la ecuacién ([2.24) se sigue que

3o 13\ 3 3 3 2 -2 —v—l
(e — 7€ + 3¢ ) 2 +<_Z€f + 3¢ f) 27 = (2eb_,—2vb_)) 2z -
(2.28)
Como v > 2 entonces —v — 1 < —3, asi comparando ambos lados de
la igualdad de la ecuacién (2.28)) se sigue que 2eb_, — 2vb_, = 0, esto es,
2b_,(e —v) =0. Ya que b_, # 0 tenemos que e — v = 0, es decir, e = v. Por
lo tanto, si 0 es un polo de orden v > 2 entonces

E.={v}.
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Ahora bien, si nos fijamos en los polos de ¢ pero que son puntos regulares
de 7, entonces suponemos 0 es un punto regular de r, luego el desarrollo de
r es un polinomio en z y

¢_§£+k+pohnomloenz ke C.

Por lo tanto, la ecuacién - toma la forma

1
fiz 73+ f2 -3 4 "|‘§f¢32_3:bo+"' )

-3

Por tanto no hay términos 27> en el lado derecho y asi

32 137
fim iR gfi =0,

Procediendo de la misma forma que hicimos para [2.27] en el caso (¢;), con-
cluimos que f; = 0,2,4. Asi todos los f; son pares. Por lo tanto, podemos

escribir
()? = J[ (= — )P,

cel”

donde e, € E,, P € Clz] y P* =[], (z — ;)"

Si hacemos 1
e
0 =— <
52T

cel’

entonces

oo L) (=P
2 yi3 2l — )P
=P+ 1 = 2P
21[(z — ¢)ec P2
1 €c [[(z = c¢)«2PP’
5;,2—0 * 21[(z — ¢)ec P?

P/ P/
— = g4+
Zz—c +P

El siguiente paso de la demostracion es determinar el grado d de P. Para
ello usemos la expansién en serie de Laurent de ¢ en infinito

Cleg 1 e Ixmfi
TR PIrasD Db

cel
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por lo que

1 1 1 —
oo = = =Y fi (2.29)
5¢ 226 2;

cel

Si d es el grado de P entonces 2d = ", f;, por lo que de (2.29) se sigue

€oo :Zec+2d.

cel

Despejando d obtenemos que

dz%(em—ZeC).

Ahora bien, por argumentos completamente andlogos a los casos (c1), (¢2), (¢3)
obtenemos que

(001) Si el orden de r en infinito es 1, como en el caso (¢;), se deduce que
o = 0,2, 4.

(00g) Si el orden de r en infinito es 2, como en el caso (c2), encontramos que
oo = 2,2+ 2\/14+4b_5 donde b_5 es el coeficiente de 272 en la serie de
Laurent de ¢ en o0 y ey, debe ser entero.

(003) Si el orden de r en infinito es v < 2, como en el caso (c3), encontramos
que ey = V.
Hay que recordar que al menos uno de los e, es impar pues de lo contrario

y1y2 € C(z).
Usando que ¢ = 0 + % tenemos que

. P/ , P// (Pl)2
o =(045) (74 5 -5

P// 6<P1)2 P/ P//P/ (P/)3
=00 +0— — +60'— + — :

P P2 P P2 pP3
3P/P// P/// 2<P1)3

¢//:9//_ P2 + 5 + P3

Pl (Pl)2 (P/)3
3 _ pn3 2°
0F = 0%+ 30° 5 + 305 + i
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De aqui y usando ([2.24) tenemos que
0=¢" +30¢ +¢* —dre — 21
3P/P// P/// 2 PI 3 P// 30 Pl 2 P/
=06" - P2 -t <P3) + 306" + 397 — <T2) + 36’F
3P/1PI S(PI)S 3 2P/ (PI)Q (P/)S Pl ,
P2 ps + 62 4 30 F+39 P2 + 73 —47‘9—47“5—27”
Pl” P” P/ / 2 1 / 3 /
= ?+36F+F [39 + 30 —47“] + 0" +300"+60° — 4rf — 2r'.
Multiplicando por P la ecuacion anterior tenemos que P satisface la ecuacion

diferencial

P" 4+ 30P" + (30 + 30" — 4r)P" + (0" + 300’ + 6° — 4r0 — 2r')P = 0.

Sea w una solucién de la ecuacidén cuadratica
1 1
w? — pw + §¢’ + §¢2 —r=0. (2.30)

Lo que haremos ahora es mostrar que y = e/ ™ es una solucién de la EDR y
para ello usamos la observacién [7]

Derivando la ecuacién encontramos 2ww’ — gw' — gw+ 3¢" + ¢’ —
r" =0 o equivalentemente (2w — ¢)w’ = ¢'w — %qﬁ” — ¢¢’ + 1, con lo cual

22w — g)w' = 2¢'w — ¢" — 200" + 21" (2.31)
Ademsds de la ecuacién ([2.30) tenemos
1 1
w? —r = ¢w — §¢' — §gz52 (2.32)

Sustituyendo y y usando la ecuacién obtenemos
2(20 — 9)(w/ + w? — 1) = 22w — $)u/ +2(2w — )(w? — 1)

= 2gw — ¢ — 204 + 20" +2(2w — 9) (cbw o - %cb)

= 20'w — ¢ — 200" + 2r' + 4w?d — 20*w — 2w + ¢ — 2wP? + ¢
=o' = 200+ 2440 (u? 0wt 00+ 567 =) - 00— &
+ dor

= —(¢" + 309" + ¢* — 2r' — 4¢r)
=0, por (2.24).
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Por lo tanto, 2(2w — ¢)(w’' + w? — r) = 0. De aqui
2w—¢=0 o w +w*—r=0.
Si ¢ = 2w, sustituyendo en ([2.30)) obtenemos
w 4w —r=0

que es la ecuacion de Ricatti.

En ambos casos obtenemos la ecuacién de Ricatti pero si ¢ = 2w entonces
w = %qﬁ € C(z), lo cual nos llevarfa al caso 1 y recordemos que para estar en
el caso 2, el caso 1 no debe ocurrir. Por lo tanto, w’ + w? —r = 0, de donde
y; = e/ ™ es una solucién a la EDR donde w satisface la ecuacién cuadratica
Completando asi la demostracién para el caso 2). O

2.5.1. Ejemplo

Ejemplo 10. Sea y” = ry donde
1 3 16z — 3

r=- — =
z 1622 1622
Paso 1. Tenemos que 0 es un polo de r de orden 2 y el orden de r en infinito
es 1. Notemos que, de las condiciones necesarias de Kovacic, los casos 1 y 3

no son aplicables, pero si lo es el caso 2, estamos en los subcasos (¢) vy (003).

Como r = % — %, el coeficiente de Z% en la expansiéon de fracciones
paciales de r es b = —-2. Asf del subcaso (c3)
/ 3
Ey = {Z—i—k 1+4 (—E) k= 0,:&2} ={1,2,3}.
Para (003),
E. ={1}.
Paso 2. Tenemos las siguientes familias
1
o =1, =1, d:§(1—1)20€ZJr
e =1, de(1-92)=—L¢z*
€0 = 2,6 = 1, =-(1-2)=—2
0 ) 92 92
1

ep = 3,60 = 1, d:§(1—3):—1§éZ+.
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Consideramos entonces solo la primera familia y para esta construimos la
funcién racional
1/1 1
0==(-)=—.
2\ z 2z

Paso 3. Buscamos un polinomio ménico de grado d = 0. De aqui el tnico
candidato a P es P =1, por lo que P = P” = P"” =0, luego

P" 4+ 30P" + (30> + 30" — 4r)P' + (0" + 300’ + 6° — 4r0 — 2"\ P
= 0"+ 300"+ 0° — 4r6 — 21"
1 3 1 2 3 2 3

23 423 823 22+8z3 22 428

Por consiguiente P = 1 es el polinomio deseado. De modo que formamos

P’ 1
¢ + P 2z

Se busca w tal que

1 1 1
2 _ — —_—— — =
T (1622 z> 0

1 1

-+
4z /z

Por lo tanto, hay dos soluciones de la EDR dadas por

En consecuencia

w

141 1
yl = €f<4z+\/2)dz = 2162\/27

1 1
y2 = e‘f (E_\ﬁ)dz = 25672\/;_



2.6. ALGORITMO CASO 3. 91

2.6. Algoritmo Caso 3.

Hemos visto que para este caso el grupo de Galois de la ecuacion diferen-
cial es o bien el grupo tetraedro, el grupo octaedro o el grupo icosaedro. El
objetivo del algoritmo para este caso es encontrar un polinomio irreducible
A € C(2)[T] tal que si w es rafz de A entonces 3y = e/ * es solucién a la EDR.

Antes de dar la descripcién del algoritmo para este caso veremos algunos
resultados que nos seran de utilidad para la prueba del algoritmo.

Comenzamos con la siguiente proposicion que indica como encontrar los
coeficientes del polinomio A. Recordemos, de la observacion , que y = el ™
siendo solucion de y” = ry es equivalente a que w sea una solucién a la
ecuacién de Riccati w’ + w? = r.

Proposicion 2.6.1. Sea w que satisface la ecuacion de Ricatti y

n—1

n a; %
T _Z(n—i)!T’

1=0

el polinomio minimo de w sobre C(z), entonces los coeficientes a; satisfacen

(n — Z)(Z + 1)TCL¢+1 +a;_ 1+ CL; + sa; = O,

donde s = a,_1 ya, =—1,a_1 =0.
Demostracién. Sea A =" | (n“_ii)!Ti con a, = —1. Ahora tomemos
0A 0A
B=_—(r—T)+——+(nT+s)A
=T+ 52 4 (T + )4,

0A - i(li i—1
or 2 (n— i)!T ’

0A a; ;
E‘Zl(n—i)!T’
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por lo que

- ia; 4 - al - - a; 4
B(T)=Y ——T"Yr—-17 —t T T S
(T) ;(n—i)! (r >+;(n—i)! +(n “)izo (n—1)!

El coeficiente de 7" en B es —na,, + na,, = 0. El coeficiente de 7™ en
B es

—(n—1)an_1 +a, +na, 1+ sa, =a,_1 —s =0,
pues a, = —1,a, =0y s = ap_1,5a, = —a,_1. Por lo tanto, no tenemos
terminos 7! 0 T™ en B, de donde, B tiene grado menor que n en 7. Ahora
bien, como A(w) = 0 se sigue que

B(w) = a’;(TU’) (r —w?) + g—f(w) + (nw + s)A(w)
_9A(w) , 04
= 2w+ 2o w) + (nw + ) Aw)
= —d/:l(zw> + (nw + s)A(w)

=0,

luego w es raiz del polinomio B, que es de grado menor a n, lo cual no
es posible ya que A es el polinomio minimo de w, por lo que B = 0. En
consecuencia todos los coeficiente de B son cero, esto es,

. Qiy1 . Qi—1 a,;
0=(i+1 —(i—
e e s VLA O e s Rl sy
4 Q;—1 a;
n
n+1-—1)! n—1)!
(
. Q41 . a;—1 Gfi Q;
—(i+1)—J i1
) P s LU G )y s Y prs Y v
1

=——((n—1)(i + Vrag1 + ai_1 + a; + sa;).

(n—1)!

Por tanto, (n —4)(i + 1)ra;11 + a;—1 + a; + sa; = 0 para todo i = 0,...,n
donde a_; = 0. ]
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Nuestro objetivo ahora es dar una afirmacion reciproca de la proposicién
2.6.1} Para lograr esto consideremos la ecuacién diferencial recursiva

a1 = —a; — sa; — (n—14i)(i + D)ragq, i =mn,...,0 (2.33)

y definamos una solucién de (2.33]) como un s € C(z) tal que cuando ay, ..., a_4
se definen como en ([2.33) entonces se sigue que a_; es exactamente cero.

Proposicién 2.6.2. Sea s una solucion de (2.33) para alguna n y sea w
cualquier raiz del polinomio

entonces y = el ¥ es una solucidn de la ecuacion diferencial v’ = ry.

Demostracion. Afirmamos que

ak—i—lA T2 8k+1A 8I<:A 8k—1A

W( —7’):m‘f‘((n—Qk)T—i-S)'—+k(n—k+1)w.

ST (2.34)

Procedamos por induccion sobre k:
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e Para k=0 tenemos
0A - ia; 4
Z=(T? — — e T2 _
ar' T ") (Z (n—9)! >( ")

- (%T”_l) (T? —r) + ai T =)

— (n—1)(i + Dajar,
) R O S P =T

. n—1
a; , (n—1)a;, (n—14)(i+ Dajpar,,,;
= T .T -y ~— it T
") ; (n—1)! ; (n—i)!
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e Supongamos que se cumple para k, es decir, supongamos que

oA, oF A 8’“ 1A
oF2A
e Veamos se cumple para k + 1.
Derivemos ([2.35)) respecto a T' para obtener
8k+1A ak—i—lA akA ak 1A
— (T —7r) = —— —2k)T — — 1 .
aTkH( r) 5779, T ((n—2k)T + S)aTk +k(n—k+ )aTk :

Por lo tanto la afirmacién se cumple.

Ahora para demostrar que y = e/ es una solucién de la EDR usamos el
hecho que ello es equivalente a mostrar que w’ +w? = r, lo cual haremos por
contradicién. Supongamos entonces que w’ + w? — r # 0.

Ya que A(w) = 0 tenemos lo siguiente

dA(w) 0A , 0A
7 8T( w)w' + a(fw) =0. (2.36)

Por lo tanto, de (2.36) y (2.34) (cuando k = 0) obtenemos

0A , 5 0A 0A 9

a—T(w)(w +w®—r)= 81811(4 w)w' +8_T( w)(w? =) »
= aZ( w) + A(w )(nw—l—s)—l—a(w)
=0.

Como estamos suponiendo w’' + w? — r # 0, BT( w) debe ser cero.
Ahora afirmamos que

ok A
W(w) =0 para todo k.
Hagamos esto por induccién

e Hemos mostrado que A(w) =0y 44 (w) = 0.
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e Supongamos
oF 1A oF A
oTk-1 (w) = oT*
e Mostremos que la afirmacién vale para k + 1.

(w) = 0.

Como g%‘(w) = 0 entonces
d 8kA 8k+1A ) 8k+1A
e (WW)) = g (W g, () =0
De aqui y de (para k + 1) obtenemos
Okt A , ot A , okt A
W(w)(w +w?—r) = W(w)w + W(Uﬁ —)
ak+1A 8k+1A akA
- _9 4
OT*0z (w) + 8T"ﬂz<w) +((n =2k + S>8Tk (w)
OF 1A

=0.

Como w' + w? —r # 0, luego %(w) = 0. Cumpliendose asf la afirmacién.
Pero

oA

o1

por lo que hemos llegado a una contradiccion y asi la proposicion se vale. [

(w) =nla, = —n! # 0,

Las siguientes proposiciones nos dan informacion sobre el grado del poli-
nomio minimo sobre C(z) de un elemento w = % con y solucién de la EDR.

No damos demostracion de la primera proposicion, pues se sale de los
objetivos de la tesis, pero puede consultarse en [CHJ.

Proposicién 2.6.3. Sea y una solucion de la EDR yw = % Sea G el grupo
de Galois diferencial de la ecuacion

i) SiG es el grupo tetraedro entonces grade(,y w > 4 y tenemos la igualdad
para alguna solucion y.

i1) Si G es el grupo octaedro entonces grade(,) w > 6 y tenemos la igualdad
para alguna solucion y.

i11) Si G es el grupo icosaedro entonces grade(,) w > 12 y tenemos la igual-
dad para alguna solucion y.
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Proposicién 2.6.4. i) Supongase que (2.33) tiene una solucion s € C(z)
para n = 4 entonces el polinomio

T Z ﬁr‘ € C(2)[T] (2.37)

es irreducible sobre C(z).

it) Supongase que (2.33)) tiene una solucion s € C(z) para n = 6 entonces
el polinomio

= ﬁT"’ € C(2)[T] (2.38)

1=

es irreducible sobre C(z).

i11) Supongase que ([2.33)) tiene una solucion s € C(z) para n = 12 y que
no tiene solucion en C(z) para n =4 yn =6 entonces el polinomio

72N YT e C(2)[T] (2.39)

es irreducible sobre C(z).

Demostracion. Por la proposicién [2.6.2] cualquier raiz w de uno de los tres
polinomios (2.37)), [©.38), ([2.39) satisface que e/ * es una solucién a la EDR.
Por ende, de la proposicion Wtenemos que gradg(,) w > 4, es decir, que w
satisface un polinomio de grado mayor o igual que 4 en C(z). Los polinomios
, son irreducibles, de lo contrario tendrian un factor de grado
menor que 3, lo cual no es posible pues w satisfaria un polinomio de grado
menor que 4. Ahora para el caso iii), si el polinomio fuera reducible
tendria algtun factor de grado menor que 12, luego de la proposicion [2.6.3 el
grupo de Galois asociado a EDR o bien es el tetraedro o bien es el octaedro.
Por la proposicién tenemos que la ecuacion (2.33)) podria tener una
solucion para n = 4 y n = 6, lo cual no es posible. Por tanto, es
irreducible.

Lo que ahora queremos es encontrar una solucién a (2.33)).
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Proposicion 2.6.5. S y1, s, ..., Yy, son soluciones de la EDR y F' es cual-
Fl

quier polinomio homogéneo de grado n en yi,Ya, ..., Y, entonces s = & es
una solucion de[2.33:
a, = —1
/ . . .
a1 = —a, —sa; — (n—1)(t + Vraj1, i1=mn,...,0
Demostracion.
1) Primero demostramos que si Fl, F, son elementos de una extension dife-
_ B
rencial de C(z) tal que si s = F1 y s2 = 7 son soluciones de (2.33) para
(c1Fitealy)’ 2 :
n entonces s3 = “_—— 5~ es una solucion de (2.33) para n y cualesquiera
c1,co € C.
Sean a;,a?,a3,i =mn,n—1,... las sucesiones determinadas por la ecuacién

(2.33]) para sq, so, s3 respectivamente.
1.1) Afirmamos que
(ClFl + CQFQ)G/? = ClFaClZl + CQFQ@?.
En efecto, procedamos por induccion

e Sii=mna = -1,a2 = —1,a3 = —1, luego (1 F} + coF)(—1) =
ClFl(—l) —|—C2F2(—1).

e Supongamos que la afirmacién es cierta para j > i, es decir, (¢; F) +
CQFQ)CL? = chlajl + CQFQG;? para j > i.
e Demostremos que la afirmacion es valida para ¢ — 1.
(e Fy + caFy)a; ) = (e Fy + e Fo) (= () = s3al — (n —0)(i + D)raj,,)
F +02F2)I
= (e1Fy + o) (— (a2 Py + ey G E fY)
(1 Fy + e Fo)(—=(a))) = (1 Fy + e F) NN a
— (a1 Fy + coF5)(n— 1) (i + )7“@3’Jrl
—[(c1F1 + caFy)(ad)] — (1 By + caFy)(n — ) (i + 1)raj,,
= —[a1Fia; + 2 F5af] — (n = i) (i + Vr(eiFiag, + caFaaiy)
Y N
= [~ Fi(a;) — clﬁ(Flail) —(n—4)(i + Dre;Fra) ]
+ [—CQFQ((]J?)/ — CQFQ/G? — (n — Z)(’L —+ 1)7’02F2(1?+1]

1 2
= chlai_l + 02F2ai_1.
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Cumpliendose asi la afirmacion.
Por lo tanto, para ¢ = —1 tenemos
aFy 4+ eoF)a | = Fal, +cFa®, =0, pues al, =a?, =0.
1 1 1 1 1

De donde a®; = 0 y asf s3 es solucién de (2.33)).

2) Para seguir con la demostracién de la proposicién supongamos que

F= H Yi,
i=1

!
donde w1, ¥2, . . . , Yn son soluciones de la EDR. Sean w; = z— y denotamos por
3
Omk &l k—ésimo polinomio simétrico de wy, ..., w,,, es decir,
Omk = E Wiy Wiy - - - Wy, 1§]€§m

1<i1 <9< ..<ip <m

yV ome = 0 para k > m, 0,0 = 1.
2.1) Afirmamos que
ok =m+1=k)ropmr1— 0miome + (k+ 1)0m k1.
Damos la demostracion por induccién sobre m:

e Param = 1, tenemos 011 = wy, 019 = 1. Ya que w; satisface la ecuacion
de Ricatti obtenemos la afirmacién:

o =W =r—w!=r—0}+2015 = (1+1-1Droyg—ononn+(1+1)oe.

e Supongamos que la afirmacién es verdadera para m — 1, es decir,

U;n_l,k =(m—=FK)rom-1r-1— 0m-110m-1% + (k+ 1)0m_1111-
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e Veamos la afirmacion es valida para m.

k= (O'mfl,k + O'mfl,kflwm)/
Otk + Ot g1 Wi + O 1k 1W),,
[(m — k)rom—15-1 — Om-1,10m-14% + (k+ 1)0pm_15+1]

(m+1—Fk)rom—1k—=2— Om-110m-1k-1+ kOm—_14| W

R

Om—1k-1(r — wfn)
=(m+1—=k)r(0n-1k-1+ Om-1k—2Wn)
— (Om-1,1 + W) (Om-1 + Om—1k—1Wn)
+ (k4 1) (0m-1k+1 + Om-14£Wm)
=(m+1=Kk)romer—1— 0m10me + (k+ 1)0m k1,

lo cual completa la induccién.

2.2) Ahora, con ayuda de la afirmacién 2,1 y usando de nuevo induccién,

mostremos que

a; = (—1)"_i+1(n — )0 -

e Para i =n — 1 tenemos, por la ecuacion ([2.33), que

/
p—1 = —Q, — SQp, = 8§ = —

F
YVi(yr - Yic1Yig1 - YUn)
Y1 Yi—1YilYi+1 " Yn

i=1

n ’ n
_ Yi _ _
== — = Ww; = 0',171.
i i=1

e Supongamos que la afirmacién es valida para j > 1, es decir,

a; = (—1)”’7“(71 — Nopn—j.
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e Veamos que la afirmacion es vélida para i — 1: usando ([2.33)) obtenemos

a1 = —a, —sa; — (n—1)(i + 1)ra;

—(=1)""*n =)o), i — op 1 (—1)" T (0 — i)loy
(n—a)(i+r(=1)""(n -1 = )lopn1-

(=1)""2(n =)oy, s + 01 (1) (0 — )0
—(n =)@+ Dr(=1)""(n—1 = )lopn1-i

(—1)""*2(n — )0 i+ OO — (0 + 1)T0n 14}
()" —){[(n+1—(n—9))rCpni1— CniTnni
+(n—i+1)onn—i+1] + On1Onn—i — (0 + 1)1ron n1-i}

esto por la afirmacién anterior 2,1.

()0 ) — i+ Do i

= ()" (n =i+ Dlopnin,

concluyendo asi la induccién.

Para 1 = —1 tenemos

= (=" (n+ Do ni

= ( 1) (n+ 1) On,n+1

=0 puesn+1>n.
Con esto hemos mostrado que, para F' = [[\_, y; con 41, ys, . . ., Y soluciones
de la EDR, s = % es solucién de (2.33)) para n. Por ende si F' es cualquier
polinomio homogéneo de grado n en soluciones de EDR, con ayuda del punto
1) se completa la demostracién de la proposicién. O

Gracias a la siguiente proposicién podemos encontrar una solucion ade-

cuada a (2.33)) en cada caso.

Proposicién 2.6.6.

a) Si G es el grupo tetraedro, (2.33)) tiene solucion s = % donde u® € C(z)
para n = 4.

b) Si G es el grupo octaedro, (2.33)) tiene una solucion s = %’ donde u* € C(z)
para n = 6.
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c) St G es o bien el grupo tetraedro, el grupo octaedro o el grupo icosaedro
entonces (2.33)) tiene una solucidn s = % donde v € C(z) para n = 12.

Demostracién. Por el teoremal2.2.4)inciso 3 tenemos que (yi+8y193)%, (yiya—
1y5)% yitys — 119895 — yyyal estdn en C(z). Observemos que cada uno de
estos, yf + 818, yiye — 1195 v yitye — 115ys — y1ys' es un polinomio ho-
mogéneo de grado 4,6, 12 respectivamente donde y;, yo son soluciones de la
EDR. Luego de la proposicién tenemos que

(y1 +8y193)" Wiy — 193)" (wi'ye — 11yiys — yigy')'
vi+8yys T oyt — s ity — 1g9yS — st
es una solucién de (2.33)) para n = 4,n = 6,n = 12 respectivamente. O]

Ahora escribimos
u'?mn = H(z — ) € C(z),
ceC

donde n = 4,6 0 12 y e. € Z. Al igual que en los otros casos, el algoritmo
determina los posibles valores para e. usando condiciones locales, luego de-
cide que familias dan una solucion.

A continuacién describimos el algoritmo para el caso 3.

Teorema 2.6.7 (Algoritmo de Kovacic caso 3). Sear € C(z) que satisface las
condiciones necesarias para el caso 3 dadas en el teorema de las condiciones
necesarias de Kovacic. Sea I' el conjunto de polos de r en el plano complejo.
Sea n el grado de la ecuacion polinomial para w que estamos buscando.

Paso 1. Para cada ¢ € I'U {0} definimos un conjunto E. de la siguiente ma-
nera.

(c1) SiceTl yc esun polo de orden 1 entonces
B, = {12},

(ca) Sicel yc esun polo de orden 2 entonces

12k
Ec:{6+—\/1+4b:k:O,il,iQ,...,ig}OZ

n

donde b es el coeficiente de (z — ¢)™2 en la expansidn en fracciones
parciales para r.
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(001)

Paso 2.

Paso 3.

Si el orden de r en infinito es 2 entonces

12k
EOO—{6+—\/1+4b:k—O,il,iZ,...,ig}mZ
n

donde b es el coeficiente de z~2 en la expansion en serie de Laurent de
r en infinito.

Si el orden de r en infinito es mayor a 2 entonces
B, — {6+% : k—O,il,i2,...,ig} nZ.
n

Consideremos las familias (e.)cerufoo} Y €c € Eec. Para cada familia sea

d:%(eo@—Zec).

Si d es un entero no negativo, la familia es retenida, de lo contrario, la
familia es descartada. St no se retienen familias, entonces w no puede
satisfacer una ecuacion polinomial de grado n con coeficientes en C(z).

Para cada familia retenida en el paso 2 se construye una funcion ra-
cional 8 y un polinomio S definidos como

Qz%zzejc, S:H(z—c).

cel cel

Luego se busca un polinomio ménico P € C(z) de grado d, tal que cuan-
do definimos los polinomios P,, P,_1, ..., P_1 recursivamente mediante
las formulas siguientes, entonces P_y es idénticamente cero.

P, =P,
Py =—-SP + ((n—1)S — SO)P; — (n —i)(i + 1)S*r P4,
para i =n,n—1,...,0. (2.40)

Si tal polinomio existe para algin (e.), sea w una raiz del polinomio

ZO o =0 (2.41)

1=
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entonces y = el ¥ es solucion de la EDR donde w es solucidn del poli-
nomio que es de grado n. Si no se encuentra ningun polinomio
P para ninguna familia retenida del paso 2, entonces la EDR no tiene
solucion de la forma y = e/ ™ con w algebraica de grado n sobre C(2).

Observacién 8. Si se logra determinar w con n = 4 entonces el grupo de
Galois de la EDR es el grupo tetraedro, si se determina que n = 6 es el grupo
octaedro y si n = 12 es el grupo icosaedro.

Demostracion. Determinamos los conjuntos E,. en base a los posibles valo-
res de los polos. Para facilitar la notacién suponemos que ¢ = 0 y escribimos
e = eg. Tenemos la expansién de Laurent para

12
/ n 12, S2—1,0 n (u12/n>/ n
s§=—=412n___ - _ "7 J _ "7l
u ul2/n 12 ul2/n 12

y para r, por las condiciones necesarias de Kovacic de la proposicion [2.3.1] r
no tiene polo de orden mayor a 2 entonces la serie de Laurent para r es de
la forma

r=boz ?+b 2+,

conb_o,b_1 € C.

Como la demostracion es mas complicada que en los otros casos, la de-
mostracion se dividird en varios lemas.

Primero consideramos b_y = 0 y by # 0, correspondiente a (c¢;) del paso
1 del algoritmo.

Lema 2.6.8. Sib =0 yb_1 # 0 entonces e = 12.

Demostracién. Sea

s:ln—Qezfl—l—fﬂL---

y tratamos a e, f como indeterminadas. Usando (2.33]) tenemos que

ap = —1=—12"" 402" " p o fn

donde
A,=-1,B,=0,C, =0.

Ahora usando ([2.33) para i = n obtenemos

no o _
(-1 = —San = €2 Ypf+
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en el cual

A, _ 1—%6— (n—n—%e)An,
n

Bn,1:O:<n—n—1— e)
59) O

Co1=1= (n—n—l——e

B — n—n n—i—l)b,lAnH,

Parai=n —1,
_ (- ...>_(_ﬁ -1 ...)<_E -1 )
Qo (1262 + 156 +f+ 156 +f+
—n(b_yz7 ) (1)

2
= (—Ee — n—eQ) 22 4nb_z7t — gefz_1 4+,

12 122
donde
n
() (- 350 = (o1 )
By, 9 =nb_ 1—(n—n+1—1—ﬁe)B —(n—n+1)(n—1+1)b_1A,,
Cn,gz—%e: (n—n+1—1—%e> Cho1— A,_1.

Parat=n—2
Ap—3 = _(_2An—22_3 — Bn_22_2 — an_22_2 + - )

— (%62_1 +f4+-- ) (Ap_92 4+ Byoz "+ Chafz ™)

—2(n — 1) (b_1z” - )(%ez +f+--->

= <2An_2 — %eAn_2> 273 4 <Bn_2 EeBn 9 —2(n—1)b_4 %e) 772

+ (cn_z Ay %ecn_g) Frige.

en el cual
n
An73 = (n — (TL — 2) — Ee) An,Q,
By = (n Cn—2)—1- 1”—26> Buo—(n—(n—2))(n—2+1)b_1An 0.1,
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En consecuencia usando [2.33] obtenemos que
a; — AZ’Zi_n + Bizi_"+1 + CifZi_n—H —+ .- (242)

donde A;, B;, C; son polinomios en e con coeficientes en C que satisfacen las

siguientes relaciones recursivas

An:—l, Ai_lz <7’L—Z—£€> Ai,
) n
B, =0, Bi_1:<n—z—1—ﬁe
C, i

—0, Ci_1:<n—i—1—126>

A= (1= 5¢) (~13¢)
n n n
Awa=(2-13¢) (1= 13¢) (0- 55¢)

por lo que en general
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Ahora usando la férmula para B; tenemos

B, =0,
Bui = (n—n—1=5¢) Bu— (n—n)(n+1)b-14u1 =0,
B, o= (n —n+1-1- %e) Bpi—(n—n+1)(n—-1+1)b 1A, 141
= —171—263”,1 —nb_1A,
= —nb_q,
B, 3= (n —(n—2)—1- %e) Bypo—(n—n+2)n—2+1)b1A, 24

= (1 — %e) (nb_1) —2(n — 1)b_4 <%e)

= [(1 — %e)n —2(n—1) (%e)] b_y.

En general,

( 1 B
= (1592 () + (- 55) (19)
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Por lo que en general,

QZ%H—@ﬁiuﬁ—ﬁﬁ%i:m”wQ

, 12
J=0
Por otro lado, como

O=a1=A 12 """+ B, 1z "+C_fz "+,

obtenemos .
- 11 (] - —e) (2.43)
7=0
y
0=B_1+C_if
n—1 n—1 n—1
b, (y+Um—ﬁII@—I?>+ﬂn+UII@—%%>.@4@
=0 =

k=0
k#j

De (2.43) podemos suponer que (l — %e) = (0 para algin [ = 0,...,n, esto

es e = %l para algin [ = 0, ..., n. Supongamos que [ # n entonces de (2.44))
n—1
0=0b_1(1+1)(n—0) k-1,
A

de donde b_; = 0, lo cual es una contradiccién, luego l =n y asi e = 12. [

Ahora consideramos cuando b_s # 0 que corresponde al subcaso (¢y) del
paso 1 del algoritmo.

Lema 2.6.9. Sib_5 # 0 entonces e es un niumero entero elegido entre
i) 6+ky/1+4b_9k=0,£3,£6 sin=4.
i) 64+ ky/1+4b_o,k =0,£2,+4,46 sin = 6.

iii) 64+ ky/T+4b_g,k=0,+1,...,46 sin=12.
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Demostracion. Escribimos de nuevo a; como en ([2.42))
. _— —
= A"+ BT 4 Cif 2

y usando ([2.33)) obtenemos
A, =—1,

n o
A = <n — 17— Ee) Ai—(n—10)(i+ 1)b_gA;41.

Sea y una solucién a la EDR, igual que en el teorema de las condiciones
necesarias de Kovacic, y tiene un desarrollo en serie de Puiseux

Como iy’ =ry conr =b_sz"2+b_127' +--- entonces
plp—1)2" "2 = (b_gz 2 bz e ) (2P ) = bog2P TR 2

de donde b_y = p(p — 1), luego p*> — p — by = 0, por lo que p = § +
%\/1 + 4b_5. Supongamos que b_o # —i. La EDR tiene soluciones, digamos
Y1, Y2, con desarrollo en serie de Puiseux

1 1
yp = 2" +--- donde p; = §+§\/1—|—4b_2,
1 1
Yo = 2" + .-+ donde py = 3 5\/1+4b,2.
Por la proposicion |2.6.5, (?fzy% ?/ es una soluciéon a ) para n, pues yiyy~ ‘
1Y2

es un polinomio homogéneo de grado n en solucnones de la EDR. Como

(viys~ Z) I G ) R

y1y2 Zi,u1+(n—i),u2 + P

= (i + (0 — D))z ™" + -
(1 1 (1 1 1
= |1 54‘5 1+4b,2 —i—(n—z) 5—5\/14—46,2 z
= (g + (i — g)\/1+4b,2> s
el polinomio A_; debe ser cero para

LIPS (ﬁ - z) V1 +4b_,. (2.45)

12 2 2
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i) En este caso n = 4.
e Sib_y # —1, de la ecuacién (2.45) obtenemos

e=64 (3t —6)\/1+4b_5 coni=4,3,2,1,0.

Si hacemos k = 3i — 6 entonces k = 0, +3,+6. Por lo que

e=6+ky1+4b_5 con k =0,43, 6.

e Sib o= 4, usando la formula recursiva para A; conseguimos
1
Ag = 567
= L 3e40),
—(e* —3e
9
1 81
A= — (e —9*+ —e—54
1= 5 9e” + 5 e—>b ),

1 1215
Ay = —31 (e — 18¢3 4 135¢e% — 459¢ + T) ,

¢® — 30¢* 4 360e* — 2160¢ + 6480 — T776) = —6)°.

-1 =

ﬂ?,( 243<

ii) En este caso n = 6.

e Sib_y # —1, de la ecuacién (2.45) obtenemos
e=6+(2i —6)\/1+4b_5 coni=6,54,3,2,1,0.
Si hacemos k = 2i — 6 entonces k = 0, +2, +4, +6. Por lo que

e=64+ky/1+4b_5 con k=0,42, +4, £6.
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e Sib o= —%, usando la formula recursiva para A; conseguimos
Ag = —1,
A5 = <€,

1
Ay = —1(62 —2e +6),

1
Ag = g(e?’ — 6e? + 24e — 24),

1
Ay = ——(e* — 12¢® + 72e* — 192¢ + 216),

16
1
A= 3—2(65 — 20e* + 180¢® — 840¢? + 2040e — 2016),
1
Ag = —6—4(66 — 30€” + 390e* — 2760e” + 11160e” + 24336¢ + 22320),
1
A*l = 2—8(6 - 6)7

iii) Finalmente consideramos n = 12.

e Sib o # —i, de la ecuacion ([2.45)) obtenemos

e=6+(i—6)\/1+4b_y coni=12,...,2,1,0.

Si hacemos k =1¢ — 6 entonces kK = 0,41, 4+2,...,+6. Por lo que

e=64+ky/1+4b_5 con k=0,£1,%+2,...,%6.
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e Sib o= —}1, usando la formula recursiva para A; obtenemos
A12 - _17
A =ce,
AIO: —€2+€—3,
21

A9:€3—3€2+?6—6,

4 3 2 81
Ag = —e” + 6e” — 27e¢ —0—456—7,

A; =% —10e* 4 60e® — 180¢? + 315e — 216,

Ag = —e® + 15€® — 120¢e* + 540e> — 1485¢? + 2241e — 1485,
441 36477

1452267——2166%-—5—65——136564%—535563——13041624-

Ay, = —e® + 28e” — 378¢% + 3066e® — 16170e* + 56196¢°

187677
— 1251186 + 162378¢ — 5

e — 11178,

A = ¢e” —36€% 4 612¢7 — 6300e° + 42903¢® — 199206¢*

3150495
+ 628236 — 1293732¢% +

e — 862488,

Ay = —e'¥ 4+ 45e° — 945e® + 12060e” — 103005¢% + 612927¢% — 2566620¢*

—-745362063_.3§§%§Z§§€2%_3302?2356__ 1721;877’

2805
14122611——556H)+-—75—69——2178068%—22819567——169022766

18035325 187185735 339306165
T — 34613865¢* + ed — 2
2 2 2
4172
+—Z——z—9§zge-—92538045,
045945
Ay = —e'? + 66e't — 20136 + 37455¢° — 5 e®
976923585
——2817668766%-13717925165——————5————64—%124016953563
4261026627 , 4446102717 4261026627
- 5 o 2 7 i

A = e —78e'? + 2808 — 61776 + 926640e” — 1000771268

+ 80061696e” — 480370176€° + 2161665792¢° — 7205552640¢”
+ 17293326336¢” — 28298170368¢ — 13060694016
= (e —6)".
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lo cual prueba el lema. O

Lema 2.6.10. Sib_5 =0_1 =0, es decir, tenemos un punto ordinario de r,

entonces 1—”26 es un entero.

Demostracion. Procedamos igual como en la demostraciéon del lema [2.6.8
el término b_; en r aparece en B;, por lo que obtenemos la misma féormula
para A;, luego como en el lema encontramos que e = 22 para algin

[ =0,...,n0loqueesigual [ = ze con [ = 0,...,n, de donde {5€ es un

entero. 0

Sea I' el conjunto de polos. Para ¢ € T', b. denotard el coeficiente de
(2 — ¢)72 en la expansién de fracciones parciales para r. Hasta ahora hemos
mostrado lo siguiente

i) En el caso tetraedro, ([2.33]) tiene una solucién s = % paran = 4, donde

u? = P? H(z — )%,

cel
PeClzlye. € {6+ky1+4b.: k=0,£3,+6} NZ.

ii) En el caso octaedro, (2.33)) tiene una solucién s = % para n = 6, donde

u? = P? H(z —c)%,

cel
PeClzlye. € {6+kyv1+4b. :k=0,£2,£4+6} NZ.

iii) Ya sea en el caso tetraedro, el caso octaedro o el caso icosaedro, ([2.33))
. . /7 ’
tiene una solucién s = = para n = 12, donde

u = P? H(z —c)%,

cel
PeClzlye. € {6+kyv1+4b.: k=0,£1,...,£5+6} NZ.
Sea d el grado del polinomio P entonces la serie de Laurent para s en oo

tiene la forma
n 12 -1

cel
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y la serie de Laurent para r en oo tiene la forma r = vz=2 + - - esto pues,
de las condiciones necesarias de Kovacic, el orden de r en oo es al menos 2.

Sea

entonces se puede probar como en el lema que e, satisface las condi-
ciones del enunciado de la proposicion [2.6.7, También

debe ser un entero no negativo. Esta es la justificacién del paso 2 del algo-
ritmo.

Para completar la demostracion del algoritmo vamos a mostrar que las
relaciones recursivas del paso 3 son idénticas a (2.33). Sea

Hz%zze_cc y S=]]¢z-o),

cel sel’

entonces s = % = % + 6. También sea P; = S"*Pa;. Usando (2.33)) tenemos
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lo siguiente
P,=-P

Py =8"""Pa;_4
= S P(—a) — sa; — (n — i) (i + 1)ra;)
= S pal — S"H Psa; — S (n —4) (i + 1)r Pagyq
=—(n—149)S"""Pa;S" — S""" Pla; — " Pal + (n —i)S"'S"Pa,
+ Sl plg, — gt plg, — SnTitLp (s - %) a;
—(n—1i)(i+1)S"""rPa;y,
=—(n—1i)S"""Pa;S" — S""Pa; — S" Pal + (n — 1)S" 'S Pa;
+ S Pla; — ST Py — S"T T Pa; — (n—4) (i + 1)S™ M r Pag
=-S[((n —i)S" " PS" + S""Pa; + S""Pa]] + (n —i)S" 'S Pa;,
+ 8" Pla; — S(P' + PO)(S™ "a;) — (n —i)(i + 1)S*r(S™ " Pag 1)
= —S(8""Pa;) + (n —1)S"'S"Pa; + S" """ Pla,
— S(P' + PO)(S" "a;) — (n—4)(i + 1)S*r(S™ "' Pa;y,)
= —S(8""Pa;) + (n —14)S'(S" " Pa;) — SO(S™ " Pa;)
— (n—1i)(i +1)S%*r(S"" Pa;y)
=—SP/ +(S'(n—1i)—SO)P, — (n—i)(i +1)S*rPpy;.

Esto es exactamente ([2.40]) en el paso 3 del algoritmo. Finalmente la ecuacién

podemos reescribirla como sigue

S"Pa; | B <~ Si(S"1Pay)
T Tt — . Qn m nP n e 24
(n—z’)!w S™(S A )W +Z (=)

=0

%

n—1
0= —5"Pu" +Y
=0

3osn
_i:O (n—1a)!

Se sigue de la proposiciéon m que y = e/ es solucién a la EDR. O

Concluimos este capitulo y el documento con el siguiente ejemplo para
ilustrar el algoritmo caso 3.
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2.6.1. Ejemplo
Ejemplo 11. Consideremos la EDR y” = ry donde

5z% + 27

r=———-.
36(22 — 1)2
La expansion en fracciones parciales de r esta dada por

S S | SR
2z+1) 9(z+1)2  72(z—1) 9(z—1)%’

T =

y la expansién en serie de Laurent para r alrededor de oo esta dada por

L +
3622
Notemos que los polos de r son =1 ambos de orden 2. El orden de r en co es
también 2. De las condiciones necesarias de Kovacic tenemos que cualquiera

de los tres casos son posibles.
Apliquemos el algoritmo para el caso 1.

Paso 1.

e Para el polo 1, como 1 es un polo de orden 2, estamos en el subcaso (cz),
asi que obtenemos

1 1 2 11
-+
=—d+ /144 —=|==%-=
LT E T < 9) 2% 6
donde —% es el coeficiente del término ﬁ en la expansion de fracciones
parciales de r, por lo que

2 1
[ =2 af =2

37

e Para el polo —1, también es de orden 2, estamos en el subcaso (c¢g), por

«

tanto
11 2 1 1
+
=—F+ /14+4|—=|==-=£ -
“1=5F) +(9) 2% 6
donde —% es el coeficiente del término ﬁ en la expansion de fracciones

parciales de r, de ahi que

2 _ 1
Oé_l — g, a_l — 5.
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Para oo, estamos en el subcaso (cos), entonces

1 11
IO SO (I N
2 36) 2 3

donde —% es el coeficiente del término Z% en la expansion en la serie de

Laurent de r en oo, por lo que

8
N —

5 1
+_2 _ =
Qoo =0 Yo T

; — At +_ o+ .
Resulta que ningun d; = a5, — oy — aZ; es un entero no negativo, luego

el paso 2 del algoritmo caso 1 no es posible.

Aplicamos entonces el algoritmo caso 2.
Paso 1.

e Para el polo 1, estamos en el subcaso (cz), por lo cual

E1:{2+k1/1+4(—§):k:O,i2}ﬂZ
1 8 4
— 9 Vik=04+2nz=12" "z =12
{+k:<3) k=0, }n {,3,3}m (2}

e Para el polo —1, de nuevo estamos en el subcaso (¢3), por eso

E_1:{2+k1/1+4(—§> :k:O,iQ}ﬂZ:{Q}.

e Para oo, estamos en el subcaso (003), por ello

E. = {2+k,/1+4<—%> : :0,i2}ﬂZ

:{2+k(%) :k:O,iQ}ﬂZz{2,%%}(12:{2}-
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Paso 2. Tenemos entonces la siguiente familia
€1 = 276*1 = 27600 - 27 d= i(eoo — €1 —671) - _17

en consecuencia no tenemos un entero no negativo, por lo que no se satisface
el algoritmo caso 2.

Procedamos entonces a aplicar el algoritmo para el caso 3.
Paso 1.

e Como 1 es un polo de orden 2, por tanto

12k 2
E1:{6+— 1+4(—§):kzO,il,iQ,...,ig}ﬂZ.
n

Utilizamos primero n = 4 entonces

12k (1
E1 = {6+T (g) kZO,ﬂ:l,ﬂ:2}ﬂZ:{4,5,6,7,8}

e Para —1, estamos en el subcaso (cz), con n = 4 tenemos

12k (1
E = {6+_ (-) :kzo,il,ﬂ}ﬂZ={4,5,6,7,8}-

4 \3
}mz

e Para oo, estamos en el subcaso (001), de aqui que

12

E, = {6—}—% 1—|—4<—3i) ck=0,4+1,+2,...,+
12k (4
E = {6—1—— (—) :/{;zO,:I:l,:I:Q} NZ=1{2,4,6,8,10}.

|3

Utilizando n = 4 tenemos

4 \6
Paso 2. Las tnicas familias posibles, con d no negativo, son
oo =8, =4,e_1 =4, d= %(8—4—4) =0,
oo = 10,61 =4,6_.1 =6, d= %(10—4—6) =0,
oo = 10,61 =561 =5, d= %(10—5—5) =0,
4

e =10,e1=6,cc1 =4, d=5(10-6-4)=0.
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Paso 3. Para cada familia retenida del paso 2 construimos la funcion racional
6 y un polinomio S definidos como el algoritmo describe.
Para la primera familia tenemos

P G S 12+ 1) +12(z—1) 8
B z—1 z4+1) 9(22 — 1) S 3(22 1)

12
S=(z-1)(z+1)=22—1.

En consecuencia

2 8z B §
SO =(2—1) (—3(22 )~ 3%
S = 2z,

522 + 27 522+ 27
2. _ (2 _1)2( — _ _
Sr=E-1) < 36(22—1)2) 36

Buscamos un polinomio moénico de grado 0. De aqui el tnico candidato
P es P =1. Ahora encontremos Py, P, P3, P, mediante la recurrencia

P=-P=-1,
8
P32P4,1:—SP4—59P4:§Z,

15 1
P2:P3_1:—SP:§+(S S@)P3—4ST’P4——?Z—§,
50 14
P1 :P2,1 = —SP2/+(25/ 59>P2—6527’P3 9 +§Z,
125 134 3
_ _ / I o 2 _oeY o2 -~
PO—Pl—l— SP1—|-(3S SQ)Pl 6STP2 542’ 542 —|-54,

P =Py, =—-SP,+ (48 — SO)Py — 4S%rP, = 02° + 02° + 0z = 0.

Para la primera familia, P = 1, cumple que P_; = 0, luego tomamos w una

raiz del polinomio ZZ 07 S L =] -w' = 0, esto es, w una solucién del polinomio

15, 1 25 7
4 4 33 ) @2, 2
- S*w* + = sz—ir( 62 6)Sw~|—<27z—|—27z)5w

N 1254 134z2+ 3 0
12067 1296 1296 )

De acuerdo al algoritmo de Kovacic caso 3, la solucién a la EDR es e/®
donde w satisface el polinomio anterior de grado 4.
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EL objetivo del algoritmo es ver que la EDR caiga en alguno de los casos
1,2 0 3 y si no es asi, entonces ocurre el caso 4, el cual indica que la EDR
no tiene soluciones liouvillianas. El algoritmo nos da un procedimiento para
encontrar una extension de Picard-Vessiot.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis, nos hemos familiarizado con muchos conceptos y
resultados andlogos a los de la teoria de Galois clasica. Hemos visto como se
extiende esta teoria clasica anadiendo una estructura diferencial. Vimos que
dado un campo diferencial F' y una ecuacion diferencial lineal homogénea

E(U) = anu(n) + an—lu(n_l) + - au + aou, a; € F),

lo andlogo a polinomios en la teoria clésica. La extension de Picard-Vessiot de
una ecuacién diferencial lineal corresponde al campo de descomposicién de
un polinomio, por lo que contiene a un conjunto fundamental de soluciones
de L£(u) = 0 y la minimalidad la obtenemos con la condicién de que los
campos de constantes del campo base y la extension coincidan. Mostramos
que esta extensién de Picard-Vessiot existe y es tnica (salvo isomorfismos
diferenciales) siempre y cuando F' sea de caracteristica cero y el campo de
constantes de F' sea algebraicamente cerrado.

Aligual que en la teoria de Galois clasica definimos un grupo asociado a la
ecuacion diferencial lineal, el grupo de Galois diferencial Galg (£). Dedujimos
que Galg (L) es subgrupo de GL(n,Cr), mas ain es cerrado en GL(n,CF)
con respecto a la topologia de Zariski, por lo que Galg (L) tiene estructura
de grupo algebraico lineal.

Finalmente nos centramos en las ecuaciones diferenciales lineales de orden
2 con coeficientes en C(z), particularmente en las EDR. Vimos que el grupo
de Galois diferencial asociado a una EDR es un subgrupo algebraico afin del
grupo SL(2,C). Gracias a la clasificaciéon de los subgrupos algebraicos afin
de SL(2,C) dadas en el teorema hay cuatros casos que pueden ocurrir
con respecto a la existencia de una solucién liouvilliana de la EDR (teorema
. Es de estos tltimos dos resultados donde se desprenden los cuatro ca-
sos del algoritmo de Kovacic. Como vimos, este algoritmo es muy impotante,
pues es un algoritmo que nos ayuda a encontrar soluciones Liouvillianas de
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dichas ecuaciones. Los tres primeros casos determinan la solubilidad de la
EDR en términos liouvillianos, mientras que en el cuarto caso el algoritmo
no funciona, lo que indica que el grupo de Galois de la EDR es exactamente
SL(2,C) y por tanto la EDR no tiene soluciones liouvillianas.

Este trabajo es solo una parte de la teoria de Galois diferencial, ha habi-
do un gran desarrollo en esta teoria, por ejemplo Ellis Kolchin mostré como
extender la Teoria de Picard-Vessiot a campos diferenciales con derivadas
parciales. B. Malgrange ha hecho también aportes sobre la teoria de Galois
diferencial no lineal. Los algebristas B. H Matzat y Julia Hartman han con-
tribuido con la version del problema inverso de Galois a la teoria diferencial
(el lector interesado puede consultar [Koval, [M]).

También se han desarrollado nuevas teorias relacionadas con la teoria
de Galois diferencial. Vessiot en colaboracién con Jules Drach estudiaron
la teoria de Galois para ecuaciones diferenciales parciales, formandose asi la
teoria de Drach-Vessiot. Cassidy y M. F. Singer trabajan en teoria de Picard-
Vessiot paramétrica. Otra de ellas es la teoria de Morales-Ramis, ellos son
los gestores de la aplicacién de la teoria de Galois diferencial al campo de
los sistemas dinamicos, haciendo importantes aportes en la mecanica celes-
te a través de los sistemas Hamiltonianos (ver [Ma]). Cabe mecionar que
el algoritmo de Kovacic es esencial en la aplicacién efectiva del criterio de
Morales-Ramis a la no integrabilidad de los sistemas hamiltonianos. Se ha
aplicado a familias paramétricas de ecuaciones diferenciales con el fin de de-
terminar cuando tienen soluciones liouvillianas.



Apéndice A

Geometria algebraica y grupos
algebraicos

En esta parte enunciaremos un conjunto de definiciones y resultados so-
bre geometria algebraica y grupos algebraicos, los enunciaremos sin demos-
tracién, pero pueden consultarse en los libros [CH|, [H|, [Sh].

A.1. Geometria algebraica

A menos que se especifique lo contrario, F' denotara un campo algebrai-
camente cerrado de caracteristica cero.

Definiciéon A.1.1. Un subconjunto Y C F™ es una variedad algebraica
afin si existe ) # T C Flxy, 2o, ..., 2, tal que

Y =V(T):={PeF": f(P)=0VfeT)}

En el caso en que T sea finito, digamos T" = {fi,... f;n} escribiremos

V(fi,... fm) en lugar de V({f1,... fm})-

Definicién A.1.2. Un variedad algebraica afin de la forma V(f) C F™, con
f € Flxy,..., 2z, no constante, lo llamamos hipersuperficie.

A continuacién damos algunos ejemplos.

Ejemplo 12. i) Consideremos al grupo general lineal, GL(n, F'). Po-
demos identificar al conjunto de matrices de n xn sobre F' con el espacio
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F™. Entonces si A = (z;;) € GL(n, F) podemos tomar a la funcién
polinomial f(A) = det A, f € F[z;;], luego

GL(n,F)*={A e F" :det A= 0} = V().

Por lo que, GL(n, F) es el complemento de una variedad algebraica
afin.

ii) Consideremos ahora al grupo especial lineal, SL(n, F'). Procedien-
do de la misma manera que el inciso anterior, tomamos a la funcion
polinomial f(A) =det A — 1, luego

SL(n,F)={AeC" :det A—1=0}=V(f).
Por lo que SL(n, F') es una hipersupericie.

Observacién 9. Las hipersuperficies en F'! estdn bien entendidas: Para f €
F[z] tenemos una factorizaciéon (por ser F' algebraicamente cerrado)

f=clx—r)(x—ry) - (x—ry)

yasi V(f)={r,...,ra}.
Consecuentemente toda variedad algebraica afin propia en F'*, que no sea
vacio, es un conjunto finito.

Lema A.1.3. La interseccion arbitraria de variedades algebraicas afines de
F™ es nuevamente una variedad algebraica afin.

Lema A.1.4. La union finita de variedades algebraicas afines en F™ es nue-
vamente una variedad algebraica afin.

Notemos que F™ = V(0) y ) = V(1). De aqui y con ayuda de los lemas
anteriores podemos ver que

Teorema A.1.5. Existe una topologia sobre F™ para la cual los cerrados son
las variedades algebraicas afines.

Definicién A.1.6.

o A la topologia 77 determinada por las variedades algebraicas afines la co-
nocemos como topologia de Zariski.

o A" := A}, := (F",7) lo llamamos el espacio afin.
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¢ Cualquier subconjunto de A% estda dotado de la topologia de Zariski como
subespacio.

Del ejemplo [12|inciso i) tenemos que G L(n, F') es un abierto de Zariski y
del inciso i) que SL(n, F') es un cerrado de Zariski.

Ya que tenemos una estructura de espacio topologico podemos dar la
siguiente definicion topoldgica.

Definicién A.1.7. Un espacio topolégico X es irreducible si no existen
cerrados propios A, B C X de tal forma que X = AU B.

Definicién A.1.8. Dado S C A} definimos su ideal asociado I(S) mediante
I(S):={f€Flxy,...,z,): f(P)=0VP e S}
si S # 0y la convencién I(0) = Flxq, ..., x,)].

Las siguientes dos proposiciones nos dan caracterizaciones de la irreduci-
bilidad, la primera en relaciéon con la conexidad y la segunda en términos del
ideal asociado de la variedad algebraica afin.

Proposicién A.1.9. Para un espacio topoldgico X # () tenemos que X es
wrreducible si y solo si todo abierto no vacio U C X es conexo. En particular,
los espacios irreducibles son conexos.

Proposiciéon A.1.10. Una variedad algebraica afin Y C AL es irreducible
si y solo si I(Y) es un ideal primo. Consecuentemente el espacio afin A% es
wrreducible.

Otro concepto topoldgico que nos sera de utilidad es el siguiente.

Definicién A.1.11. Un espacio topolégico X se dice noetheriano si toda
cadena descendiente de cerrados de X

X1D0XyDX3D -
se estaciona, es decir, existe N € N tal que Xy = Xy =---.

Teorema A.1.12. Sea X wun espacio Noetheriano. Todo cerrado Z C X
posee una representacion unica (salvo el orden)

Z=X1UXU---UX,

donde cada X; es cerrado irreducible y para i # j se cumple X; ¢ X;.
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De aqui obtenemos el siguiente concepto.

Definicién A.1.13. Los irreducibles de la descomposicién
X:X1UX2UUXT

X, ¢ X, sii # j, de un espacio noetheriano X se llaman componentes
irreducibles de X.

Proposicion A.1.14. Sean X e Y espacios noetherianos y f : X =Y una
funcion continua. Si () # A C X es irreducible entonces f(A) también lo es.

Definicién A.1.15. Para un cerrado de Zariski X C A% llamamos a
FIX]:=Fla,..., 2] /1(X)
el anillo de coordenadas de X.

Observemos que F[X] es una F'—4lgebra finitamente generada. Mediante
evaluacién, cada f € F[xy,...,x,] define una funcional X — F, diferentes
polinomios pueden definir la misma funcional pero F[X] estd en biyeccién
con las funcionales.

Para el caso en que X C A% es cerrado irreducible, tenemos que I(X)
es un ideal primo y por tanto, F[X] es un dominio entero. Denotamos por
F(X) al campo de fracciones de F[X] y llamamos a sus elementos funciones
racionales de X. Un elemento F' € F/(X) tiene una representacén F' = f/g
con f,g € F[X].

Definicién A.1.16. Sea X C A% irreducible, G € F(X)y P € X.

o Decimos que G es regular en P si existe representacion G = f/g, f,g €
F[X], tal que g(P) # 0.

¢ Definimos el dominio de G mediante

dom(G) := {P € X : Ges regular en P}.

Es momento de definir lo que es un morfismo entre variedades algebraicas
afines.
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Definicién A.1.17. Sean X C A%Y C A% variedades algebraicas afines.
Una funcién ¢ : X — Y es morfismo si existen ¢; € F[X](1 < j <m) de
tal forma que para cada P € X tenemos que ¢(P) = (¢1(P),...,om(P)).
Decimos que ¢ es isomorfismo si existe un morfismo ¢ : ¥ — X de tal

modo que po = Iy y ¢ op = Ix, en cuyo caso decimos que X es isomorfo
ayY.

Si ahora consideramos funciones sobre una variedad afin irreducible, que
no estan definidos en todo punto, entonces necesitamos ampliar el concepto
de morfismo.

Definicién A.1.18. Sea X C A% un cerrado irreducible

¢ Un morfismo racional ¢ : X — A es una m—tupla (¢1, ..., pm) de
funciones racionales ¢; € F(X).

o Decimos que ¢ es regular en P € X si P € Ni<j<,dom(yp;).

¢ Llamamos dominio de ¢ al conjunto de puntos de X en donde ¢ es
regular.

o Sean X C A%, Y C AR cerrados irreducibles. Un morfismo racional
¢ : X — Y es un morfismo racional ¢ : X — A%} de tal forma que para
todo P € dom(y) tenemos p(P) € Y.

Una ultima definiciéon que usaremos es

Definicién A.1.19. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A de X
es

¢ localmente cerrado si existen U C X abierto y C' C X cerrado de tal
forma que C NU = A;

¢ comnstruible si es unién finita de conjuntos localmente cerrados.

Teorema A.1.20 (Chevalley). Sea ¢ : X — Y un morfismo entre variedades
algebraicas afines. Si Z C X es cerrado entonces ¢(Z) es construible en Y.

A.2. Grupos algebraicos

Si ahora a una variedad algebraica afin le anadimos una estructura de
grupo surge la siguiente definicién.
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Definicién A.2.1. Un grupo algebraico afin sobre F' es una variedad
algebraica afin G definida sobre F' junto con una estructura de grupo y de
tal modo que las dos funciones p : G x G — G,u(a,b) = aby ¢t : G —
G, 1(a) = a~! son morfismo racionales.

Enseguida algunos ejemplos.

Ejemplo 13.

i) El grupo aditivo G, es el espacio afin AL con los morfismos de grupo
p(a,b) = a+b,i(a) = —a (el neutro es e = 0), es un grupo algebraico afin.

ii) El grupo multiplicativo G,, es el abierto basico D(x) = A} — {0} con
los morfismos de grupo p(a,b) = ab,t(a) = a~! (el neutro es e = 1), es un
grupo algebraico afin.

iii) El grupo general lineal, GL(n, F') con la multiplicacién usual de ma-
trices es un grupo. Las féormulas de multiplicaciéon de matrices y de inversa
se dan en términos de las entradas de la matriz por polinomios y funcio-
nes racionales respectivamente, éstas hacen de GL(n, F') un grupo algebraico
afin.

En particular

Definicién A.2.2. Un grupo algebraico lineal es un subgrupo cerrado de
GL(n, F).

Ejemplo 14. El grupo especial lineal SL(n, F') es un subgrupo cerrado
de GL(n, F'), por lo que es un grupo algebraico lineal.

Lema A.2.3. Sea G un grupo algebraico afin. El elemento neutro e € G se
encuentra sobre exactamente una componente irreducible de G. Dicha com-
ponente la denotamos por GPO.

A continuacién damos un pequeno repaso sobre conmutadores y solubili-
dad de grupos abstractos.

Para un grupo (cualquiera) G'y elementos z,y € G definimos el conmu-
tador [z,y| mediante [z,y] = zyz "ty

Dados A, B < GG subgrupos definimos [A, B| como el subgrupo generado
por los conmutadores [a,b] cona € Ay b€ B.
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Ahora para un grupo cualquiera G definimos su serie derivada DG
mediante

D°G =G, DG = [D'G, D'G).

Un grupo es soluble si la serie derivada DY > D'G D --- termina en
{e} despiies de un nimero finito de pasos.

Ejemplo 15. Mostraremos que el grupo especial lineal SL(2, F') no es un
grupo soluble.

Para ello primero vamos a exhibir una famila de generadores (como grupo
abstracto) de SL(2, F').
Sean

(R B o

Notemos primero que u;2, ug; son subgrupos de SL(2, F). En efecto, sean

A /1 0\ . (10
A = (0 1>,B— (0 1) € Up, C = (S 1>,D— (51 1) € U9y

entonces

1. det(A) = det(C) =1, por lo que A,C € SL(2, F).

(1t (1 8\ (1 t+th
AB_(O 1)(0 1)‘(0 1 >€“12’

pues t +1; € F.

1 0 1 0 1 0
CD_(S 1) (51 1)_<5+51 1>€u21,

pues s+ s; € F.

2.

3. Tenemos que A~! = (é _1t> Cupyaque—t € FyB' = <_15 (1)) <

Ug ya que —s € F.
Por lo tanto, us, ug; son subgrupos de SL(2, F').

Consideremos ahora G el subgrupo de SL(2, F)) generado por la unién
U2 U ug1. Tenemos entonces las siguientes afirmaciones:



130 APENDICE A. G. ALGEBRAICA Y G. ALGEBRAICOS

Ao (0 =Y (1 =2y (11 (1 0) (1 -1
~\1 0/ \0o 1 01 1 1/\0 1
B (0 LY _ (1 2y (1 -1\ (1 0)(11
- \-10/ \0 1)\0 1 -1 1/\0 1)°
Por lo que, A, B € G.
b) Para a € C — {0} tenemos que
0 -1\ (/1 a* 1 0\ (1 a'\ (a O
1 0 0 1 —a 1)J\0 1) \0 al,
es decir, el producto es una matriz diagonal en SL(2, F').

c) Si A € SL(2,F) es triangular superior o inferior entonces A € G.

En efecto, si A = E)L es triangular superior en SL(2, F') entonces
a b . a 0 -
A= 0 o) de igual forma B = p o-1) esuna matriz triangular

inferior en SL(2, F'). Asi
a b\ fa 0 1 ba™*
0 at') \0 at)\O 1
(0 =1\ (1 a7t 1 0\ /1 at'\ (1 bat
~\1 0 0 1 —a 1 0 1 0 1 ’

luego aplicando inciso a) obtenemos que A € G.

Por otro lado,
a 0\ (a O 1 0
b at)  \0 a')\ba 1
(0 -1 1 at 1 0 1 ot 1 0
~\1 0 0 1 —a 1 0 1 ba 1)

entonces aplicando inciso a) obtenemos que B € G.

Bien ahora tenemos que G C SL(2, F'). Resta ver que SL(2, F) C G.
a

Sea A € SL(2,F), digamos A = (C . De aqui consideremos los si-

b
d
guientes casos:
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Supongamos que a # 0, por la descomposicién LDU, obtenemos lo

siguiente
a by (1 0)/a 0 1 bat
c d)  \eca™d 1)\0 (ad—bc)a™')\0 1
(1 0\ [fa O 1 ba™t
“N\eat 1)\0 at)J\O 1 )

esto pues ad — bec = 1 implica que a~!(ad — bc) = a~!. Ahora como
tenemos matrices triangulares, superiores y ademas la matriz diagonal,
del inciso ¢) y del inciso b) obtenemos que A € G.

Supongamos que a = 0, entonces b, ¢ # 0

o= (G000

aplicando el inciso a),b) se sigue que A € G.

De I, II concluimos que SL(2, F) C G y por tanto, G = SL(2, F).

Afirmamos que [SL(2, F),SL(2,F)| = SL(2, F).

En efecto, tenemos que [SL(2, F'), SL(2, F)] C SL(2, F). Por otro lado,
notemos que cada elemento de los subgrupos w9, u2; es un conmutador de
elementos en SL(2, F'): Supongamos que t,s € F,t,s # —1 entonces

((1) D:(ﬁg—l wzs%)-l)(

—_

D )6

jen}

()= ) G0 ) (51)

donde aqui estamos tomando la raiz positiva.
Supongamos ahora que t = s = —1, luego

GG )60
CoO-GD0T B ED0T 4
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aqui tomamos también la raiz positiva. De esto y dado que G = SL(2, F) se
sigue que SL(2, F) C [SL(2, F),SL(2, F)].
Con todo tenemos que SL(2, F') no es soluble.

Otro conjunto de matrices que utilizaremos es el anillo de matrices trian-
gulares superiores, que denotamos por 7 (n, F).

Definicién A.2.4. Un subconjunto M de M(n, F') es triangulable si existe
r € GL(n, F) tal que
aMz~' C T(n, F).



Apéndice B
Analisis Complejo

A continuacién enunciaremos resultados del analisis complejo que son de
utilidad en el segundo capitulo de este documento.

Primero enunciamos un resultado conocido de la teoria de analisis com-
plejo, puede consultar [AhI].

Teorema B.0.1. Cada funcion racional tiene una descomposicion en frac-
ciones parciales expresandola como la suma de un polinomio en z y sus partes
principales en cada uno de sus polos en el plano complejo.

Vamos ahora a presentar una generalizacion de la nocion de las series de
potencias que permiten exponentes negativos y fracciones.

Para un campo K algebraicamente cerrado, se denota por K((t)) al
campo de las series de potencias formales sobre K con una cantidad fini-
ta de términos con exponentes negativos, es decir, expresiones de la for-
ma Y .. dit',d; € K,i € Z. Consideremos la unién de todos los conjuntos

K ((t%)),i =1,2,..., este conjunto de series de potencias fraccionarias forma
un campo, llamado el campo de las series de Puiseux. Un teorema atri-
buido a Puiseux pero que Newton ya conocia (ver [RV], [WA]) es el siguiente.

Teorema B.0.2. Si K tiene caracteristica cero entonces la cerradura alge-
braica de K((t)) es isomorfo a

UK<<t%>>.

Este teorema ayudara a probar uno de los subcasos del algoritmo de
Kovacic.

133



Apéndice C
Algebra Moderna

Pasemos ahora a recordar algunos resultados de teoria de anillos.

Proposicion C.0.1. Sea A un anillo conmutativo con identidad entonces
a € A es invertible si y solo si a € I, cuando I C A no es maximal.

Demostracion. Sea a € A e I un ideal de A. Supongamos primero que a es
invertible y que a € I. Como a es invertible existe ™! tal que aa™' = 1. Ya
que I esideal aa=! =1 ¢€ I, conlo que I = Ry asf I no es maximal.
Reciprocamente, sea I un ideal de R que no es maximal y a € I. Su-
pongamos por contradiccion que a no es invertible entonces (a) es un ideal
propio de R, luego existe un ideal maximal M de R conteniendo a (a), por
lo que a € M, lo cual no es posible. Consecuentemente a es invertible. O]

Para el siguiente resultado puede consultar [Ati].

Proposicion C.0.2. Sea A un anillo distinto de cero. Las siguientes son
equivalentes

i) A es campo
ii) los unicos ideales de A son 0 y el total

iii) cada homomorfismo de A en un anillo distinto de cero B es inyectiva.
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