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Introduccion

Los sistemas dinamicos lagrangianos tienen su origen en la fisica clési-
ca, especialmente en la mecéanica celeste. El método de Hamilton-Jacobi es
una forma de obtener trayectorias de un sistema lagrangiano a través de

soluciones de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
H(z,d,u(x)) = c.

Sin embargo, las soluciones de esta ecuacion facilmente desarrollan singu-
laridades. Por lo tanto, durante mucho tiempo, sélo se obtuvieron resultados
locales.

Desde la década de los 50’s, se han producido varios desarrollos importan-
tes con respecto a este problema, tanto en los sistemas dindmicos como en las
ecuaciones diferenciales parciales. En la década de los 80’s, por parte de los
sistemas dinamicos estaba la teoria de Aubry-Mather para los ”twist maps”,
descubierta independientemente por Serge Aubry [1] y John Mather [ 1] y su
generalizacién a una dimension superior por John Mather en el marco de los
sistemas lagrangianos [10], [12]. Por otro lado, en el marco de las ecuaciones
diferenciales parciales, en 1983 Pierre-Louis Lions y Michael Grain Crandall

introducen la nocién de solucién de viscosidad [1].



INTRODUCCION

En 1996, se encontré la conexion entre estos resultados aparentemente
no relacionados: los conjuntos de Aubry-Mather se pueden obtener de las
soluciones globales débiles (viscosidad). Y a partir de esto se encuentra la
equivalencia entre las llamadas soluciones KAM-débiles y de viscosidad para
hamiltonianos auténomos.

Cabe mencionar que la equivalencia de las soluciones para hamiltonianos
no-autéonomos es un hecho que hasta cierto punto se ha asumido pero no se
ha demostrado.

El objetivo de este trabajo consiste en encontrar hipotesis que nos per-
mitan garantizar la equivalencia entre las soluciones de viscosidad y las so-

luciones KAM-débiles para la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi no-auténoma
w(z,t) + H(x, dyu(z,t),t) = c,

con ¢ una constante.

Como una convencién, a partir de ahora, a no ser que se diga lo contrario,
vamos a trabajar con lagrangianos y hamiltonianos no-auténomos.

Este trabajo consta de cuatro capitulos, en cada uno de ellos se establecen
resultados importantes para lograr el objetivo.

En el Capitulo 1 se establecen los conceptos de solucion KAM-débil y
solucion de viscosidad; surge la necesidad de introducir el semigrupo de Lax-
Oleinik para establecer la relaciéon que existe entre este y las soluciones de
viscosidad. Ademas, mostramos algunas propiedades de la barrera extendida
de Peierls, una de estas propiedades nos muestra la diferencia entre el caso
auténomo y no-autéonomo.

En el Capitulo 2 estudiamos algunas de las propiedades de las soluciones

KAM-débiles.




INTRODUCCION

En el Capitulo 3 estudiamos las propiedades de las soluciones de viscosi-
dad. Enunciamos el principio del maximo, el cual nos ayuda a demostrar la
unicidad de las soluciones de viscosidad, este es el resultado mas importante
en este capitulo.

En el Capitulo 4 finalmente se enuncia el resultado que establece la equi-
valencia de las soluciones de viscosidad y las soluciones KAM-débiles para la

ecuacion de Hamilton-Jacobi no-auténoma.




Capitulo 1

Preliminares

Comenzamos definiendo los conceptos necesarios para establecer la de-
finicién de las soluciones KAM-débiles y las soluciones de viscosidad de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi. Una vez establecidos estos conceptos, estudia-
mos algunas propiedades tales como su relacion con el semigrupo de Lax-
Oleinik. Los conceptos y resultados enunciados en este capitulo pueden ser
consultados en [3] y [0].

Sea M una variedad compacta C*° y sin fronteras. Denotamos por T'M
a su haz tangente, T*M a su haz cotangente, 7 : TTM — M la proyeccién
canénica y L : TM x R — R una funcién de clase C*°, la cual es llamada

lagrangiano y suponemos que satisface las siguientes hipétesis:

(P1) Convexo. L restringido a T, M debe tener Hessiano positivo definido.

(P2) Superlineal. Para alguna métrica Riemanniana tenemos

L
lfm Lz, v,t) = 00, (1.1)

|v]—o0 ”U’

uniformemente en z y t.
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(P3) Periddico. L debe ser periddico en el tiempo, es decir
L(z,v,t+1) = L(x,v,1),
para todo x,v,t.

(P4) Completo. El flujo de Euler-Lagrange asociado al lagrangiano debe

ser completo.

Notamos que la condicién (P2) es equivalente a pedir que para A € R

existe B(A) € R tal que
L(z,v,t) > Alv| — B(4),  (z,v) € TM.

Para demostrar esto, primero notamos que si

L
i L@:0:1)

o O()7
[p—s v

entonces L(z,v,t) crece mas rapido que una ecuacién lineal dependiente de

|v|, es decir

L(‘r7v7t) > A|IU‘ - BJ

para toda A € R.

Por otro lado si se cumple que
L(z,v,t) > Ajv| — B, (1.2)

para toda A € R, si dividimos por |v| a la ecuacién (1.2) y tomamos el limite

cuando |v| tiende a infinito tenemos

L(z,v,t) > i <A|v| B>

lim
I

|v|—>00 |U| T v|—oo

Y
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para toda A € R, por lo tanto

L t
lim —(x,v, ) = 00.
|v|—r00 ”U’

También consideramos la funcion H : T*M x R — R asociada al lagran-

giano L dada por

H(z,p,t) = UrenT%)Ai/I{pv — L(z,v,t)}. (1.3)

la cual es llamada hamiltoniano. De esta definicion se satisface que
pv < L(z,v,t) + H(z,p,t), (1.4)

llamada desigualdad de Fenchel.

Nos interesa estudiar la ecuacion de Hamilton-Jacobi asociada al hamil-

toniano H, la cual esta dada por
u(z,t) + H(x, dyu(x, t),t) = c, (H-J)

donde ¢ es una constante.
Es posible dar una formulacion variacional al problema de encontrar so-

luciones de (H-J), para ello damos el concepto de accidn.

1.0.1 Definicién. Para cualquier k € R se define la (L + k)—accion de

una curva absolutamente continua v : [a,b] — M como

Apa(y) = / (L + k) (3(r),3(r).7) dr.

Para t € R denotamos por [t] el punto correspondiente en S' y para cada
par de puntos (z, [s]), (v, [t]) en M xS! y n un entero no negativo, denotamos

por

C((x, [s]), (y, [t]); ),

6
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como el conjunto de curvas absolutamente continuas v : [a,b] — M con
v(a) =z y v(b) = y tal que [a] = [s] ¥ [b] = [t], v la parte entera de b — a es
n.

Estamos interesados en curvas que minimicen la accién.
1.0.2 Definicién. (1) Se dice que una curva absolutamente continua
v :la,b] — M
es una minimizante si

Apr(y) < Apyr(n)

para cualquier curva absolutamente continua n con y(a) = n(a) y vy(b) =

n(b).

(2) Una curva 7y : [a,b] — M es llamada cerrada si y(a) = v(b) y b—a

es un entero.

Observamos que toda curva minimizante es una solucién de la ecuacién

de Euler-Lagrange

1.0.3 Definicién. Sea ®F la funcidn real valuada definida en M xS* x M x S!

@i ((z, [s]), (y, [1])) =

tal que @} = Of + kn.

min - {Ar(7)}

i
YEC((2,[s)): (v, [t])im)

El funcional de accion esta definido por

®, = nf 7.

7
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Para el caso auténomo, si consideramos un lagrangiano convexo, superli-
neal y completo en una variedad compacta M, existe un minimo valor de &
para el cual se minimiza la accién, este valor es llamado valor critico de L y
se denota como ¢(L) [0].

Al igual que en el caso auténomo Gonzalo Contreras, Renato Iturriaga y
Héctor Sdnchez Morgado demostraron en [3] que existe un valor critico ¢(L)

para el caso no-auténomo, dado por la siguiente proposicion.

1.0.4 Proposicién. (1) Si k < c¢(L) entonces ®((x,[s]), (y,[t])) = —o0
para todo (z,[s]), (v, [t])) en M x S*.

(2) ¢(L) = min{k : Ar+x(y) > 0 para toda curva cerrada v}.

(3) Sik > c(L) entonces @((x,[s]), (y,[t])) > —oo para todo (x,[s]), (y, [t]))
en M x S'.

Demostracion. Primero notamos que si ®x((z,[s]), (y,[t])) = —oo para
algtin par de puntos en M x S' entonces ®;, = —oo.

Como k es un numero real, si k es tal que L + k es positivo, tenemos que
O > 0.

Tomamos

c(L) =sup{k € R: &, = —o0}.

Sik < c(L), existe (z, [s]) en M xS tal que ®4((x, []), (z,[s])) = —oo, por

lo tanto existen curvas cerradas con accién negativa, es decir, Az x(y) < 0. Si

consideramos la curva formada al concatenar copias de esta curva obtenemos

una sucesion (,) tal que

lim Apyp = —o0,
n o0
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luego
Du((w, [s]), (y, [t])) = —o0. (1.5)

Si k > ¢(L) y si v es una curva cerrada, entonces Apr > 0, de lo
contrario, si suponemos que Az, < 0, existen (x,[s]), (y,[t]) en M x S! tal
que ¢, < —o0, lo cual es una contradiccion pues cuando ¢, = —oo tenemos
que App > 0.

Ahora bien, como ®, crece con respecto a k, para demostrar el resultado
basta considerar k = ¢(L).

Observamos que si ®.) = —oo entonces podemos encontrar una curva
cerrada v : [0,n] — M tal que Apyx < 0, lo cual no puede ser, ya que en el
caso que k = ¢(L), Apy > 0, asi, si k > ¢(L) entonces ®x((z, [s]), (v, [t])) >
—00. O

Podemos caracterizar al valor critico en términos del potencial de accion

de la siguiente manera.

1.0.5 Observacion.
c¢(L) =sup{k € R: ¢ = —o0}
=mf{k € R: existe una curva cerrada vy con A > 0}
=sup{k € R: existe una curva cerrada v con Ay < 0}
=if{k € R: &) > —o0}.
El siguiente lema, debido a Mather [10], nos ayuda a dar una caracteri-

zacion mas del valor critico ¢(L).

1.0.6 Lema. Ezxiste A > 0 tal que sib—a > 1y~ :[a,b] — M es una

mainimizante, entonces

3] < A,

9
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para toda t € [a,b).

Mather defini6 la funcién a : H'(M,R) — R como

ael) = = min{ (L =) dus e ML)}

donde H'(M,R) es la clase de cohomologia de De Rham (ver Definicién
A.0.9) y M(L) el conjunto de medidas de probabilidad en la o-algebra de
Borel de TM x S! que tienen soporte compacto y que son invariantes bajo
el flujo de Euler- Lagrange ;.

Al igual que en el caso auténomo el valor critico tiene la misma caracte-

rizacién en términos de la funcién o de Mather.
1.0.7 Teorema.
¢(L) = —min {/ L dp : o es una medida de probabilidad mvam’ante}
= a(0) = ap.

Demostracion. Sea ;i una medida de probabilidad de Borel invariante (ver
Definicién A.0.3) tal que [ L du toma su valor minimo, esto es —a(0).

Supongamos sin pérdida de generalidad que p es una medida ergddica
(ver Definicién A.0.4).

Sea (i, : [0,m,] — M una sucesién de curvas cerradas tales que
Ap(pn) — AL(p).

Como estamos considerando curvas cerradas, de la demostracién de la Pro-

posicién 1.0.4 tenemos que

/ L, fin, $)ds + muc(L) > 0, (1.6)
0

10
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si dividimos (1.6) por m,, y tomamos el limite cuando n tiende a infinito

" L, fin, 8)d
lfm Lt fins ) |y (1) > 0

n—o0 0 mn n—o0o
obtenemos que

Ap(p) +¢(L) > 0. (1.7)

Sea k < ¢(L) y consideramos i, : [0, m,] — M una sucesién de curvas tales
que

Api(ptn) — —o00.

De la ecuacién (1.7) podemos notar que L estd acotada por debajo cuando
m,, tiende a infinito.

Sea o, : [0,m,] — M una minimizante que une los puntos finales de
ln. Ya que o, es una minimizante entonces es solucién de la ecuacion de
Euler-Lagrange, luego por el Lema 1.0.6 tenemos que |d,| estd acotada.

Sea v, la medida de probabilidad uniformemente soportada en (o,,, &, id).
Notamos que cuando n tiende a infinito v, contiene una subsucesién conver-
gente, la cual converge a una medida invariante p y se tiene que Ay (u)+k < 0.

Luego, para k < ¢(L) tenemos que
Ap +¢(L) <0. (1.8)
Asi de (1.7) y (1.8) tenemos que
Ap = —c(L).
O]

1.0.8 Comentario. De ahora en adelante tomamos ¢ = ¢(L) y por la igual-
dad dada en el Teorema 1.0.7 tenemos las siguientes igualdades ¢ = ¢(L) =

Q.

11
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1.1. Soluciones KAM-débiles

Definamos ahora la barrera extendida de Peierls, la cual esta relacionada

con el funcional de accidn.

1.1.1. La barrera extendida de Peierls y sus propieda-

des

1.1.1 Definicion. La barrera extendida de Peierls estd definida por

hi, = liminf &} .
n—aoo

De la Definicién 1.0.3 podemos observar que
D, < hy. (1.9)

Para demostrar algunas propiedades de la barrera extendendida de Peierls

utilizamos el siguiente lema.

1.1.2 Lema. Sea (X, 3, v) un espacio de probabilidad, f una medida de pro-
babilidad ergodica que preserva transformaciones, F': X — R una funcion
integrable y F su promedio. Dado A € ¥ con v(A) > 0, denotamos por A al

conjunto de puntos p € A tal que para todo € > 0 existe un entero N > 0 tal
que f¥(p) € Ay

2 F(fi(x)) — NF(z)| <.
Entonces v(A) = v(A).

Una de las propiedades que marca la diferencia que existe entre el caso

autéonomo y el caso no-auténomo es la desigualdad del tridangulo para la

12
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barrera extendida de Peierls, la cual ocurre en el caso auténomo, sin embargo
para el caso no-auténomo no. Enunciamos ahora algunas propiedades de la

barrera extendida de Peierls.

1.1.3 Proposicion. La barrera extendida de Peierls tiene las siguientes pro-

piedades,

(a) Sik < c entonces hy = —oo.

(b) Sik > c entonces hy = oc.

(¢) he es finito.

(d) he((,[s]), (2, [7])) < he((z, [s]), (y, [t]) + @c((y, [£]), (= [7]))-

Demostracion. (a) Notamos que si hy((z,[s]), (v, [t])) = —oo para este

par de puntos, entonces hy = —oc.

Si k < ¢, de la demostracién de la Proposicién 1.0.4 sabemos que existen

curvas cerradas 7 con accién negativa, es decir, Ay () < 0.

Si consideramos una curva formada al concatenar copias de esta curva,

obtenemos una sucesién de curvas (7,) tal que
lim Apik(y,) = —o0.
n—aoo

(b) Notamos que ®” > &, > —oco para toda n, entonces para k > ¢

Py > d" + (k—c)n

> &, + (k—c)n

13
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luego tomando el limite inferior cuando n tiende a infinito tenemos

lim inf @} > liminf [®7 + (k — ¢)n]

n—aoo n—aoQ

> liminf [®. + (k — ¢)n],

n——oo
asi

hi = oo.

De la desigualdad (1.9) tenemos que h. > ®.. Sea u una medida de
probabilidad ergddica (ver Definicién A.0.4) e invariante bajo el flujo de
Euler-Lagrange

0 TM x S' — TM x S'.

Por el Lema 1.1.2; existe un conjunto con medida total que consiste de los
puntos (0, s) para los cuales existe una sucesién 7T;, que tiende a infinito
tal que o7, (0, s) converge a (6,s) y

Tn

lim L(pi(0,5)) +cdt =0. (1.10)

n—aoo 0

Sea vy, @ [s,s +T,,] — M tal que

th(e, S) = (,yn(t + S)v ’Vn(t + S)?t + S)

luego de (1.10) tenemos que

lim Apic(v,) =0.

n—aoo

Sea B, : [s+ Tn, s+ (T, +2)] — M una geodésica minimizante que une

Yu(s +Tp) a v,(s), luego

1Ball < d(v(s), vuls + Tn))

14
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ademas

d(Yn(s), Yn(s +Ty)) — 0.

Sea [, * v, la uniéon de las curvas 3, con 7,. Como [, estda acotada,
entonces (Ar..(8,)) estd acotada y de la definicién de 7, se sigue que

la sucesion (Apic(Bn * v,)) también lo esté.

Recordamos que (0, s) es el punto de convergencia de o7, (6, s) entonces

si nos fijamos en h.(m(#),7(0)), tenemos que
he(m(8),7(6)) < oo, (1.11)

es decir, h. es finita en el punto de convergencia, luego es finita en los

demas puntos, por lo tanto h. es finita en general.

Sean (z,[s]), (y,[t]), (z,[7r]) en M x S'. Consideramos curvas que unen
(x,[s]) con (y,[t]) v (y,[t]) con (z,[r]). Al tomar la curva que une a
(x,[s]) con (z,[r]), no podemos garantizar que la curva se cierre, como
podemos observar en la Figura 1.1, ya que trabajamos con clases de

equivalencia en la parte temporal al tomar los elementos en S'.
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Sl

Figura 1.1

Introducimos § € [0, 1] de tal manera que permita que la curva que une

(x,[s]) con (z,[7]) se cierre.

Notamos que

C((z, [s]), (y, [t]);n) UC((y, [t]), (2, [7]);m) & C((z, [s]), (2, [7]);n+m+ )
(1.12)

param,n € Ny d € [0,1]. Asi

O ((a, [8)), (2, [7])) < @ ((x, [)), (v, (1)) + @7 ((y, []), (=, [7]))
(1.13)

tomando el limite inferior cuando n tiende a infinito en (1.13)

lim inf ;7 (2, [5]), (2, [7])) < liminf &7 ((x, [s]). (v, []))

n—aoQ n——oo

+ lim inf &7 ((y, [t]), (2, [7]))

n——~oo

obtenemos

he((2, [5]), (2, [71)) < he((z, []), (y, [6])) + @ ((y, [1]), (2 [7]))

16
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y tomando el infimo sobre m obtenemos

inf he((z, [s]), (2, [7])) < fhe((z, [s]), (y, [t])) + mf ST ((y, [t]), (=, [7]))

obtenemos

he((2, [s]), (2, [7])) < he((2, [s]), (v, [1]) + @e((y, [t]), (2, [7]).
O

El hecho que la desigualdad del tridngulo para la barrera extendida de
Peierls no se satisface, se sigue de la contencién propia (1.12) ya que no es
posible garantizar que la curva coincida en la parte temporal.

Ahora vamos a definir que es una solucién KAM-débil, para esto utiliza-
mos la establecida por Gonzalo Contreras, Renato Iturriaga y Héctor Sanchez

Morgado en [3].

1.1.4 Definicién. u : M xS' — R es una solucion KAM-débil de tipo

negativo si

(1) u esta dominada por L + ¢, es decir

u(y, [t]) — u(z, [s]) < Pc((, [5]), (v, [1])),
y usamos la notacion v < L + c.

(2) Para cada (x,[s]) € M x S existe una curva v : (—oo,s) — M tal que

u(@, [s]) —u(y(8), [t]) = Arte(Vis),

en tal caso diremos que 7y es una curva (u, L, c)—calibrada.

17
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De manera anéloga definamos las soluciones KAM-débiles de tipo positi-

vo, u es una solucién KAM-débil de tipo positivo si

(1) u estda dominada por L + c.

(2) Para cada (x,[s]) € M x S' existe una curva v : (s,00) — M tal que
u(y(8), [t]) — ul(z, [s]) = ALte(V]sn)-

Denotamos por S~ (respectivamente St ) al conjunto de soluciones KAM-
débiles de tipo negativo (respectivamente de tipo positivo) y a los elementos

de 8~ (respectivamente ST ) los denotamos como u_ (respectivamente u. ).
1.1.5 Definicién. Una solucion se dice KAM-débil siu € STUS™.

Estudiamos ahora el concepto de solucién de viscosidad.

1.2. Soluciones de viscosidad

En general no es posible encontrar soluciones globales de clase C! de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi auténoma H(z,d,u(x)) = ¢, eso motiva a
pensar en funciones mas generales, un primer intento fue tomar funciones
Lipschitz que satisfacen la ecuacion en casi todo punto, sin embargo al ser
muy general se obtienen demasiadas soluciones [0].

Es por ello que es necesario definir una nocién mas estricta de solucién.
En 1983, Pierre-Louis Lions y Michael Grain Crandall introducen la nociéon
de solucién de viscosidad [1].

Una vez dada esta pequena introduccion acerca de como surge la defini-
cion de solucion de viscosidad, procedemos a enunciarla para hamiltonianos

no-auténomos.

18
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1.2.1 Definicién. Una funcién continua v : M x S* — R es una subso-
lucién de viscosidad de (H-J) si para cada funcion ¢ de clase C* tal que

u — ¢ tiene un maximo local en (x,[t]) entonces
i, [1]) + H(z, dpg(z, [t]),1) < c.

De manera andloga, decimos que u : M xS' — R es una supersolucion
de viscosidad de (H-J) si para cada funcion ¢ de clase C tal que u — 1

tiene un minimo local en (z,[t]) entonces

ve(a, [1]) + H(z, dot) (@, [t]), 1) > c.

Finalmente decimos que una funcién v : M x S — R es una solu-
cion de viscosidad de (H-J) si es una subsolucion y una supersolucion de

viscosidad.

En la siguiente seccién caracterizamos a estas soluciones mediante el se-

migrupo de Lax-Oleinik.

1.2.1. El semigrupo de Lax-Oleinik

Consideramos el operador
7 : C°%(M,R) — C°(M,R)
definido por

17 ut) = inf {utr0) + [ 269369, a5}

5
donde el infimo se toma sobre todas las curvas absolutamente continuas C!

a trozos v : [0,t] — M con 7(t) = x.
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Ya que L es periédico en el tiempo tenemos que
Ty =T, 0Ty,

luego {7}, }n=o.... es un semigrupo, llamado el semigrupo de Lax-Oleinik.

Es claro de la definicién de solucion KAM-débil y solucién de viscosidad
que son conceptos distintos y aparentemente ajenos; sin embargo, para el
caso autonomo es bien sabido que existe una equivalencia entre estas solu-
ciones. Nuestro objetivo es obtener hipdtesis que nos permitan establecer la

equivalencia para el caso no-auténomo.

El siguiente resultado es uno de los mas importantes para establecer la
equivalencia de las soluciones, de manera mas precisa, nos ayuda a demostrar

que una solucion de viscosidad es una solucion KAM-débil.

1.2.2 Teorema. Supongamos que L es un lagrangiano que satisface las
hipdtesis (P1) — (P4) en una variedad compacta M. Si v € CO(M,R) en-

tonces la funcion continua U : M x [0,00) — R definida por
Ulz,t) = T, u(x),
es una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
Ui(z,t) + H(z,d,U(z,t),t) =0,

sobre el conjunto abierto M x [0,00) donde H es el hamiltoniano asociado a

L.
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Demostracion. Sea v : [a,b] — M. Notamos que

T, (u) =1, [Tf(u)} )

a

luego si consideramos y(a) € M tenemos

(1.14)

Mostramos ahora que U es una solucion de viscosidad, para ello vemos pri-
mero que es una subsolucién de viscosidad.

Sea ¢ una funcién de clase C! tal que U — ¢ tiene un méximo local en
(x0,t0), es decir, que para todo (z,t) € M x R se tiene que

(o, t0) — Pz, t) < Ulxo, to) — Ulx,t), (1.15)

donde tg > 0.
Sea v € T,y M y una curva C' ~ : [0, to] — M tal que v(to) = zo y ¥(to) = v.

Si 0 <t <ty por (1.14) tenemos

Ummm—wwws[Ewﬁwmwa (1.16)

Como 7(tg) = o, de (1.15) y (1.16) se sigue que

601t t0) = 91 (01) < [ L0 (3),3(5),9) .
para toda t € (0,ty). Notamos que —(t — ty) > 0, asi
iy OOD =01 ¢ g [ Hal 1))

i
st t—to t—t —(t —to)
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obtenemos
th(l'(], t()) + dm¢<x07 tO) - v S L(QZ()’ v, t)a

para toda v € T,,, M. Luego por la desigualdad de Fenchel (1.4)

Gi(z0,to) + H(xo, dpd(20,t0), 1) < ¢u(w0,t0) + ded(x0, t0) - v — L(20,0,1)

<0

con lo que U es una subsolucién de viscosidad.

Veamos que U es supersolucién de viscosidad. Sea 1) una funcién de clase
C! tal que U — v tiene un minimo local en (wg,ty), es decir, para todo

(z,t) € M x R se tiene que
(o, to) — W(x,t) > Uz, to) — Uz, ). (1.17)
Sean v : [0,%9] — M una curva C' tal que y(ty) = zo y
U(xo, to) = T}, (z0) = u((0)) + /Oto L(v(s),7(s), s)ds. (1.18)

Notamos que
U(7(0),0) = u(v(0)) (1.19)

luego, restando (1.19) de (1.18), tenemos

U@md—meMD=AOMW@ﬂ®ﬁM& (1.20)

Por otro lado, de (1.14) se satisface que

Umm@—mﬂmwsZWMW@ww@w (1.21)

WWM%UMWMSAMWM@@%
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o equivalentemente

UG0.0) - 060.0 > [ 156, (122
sumando (1.20) v (1.22) tenemos

Uteoto) = UG0.) 2 [ £0()4(5)5)ds. (123
Ahora bien, de (1.21) y (1.23) y del hecho que (to) = @0 se sigue

UGt = UG0.0 = [ Lo6) A6 (121

para toda t € [0, ¢o].

Ya que (1.17) se satisface y de (1.24) tenemos que

Y(y(to) to) —(v(1),t) > /tOL(v(s),ﬁ(s),s)ds.

Como —(t —t9) > 0, luego

iy L0081 5 g [ L)1)
t—to t—to t—to Jf, —(t —to)
obtenemos

Ue(o, to) + datd (20, to) - (V(t0)) = L(wo, ¥(to), 1),
y por la desigualdad de Fenchel (1.4)
Yi(xo, to) + H(wo, dutp (20, 0),t) > (o, to) + dutp(wo, o) - (Y(to)) — L(zo, Y(t0), t)
>0,
con lo que U es supersolucién de viscosidad.

Con todo se sigue que U es una solucion de viscosidad. O]

Gracias a este resultado podemos trabajar con el semigrupo de Lax-
Oleinik para estudiar algunas propiedades que cumplen las soluciones de

viscosidad.
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Capitulo 2

Propiedades de las soluciones

KAM-débiles

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades de las soluciones
KAM-débiles. Mostramos que las soluciones KAM-débiles son funciones Lips-
chitz y que satisfacen la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Presentamos ademas
una relacién entre la barrera extendida de Peierls con las soluciones KAM-
débiles. Los resultados enunciados en este capitulo pueden ser consultados

en [3].

La importancia de las soluciones KAM-débiles es que poseen diversas
propiedades, una de estas es que es Lipschitz, con la cual garantizamos que
la solucién KAM-débil es diferenciable en casi todo punto, debido al teorema

de Rademacher.

2.0.1 Proposicién. Siu : M x St — R es una solucion KAM-débil en-

tonces es Lipschitz. Mas aun la constante de Lipschitz no depende de u, es
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decir, u es equilipschitz.

Demostracion. Del teorema de Weierstrass, el cual enuncia que para cual-
quier constante ¢ existe € tal que si t € (fo,to +€) v d(w,x) < c(t — to)
entonces existe una curva « : [ty,t] —> M estrictamente minimizante de la
accién con

alty)) =w y aft) ==x.

Mas ain « es una solucion de la ecuacion de Euler-Lagrange.

Sea ¢ la longitud del intervalo ¢ = 2A, donde A es la cota dada por el
Lema de Mather 1.0.6 y definamos 6 como 440 = ¢.

Supongamos que u € S~. Sean (z, [to]), (y, [s0]) en M x S! puntos cercanos
tales que |sg —to| < 6/4 y d(z,y) < €/10. Sea  : [0,1] — M una geodésica
minimizante que une a x con y y sea 7(r) = to + r(so — to) con r € [0, 1].

Consideramos también z : [ty — 0, t] — M tal que

u(z, [to]) = u(z(t), [t]) + /t i L(z,2,t) + c dt,

notamos que en particular para ty — 0 tenemos

u(z, [to]) = u(z(ty — 0), [to — 0]) + / i L(z,2,t) + c dt. (2.1)

to—0

Para r € [0,1], sea n(r,t) con t € [ty — 0, 7(r)], la minimizante de la accién

tal que n(r,to —0) = z(to = 6) y n(r,7(r)) = 7(r).

Gracias al teorema de Weierstrass y de la eleccion de las constantes, 7(r, t)
esta bien definida, ademads al ser n minimizante de la accién se sigue que es
C*. Como u es solucién KAM-débil estd dominada por L + ¢ entonces

7(r)
u(y(r), [r(1)]) < u(z(to — 0), It — 8]) + / I (7,, %Q Cedt (29)

to—0
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cuando r = 0, (2.2) toma la forma
to a,r]
u(v(0), [to]) = u(z(to — 9), [to — d]) + L{n, a,t + ¢ dt. (2.3)
to—0

Restando (2.1) de (2.3) obtenemos

w(1(0), [to]) — u(e, [to]) < /t;L <n%,t) —|—cdt—/t06L(z,2,t)+c .
' o (2.4)

notamos que la ecuacién (2.4) es véalida si so < tg 0 tg < So.

Si nos fijamos en el lado derecho de la ecuacién (2.4) podemos ver que

to to to
/ L(n’@,t>—|—cdt—/ L(Z,Z,t)—l—cdt:/ L(U,@,t)—l-cdt
to—d at to—0 to—6 at

(2.5)
debido a que n(r,tg — ) = z(to — 9).
Derivando la ecuacién (2.5) e integrando por partes, se sigue que
d [% an
— L —,1 dt
on ooy 9%n
[ (77’ ot’ ) (r,7(r)) +C} (50 = to) jL/t0 s or  Uotor
an oL (‘377 (‘377
= |L(n =t + —to) + — ot dt.
[ (’f? ot ) (r,7(r)) C] (50 = to) v ( ot ) () Or | (rr(r)
(2.6)
Como 7 es minimizante de la accién entonces por el Lema de Mather 1.0.6
se sigue que ‘ % H son uniformemente acotadas por una constante M,

cabe mencionar que la condicién de que el tiempo sea mayor que 1 puede ser
reemplazada al pedir que la longitud del intervalo sea mayor que 94/10.

Con todo, existe una constante uniforme K; > 0 tal que

)L( aqz )+c

<K, H ( > H < K. (27
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Por otro lado, sabemos que

d _On  On

=+ —L(sg—ty) =7
d?”n (r,7(r)) or + 815( 0) P)/(T)’
luego
[l < 152 Do -+ [0 28)
Tomando lado derecho de la ecuacién (2.6), de las ecuaciones (2.7) y (2.8)
tenemos
on ) } OL ( on ) On
Ln —,t +c|(sg—ty) + — | n, —,t
|: (77 ot (r,r(r)) ( 0 O) ov m ot (r,m (1)) @7’ (r,r (7))
< Kilso — to| + K3 [M|80 — to| +} + H’V(T) H :
(2.9)
De la ecuacién (2.5) tenemos que
L () e [ e
— L(n —=,t]+cdt— L(z,2,t)+cdt
dr [ to—9 at to—0
d fo an
= L dt
i L) e
OL on ) On
+c| (8o —to) + b
) (r,7(r)) :| ( 0 O) ov ( at (r,7(r)) 87’ (rym (1))

v

5/
(2.6

S ‘50—t0|+K1|:M|SO—t0|+i|+”’}/ H
(29

asi

d [ [P on .
- <L+C) T],—,t dt §K1’30—t0|+K1|:M‘80—t0‘+:|+H’}/(T)H,
d?“ t0—5 at

(2.10)
tomando la integral de 0 a 1 de (2.10) obtenemos
u(y, [so]) — u(x, [to]) < Ki|so — to] + K1 M|so — to| + Krd(z,y)

< K(|so — to] + d(z,y))
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para K uniforme.
Intercambiando los papeles de (z, [to]) ¥ (v, [so]) obtenemos finalmente que u

es Lipschitz. O

De este resultado obtenemos que las soluciones KAM-débiles son diferen-
ciables en casi todo punto. Ahora vamos a demostrar una propiedad sobre

funciones dominadas que son diferenciables.

2.0.2 Lema. Sea k > c. Si f: M x S' — R es diferenciable en (z, [t]) de
M x St y f satisface

fy, [ta]) = f(=, [t1]) < @r((z, [t1]), (v, [t2]))

para toda y en una vecindad de x entonces

Demostracion. Sea v una curva diferenciable en M con (y(t),5(t),t) =
(x, v, [t]). Por hip6tesis
t
FO@L) = £ ) < [ (L+B0()56).9) ds
t1
luego dividiendo entre t — t; y tomando limite cuando ¢ tiende a t; tenemos

IRLCCOES 0 AR GIUR PN
" t—t

t—tq t—1t T t—ty

tomando en cuenta que y(t) =z y Y(t) = v
dof(z, [t1]) - v + filz, [t1]) < L(z,v,t) + k (2.11)

para toda v € T, M.

Por la definicién del hamiltoniano (1.3), sustituyendo en (2.11) tenemos que

H(z,df,t) + f, < k. (2.12)
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]

La siguiente afirmacion nos garantiza que una solucion KAM-débil dife-

renciable satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

2.0.3 Teorema. Siu: M xS' — R es una solucion KAM-débil entonces

u es Lipschitz y satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi
u(z,t) + H(x, dyu(x, t),t) = c

en cualquier punto de diferenciabilidad. Mds aun d,u y v son Legendre con-

Jugados (ver Definicion A.0.11).

Demostracion. Al ser u una solucion KAM-débil, por el Lema 2.0.1 tene-
mos que u es Lipschitz y por lo tanto u es diferenciable en casi todo punto.
Sea (x, [t]) un punto de diferenciabilidad.

De la condicion de dominacion, por el Lema 2.0.2 tenemos que
w + H(z,dyu,t) < ec. (2.13)
Sea 7y : [t,00) — M tal que
u(y(s), [s]) —u(z, [t]) = [(L +0)(7(5),7(s), 5) ds,

dividiendo ente s — ¢t y tomando limite cuando s tiende a ¢t tenemos

LD —unl) ¢y [ a3

s—t

lim

S,
s—t s—1t s—t

por lo tanto

dyu(zx, [t])F + w(z, [t]) = L(x, 7, t) + ¢
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luego de (2.13) y la desigualdad de Fenchel (1.4),
c=dyu(z, [t])y — Lz, ¥, t) + w(z, [t]) < H(x,dyu, t) +u(x, [t]) < c

por lo tanto

H(x,dyu,t) + w(z, [t]) = c

es decir, u satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi en (z, [t]) y d,u y ¥ estan

relacionadas por la transformada de Legendre de L. O]

La siguiente propiedad nos dice que la barrera de Peierls define soluciones

KAM-débiles.

2.0.4 Proposicién. Dado (z,[7]) en M x S' definamos

u(x, [t]) = hc(<z7 [TD? (ZL‘, [t]))
v(w, [t]) = —he((x, [t]), (2, [7]))

entoncesu € S~ yv e ST.

Demostracion. Vamos a demostrar que v € S

Por el inciso (d) de la Proposicién 1.1.3 tenemos que

he((2,[7]), (2, [t])) = he((, [7]), (, [s])) < @c((y, [s]), (, [1]))

para toda (y, [s]), (7, [t]) € M xS!, luego de la definicién de u y la desigualdad

dada en el inciso (d) de la Proposicién 1.1.3, tenemos

u(z, [t]) — u(y, [s]) < Pe((y, [s]), (=, [t])),

con lo u esta dominada por L + c.

Por otro lado, sea (z, [t]) en M x S y sean n;, una sucesién tal que ny, tiende
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[T_nk 7t} ) ’

Vi(s) = T 0 Ps—i(x, vk, ), (2.14)

a infinito, ny € Z 'y (z,vy) € T, M tal que

he (2 ). (o, 6D) =t A (3

donde

es la solucion de la ecuacion de FEuler-Lagrange tal que

(v (8), (1)) = (2, vk).

Por el Lema de Mather 1.0.6, sabemos que ||vi|| es uniformemente acotada,
asi existe una subsucesién convergente v, que converge a w.

Definamos
7](8> =To ¢S—t<x7 w, t)a

por lo que para s < 0 tenemos lo siguiente

+ Ar.
{T—nk,s1> b (% [s,ﬂ)]

<t Al ] (D] + A (] )

[Svt})

b D) o ) = 1 [ A (3

= el ), (n(9), 1)) + Ane (n
< hel(e ), ( [0)

en particular

he((2,[7]), (2, [t])) = he((z, [7]), (n(s), [s])) + AL+e (77

[Svt])

y de la definicién de u tenemos

wla, []) — uln(s) [s]) = Apse <n
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para s < 0, asi 7 es una curva (u, L, ¢)—calibrada.
Con todo u es una solucién KAM-débil de tipo negativo. Demostrar que v es

una solucion KAM-débil de tipo positivo es analogo. O
Se sigue de la proposicion anterior que h,. es Lipschitz.
2.0.5 Corolario. h. es Lipschitz.

Demostracién. Definamos las funciones f,g: M x S — R como

f((y [t1) = he((z, [s]), (y, [1]))
9((x, [s])) = he((z, [s]), (y, [1]))-

las cuales son soluciones KAM-débiles gracias al Lema 2.0.4 y por el Teorema
2.0.3 tenemos que f y g son Lipschitz, asi h. es Lipschitz.
O

En resumen, mostramos que las soluciones KAM-débiles son funciones
Lipschitz y por lo tanto son diferenciables en casi todo punto y que en cada
punto de diferenciabilidad se satisface la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, més

aun la barrera extendida de Peierls ayuda a definir soluciones KAM-débiles.
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Capitulo 3

Propiedades de las soluciones

de viscosidad

En este capitulo estudiamos algunas propiedades de las soluciones de vis-
cosidad. Enunciamos el principio del maximo, posteriormente demostramos
la unicidad de las soluciones de viscosidad en R* x [to, t1). Finalmente exten-
demos este resultado y demostramos la unicidad en M x S'. Los resultados

enunciados en este capitulo pueden ser consultados en [3].

Sean Q = O X [ty,t1), donde O es un subconjunto abierto de R¥ y
0"Q = (00 X [to,t1)) U (O x {t1})

la frontera parabdlica de la regién cilindrica de Q. Para (z,t) € @ sea la

ecuacion

—ug(x,t) + H(z,dyu(x,t),t) = 0. (3.1)
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VISCOSIDAD

Vamos a suponer que H satisface la siguiente hipotesis:

(P5) Existe una constante K y h € C([0,00)) con h(0) = 0, tal que para
todo (1), (y,s) € Q y p,p € R¥, se satisface

[H(z,p,t) = Hly,5.0] < h(It = sl + |z = y|) + b (It = 5] Ipl + K|z = yllpl
+ Klp—pl.
(3.2)

Para demostrar la unicidad de las soluciones de viscosidad, es necesario

demostrar el principio del maximo.

3.0.1 Teorema (Principio del maximo). Sean u y v subsolucion y super-
solucion de viscosidad de (3.1) en @, respectivamente. Si Q) no estd acotada
Y suponemos que u y v estan acotadas y son uniformemente continuas en Q

entonces

suplu — v] = sup[u — v]. (3.3)
Q Q

Demostracion. Consideramos la ecuacion
—v(x,t) + H(dv(x,t)) =0, (z,t) € Q.
Supongamos que () esta acotado y que
u(z,t) < wv(z,t),

para todo (z,t) € 9*Q. Vamos a demostrar primero que u < v en Q.
Definamos la funcién ¢ : Q x Q@ — R como

Lt —sP e —yP) 1 Bs—t) (3.4)

Y(x,ty,s) = u(z,t) —v(y,s) — %
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para todo (2,t), (y,s) € Q y B, > 0.

Como Q = [tg,t1] x O es compacto y ¢ es una funcién continua entonces
alcanza su méximo. Consideramos (Z,;7,5) € @ X @ el maximo de 1, es

decir

V(T t;9,5) = max(z, t;y, s),

X

Qi

luego

para todo (x,t) € Q, o equivalentemente

U(Qf,t) - U($a t) S ,lvb(ja 7;'3]’ §) + B(tl - t)a
por lo tanto, para mostrar que u < v en Q, es suficiente que

lim sup ¢ (z, 7: 9, 5) < 0,
e—0

para toda 8 > 0, esto ya que podemos hacer tender 3 a cero.

Primero supongamos que (Z, 1), (7,5) € Q y sea la aplicacién
* o (2,t) — P(z, 87, 5).

Como (Z,t) € Q, si evaluamos tenemos (T, t) = (7, t; 7, 5), entonces x tiene
un méximo en el punto (z,1).
Sea
B 2 A
w(at) = oo ljt =5 +le 57, (x0) € Q.
entonces u — w tiene un maximo en (Z,t) € () y como u es una subsolucién

de viscosidad tenemos que

—wy(Z,t) + H(d,w(z,t)) <O0.

35



CAPITULO 3. PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE
VISCOSIDAD

Si . = wy(z,t) = 1(f — 5) y p- = (% — ¥), reescribiendo la desigualdad

anterior obtenemos

—q: + H(pe) <0. (35)

De manera similar, definamos la funcién

& (y,5) — —0(T, Ly, 5),

donde
_ 1 _
W(Z,ty,s) =v(y,s) — ~5 (It = s>+ 1z —y°) + B(s — t1) + u(z, )| .
Tomando

(9, ) =~z (fF— s + 17— 3) + 85— 1) (1,5) € @

tenemos que v — @ tiene un minimo en (g, 5). Ya que v es supersolucién de

viscosidad tenemos que
—ws(y, 5) + H(dyw(y,5)) > 0.

Reescribiendo la ecuacién anterior tenemos que

1

@S(ﬂ, §) = E(E_ §) +6 = (s +ﬁ Yy dyﬁ}(g, §) = Pe

asi
_5 — Qs+ H(pa) > 0. (36)
De (3.5) y (3.6) tenemos que

e — H(p€> Z O,

_ﬁ_QE‘{’H(pE)ZOa
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luego sumando estas dos desigualdades tenemos que 5 < 0.
Por lo tanto si (Z,t) y (7, 3) pertenecen a @, entonces § < 0, lo cual es una

contradiccién pues 8 > 0. Por lo tanto (Z,t) o (¥, 5) pertenecen a 9*Q.

Ahora bien, veamos que sucede con el limite superior de ¥ (Z, t; 7, §) cuan-
do ¢ tiende a 0. Afirmamos que |t — 5|, |Z — 7| tienden a cero. En efecto, como

u 'y v estan acotados, entonces
|t =5l 1z — gl = O(e).

Si consideramos |t — §|, | — g|, del hecho que u y v son acotados tenemos que
existe una constante ¢ tal que a partir de los valores ¢ y T respectivamente
tenemos que

|t — 5,17 —g| < ce,

luego tomando el limite cuando ¢ tiende a cero obtenemos lo deseado.

Ya que u y v son continuas y u < v en 0*Q), es claro que

u(@, 1) < o(@,1),
u(y, 5) < (g, s),

para (Z,1), (7,5) en 0*Q, mds ain, tenemos que u(Z,t) < v(y, 5), esto ya que
u y v son subsoluciéon y supersolucion de viscosidad respectivamente.

Asi u(z,t) —v(g,5) < 0. Por tltimo si hacemos 3 tender a cero tenemos
que

lim sup ¥(z,t;7,5) <0,

e—0

para toda 3 > 0. Por lo tanto u < v en Q.
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Veamos que pasa en el caso en el que ) es acotado.
Trabajemos ahora con la ecuacion
—v(x,t) + H(z,dyv(z,t),t) = 0. (3.7)

Definamos

B, ) = ul, ) —0ly,8) 5 |e—yP— o li—sP+B(s—1), (,0),(1,5) €
(3.8)

con ¢, 4, 3 > 0 suficientemente pequeiios. Ya que @) es compacto y ® es una

funcién continua, entonces admite un maximo en @ x Q. Sea (Z,t;7,5) €

Q x Q el méximo de ®, es decir

®(Z,t:7,5) = max ®(x,t;y, s).
(5.5:05) = méx Bz, 14.5)

Para p > 0, definamos el conjunto

DP = {((I’,t}, (’y,S)) € Q X Q : |t - S|2 + |ZL‘ - y|2 < p}a (39)
y las cantidades

mu{p) = ZSup{‘u(w,t) - u(ya 3)| : ((x7t)7 (ya S)) € Dp} )

mo(p) = 2sup {|v(z,t) —v(y, s)| : ((x,1), (y,5)) € D, },

(3.10)

Ky = sup{my(p) : p > 0}.

Ya que u y v son funciones continuas sobre el conjunto compacto () entonces
w y v son uniformemente continuas en (). Por lo tanto m,,m, € C ([0, 00))

con m,,(0) = m,(0) = 0.
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Afirmamos que
[t — 5] < \/K;0, (3.11)
y
1Z — | < Vemy(Ki(s +9)). (3.12)

En efecto, como ® tiene un mdximo en el punto (7,t; 7, 5) tenemos que
®(y.59,5) < (2,17, 5),
luego de (3.8), obtenemos
3:5) < u(@, ) — 5|7 — g = ool — 5
w(y,s) <u(z,t)— —|z—g|°— =|t—5
y’ — Y 28 y 25 )
asi
1 _ —12 1 — —12 _ N
Sl7 =g+ 5l -5 < 2(u@. ) - u(@. ).
Ahora bien, si p = |t — 5]* + |z — y|?, luego
D, ={((#,1),(5,5)) €Q x Q: [t = 5" + |z — g < [t — 5" + |z — gI*},
my (|t = 5° + |z — g1*) = 2sup {|u(z, 1) — u(y,5)| : ((2,1), (4,5)) € D, },
asi ) )
~|7 - g + lf = 5 < 2(u(z. 1) — u(z,5) )
€ g (3.13)
<o (1= 5+ 12— ).
Como K = sup{my(p) : p > 0} entonces m,(-) estd acotado superiormente

por K7, de (3.13) tenemos que
1 1.
“le =gl + St =" < Ko,
€ J

asi

t—35°< K6 y |7—9)° <K (3.14)
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por lo tanto
it — 5| < Kj0.

De (3.13) tenemos que
Lo D R P
“la = gl < mu(F - 52+ |z - 7).
luego de (3.14) y de la monotonia de m, obtenemos
ma (17— 52 + 12 = 5I2) < m(Ki (e +9)

asi de (3.15) y (3.16)

7 — gl < Vemu(Ki(e + 9)).

tenemos que

Q(x,t;y,s) < ®(z,t; 7, 5)

1 1 .-

— u(zD) = 0(7.5) — el — 9 — el 5+ B~ 1)
< o(2,8) — 0(55) — |7 — G — —[F— 52+ B(5 — 1)
= ) Yy,Ss 28 Yy 25 1
+ suplu — v

0+Q
< gy (1f =8+ |2~ 9?) — ooz — 5 — ol — 5P 4+ 55 — 1)
-2 2¢e 20

(3.17)
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Ahora supongamos que (y,5) € 0*Q. Procediendo del mismo modo que en

(3.17), de (3.11) y (3.12) tenemos que

_ 1 1 1 -
BT, E9,5) < (Ko (e+8)) — |7 — g — = f— 5+ B(5—t1) + suplu—].
(3.18)
Supongamos que (Z,t), (7,5) € Q y sea

1 _ 1 _ =
U)(.%',t) = 2_5‘t - 3’2 + 2_8|x - y|27 (xat) S Q

entonces u —w tiene un punto maximo en (Z,t), asi (z,t) € arg max{u(x,t)—
w(z,t) : (x,t) € Q} (ver Definicién A.0.10). De la definicién de subsolucién
de viscosidad

—wy(z,t) + H(Z, d,w(z,t),t) <O0.

Si g5 = wy(z,t) = 3(t —5) y p- = dyw(z,1) = L(z — §), reescribiendo la

desigualdad anterior obtenemos
—q5 + H(Z,pe,t) < 0. (3.19)
Ahora consideramos la funcién
~ 7 2 1 2 S
w<y7$):__’t_s| _2_5’:6_3/’ +6(8_t1)7 (y,S)EQ

entonces v —w tiene un punto minimo en (g, 5), asi (g, s) € argmin{v(y, s) —
w(y, s) : (y,s) € Q} (ver Definicién A.0.10). De la definicién de supersolucion
de viscosidad

—w,(y,5) + H(y,dyw(y,5),5) >0,

reescribiendo esta ecuacidén tenemos

B+aqs—H(y,p:,5) <0. (3.20)
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Sumando (3.19) y (3.20) tenemos
B < H(y,pe,5) — H(Z,pe, 1) (3.21)
Por la hipétesis (3.2) y de la desigualdad (3.21) tenemos
B<h(lE=s+1z—g) +h(]T=5l)lpl + Kz~ gllpe).  (3:22)
Ahora bien de (3.14)
1 1 K
pe| = =|z — gl < =V Kie =/ =, (3.23)
5 5 5
y de (3.12)
I ot /I
17— gllpe| = < my(Ki(e +96)), (3.24)

asi (3.22) queda como sigue

B<h <\/K_15+ K16> +h <\/K_15> \/g+ Kmu(Ki(c +6)).  (3.25)

Definimos

k(e,8) = h (\/K_le+ Klé) +h (\/K_ld> \/§+ Km, (K, (e +6)).

Notamos que k(g,d) > 0, de lo contrario, si k(e,d) < 0, entonces § < 0 lo
cual es una contradiccién, ya que § > 0. Ademads, como h, m,,, m, € C(]0,o0])

entonces

lim lim k(e, ) = 0.

e—50 60
De la definicién de limite, para todo 5 > 0 existen £(5) > 0y d(e,5) > 0
tales que, para toda e y 0, si e < () y 0 < d(e, ), entonces k(eg,9) < 3, lo
que contradice (3.25), por lo tanto (Z,t) € 9*Q o (7, 5) € 9*Q o ambos.
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Notemos que, del hecho que u y v estdn acotados, entonces

|t — 5], 1z — gl = O(e),

por lo tanto |t — 5| y | — | tienden a cero cuando 0 y € tienden a cero,

respectivamente.

Considerando (3.17) y (3.18) obtenemos
lim sup lim sup ®(z, t; 4, 5) < suplu — v],
e—0 6—0 0*Q

para todo 8 > 0, luego tomando el limite cuando S tiende a cero obtenemos

suplu — v] < supfu — v]. (3.26)

Q Q
Ahora bien para cualesquiera €,0, 8 > 0y (Z,t) € 9*Q tenemos que
w(Z,t) —v(Z,t) + B(t — ty) = ®(z,6; 7, 1) < (7, 1;7, 5),
luego
lim sup lim sup (u(Z, t) — v(Z,t) + B(t — t1)) < lim sup lim sup ®(z, t; 7, 5),
e—0 0—0 e—0 6—0

asi

sup[u — v] + B(t — t1) < limsup limsup ®(z,¢; 7, 3),
0*Q e—0 6—0

tomando el limite cuando 3 tiende a cero obtenemos

sup[u — v] < sup[u — v]. (3.27)
0*Q Q

Por lo tanto de (3.26) y (3.27) se tiene la igualdad (3.3).
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Veamos que pasa en el caso en el que @ es no acotado.
Ya que u y v son acotados, para todo y > 0 existen (z,t,), (4, s,) € Q que

satisface

P (2, ty; Yy, 54) > sup  — 7. (3.28)
QxQ

Perturbando la funcién ®

~
q)"/(xat;yv s) = ®(x, t;y, s) — 9 [|t - t7|2 +[s — 37|2 + |z — x7|2 +ly — y’y|2]

para (z,t), (y, s) € Q. Afirmamos que ®., alcanza su punto maximo en @ x Q,

al cual denotamos (Z,t; 7, 5).

Ahora, si [t —t, )2+ s — s,|* + |z — 2,]* + |y — y,|* > 2 entonces

Y
By (@, b5y, 5) = (2,559, 8) = 5 [l = 4 + [s = 53 + 2 — [ + 1y — 947
< O tiy.s) = 2(2)
- q)<x,t73/75) -7

tenemos que

=t P+ 5—s+|z -2+ 17—y, * <2 (3.30)

pues de lo contrario, es decir, si [t — ¢, + |5 — s, + [T — 2, > + |y — y|* > 2
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tenemos por (3.29) que

(3.31)

Lo que contradice el hecho que (Z,7;7, §) es un punto méximo de ®,.

Vamos a considerar m,,, m, y K; como en (3.10). Ademds recordamos
que v y v son funciones acotadas y uniformemente continuas sobre @), K; es

finito y my, m, € C([0,00)) con m,(0) = m,(0) = 0.

Notamos que de (3.30)
|t__ t’YP? |§ - 57|27 ‘j - 377’2, |§ - y'y‘z <2
Para continuar con la demostraciéon damos la siguiente afirmacién.

3.0.2 Afirmacién. Paray < 1,6 <1 ye <3,

-5 < /2(K, + 1)0 (3.32)

17— 51 < VEV227 + ma2(K; + De)). (3.33)

Demostracion. Como ®., tiene un maximo en (7, %;y, 5) tenemos que

V)]

©,(7,5,9,5) < 0,(2,49,5)
y de la definicién de ®,,

1. _
u(Z, 5) — g|§— b1 <@ D) = 55lf =3 - %u — |2
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Por lo tanto,

1 _
oslf— 5P < a0~ u(@,5) + L [Is— 1, = 17— 1,

1 _ _
< §K1 +lt =52+ %’t — )

1 )
< Sk +9E =5+,

del hecho que v,d < % se sigue que

1 _ 1 1. 1
— -5 <K, +=|t—5%+ =

luego
1-9) -
( 5 )|t—§]2§Kl+1,
de aqui que
_ 0 (K +1
|t_ |2— ((11_5))§26<K1+1)7
por lo tanto
|t — 5] < /20(K1+ 1), (3.34)

obteniendo asi (3.32).

Para mostrar la otra desigualdad, tomamos en cuenta que

) S (I)’}’('fut_;’gv ‘§>

%Al

(I)»Y(Z_/,t_;’g,
y de la definicién de ®,,
1
u(@.h) = 27— <u(@f - |z — g = 27—l

asi del hecho que § < %,
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r_ _ _ Y- _
2—5|93 — g <u(z,t) —u(y,t) + 5 17—z, > = |7 — 2,|?]

1 o L Y. _

< mu ([F =) + 917~ 5P + L7 -
1 o 1

< 5ma (Jz —g*) + 517 = gP° + .

1 .
Como ¢ < 5 se sigue que

(1-¢)

Kl
|
Nd|
)
AN
S
IS
ey
81
|
<
T
SN—
+
[\
2

~—

Como K = sup{m.(p) : p > 0} tenemos que

1 1
17— g < 4e <§Kl + 5) = 2(K, + 1), (3.36)

por lo tanto de (3.35)

7= 91 < VEV22y + mu(2(Ky +1)e)]
probéandose (3.33). O

Supongamos que (Z,f) € 9*Q. Como @, tiene un punto maximo en
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(Z,t;9,5) y procediendo andlogamente como en (3.17)

P
o _ Y oz _ _ _
= ®(7,t,79,5) — 9 “t _t7|2 + 15— 5'y|2 + |7 — 17'y|2 + |7 — y'yﬂ

_ N L. _
SU(I,IT,)—'U(y,S)—Q—gpf—yF—%|t—8|2—|—5(8—t1)
7 nr _ _ _
D) [|t_t7|2 + 15— S’Y|2 + |z - x’y|2 +1y— y’y|2]

1 1 _
<ovlz.t) —v(y.s S) IR ] A —
< 0(a,0) = 0(5,5) +suplu —v] = 5|7 — g = 517 — 5
_ Yo _ _ _

"‘6(3 - tl) D) [|t - t7|2 + |3 - 37|2 + |-’E - I7|2 + |y - yvm

1 _ 1 1 _
< smy(Jf =5 +17 = g) + suplu — o] = —[7 — g = [ — 5

2 9 Q 2e

+ B(5 —t1) —

Bo |2

[1F =2+ 15 = 5 412 =P 4 |5 = 4]

de (3.34) y (3.36) tenemos

_ 1 1 1 _
©,(2,69,5) < 5mu(2(K1 + 1)(e +9)) +suplu — 0] = |2 — yl* = =t =3I
9*Q € 20
_ Yo _ _ _
+ ﬁ(s - tl) D) [|t - tv|2 + |5 - 37|2 + ‘x - x7|2 + ‘y - ?hm .

(3.37)

Ahora supongamos que (7, 5) € 0*Q). Procediendo como en (3.37) tenemos

1

_ 1 _
O, (7,1,9,5) < smu(2(K1 +1)(e +9)) +suplu — v] — —[z —g* — [t - 5
2 9 Q 2¢e

_ T nF 5 7 J
FBE—10) = 5 [F =t 15— s,/ + 12— + 17 — 9 /].

(3.38)
Supongamos que (7, 1), (7,35) € @ y sea la funcién
w(x t):iyt—§\2+iya:—g12+1|t—t P dlz—a P (x,t)eQ
’ 20 2e 2 7 2 E ’ ’

entonces u—w tiene un punto maximo en (7, t), asi (Z,t) € arg max{u(x,t)—
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w(z,t) : (r,t) € Q} v de la definicién de subsolucién de viscosidad

—wy(z,t) + H(Z, d,w(z,t),t) <O0.

(
@ =3(t—5),q, =t —t,),p. = 2(T—9) y py = 7(T — x,), reescribiendo la

desigualdad anterior obtenemos
—qs — ¢+ H(Z,p. + py, 1) <0. (3.39)
Ahora consideramos la funcién

. L - L Y Y
w*(y, s) = Y t—8\2—2—€|x—y|2—§|8—Sy|2—§|y—yw|2+ﬂ(s—t1), (y,s) € Q

entonces v —w* tiene un punto minimo en (g, §), asi (g, §) € argmin{v(y, s)—

w*(y, s) : (y,5) € Q} v de la definicién de supersolucién de viscosidad
—w;(y,5) + H(y,d,w*(y,5),5) > 0.

Si wi(g,5) = §(t = 5) +(sy —5) + By dyw*(§,5) = (T — §) +v(y, — 1),
y definamos ¢s = 5(t = 5),3, = ¥(sy = 5),p: = (T = 9) ¥y Py = (¥, — ¥),

reescribiendo la desigualdad anterior obtenemos
—B8—4 =+ H(y,p- +py,5) 20,
o equivalentemente
B+ s+, — H(y, pe + Py, 5) < 0. (3.40)
Sumando (3.39) y (3.40) tenemos

B < H(Y,p: +Dvy,5) — H(Z,p- + Dy, 1) + ¢y — .
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Por la hipétesis (3.2) tenemos

B<h(IE=sl+ 1z —g) +h(1F=5l) (el + 15s) + K12 = 7] (Ip-] + 3))
+ K|(p: + ) — (P + 0 )| + 4, — @,
= h([T =5+ |z = gl) + A (1= 51) (1pe] + 15]) + K2 = 51 (1pe] + 155))
+ K[py =yl + a4y — @y

Ahora bien de (3.36)

1. 2(K,+1
pe| = -lz -yl < i) (3.41)
€ £
v de (3.33)
R
pel[7 =g = 2|7 = g1 = 2(27 + mu(2(K1 + 1)e)), (3.42)
y de (3.30) y la definicién de p., py, ¢, G, tenemos
a1, D4 an | @3] < 2. (3.43)

Combinamos (3.32), (3.33),(3.36), (3.41), (3.42) y (3.43), luego
(VAT [V o vE]) o (v IR) (YD )

2K (29 + mu(2(Ky + 1)) + 7/2(K + 1)z) +2(K +1)7.
(3.44)

Definamos

K0 = b ([VamE+ 1) [ve+v3))
+h< 2(K1+1)5> (@4—27)

V2K (27 g (2(K) + 1)e) +4/2(K) + 1)5) + 2K + 1)
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Notamos que k(e,d,v) > 0 y del hecho que h, m,, m, € C(]0,cc]) entonces

lim sup lim sup lim sup k(e, d,v) = 0.

e—0 6—0 v—0

De la definicién de limite, para todo 5 > 0 existen £(5) > 0, d(¢,5) > 0
y v(g,9,8) > 0 tales que, para toda €, § y v, si ¢ < €(f), § < d(,0) y
v < (g, 0, ), entonces k(e,d,v) < 3, lo que contradice (3.44), por lo tanto
(z,t) € 0*Q o (y,5) € 9*Q o ambos.

Como antes, del hecho que u y v estan acotados, entonces
’E_ §|7 ’i - g’ = 0(8)7

por lo tanto |t — 5| y | — | tienden a cero cuando 0 y e tienden a cero,

respectivamente.

Ahora bien, de (3.37) y (3.38) obtenemos

lim sup lim sup lim sup ®.,(z, £; 4, 5) < supu — v]
e—0 §—0 v—0 o*Q
para todo 8 > 0, luego tomando el limite cuando [ tiende a cero obtenemos
sup[u — v] < supu — v]. (3.45)
Q Q

Ahora bien, para cualesquiera €,d,v,5 > 0y (z,t) € 9*Q tenemos que

_ _ — Yo — _ _
u(z,t) —v(z,t) + B(t —t1) — 9 Ut - t7|2 + [t — 37|2 +1T - $7|2 +1T - yv|2]

lim sup lim sup lim sup (w(Z,t) — v(Z,t) + B(t — t1) —

e—0 6—0 y—0

no =2

[[E =t + [T = 5,]

+ |z — 2" + |z — y,*]) < limsuplimsup lim sup ®.,(z, £; 7, 5)

e—0 6—0 v—0
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asi

sup[u — v] + B(t — t1) < limsup lim sup lim sup ®.,(7, ¢; 7, 5),

0*Q e—0 §—0 ¥—0

luego tomando el limite cuando S tiende a cero obtenemos

sup[u — v] < sup[u — v]. (3.46)
0*Q )
Por lo tanto de (3.45) y (3.46) obtenemos (3.3). O

Vamos a demostrar ahora la unicidad de las soluciones de viscosidad.

3.0.3 Corolario (Unicidad). Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis
(P1)— (P4) en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado, que
satisface la hipdtesis (P5). Eziste a lo mds una solucion de viscosidad de la

ecuacion (3.1)
—uy(z,t) + H(z,dyu(z,t),t) =0, (z,t) €Q,
la cual es acotada y uniformemente continua en Q y satisface las condiciones
(a) u(z,t) = g(x,t), para toda (x,t) € 0O X [to,11).
(b) u(x,t,) = y(x) para todo x € O.

Demostracion. Recordemos que Q = O X [tg,t1) donde O es un subcon-
junto abierto de R* y 8*Q = (00 x [to,t1)) U (O x {t;1}).

Supongamos que existen dos soluciones de viscosidad u y v en ) y consi-
deramos la resta de estas soluciones, es decir, 2z =u —v y Z = v — u. Como
u y v satisfacen las condiciones (a) y (b), entonces z = Z = 0 en 0*Q.

Por otro lado, como u y v estan acotadas y son continuas en () entonces son
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uniformemente continuas en @), por el principio del maximo 3.0.1 se sigue

que

sup’u—v|:sup|u—v‘:0,
- 90

es decir, tenemos que u = v en Q). ]

El corolario de unicidad que demostramos esta dado en (), con ayuda de
este resultado podemos garantizar la unicidad de la solucion de viscosidad
en M x S', con M una variedad compacta.

Sea K C M x S' una vecindad del punto (z,t), donde K = K; x [to,t1)

donde K es un subconjunto abierto de M.

3.0.4 Corolario. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1) —
(P4) en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado, que satis-
face la hipdtesis (P5).

Existe a lo mas una solucion de viscosidad de
—uy(x,t) + H(z,dyu(x,t),t) =0, (x,t) €K, (3.47)
la cual es acotada y uniformemente continua en K y satisface las condiciones
(1) u(x,t) = g(x,t), para toda (x,t) € 0Ky X [tg,t1).
(2) u(z,ty) = ¥(x) para todo x € K;.

Demostracion. De la compacidad de M, existe una cantidad finita de car-
tas coordenadas (U, (2;), donde U; son abiertos de M y €; : Uy — R¥ con
Q;(U;) = O; subconjuntos abiertos de R*.
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Como K es un subconjunto abierto de M es posi- . .
t 1 1
ble tomar solamente a las cartas coordenadas que ! & J'/

cubren a K. Sea

B:{UZUZﬂKl%Q}

. . t() \| - l’ )
los subconjuntos abiertos de M que cubren a Kj;. \;’ “\ /K1
Podemos identificar U; x S' ~ O; x [to, t1), para cada subconjunto abierto
U; € B. Ahora bien, si nos fijamos en los subconjuntos abiertos O; X [to, t1)
tenemos que garantizar que las condiciones estén bien definidas en cada sub-

junto abierto, para ello identificamos dos casos:

(a) Cuando 0; = 80; N OK; # () consideramos las condiciones

g(z, 1), V(z,t) € O; X [to, t1)
(@), V(xt) e (801» \ o}-) x [to, t1)
(2) Vi, t)) = ¥(x),V(z,t) € O;.

(b) Cuando 00; N JK; = () podemos tomar la condicién

(27) i(x,t1) = P(x),V(2,t) € O;.

Por otro lado, sean (U,, Q4), (Ug, 23) dos cartas coordenadas cualesquie-
ra de B y supongamos que U, NUs # (). Identificamos U, x S' ~ O, X [to, 1)
y Us x S & Op X [tg,t1), luego por el Corolario 3.0.3, existe a lo mds una
solucién de viscosidad en cada carta coordenada, a las cuales denotamos por

uo ¥ up respectivamente, que satisfacen las condiciones del caso (a) o (b).
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Sea una carta coordenada de B, en U, N Uz con g - donde iden-

aﬁUﬁ
tificamos (U, N Us) x S' ~ O, % [to,t1), luego por el Corolario 3.0.3 en la

interseccion existe a lo més una solucién de viscosidad, la cual denotamos
por u,,. La condicién que satisface u,, depende de la que satisfacen u, y ug.
Si ambas satisfacen la misma condicién, u,, satisface esa condicién. Si supo-
nemos sin pérdida de generalidad que u, satisface las condiciones del caso
(a) v ug la condicién del caso (b), entonces u,, satisface las condiciones del
caso (a), pues (2’) es la misma en ambos casos.

Luego u, = Uy en O, X [to, t1), de manera andloga obtenemos que ug = u,,
en Og X [to, t1), asl uy = u,, = ug. Como consideramos dos cartas coordenadas
cualesquiera se sigue que la solucién de viscosidad es tinica en K C M x S'.

]

El corolario de unicidad 3.0.4 es valido para la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (H-J)
w(z,t) + H(x, dyu(z,t),t) = c,

ya que podemos reducir la ecuacién (H-J) a la ecuacién (3.47), reemplazando

el hamiltoniano H por H. definido por H.(z,p,t) = —H(z,p,t) + c.

Con esto demostramos que existe a lo mas una soluciéon de viscosidad de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi (H-J) en M x S!.

Recordemos que el objetivo de estre trabajo consiste en encontrar hipote-
sis que nos permitan garantizar la equivalencia entre las soluciones de vis-
cosidad y las soluciones KAM-débiles para la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
(H-J). Las propiedades que hemos estudiado hasta ahora seran ttiles para

demostrar dicha equivalencia.
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Capitulo 4

Equivalencia entre las
soluciones KAM-débiles y de

viscosidad

En este capitulo enunciamos el resultado que nos afirma que toda solucién
KAM-débil es solucién de viscosidad. Para el caso autonomo, demostrar el
reciproco de la afirmacién implica pedir al hamiltoniano ser coercitivo, sin
embargo, para el caso no-auténomo esto no es suficiente. Para establecer que
una solucion de viscosidad es solucién KAM-débil debemos demostrar que la
solucion de viscosidad estd dominada y la existencia de una curva calibrada.
Finalmente complementamos estos resultados para demostrar la equivalencia

entre las soluciones.

Bajo ciertas hipdtesis sobre el lagrangiano, podemos demostrar que si u

es solucién KAM-débil entonces u es solucion de viscosidad.
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4.0.1 Teorema. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1)—(P4)
en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado.
Sea u : M x S' — R, entonces cualquier solucion KAM-débil de tipo

negativo es una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
u(z,t) + H(x, dyu(x, t),t) = c. (H-J)

Demostracion. Sea u_ una solucién KAM-débil de tipo negativo. Para de-
mostrar que u_ es una solucién de viscosidad, veremos que es una subsolucién
y una supersolucion de viscosidad.

Veamos que u_ es una subsolucion de viscosidad.

Sea ¢ : M x S' — R una funcién C* tal que u_ — ¢ tiene un maximo local

en (zo, [to]), es decir que para toda (z, [t]) € M x S!

u_(z, [t]) — ¢z, [t]) < u_(wo, [to]) — d(zo, [ta]),
luego

¢(o, [to]) — &(x, [t]) < u_ (o, [to]) — u_(z, [t]). (4.1)
Al ser u_ una solucién KAM-débil de tipo negativo, para (zo, [to]) existe una

curva 7 : (—00,tg) — M con y(tg) = xo y de la condicién de dominacién

u—(o, [to]) — u—(v(1), [1]) < /t 0(L +0)(7(s),7(s), 5)ds (4.2)

luego de (4.1) y (4.2) tenemos que

ot o) =000 1) < [ EL+a0E A A (4
Como t < to entonces t — to < 0 asi —(t — tg) > 0; dividiendo (4.3) entre

—(t —tp) y tomando limite cuando t tiende a t; tenemos

o(y(@), [1]) — ¢(v(to), [t]) _ 1 fo .
lim < lim m/t (L+c)(y(s),7(s),s) ds

t—to t— 1y T t—tg —
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luego

dy(10)0(7(t0), [to]) - (V(t0)) + did(7(t0), [to]) < L(7(t0), ¥(to), to) + ¢ (4.4)

de la desigualdda de Fenchel (1.4) y considerando la ecuacién (4.4) tenemos

que
H{(y(t0), dy(1)0(7(t0); [tol), o) + dip(7(to), [to]) < ¢

Por lo tanto u_ es una subsolucion de viscosidad.

Ahora veamos que u_ es una supersolucién de viscosidad.
Sea ¢ : M x S' — R una funcién C* tal que u_ — 1 tiene un minimo local

en (z, [to]), es decir que para toda (z, [t]) € M x S!

u(, [t]) = (x, [1]) = u(z0, [to]) — ¥ (o, [to]),

(o, [to]) — ¥ (, [t]) = u(o, [to]) — u—(z, [1]). (4.5)

Como u_ es una solucion KAM-débil de tipo negativo, para (zo, [to]) existe

una curva v : (—oo,ty) — M con (ty) = z tal que

u—(xo, [to]) — u—(v(#), [t]) = /t O(L +¢)(7(s),7(s), 5) ds (4.6)

luego de (4.5) y (4.6) tenemos que

U (y(to), [to]) = (v(2), [t]) = /t 0(L +0)(7(s),9(s),8)ds. (4.7)

Como t < ty entonces t — to < 0 asi —(t — tg) > 0; dividiendo (4.7) entre

—(t —tp) y tomando limite cuando ¢ tiende a t; tenemos

lim @D(’y(t), [t]) B ¢(7(t0)7 [tOD > lim 1 ) /ttO(L—i-C)(ﬁ/(S),"}/(S),S) ds

t—sto t— 1o t—to —(t — 1o
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luego

dy(t) P (7(t0), [to]) - (7(t0)) + dip (v(to), [to]) = L(7(t0), ¥(to), to) + ¢ (4.8)

de la desigualdad de Fenchel (1.4) y considerando la ecuacién (4.8) tenemos
que

H(y(to), dyuo) (Y(t0), [to]), to) + ditd(zo, [to]) > ¢

Por lo tanto u_ es una supersolucion de viscosidad.
Asi u_ es una subsoluciéon y supersolucién de viscosidad, por lo tanto cual-

quier solucién KAM-débil de tipo negativo es una solucion de viscosidad.

De la demostracién del Teorema (4.0.1) se sigue que si u estd dominada

entonces es una subsolucion de viscosidad.

4.0.2 Corolario. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1) —
(P4) en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado.
Seau: M xS' — R, siu estd L+ c—dominada entonces es subsolucion

de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi (H-J).

O

Ya que una solucién u es KAM-débil si u € ST US™, gracias al Teorema
4.0.1 cualquier solucién KAM-débil es una solucién de viscosidad de la ecua-

cién de Hamilton-Jacobi (H-J).

Para el caso autonomo el resultado que garantiza que si u es una soluciéon
de viscosidad entonces u es una solucion KAM-débil estd demostrado en

el libro no publicado de Fathi [0]. Nuestra idea primitiva fue retomar los
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resultados para el caso auténomo y adaptarlos para el caso no-auténomo.
El libro de Fathi utiliza dos resultados para demostrar la equivalencia, los

cuales presentamos a continuacién.

4.0.3 Teorema (Caso auténomo). Sea L : TM — R un lagrangiano con-
vexo, superlineal y completo en una variedad compacta M. Denotemos por
H :T*M — R al hamiltoniano asociado. Una funcion continua u : M —
R es una solucion de viscosidad de H(x,d,u) = ¢ si y solo si es Lipschitz

yu="T u+ct, para cada t > 0, donde T, u denota el semigrupo de Laz-
Oleinik.

Para demostrar este teorema Fathi enuncié otros resultados, uno de ellos

dice lo siguiente:

4.0.4 Teorema (Caso auténomo). Supongamos que H : T*M — R es
coercitivo en subconjuntos compactos, entonces una subsolucion de viscosidad
de H(x,d,u) = c es necesariamente localmente Lipschitz, y por lo tanto

satisface H(x,d,u) < ¢ casi en todas partes.

En el Teorema 4.0.4 el hamitoniano debe satisfacer la condicién de ser
coercitivo, esta condicién garantiza que las subsoluciones de viscosidad son
localmente Lipschitz, sin embargo, para el caso no-autonomo que el hamil-
toniano sea coercitivo no es suficiente. Para poder ejemplificar este hecho

necesitamos introducir la nocién de diferencial inferior y superior.

4.1. Diferencial inferior y superior

En esta seccion damos el concepto de diferencial inferior y superior. Al

tomar un punto en el conjunto de diferenciales superiores podemos garantizar
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la existencia de una funcién que satisface ciertas propiedades.

4.1.1 Definicién. Sea v : M x S! — R, entonces (p,t) es un diferencial

inferior de u en (x,t) si

) —ule.t) — (0, 8) (5 8) — (2,1)]
i 1.0 — @0 =0

De manera andloga, (p,t) es un diferencial superior deu en (z,t) si

o 1021 =@ t) = (.0)[(0.8) = (.1)

<0.

Denotamos por D™u(x,t) y DY u(x,t) al conjunto de diferenciales inferiores

Y superiores respectivamente.

Tenemos ahora el siguiente resultado que establece la existencia de una
funcién que satisface tres propiedades, estas son llamadas funciones de prue-

ba.

4.1.2 Lema. Seau: M x S' — R y (p,t) € DT u(x,t), existe una funcion
¢: M xS — R tal que ¢(x,t) = u(x,t), D¢ = p y d(y, 1) > u(y,t) para
(y,1) # (w,1).

Demostracion. Supongamos que M = R**! y consideramos la siguiente
funcién (y,t) — wu(x,t) + (p,t)[(y,t) — (z,t)] donde z = (xy,...,2x) ¥
y = (y1,...,Yyx) representan la parte espacial y ¢ la parte temporal.

Si (p,t) € DYu(x,t), entonces por definicién

ulyt) —ule. )~ @) = (@0 g

lim sup
(y,)—>(a,t) [(y,t) — (=, )|

Supongamos sin pérdida de generalidad y con el fin de simplificar la notacion

que (z,t) = (0,0),u(0,0) = (0,0) y (p,t) = (0,0). Tomando en cuenta estas
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consideraciones (4.9) estd dado por

t
lim sup u(y, ) <
w—0) [ D

Si tomamos la parte no negativa de u(y,t), la cual denotamos por u™(y,t) =

max{u(y,t),0}, luego
u'(y,t)

lim =0. 4.10
(w:)—0.0) [ (y, 1)]] (410

Por otro lado, definamos
cn = sup{u®(y,t) : 270D <|(y,t)[ <27",n € N}. (4.11)

Ya que por hipétesis se tiene que u es continua, luego ut(y,t) es continua,
as{ tenemos que ¢, es finita y ademés u™(y,t) > 0, asf ¢, > 0.
De la definicién de ¢, tenemos que ||(y,t)||~! > 2", asi

ut(y,t) ut n
.o = @2

si tomamos el limite cuando (y, t) tiende a (0,0) y tomando en cuenta (4.10)

tenemos
0> lim wuf(y,t) 2", 4.12
Z o v W) (4.12)
por lo tanto
lfm {sup 2m cm] =0. (4.13)
n—a~oo m>n

Si tomamos una funcién salto § : R¥*! — R tal que § = 1 en el conjunto

DO | —

A={<y,t>eRkH: sn<y,t>us1},

y cuyo soporte esté en el conjunto

B={<y,t>eR’f“: sll(y,t)HS?}-

AN
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Tomando en cuenta estos conjuntos, definamos la funcion
. k1
Y R — R,

donde
Yy, t) =D (ea+27M0(2"(y, 1)) (4.14)

nez
Si (y,t) = (0,0) entonces

$(0,0) = (e +27)6(2(0,0)),
nez
de esto, podemos notar que el valor de (0, 0) se reduce a saber cuanto es el
valor de 6(0,0). Notemos que 6(0,0) pues (0,0) ¢ B.
Ahora bien, si (y,t) # (0,0) tenemos que 0(2"(y,t)) # 0 si y solamente si
2"(y,t) € B, esto es
<20l <2

1 =

y tomando logaritmo base 2 tenemos
log, 27 < logy (2"||(y. t)I) < log, 2,
o equivalentemente
—2log, 2 < nlogy 2 +log, [|(y, )| < log, 2,

es decir

—2<n+log, |[(y, t)]| <1

de aqui

—2 —logy [|(y, )] <n <1 —log, [|(y,1)]]- (4.15)

63



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE LAS SOLUCIONES

Recordemos que estamos considerando el caso en el que 1/4 < ||(y,t)|| < 2,
luego

—2 <log, [|(y, t)[| <1,

y de (4.15) tenemos que

—3<n<3,

asi (4.15) ocurre para a lo mds 3 enteros consecutivos. Por lo tanto la suma
estd bien definida para (y,t) # (0,0), pues hay una cantidad finita de su-
mandos en (4.14).

Por otro lado, si nos fijamos en la siguiente vecindad

Vy ={(z,1) # (0,0) : =1 —logy [|(y, 1)[| < —log, [|(z,1)[| <1 —1log, [[(y, )]},

la cual es una vecindad de (y,t) y para toda (z,t) € V, tomamos

W(z,t) = > (co +272") 0(27(2,1)), (4.16)

—3—log, [|(y,4)l|<n<2—log, [|(y.¢)]
esta suma es finita con a lo mas 5 términos, por lo que esta bien definida.
Maés ain, recordando que 6 es C* y ya que 9(z,t) siempre es finita, se sigue
que ¢ es C*° en R¥1\ {0}.
Ahora verifiquemos que 1) es continua en cero. Por definicion
0 < Y(y,t) < > (co +272")
—3—log, [|(y.t)[[<n<2-log, [|(y,t) |

<5  sup (e, 277,
n>—3—log, ||(y,t)|]

tomando el limite cuando (y,t) tiende a (0, 0) se sigue que

0< Iim ¢y, t) < lim 5 sup (cn+272")| =0 (4.17)

(y,t)—(0,0) (y,)—(0,0) [ n>—3—log, ||(,1)]|
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asi

lim  ¢(y,t) =0,

(y,t)—(0,0)
mostrandose la continuidad de .
Veamos ahora que ¥ es C' en todo R¥! y tal que su derivada en cero es
cero, para ello es suficiente mostrar que la derivada de ¢ tiende a cero cuando

|(y,t)|| tiende a cero.

Derivando la ecuacién (4.16) obtenemos

diyey) = > (n +277") 2don 1) 0- (4.18)

—3—log, [|(y:t)[[ <n<2—log, [|(y1)]|

Ya que 6 tiene soporte compacto entonces existe K finito tal que

K= sup [dgofl

(y,t)ERk+1

de (4.18) y la igualdad anterior tenemos

.|l < > (n +277") 27| dan 00|
~3log, |(y.t) | <n<2-logs | (4|
< > (cn+272)2" K

—3—logy [|(y,t)[[<n<2—logy [|(y,1) ||

<5K sup (e, 42720
n>—3—log, |[(y,t)]|

Tomando el limite cuando ||(y, )| tiende a cero, por (4.17) tenemos que

lm ldg ] = 0.

[l (y:£)[—(0,0)

Demostramos ahora que ¥((y,t)) > u((y,t)) para (y,t) # (0,0).

Notemos que existe un nimero entero ng tal que ||(y,t)|| € [27 "o+ 2mo]

65



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE LAS SOLUCIONES

por tanto 6 (2™ (y,t)) =1y

Yy t) = (ca+272")0(2"(y,1))

nez

> (ng +277) 0/(2(y,1) (419

= (CTLO + 2—2710) 5
por otro lado, recordemos que

Cug = sup {u* (y, ) : 270D <[y, 1) < 27}

de aqui que

Cn > 0 (1) > uly, ) (4.20)
asi de (4.19) y (4.20) tenemos que

U(y,t) > uly,t).

Con lo que se sigue el resultado. O]

Con la funcion de prueba ¢, del Lema 4.1.2 y bajo ciertas ciertas condi-
ciones, podemos demostrar que una funciéon no creciente es subsolucion de

viscosidad.

4.2. Hamiltonianos coercitivos

4.2.1 Definicién. Una funcion continua H : T*M — R se dice coercitiva
en subconjuntos compactos, si para cada subconjunto compacto K C M y cada

c € R el congunto {(xz,p) € T*M :z € K,H(x,p) < c} es compacto.
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Haciendo la eleccion de cualquier métrica sobre M, podemos demostrar
que H es coercitivo en subconjuntos compactos si y sélo si para cada sub-
conjunto compacto K C M tenemos que

lim H(z,p) = +o0, (4.21)

[[pl|—>o0

donde el limite es uniforme para x € K.

En efecto, tomamos H : T*"M — R una funciéon continua y conside-
ramos M = RF. Vamos a suponer que H es coercitivo, es decir, para cada

subconjunto compacto K C M y ¢ € R, se sigue que el conjunto
A={(z,p) e T*"M : x € K,H(z,p) < ¢},

es compacto.
Supongamos (por el contrario) que lim,|— H(z,p) no es infinito, esto es,
existe R > 0 tal que para todo N > 0 con ||p|| > N entonces H(z,p) < R.

Y sea una sucesion (p,)nen tal que
lim ||p,|| = +o0

n——aoo
v (H(w.p))

Tomamos una subsucesion (H (z, pn)> que este acotada superiormente,
iel

nEN.

entonces existe ¢; € R tal que
{(x.pn,) i€} C{(z,p) €T"M :2 € K, H(z,p) < c1}

lo cual es una contradiccién pues lim,, . ||pn]| = o©.

Por lo tanto (H(x,pni)> no estd acotado, con lo que (H(x,pn)> no
iel neN
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contiene una subsucesion acotada, es decir

lim H(z,p,) = +oc.

n—-:oo

asi

lim  H(z,p) = +oo.

[[pl|—>00

Recordemos que estamos considerando M = RF, luego H es una funcién
definida en un subconjunto de R*. Supongamos ahora que se satisface la
ecuacion (4.21), entonces para toda R > 0 existe N > 0 tal que si ||p|| > N
entonces H(z,p) > R. Luego notemos que los puntos que satisfacen (4.21)
no pertenecen a A.

Si nos fijamos en los puntos de A, tenemos que H(z,p) < Ry considerando

una sucesion (H (x, pn))nE contenida en A tenemos que

N

lim  H(z,p,) < +o0.

[l —o0

Mas aun, si consideramos una subsucesion (H (x, pn)) de la sucesiéon
el

(H (x, pn)) tenemos que

lim  H(z,pp,) < +o0.

[[#]]—>o00
Asi toda sucesién contenida en A posee una subsucesién convergente, con lo

que A es compacto. Mostrandose asi la afirmacion.

Para demostrar el Teorema 4.0.4, en el caso autéonomo, el hecho de que
el hamiltoniano sea coercitivo, nos garantiza que las soluciones de viscosidad

de la ecuacién de Hamilton-Jacobi auténoma son necesariamente localmente
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Lipschitz.

Sin embargo, es importante notar que para el caso no-auténomo existen
subsoluciones que no son localmente Lipschitz, incluso cuando el hamil-
toniano es coercitivo. Para ejemplificar esto consideramos el hamiltoniano

H :T*M — R dado por

1
H(z,p) = §HPH§- (4.22)

Si p: R — R es una funciéon no creciente, podemos verificar que H es

coercitivo y que u(x,t) = p(t) es subsolucion de viscosidad de la ecuacién
ur(z,t) + H(x,dyu(z,t)) = 0. (4.23)

Ademads podemos dar un ejemplo de una funcién p que no sea localmente

Lipschitz.

Mostramos primero que H es coercitivo. En efecto, basta ver que se sati-
face la ecuacién (4.21), lo cual es claro pues

1
lim H(xz,p)= lim —|pll; = —+oc.

lIpll—o0 llpll—o0 2

asi se cumple que im0 H (2, p) = +00.

Sea u(z,t) = p(t) donde p es no creciente, es decir, p;(t) < 0y considera-
mos H : T*M — R una funcién continua.
Tomamos (z,t) € M x S' y (p,t) € DV u(z,t) luego de la continuidad de u
y por el Lema (4.1.2) existe una funcién ¢ tal que ¢(x,t) = u(x,t), d,¢p = p

y ¢(y,t) > u(y,t) para (y,t) # (z,t). De é(z,t) = u(z,t) y ¢(y,t) > uly,t)
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tenemos que

oy, t) — oz, t) = uly,t) — ufx, t),
y por lo tanto

u(z,t) — ¢z, 1) > uly,t) — oy, 1),
esto es, u — ¢ tiene un maximo local en el punto (z,1).

Por otro lado, como u(z,t) = p(t) entonces

dyu(x,t) = d.p(t) =0, (4.24)

w(x,t) = py. (4.25)
Ahora bien
w + H(x,p) =w + H(x,d,¢) = uy + H(x, dyu),
sustituyendo H(x,p) = 3|p||2 en la igualdad anterior
ug + H(x, dyu) = ug + %deuHi,
luego de (4.24) y (4.25) tenemos
e+ H do) =+ 5l = o <0,

por lo tanto u; + H(x, d,¢) < 0. Con todo tenemos que u(z,t) = p(t) es una

subsolucién de viscosidad de (4.23).

Por 1ltimo veamos que existe una funcién p no creciente que no es local-
mente Lipschitz. Consideramos la funcién p : R — R, definida como
—Vt si t>0
[t| si t<0
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cuya grafica es

p(t)

donde podemos observar que p es no creciente.
Supongamos (por el contrario) que p : [0,1] — R es una funcién Lipschitz,

luego existe K > 0 tal que para toda t € [0, 1] se tiene que

pe()] < K
es decir
1
——| <K,
] <

lo cual es una contradiccién, ya que cuando ¢ tiende a 0 tenemos que

1
2Vt
tiende a infinito, por lo que la derivada de p no esta acotada. Por lo tanto p

no es una funcion Lipschitz.

Como para el caso no-auténomo el hecho de que el hamiltoniano sea coer-
citivo no es suficiente, no fue posible adaptar los resultados del caso auténomo

y optamos por recorrer otro camino.
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Para demostrar que toda solucién de viscosidad es una solucion KAM-
débil debemos mostrar que la solucién de viscosidad debe satisfacer dos pro-
piedades, la primera es que la solucién estd dominada y la segunda es que

existe una curva calibrada.

4.3. Funcion dominada

El resultado siguiente nos garantiza que si v es una solucién de viscosidad

entonces u esta dominada.

4.3.1 Proposicién. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1) —
(P4) en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado. La funcion
continua u € C(M x S') es una subsolucidn de viscosidad de la ecuacion de
Hamilton-Jacobr

ur(z,t) + H(x,dyu(z, t),t) =c (H-J)
sty solo si esta L + c—dominada.

Demostraciéon. Supongamos que u € C(M x S') es una subsolucién de
viscosidad de (H-J) y sean v : [a,b] — M y ¢ € C(M x S') tal que
(7v(a), [a]) es un méximo de u — ¢, esto lo podemos hacer ya que estamos
trabajando sobre C((z, [s]), (v, [t]);n), el conjunto de curvas absolutamente
continuas v : [a,b] — M con v(a) = z,v(b) = y y es tal que [a] = [s] ¥
[b] = [t]. Entonces

u(y(0), [b]) = o(v(b), [b]) < u(v(a),[a]) — d(v(a), [a)),

o equivalentemente

u(y(b), [b]) — u((a), [a]) < G(v(b), [b]) — d(~(a), [a]).
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) < 6(1(b), [B]) — $(v(a), [a])
- / o (1), [1]) + dac(7(1), [1]) - 5(1) dt
< / [6e(v (), 1)) + L((2), 5(t). 1)

+H (2, d.0(7(1), [t]), 1)] dt,

donde la tltima desigualdad se sigue de Fenchel (1.4). Como u es subsolucién

de viscosidad se cumple que
o+ H(z,d¢,t) <,

u(y(b), [b]) — u(~(a),[a]) < / L(v(t),7(t),t) + ¢ dt,
con lo que u estda L 4+ c—dominada.

El reciproco se sigue del Corolario 4.0.2. n

Con este resultado garantizamos que si u es una solucién de viscosidad
entonces u estd L + c—dominada. Ahora solo falta mostrar la existencia de

una curva calibrada.

4.4. Existencia de la curva calibrada

No es tan inmediato demostrar la existencia de una curva calibrada, esta

demostracion se ird construyendo a partir de otros resultados.
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Siguiendo a Mather en [12] definamos la funcién
W M x M — R
de la siguiente manera

B (z,2") = ag + ff { /O t L(y(s),%(s), ) ds}

~

donde el infimo se toma sobre C((z, [0]), (2, [t]); n).

4.4.1 Observacién. El semigrupo de Laz-Oleinik T, y h satisface la si-

guiente relacion
— Y t /
Ty u(r) + o = xléljgl {u(z) + hl (z,2")} .
En efecto,

Ty ulo) + a0 = a6 {ur0) + [ 260056509 ds +

~

— fnf inf {u(:c) + /OtL(”y(s),f'y(s),s) ds} + g

xeM v

— fnf {u(a:) + [ao + inf /0 tL(fy(s),"y(s),s) ds”

zeM
_ t /
= Ilélj\f/[ {u(z) + hi (z,2")} .
Ahora bien, la hipétesis de que el flujo de Euler-Lagrange sea completo

es muy importante para el caso no-auténomo, ya que esta hipdtesis garantiza

que es valido el teorema de Tonelli en este caso.

4.4.2 Teorema (Tonelli). Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis
(P1) — (P4) en una variedad compacta M. Para toda a,b en R con a < b
y (z,[0]), (2, [t]) en M x S', existe en el conjunto de curvas absolutamente

continuas C((z, [0]), (2/, [t]); n) una curva que minimiza la accion.
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La demostracién de este teorema podemos encontrarla en [10].
Gracias al teorema de Tonelli podemos garantizar la existencia de una curva

minimizante.

4.4.3 Observacién. Parat >0 y x,2’ en M existe una curva minimizante

v [0,t] — M con v(0) =z, v(t) = 2’ y tal que
t
e = a0t [ L) 3(6).5) ds. (4.26)
0
Esta observacion nos permite establecer el siguiente resultado.

4.4.4 Proposicién. Para cada v € C(M x S, (z,[t]) € M x S' y cada

t > 0 podemos encontrar una curva C* a trozos
Yar 1 [0,t] — M,
y tal que v, +(t) = 2" y
Ty u(z) = u(v2,(0), [0]) + AL (72,4(0), Yo (1))
= U010 + [ L)), ) ds.
Demostracion. De la Observacién 4.4.1 tenemos que
Ty u(z) + g = zlgj\f/[ {u(z) + hi (z,2")} .

Sea

x— u(x) + hl (z,2")

la cual es una funcién continua sobre subconjuntos compactos, entonces existe

(ya, [t]) € M x S! tal que

Ty u(@) + a0 = u(ya, [0]) + A (ys, ). (4.27)
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Por otro lado de la Observacion 4.4.3 para t > 0 existe una curva minimizante

Vo 1 [0,t] —> M con v,4(0) =y, y 72+(t) = 2’ y tal que
Mesa) = 00+ [ L00a5)50a(5). ) ds, (4.5
asi (4.27) queda dado como
T u(e) + a0 = u(a(0),[0) + By (a0, (). (4:20)
Luego de (4.28) y (4.29)

T 0(o) = e 0+ [ Las(3).Fas(3).9) .

Podemos establecer una cota para la accion.

4.4.5 Lema. Sea 7 > 0. Fxiste una constante C'. tal que para cada a en R,

x,y en M existe una curva

vila,a+ 1] — M

Demostracion. Por la compacidad de M, podemos considerar una curva
geodésica minimizante v : [a,a + 7] —> M que conecta a x con y, cuya
longitud es d(x,y). Recordemos que al ser v una curva geodésica entonces

% = 0, esto implica que ||¥(t)|| = cte, asi para cada t € [a,a + 7] tenemos

(4.30)

17(2)

| = d(a:T, Y) < dz’am(]\/[)‘

T
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Definamos

A = {L(:z:,v, [s]) : (z,v,[s]) € TM x S, ||v]| < M}

el cual es compacto, ademds por (4.30) (v(t),%(¢),[t]) € A.

Si hacemos C, = méx A, y tomando TC’T = C; obtenemos

Auo0) = [ L), 4(s), 8) ds < G, = O,

asi

Ar(v(1)) < Cs.

Ahora enunciamos una proposicién de Compacidad a priori.

4.4.6 Proposicién (Compacidad a priori). Para 7 > 0 existe un conjunto
compacto K, C TM xS! tal que para cada curva minimizante v : [a,b] — M

con b—a > T tenemos que, para cada s € |a, b

(7(8)7 7(5)7 S) e K,.

Demostracion. Podemos suponer que b — a = T pues para t € [a, b] existe
c € (a,b) tal que t € [c,c+ 7| C [a,b)].

Luego por el Lema 4.4.5, para una curva minimizante
vila,a+71] — M
existe una constante C tal que

AL(v(1) < Cr
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Como t — L(vy(t),7(t),t) es continua, por el teorema de valor medio para

integrales se sigue que existe ty € [a,a + 7] tal que

L(7(to), ¥(to), to) = %/a TL(v(s),#(s), s) ds < C,.

Por otro lado, sea
B={0cTMxS": L) <C,}

el cual es un conjunto compacto y de la continuidad del flujo de Euler-

Lagrange, ¢:(#), el conjunto

KT = U (bs(B)
|

s|<t

es compacto, por lo tanto existe tg € [a,a + 7] tal que

(7(t>77(t>7t) € ¢t—t0(B> C KT.

con lo que se sigue la afirmacion. O]

Ahora ya es posible enunciar el resultado que nos garantiza la existencia

de una curva calibrada.

4.4.7 Proposicién. Supongamos que u : M x S' — R. Si u(x,t) =
T, u(z) + ¢t para cada t € [0,00) entonces para cada x € M, existe una

curva v, (u, L, ¢)— calibrada con
vE (00,0l — M

y tal que v*(0) = x.
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Demostracion. Porla Proposicién 4.4.4 tenemos que para cada t > 0 existe
una curva C! a trozos

Y : [0,t]) — M
con (t) == y
T, u(x) = (3(0),0) + / L (s),44(s). ) ds. (4.31)

Como u(x,t) = Ty u(x) + ct, luego u(z,t) — ct = Ty u(x) y asi de (4.31)
tenemos .

u(z,t) — ct = (7(0),0) —i—/o L(v(s),%(s), s) ds.
Ahora definamos 4; : [—t,0] — M donde ¥(s) = (s +1t), entonces 3;(0) =

%(t) =Ty
0

w(50(0),0) — u(3s(—t), —t) = ct + / L(Gu(s),Auls), ) ds
- (4.32)

— [ (L6 5us). ) ) ds

—t
asi 4, es una curva (u, L, ¢)—calibrada.

Como las curvas 7; son minimizantes, por la Compacidad a priori 4.4.6 existe
un subconjunto compacto K; C TM x S! tal que para toda s € [—t,0] y para
todat>1

(34(5), 34(s), 5) € K.
Mas ain, como
#s(3(0),7(0), 0) = (34(5), % (5), ).
tenemos que los puntos (3:(0),7:(0),0) € K, para todo t, entonces podemos

encontrar una sucesién de tiempos t,,  +oo tal que

(36,(0),%,(0),0) = (z,%,(0),0)
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tiende a (,v,t) cuando n tiende a infinito.

Por otro lado, si consideramos la 6rbita negativa de (z,v4,0), es decir,
0s(T, v, t) para todo s < 0, la cual es de la forma (7% (s),3*(s),s) don-
de 4* : (—00,0] — M es una curva minimizante con 7*(0) = z.

Maés atn si ¢’ € (—o0, 0] es fijo, para n suficientemente grande la funcién

S (:Ytn (5>7 }Ytn<s>7 5) = Sps(:ytn (O)> }th (0>7 O)

estd definida en [t',0] y por la continuidad del fluyjo de Euler-Lagrange es-
ta sucesién converge uniformemente sobre el intervalo compacto [/,0] a la
transformacion

s > 0s(T, Voo, t) = (Y2 (5),3%(5), 5).

Asi, al tomar el limite cuando ¢ tiende a infinito en la igualdad (4.32) obte-

nemos

0
i 0) = uly (€),8) ==t + [ L7 (5,47 (6),5) ds.
t/
Por lo tanto v* es una curva (u, L, c)— calibrada. O

Si u(x,t) = T, u + ct, podemos garantizar la existencia de una curva ca-
librada, es decir, existe una curva calibrada siempre que u estd dado como el
semigrupo de Lax-Oleinik. Para garantizar la existencia de una curva calibra-
da donde u no posea alguna dependencia, vamos a dar uno de los principales

resultados de la tesis.

4.4.8 Teorema. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1)—(P4)
en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado, que satisface la

hipdtesis (P5). Si una funcién continua v : M x S' — R es solucidn de
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viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
u(z,t) + H(x,dyu(x, t),t) = c. (H-J)
entonces es solucion KAM-débil, es decir

(1) uw < L+c.

(2) Para cada (x,[s]) € M x S' existe una curva v* : [—00,0] — M,

(u, L, c) — calibrada y tal que 4" (0) = x.

Demostracion: Sea u una solucién de viscosidad, en particular es sub-
solucion de viscosidad luego por la Proposicién 4.3.1 tenemos que u esta
L + c—dominada.

Por otro lado, definamos v(z) = u(z,0) y W(z,t) = T, v(z) + ct la cual es
solucién de viscosidad por el Teorema 1.2.2, entonces por la Proposicion 4.4.7
tenemos que existe una curva (W, L, ¢)—calibrada, v* tal que 4*(0) = . De-
bido al teorema de unicidad 3.0.4 tenemos que la solucion de viscosidad es
unica, es decir

Wiz, t) = u(z,t).

Con lo que existe la curva v*, (u, L, ¢)—calibrada, y por lo tanto W es pe-

riddica. Por lo tanto w es una solucién KAM-débil. O

Si u es una solucién de viscosidad, demostramos que u estd dominada
y que existe una curva (u, L, c)—calibrada, con estos resultados podemos
establecer finalmente la equivalencia de las soluciones KAM-débiles y las

soluciones de viscosidad, este es el resultado principal de nuestra tesis.
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4.4.9 Teorema. Sea L un lagrangiano que satisface las hipdtesis (P1)—(P4)
en una variedad compacta M y H el hamiltoniano asociado, que satisface la

hipdtesis (P5). Una funcion continua u : M x S' — R es una solucidn

KAM-débil de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
u(z,t) + H(x,dyu(x, t),t) = c. (H-J)
sty solo si es una solucion de viscosidad.

Demostracion. Supongamos que u es solucién KAM-débil de (H-J), por el
Teorema 4.0.1 tenemos que cualquier solucién KAM-débil de tipo negativo
es solucién de viscosidad. De la Definicién 1.1.5 tenemos que si u € STUS™
es solucion KAM-débil, asi concluimos que u es solucién de viscosidad.
Reciprocamente, supongamos que u es solucién de viscosidad, por el Teo-
rema 4.4.8 se sigue que u es solucién KAM-débil. Con lo que se demuestra

la equivalencia de las soluciones. O

Es bien sabido que la equivalencia de las soluciones KAM-débiles y las
soluciones de viscosidad para hamiltonianos autéonomos es vélida y con el
resultado anterior demostramos que la equivalencia sigue siendo vélida para

hamiltonianos no-auténomos.
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Conclusion

En el libro de Fathi [0], se demuestra la equivalencia entre las soluciones
KAM-débiles y de viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi autéonoma.

Es natural cuestionarse que sucede con lagrangianos y hamiltonianos de-
pendientes del tiempo, si al considerar la parte temporal, la equivalencia
entre dichas soluciones se satisface.

Al retormar los resultados del libro de Fathi, no fue posible adaptarlos
al caso no-auténomo, ya que en este caso se necesitan hipdtesis adicionales
sobre el lagrangiano y el hamiltoniano, las cuales encontramos al estudiar
algunas propiedades de las soluciones KAM-débiles y de viscosidad.

En conclusion, si el lagrangino satisface las hipétesis (P1) — (P4) y el
hamiltoniano asociado H satisface la hipdtesis (P5) las soluciones KAM-

débiles y de viscosidad son equivalentes.
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Apéndice A
Apéndice

Sea p una medida en un espacio medible (X,3) y M(L) el conjunto
de probabilidades de la o-4lgebra de Borel de TM x S! que tienen soporte

compacto y que son invariantes bajo el flujo de Euler- Lagrange ¢;.
A.0.1 Definicion. Definamos el soporte de 1 como
supp = {A € X : u(A) > 0}.
A.0.2 Definicién. La accion de pp € M(L) estd definida por
Aulp) = [ L dp

A.0.3 Definicion. Dado f : X — X decimos que p es una medida in-

variante del espacio medible (X,Y) si

A.0.4 Definicién. Una medida es ergodica si los unicos conjuntos inva-

riantes son los que tienen medida total o medida cero.
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A.0.5 Definicién. Una k-forma diferenciable es una asociacion que a
cada punto p € M le asigna una forma k—lineal alternante en T,M, n,, es
decir
mp: (L,M)" — R
es una forma multilineal tal que
Np(V1,y ..oy, 05, o) = (=1)np(vr, .o 05,05, 0L, V)

para toda p € M.

A.0.6 Notacion.
Ap(M) = {k — formas diferenciales en M} (A.1)

A.0.7 Definicién. Una forma diferencial w € A,.(M) es cerrada si su

deriwada exterior es cero, es decir, dw = 0.

A.0.8 Definicién. Una I-forma diferencial w € A.(M) es exacta si existe

una funcion suave n € A,_1(M) tal que dn = w.

A.0.9 Definicién. Definamos la clase de cohomologia de De Rham de

la siguiente manera
HY(M;R) := {1 — formas cermdas}/{l — formas exactas}.

A.0.10 Definicion. Si F' es una funcion real valuada en un conjunto U que

alcanza su punto minimo y maximo en U, entonces

argmin F(v) = {v* e U : F(v*) < F(v),Yv € U},

vel

argmax F(v) ={v" e U: F(v) < F(v"),Yv e U}.

velU
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A.0.11 Definicion. Sea L un lagrangiano, definimos la transformada de

Legendre L :TM xR — T*M x R asociada o L dada por

Lz, v,t) = (x,g—i(x,v,t)) . (A.2)
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