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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

Dentro del control estocéastico hay dos criterios a horizonte infinito en el que se enmarcan los
problemas de control éptimo: Estos son por un lado los criterios descontados, y por el otro, los
criterios de promedio ergédico. Esta ampliamente reconocido que estos dos criterios se comportan
de manera diferente aunque ambos son complementarios; por ejemplo los criterios descontados
concentran su desempeno en los periodos de tiempo tempranos, ya que la ganancia (o el costo)
disminuye a largos periodos de tiempo; en el caso de los criterios de promedio ergddico estos se
determinan por el comportamiento asintético que no toma en cuenta intervalos finitos de tiempo.

La relacion entre criterios descontados y promedios ha sido estudiada principalmente a través
de los multicitados teoremas Abelianos, relacionando un funcional promedio con su correspon-
diente transformada de Laplace. Un problema que resolvemos en esta tesis es el de proporcionar
condiciones que garanticen la aproximacion a través de ganancias descontadas con restricciones
en costos descontados, hacia la contraparte formada por la ganancia promedio con restricciones
en costos promedios. Este método de aproximacion se conoce como método descontado desvane-
cente y ha sido aplicado para estudiar una amplia variedad de sistemas controlados (véase las
referencias que se citan en [22]).

El presente trabajo de tesis trata sobre los procesos de control markoviano a tiempo discreto
con restricciones en espacios Borel medibles. El criterio para optimizar estos procesos es a través
de la ganancia esperada promedio y la ganancia descontada promedio sujeto a restricciones sobre
un numero finito de costos esperados promedios y costos descontados promedios, respectivamente.
Estos problemas aparecen en diversas ramas de las matematicas y también forman una clase
importante de problemas en control estocastico con aplicaciones en distintas dreas, incluyendo
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economia, lineas de espera, procesos epidemioldgicos, etc., para ello se puede consultar [4, 10,
16, 28], asi como los libros [1, 2]. El articulo de Dufour y Stockbridge [8] considera problemas de
control con restricciones para una clase de problemas de control markoviano a tiempo continuo
con el criterio de costos descontados. Debemos mencionar también que Chen y Feinberg [6],
Chang [5] y Lyer y Hamachandra [23] han realizado estudios sobre lo anteriormente descrito.
Una caracteristica comtun de todos estos trabajos es que todo ellos conciernen a los Problemas
de Control Markoviano con criterios de descuento y en estados de espacio finitos.

Hay varias técnicas para analizar los problemas con restricciones. La més comun es la técnica
conocida como método directo (vedse, entre otros, [1, 4, 11, 17, 18, 24, 27]). En este método la
idea es usar medidas de ocupacion para transformar el problema con restricciones original en un
problema de optimizacion equivalente, definido sobre un espacio de medidas adecuado, para asi
poder usar el resultado conocido de que una funcién semicontinua inferior (resp. semicontinua
superior) sobre un espacio topolégico compacto, alcanza su valor minimo (resp. valor méximo).
Un segundo método se basa en el uso de técnicas de la programacidn lineal (por ejemplo, se pueden
citar [1, 14, 17, 27]), en donde se introducen espacios vectoriales de medidas y funciones sobre
los cuales el problema original se puede expresar como un programa lineal. Mas atn, podemos
reescribir el problema con restricciones como un programa convexo, o bien, como un problema
de control de Markov sin restricciones usando métodos analitico-convexos o por multiplicadores
de Lagrange (ver, por ejemplo, [3, 13, 26, 27, 33]). Nuestro trabajo de tesis utilizard en parte
esta técnica como describimos mas abajo.

Por otro lado, las técnicas de vanishing (o desvanecimiento) descontadas es un procedimiento
general para resolver los problemas de control 6ptimo de ganancia y costos esperados promedio
a través de problemas a-descontados cuando el factor de descuento a tiende a uno. En este caso,
bajo las hipétesis adecuadas, se puede probar que el limite de las politicas éptimas a-descontadas
son también 6ptimas para el caso promedio esperado. La aproximacién descontada desvanecente
ha sido ampliamente aplicada para los modelos de control a tiempo discreto; podemos mencionar
los articulos [7, 9, 10, 15, 32]. Para problemas con restricciones a tiempo continuo se puede
consultar [15, 29].

El aporte de esta tesis consiste en introducir dos métodos para calcular politicas 6ptimas con
restricciones para el problema promedio descontado y esperado, es decir, cuando la funcion de
costo es dominada por otra funcién (en particular una constante). Para deducir los resultados de
optimalidad para el caso descontado, usamos técnicas de multiplicadores de Lagrange que con-
ducen a ciertas familias paramétricas de ecuaciones de optimalidad descontadas sin restricciones.
Posteriormente, basados en la teoria de programacion dinamica asi como el uso del calculo dife-
rencial elemental, obtendremos un multiplicador de lagrange que es punto critico de una funcién
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de optimalidad descontada sin restricciones, asi como una familia de politicas éptimas de control
asociadas a esta funcién de optimalidad en dicho punto critico, que en consecuencia, resultaran
ser politicas 6ptimas para nuestro problema original descontado con restricciones. Posteriormen-
te, la aproximacion descontada desvanecente nos proveera una prueba elemental de la existencia
de politicas éptimas para el problema con restricciones promedio esperado. De aqui, obtenemos
la solucién al problema con restricciones esperado (PRE). Cabe mencionar que el presente tra-
bajo es una extension para el caso de cadenas de Markov a tiempo discreto, de los resultados
obtenidos en [22] para difusiones controladas con restricciones. En dicho trabajo, los autores
utilizan las propiedades del espacio topolégico compacto de las politicas aleatorizadas como lo
es la convergencia de politicas asi como propiedades de elipticidad uniforme, condiciones de tipo
Lipschitz, etc. que determinaran propiedades de regularidad del modelo. En nuestro trabajo de
tesis prescindimos de estas propiedades, sin embargo mantenemos la W-ergodicidad geométrica.
También hacemos notar que en esta tesis se resuelve el problema con restricciones promedio
esperadas imponiendo hipdtesis més generales y menos restrictivas que las dadas en los trabajos
previos 24, 25|, y ademads, de acuerdo a nuestro conocimiento, el andlisis propuesto en esta tesis
es original y no ha sido previamente estudiado en el contexto de los problemas de control de
Markov a tiempo discreto.

1.2. Resumen

El material en esta tesis estd organizado como sigue: En la continuacién de este capitulo
introducimos todos los conceptos esenciales para los modelos de control de Markov (Seccién 1.3
y seccién 1.4).

En el capitulo 2 enunciamos algunas de nuestras principales hipétesis con las que trabajaremos
el resto de la tesis, asi como los criterios de optimalidad y estableceremos el problema de control
descontado con restricciones de costo. En el capitulo 3 damos un método basado en los multi-
plicadores de Lagrange bajo el cual las ecuaciones de optimalidad para el problema de control
descontado con restricciones son equivalentes a las ecuaciones de optimalidad para el problema
sin restricciones.

En el capitulo 4 consideramos el estudio de las ecuaciones de optimalidad para el problema
promedio esperado con restricciones. Para este proposito, aplicamos la aproximacién descontada
desvanecente al problema descontado sin restricciones asociado (el cual depende por supuesto,
de los multiplicadores de Lagrange); de aqui, haciendo tender ciertos factores de descuento a
uno, obtendremos que el limite de una sucesién de “multiplicadores deseado” resolveran nuestro
problema ergodico promedio con restricciones.

Finalmente, en el capitulo 5 ilustramos los resultados mediante un sistema cuadratico lineal LQ.
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1.3. Preliminares
Definicién 1.3.1 Un modelo de control de Markov con restricciones es un sexteto
(X, A {A(x) -z € X},Q,¢,7),

donde X es el espacio de estados y A es el espacio de control o conjunto de acciones, siendo ambos
espacios medibles de Borel polacos, con B(X) y B(A) las o-dlgebras de Borel correspondientes.
{A(x) : x € X} es una familia no vacia de subconjuntos A(z) € B(A), donde A(x) es el conjunto
de acciones admisibles dado el estado x € X. Ademds Q = {Q(B|z,a) : B € B(X), (z,a) €
X x A}, la ley de transicion entre estados es un kernel estocdstico en X dado (X, A). Las
funcionesr : X x A >R yc: X x A — R son medibles y corresponderdan a las llamadas funcion
de ganancia y funcion de costo, respectivamente.

Denotamos por
K:={(z,a)] v € X, a € A(z)}, (1.3.1)

como el conjunto de pares de estados y acciones admisibles, el cual es un subconjunto medible de
X x A. Con esta notacion, tenemos que la funcién de ganancia y costo seran funciones medibles
r:K—=Ryc:K— R, respectivamente.

Definicién 1.3.2 Consideremos el modelo de control de Markov en la Definicion 1.3.1. Para
cada f=0,1,..., definimos el espacio H; de historias admisibles al tiempo t como Hy := X, y
Ht::KtXX:KXHt_h t:1,2,...,

donde K es el conjunto definido en (1.3.1). Los elementos h, de H; se llaman t-historias admi-
sibles, o simplemente, t-historias, y constituyen arreglos de la forma

ht = (*1.07 g, ooy Tp—1, Qg—1, xt)7
donde (x;,a;) € K parai1=0,...,t—1, z, € X. Para cada t, H; es un subconjunto de
H=XxA)'xX=XxA)xH_, t=12,...,

con Hy := Hy = X. Ademds denotaremos por H ., := (X x A)>~.
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Definicién 1.3.3 Sea F el conjunto de todas las funciones de decision o funciones selectoras,
es decir, f : X — A satisface f(x) € A(z) para toda x € X. También denotaremos por ®4 al
conjunto de kerneles estocdsticos ¢ sobre A dado X, para los cuales o(A(x)|z) = 1. Una funcion
selectora f € F puede ser identificada con el kernel estocastico ¢ € ®4 para el cual p(-|z) es la
medida de Dirac concentrada en f(x) para toda x € X. De aqui, al hacer esta identificacion,
tenemos que F C ®,.

Asumiremos que F es no vacio, o equivalentemente, que el conjunto K contiene la grafica de
una funcion medible de X a A. Esta hipdtesis permitirda que el conjunto de politicas de control
definidas abajo sea no vacio.

Definicién 1.3.4 Una politica de control (aleatorizada) es una sucesion m = {m} de kerneles
estocdsticos m; sobre A dado H; tal que

m(Axy)|he) = 1,

para cada t-historia hy = (xg,aq,...,T_1,a;-1, ;) en H;. Denotaremos por Il al conjunto de
todas las politicas de control. Mds ain, una politica de control m = {m;} se dice ser una

(a) politica Markov aleatorizada si existe una sucesion {y} de kerneles estocdsticos @y € @y tal
que
7Tt<'|ht) = g0<|$t) \V/ht € Ht, t e N(),

donde Ny :={0,1,2,3...}.
(b) politica estacionaria (aleatorizada) si existe un kernel estocdstico p € O tal que

T (-|he) = @(-|z;) Vhy € Hy, t € Ny;

(c) politica determinista estacionaria si existe una funcion selectora f € F tal que 7(-|hy) es la
medida de Dirac en f(x;) € A(x;) para cada hy € Hy, t € Ny.

El conjunto de todas las politicas de Markov aleatorizadas se denotara por IIz;,. El conjun-
to de politicas estacionarias es denotado por ®,. También F denotara el conjunto de politicas
estacionarias deterministas. Notemos que F C &, C Ilgy C II. Si 7 = {¢} es una politica
estacionaria, la denotamos por m = (.
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1.4. La construccion canonica

Sea (2, F) el espacio medible (canénico) que consiste del espacio © := (X x A)® y F
la o-dlgebra producto correspondiente. Los elementos de €2 son sucesiones de la forma w =
(xo, a9, x1,0a1,...) con z, en X y a, en A para todan =0,1,...; las proyecciones x,, y a, de 2 a
los conjuntos X y A son llamados las variables de estado y control (o acciones), respectivamente.
Observemos que §) contiene al espacio H, := K> de historias admisibles (xz¢, ag, 1, a1, ...) con
(T, an) € K para cada n € Ny. Ademds, dada una politica arbitraria en I, podemos construir
un espacio de probabilidad (2, F, P[), asi como un proceso ({(z, a;)}) safisfaciendo el siguiente
teorema.

Teorema 1.4.1 Sea (2, F) un espacio medible con Q@ = (X x A)*® donde F la o-dlgebra pro-
ducto correspondiente. Sea m = {m} una politica de control, v una medida de probabilidad so-
bre (X,B(X)), llamada la distribucion inicial. Entonces eziste una unica medida de probabili-
dad PT sobre (Q,F), asi como sendos procesos estocdsticos {x}, {a:} (el proceso de estados
y el proceso de acciones o control, respectivamente) tal que PT(H) = 1 y ademds para toda

i) P (zo € B) =v(B)
ii) Pf(at < C’ht) = 7Tt(0|ht> P;r C.S.
iii) P;T(I'prl < B[ht,at) = Q(B\xt,at) P;r C.S.

Demostracién Véase [19, Proposicién C.10 y observacién C.11]. m

Observaciéon 1.4.1 La siguiente notacion es estandar y la emplearemos en el resto de la tesis.

(a) El operador esperanza con respecto a PT es denotado por ET. Siv se concentra en el estado
inicial v € X, luego escribimos P y B como Pl y Pr, respectivamente. Mds atin, sim = ¢

es una politica estacionaria, luego denotaremos P y ET como P? y EY, respectivamente.

(b) Sea ¢ € ®g un kernel estocdstico sobre A dado X, ¢ yr las funciones costo y de ganancia,
y Q la ley de transicion. Luego definimos, para cada x € X,

cy(x) = /c(x,a)@(da\x), ro(x) = /r(x,a)go(da\x), (1.4.1)

A A
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Qulfo) 1= [ Qle,a)e(dala). (1.4.2)

En particular, para una funcion f € F, las ecuaciones anteriores se convierten en
es() = e, f(@)), r4(x) = (2, f(@), y Qp(Blz) = Q(Bla, f(x)). (1.4.3)

(c) Sea m = ¢ una politica estacionaria. La probabilidad de transicion en el n-ésimo paso serd
denotada por (), esto es

Q,(Bl|z) == P{(v, € B), n €Ny, B € B(X), € X,

con QL(-|z) == Qu(-|z), QL(-|x) = b, la medida de Dirac concentrada en el estado inicial
x. Ademds, podemos escribir Q7 recursivamente como

QY(Blz) = / Qu(Bly)Q" (dylx) (1.4.4)

_ / Q (Bly)Qu(dyla). n > 1.
X

En la siguiente proposicién, veremos que si se escoge una politica de Markov aleatorizada
entonces el proceso de estados es de Markov.

Proposicién 1.4.1 Sea v una distribucion inicial en (X,B(X)). Si m = {¢1} € Uy es una

politica de Markov aleatorizada, entonces el proceso {x:}°, de estados es un proceso de Markov

no homogéneo con kerneles de transicion {Q,, (")}, donde Q,,(Blx) = [ Q(B|z,a)pi(dalx),
A

VB € B(X), v € X. Es decir

P?(z41 € Blag, 21, ..., 2) = PP (21 € Blay) = Qo (Blxy).

Demostracién Para una prueba de la proposicion 1.4.1 véase [19, pag. 19-20]. =

En particular, para politicas estacionarias tenemos la siguiente propiedad.
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Proposicién 1.4.2 Sea v una distribucion inicial en (X, B(X)). Sim = {p} € ® es una politica

de Markov estacionaria aleatorizada, entonces el proceso {x;}°, de estados es un proceso de

Markov con kerneles de transicion {Qu(+]-)}i2,, donde Q.(Blz) = [Q(B|z,a)¢(dalz), VB €
A

B(X), z € X. Es decir
P?(xy11 € Blxo, 21, ..., 3) = PP (2441 € Blay) = Qu(Blxy).

1.5. Normas de peso W

Sea X un espacio métrico, y sea B,(X) el espacio de Banach de las funciones medibles,
acotadas y real-valuadas u en X, con la norma del supremo

[ull := sup [u(z)|.

rzeX

Sea ademéds Cy(X) el subespacio cerrado de B, (X)) de todas las funciones continuas acotadas en
X.

Supongamos también que W : X — [0,00) denota una funcién medible dada, la cual serd
referida como la funcion de peso, donde 6 > 0. Si u es una funciéon real valuada en X, definimos
su W-norma como

[ullw = sup [u(x)| /W (z).

zeX
Notemos que si W es la funcién constante 1, W(-) = 1, luego la W-norma coincide con la norma
del supremo.
Una funcién u se dice ser acotada si ||u]] < oo y W-acotada si ||u|lw < oo. En general, la funcién
de peso W serd no acotada, aunque evidentemente es W-acotada, ya que ||W|w = 1. Por otro
lado, si u es una funcién acotada, luego esta es W-acotada pues como W > 0 luego

1
l|lullw < EHUH < oo Yu € By(X). (1.5.1)

Sea By (X) el espacio lineal normado de funciones medibles W-acotadas u sobre X. Este
espacio también es de Banach ya que si {u,} es una sucesién de Cauchy con la W-norma, luego
{u, /W} es una sucesién de Cauchy con la norma del supremo; de aqui, como By,(X) es un espacio
de Banach, uno puede deducir la existencia de una funcién u en By, (X) que sea el W-limite de
{uy}. Combinando este hecho y 1.5.1 obtenemos:
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Proposicién 1.5.1 (Bw (X),| - |lw) es un espacio de Banach.

Observaciéon 1.5.1 Notemos que el espacio normado (By(X), || -||) estd inmerso continuamente
en (Bw (X), [ - [[w)-



Capitulo 2

Control descontado con restricciones de
costo

2.1. Introduccion

En esta capitulo probamos la existencia de politicas 6ptimas para el problema descontado con
restricciones, que estableceremos en la definicién 2.4.2 mas adelante. El método que utilizaremos
serd la aplicacién de la técnica de los multiplicadores de Lagrange, que permitira obtener una
familia paramétrica de ecuaciones de optimalidad asociadas a problemas de control descontado
sin restricciones. Posteriormente, mediante técnicas de programacién dinamica y argumentos de
calculo elemental obtendremos politicas éptimas de control para los problemas sin restricciones,
las cuales resolveran el problema original de control con restricciones. Precisando, encontraremos
un multiplicador adecuado A* y resolveremos el problema de control 6ptimo asociado al problema
sin restricciones indizado por el multiplicador \*, de tal forma que la politica 6ptima que resuel-
ve este problema sin restricciones también resolvera nuestro problema inicial con restricciones.
A continuacién introduciremos nuestra hipdtesis fundamentales, y definiremos las funciones de
ganancia y costo descontados.

2.2. El modelo de control descontado con restricciones

Vamos a introducir los siguientes conjuntos de hipdtesis. La primera, hipotesis 2.2.1, consiste
en condiciones estandares de continuidad y compacidad. La segunda, hipdtesis 2.2.2, usa una
funciéon de peso W para imponer condiciones de crecimiento sobre las funciones de costo y
ganancia (véase [12, 20, 30]).

10
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Hipdtesis 2.2.1 Para cada estado x € X:
a) A(x) es un subconjunto compacto de A;
b) La funcion de costo c(x,a) y la funcion de ganancia r(x,a) son continuas en a € A(z);

c) La ley de transicion Q es continua en a € A(x), esto es, el mapeo

a»—>/ Q(dy|x,a)

es continuo en A(x) para cada funcion medible acotada sobre X.

Hipétesis 2.2.2 Existe una funcion medible W > 1 en X, una funcion medible acotada b(-) > 0,
constantes no negativas M, 3, con B < 1, tales que:

(a) |r(z,a)| < MW (z), |e(z,a)] < MW (x) para cada (z,a) € K;
(b) fW Q(dy|z,a) es continua en a € A(x); y

(c) fW Q(dy|z,a) < BW (z) + b(x) para cada x € X.

Definicién 2.2.1 Sea 0 < a < 1 un factor de descuento. La ganacia promedio descontada y
el costo promedio descontado dada una politica m € 1l y el estado inicial x € X se definen
respectivamente por

Volz,m, 1) == ET

Za c(xy, az ] ) (2.2.1)

Zarxt,at], y Volz,mc):=E]

Para probar que las funciones descontadas V,, (-, ,7) y V4, (-, 7, ¢) pertenecen al espacio By (X),
requerimos del siguiente lema.
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Lema 2.2.1 Para cada politica w € 11, estado inicial x € X, t=10,1,..., se tiene que
b

donde b := sup b(z).

rzeX

Demostracién Por la condicién (iii) del teorema 1.4.1 y la condicién (c) de la hipétesis 2.2.2,
se tiene que para cada t =0,1,...,

EX W (x441)|xe, a) = /W Q(dy|zs, ar) < BW (xy) + b. (2.2.3)

Tomando esperanzas en ambos lados de la igualdad (2.2.3) se tiene que
Por un proceso inductivo, la desigualdad (2.2.4) implica necesariamente (2.2.2). =

Proposicién 2.2.1 Las funciones V, (-, 7,r) y Vo (-, m, ¢) pertenecen al espacio By (X) para cada
m € 11, de hecho, para cada estado inicial v € X,

ilég Vo (z,m,r)| < M(a)W(x), (2.2.5)
Y
ilelg Vo(z,m, )| < M(a)W(z), (2.2.6)

con M(a) .= M [kla,@ + (1fa)b(175)} , donde M, 3,b(+) son las constantes y la funcion que aparecen

en la hipdtesis 2.2.2, donde b := sup b(z).
reX

Demostracién Probemos el resultado para V,,(z, 7, 7). De la hipdtesis 2.2.2 y del lema 2.2.1

se tiene
|7 x7r7“|<ZatME“ (z;) < M Z (ﬁtW +$>:
B W (x) b N .
- [1—aﬂ+(1—a)(1—6)}§M< W,

M(a) =M L _1a5 + (1— a)b(l - 5)} '
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2.3. La ecuacion de Poisson a-descontada

La siguiente proposicion da una caracterizacién para la ganancia y el costo a-descontado,
respectivamente, cuando consideramos politicas estacionarias aleatorizadas ¢ € ®, y que en el
marco de esta tesis, diremos que se satisface la ecuacidn de Poisson a-descontada (2.3.1).

Proposiciéon 2.3.1 Sea v : K — R una funcion medible que satisface condiciones similares
a las dadas para v y c en las hipotesis 2.2.1 y 2.2.2. Luego, para cada politica estacionaria
aleatorizada ¢ € ® la funcion a-descontada asociada V, (-, p,v) pertenece al espacio normado
Bw (X)), y satisface la ecuacion

h(z) = v,(z) + a/h(y)Qw(dy\a:) para cada v € X. (2.3.1)

Reciprocamente, si alguna funcién h € By (X) satisface (2.3.1), entonces necesariamente h(zx) =
Valz, @, v) para cada v € X.

Antes de probar la proposicién demostraremos el siguiente lema de caracter técnico.

Lema 2.3.1 Para cada funcion h en By (X) y para cada t =0,1,..., se tiene

h(z¢41) /E h(x)Qy(dz|z). (2.3.2)
X

Demostracién Usando el Teorema de Fubini y la relacién (1.4.4), obtenemos

E¢h() = / W) QL (dyl) = / hy) / Q' (dy]2)Q,(dz|2)

X X

= [ | [ m@ianto| @utzie) = [ B2 @uizlo)

X

A continuacién demostramos la proposicion 2.3.1
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Demostraciéon Sea ¢ € ® una politica estacionaria aleatorizada. Por definicion de la funcién
descontada V,,(z, ¢, v)

Volz, p,v) = E?

Z atvw(:ct)] = (2.3.3)

t=1

Z v (zy, gp)] = v,(z) + EY
=0

BZY o' tug(a))

t=1

= v,(z) + o

Y

con

V() = /v(x,a)go(da|x).

A
Por el lema 2.3.1,
Efv,(z,) = / v, (20-1)Qy(dz]1) (2.3.4)
X
Sustituyendo (2.3.4) en (2.3.3) se tiene que
Valz,0,0) = v,(x) +a Z ' Efv, (1) (2.3.5)
=0

= wlo)+adal [ B, @)Qu(dsd)

= v,(x) +

/ iatﬁ;% xt)] Q.(d=|)
/

= )+a | Ef

Za V(T ] Q,(dz|x)

X
= +0z/Va 2,0,0)Qu,(dz|x).
X

Asi pues, V,(z, p,v) satisface la ecuacién (2.3.1). Reciprocamente sea h una funcién en By, (X)
satisfaciendo (2.3.1). Teniendo en mente la hipétesis 2.2.2, integrando (2.3.1) respecto a Qf,(dz|z),
obtenemos

[ Qs = [ +a [ | [nwQule)]| Qs 230

X
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Por Fubini y por la relacién (1.4.4), la ecuacién (2.3.6) toma la forma

[ r@Qudsle) = [uta)Qbdsl) +a [ QL dsl),

X X X

lo que equivale
E?h(x;) = Efvy(zy) + aEfh(z41) paratodot =0,1,.... (2.3.7)
Multiplicando por o' a la ecuacién (2.3.7 ), se tiene
' E?h(z;) = o' Efv,(x) + oM EPh(24,) paratodot=0,1,....

Sumando término a término estas ecuaciones desde ¢t = 0 hastat =n—1 con n > 1, y cambiando
z por x obtenemos

n—1 n—1 n
E? Z o'h(xy)| = E? Z avg(zy) | + EY Z +ath(a:t)] :
t=0 t=0 t=1
que al reducir términos, toma la forma
n—1
h(z) = E? Z avg(xy) | + a"Efh(zy). (2.3.8)
t=0
Como ,
(B¢ h(,)] < Illw EEW () < [IBllw (mw(m) n ﬂ)

se tiene que

la"E¢h(z,)] < o™||h||w (W(m) + %) —0

cuando n — oo. Haciendo tender n — oo en (2.3.8) obtenemos
h(z) = Z E?vy(zy) = Vo(z,¢,v) para todo z € X,
=0

es decir h(+) coincide con V, (-, p,v) tal y como queriamos probar. m
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Hipoétesis 2.3.1 Para 0 < a < 1, consideremos una funcion medible 6, : X — R, tal que
0,(-) € By (X), la cual llamaremos la funcién de restriccién, es decir

6o ()] < [[ballw W (z) (2.3.9)

para cada x € X.

Definicién 2.3.1 Sea 0,(-) una funcion de restriccion satisfaciendo la hipdtesis 2.3.1. La res-
triccion total esperada a-descontada cuando el controlador usa la politica w € 11, dado el estado
micial x € X, se define como

Ou(z,m) = (1 —)ET

i atﬁa(xt)] . (2.3.10)

Observacién 2.3.1 La funcion 0,(-,7) € By (X) para cada © € II. Mds ain, fijando x € X
tenemos que

sup Bz, m)| < L= PallwM (@)
mell Wi

donde M(«) es la constante dada en la proposicion 2.2.1 y M es la constante dada en la hipdtesis
2.2.2. En efecto, de (2.2.2) en el lema 2.2.1

W (z). (2.3.11)

B )] = (1~ )BT D atl(e)| < (1= ) D 00l ETW () <
< (-l ot (W) + 125 ) = A=l |2 + | <
! ) (1= ) M (o)

< (- a)lfulw | ey = Bl

1—aB  A—a)1-5)

Similarmente a como se demostré en la proposicién 2.3.1, podemos probar la siguiente:
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Proposicion 2.3.2 Sea 0 < a <1 y 0, : X = R una funcion de restriccion satisfaciendo la
hipdtesis 2.3.1. Entonces para cada politica estacionaria aleatorizada ¢ € ® la restriccion total
esperada a-descontada x — 0,(x, @) estd en By (X) y satisface la ecuacion

h(z) = (1 —a)f,(x) + a/h(y)@w(dykr) para cada x € X. (2.3.12)

Reciprocamente, si alguna funcion h € By (X) verifica (2.5.12), entonces necesariamente h(z) =
Ou(z, ) para cada z € X.

2.4. El problema descontado con restricciones (PDR)
Definicién 2.4.1 Para cada factor de descuento 0 < o < 1, supongamos que se tiene un estado
inicial x € X y una funcidn de restriccion 0,(-) € Bw (X) . Definimos el conjunto

Fo, ={mell: Vy(z,m,c) < ga(Q?,W)}. (2.4.1)

Observacion 2.4.1 Dado un punto fijo v € X, podemos suponer que Fy es no vacio para
evitar situaciones triviales. Un caso muy particular consiste en considerar a 0,(-) una funcion
constante, es decir, 0,(y) = 0, para cada y € X, donde 0, se puede elegir de tal forma que

Opmi(x) == Inf Vo (2,7, ¢) < by < 0o max(2) :=sup Vo (z, 7, c). (2.4.2)
mell mell

En este caso, 0,(y, ™) = 0, para cada y € X, y el conjunto Fg. es no vacio, con
b, =imell: Vo(z,mc) < b}

Bajo nuestras hipdtesis, podemos probar que las funciones Oomm(), Gamax(-) € Bw(X), son
medibles y satisfacen las ecuaciones de optimalidad

Braniny) = it |cly.) +0 [ bun(QUdzly,0) | (243)
! B X
y ademas )
Branis() = x| c(3.0) + @ [ Bns()Qeely. )| (244)
a€A(y
X

para cada y € X (véase, por ejemplo [20, Seccion 8.3]).
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A continuacién establecemos el problema descontado con restricciones (PDR).

Definicién 2.4.2 (El problema descontado con restricciones (PDR).) Decimos que una
politica 7 € 1 es a-6ptima para el PDR con estado inicial x € X, si 7" € Fy , y ademds

Volz, 7%, 1) = sup V,(x,m, 1), para cada x € X. (2.4.5)

7r€.7:g'a

En este caso, Vi (x,r) = Vo(x, 7%, 1) se llama la ganancia a-descontada dptima para el PDR con
estado inicial x.



Capitulo 3

Aproximacién por multiplicadores de
Lagrange

3.1. Introducciéon

En este capitulo usamos técnicas de multiplicadores de Lagrange y de programacion dinamica
para transformar el PDR original en un problema descontado sin restricciones parametrizado por
una familia de multiplicadores de Lagrange. Para este proposito, tomemos A < 0 y consideremos
la funcién de ganancia generalizada
rM(x,a) = 7r(z,a) + Ne(z,a) — (1 — a)fy(z)]. (3.1.1)

«

Notemos que (-, -) satisface condiciones similares a aquellas que satisfacen las funciones de
costo ¢(+, ) y la funcién de ganancia r(-, -) en las hipétesis 2.2.1 y 2.2.2. Usando la misma notacién
que en (1.4.1) de la observacién 1.4.1, podemos escribir para cada politica ¢ € ® aleatorizada y

estacionaria
rg#,(a:) = ry(r) + Aep(r) — (1 — )b (x)]. (3.1.2)

Ademds, observemos también que r, (-) € By (X). En efecto,

o @] < Irp(@)] + Mlep(@)] + (1 = a)[A][0a ()]
< MW (z) + MW () + (1 = ) |A[a]lw W ()
< (M A+ M+ (1= a)[Mlbalw)W (z) = NaW (@), (3.1.3)

donde N2 := M + M|\ + (1 — )| M|0a|lw, ¥ M es la constante que aparece en la hipétesis 2.2.1.

19
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3.2. El problema descontado sin restricciones (PDSR)

De manera semejante a como se definieron las ganacias y costos descontados, definimos para
cada x € X, y para cada politica 7 € II,

Va(aj,ﬁ,rg) = E7

Zatrg(xt,at)] : (3.2.1)

Observacién 3.2.1 Notemos que
Valz,m,r0) = Valz,m,r) + X [Valz, 7, ¢) — Ou(z, )] para todo x € X, 7 € IL. (3.2.2)
De aqui, por la proposicion 2.2.1 y por la relacion (2.3.11) en la observacion 2.5.1, obtenemos

sup | Vo (z, m,73)| < MAW (2), (3.2.3)

mell

con M = M(a)[1 + |\ + (1 — @)|\||0a||w/M], donde M () es la constante definida en la
proposicion 2.2.1. Ast, Vo (-, m,12) estd en By (X).

El problema descontado sin restricciones se define como sigue.

Definicién 3.2.1 El problema descontado sin restricciones (PDSR). Una politica m* € 11
satisfaciendo

Vo, 7%, 1)) = sup Vo (z, 7, 7)) =: V¥ (2,7))  para todo x € X, (3.2.4)

(0%
mell

se llama a-descontada éptima para el PDSR, y V*(x,r)) serd llamada como la ganancia -
descontada éptima para el PDSR.

Nétese que por (3.2.3), V*(-,72) pertenece a By (X).

[0}

Imitando esencialmente los pasos de la demostracién de la proposicion 2.3.1, podemos pro-
bar el siguiente resultado que provee una caracterizacién ttil de V, (-, ¢, ) para cada politica
aleatorizada ¢ € .
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Proposicion 3.2.1 Supongamos vdlidas las hipotesis 2.2.1, 2.2.2 y 2.5.1. Entonces para cada
A < 0 y para cada politica estacionaria aleatorizada ¢ € P, la funcion esperada a-descontada
Vo(+,0,72) estd en By (X) y satisface la ecuacion

h(z) = ri’w(x) + a/h(y)@w(dmx) para cada v € X. (3.2.5)

Reciprocamente, si alguna funcion h € By (X) satisface la ecuacion (3.2.5), necesariamente se
tendra que
h(x) = Vi (2,0, para cada v € X. (3.2.6)

Ademds, si la igualdad en (3.2.5) es reemplazada por < <7 o “ >7 luego (3.2.6) se mantiene
con la respectiva desigualdad.

3.3. Familia paramétrica de a-EGDO y el PDR

La siguiente proposicién establece la existencia de politicas descontadas éptimas para el
PDSR. Ademas también asegura que la ganancia a-descontada éptima para el PDSR. verifica
la ecuacién de ganancia a-descontada éptima, o simplemente, la ecuacién de optimalidad (a-
EGDO). La demostracién de este resultado es un caso particular de la prueba dada en [20,
Teorema 8.3.6].

Proposicién 3.3.1 Supongamos validas las hipdtesis de la proposicion 3.2.1. Luego:

i) Para cada factor de descuento o € (0,1), A <0, la ganancia a-descontada optima V* (-, 1)),
tal y como se definid en (3.2.4), es la tinica solucidn de la ecuacion de optimalidad en el

espacio By (X); esto es

h(z) = mj‘i(x) ro(z,a) + a/h(y)@(dy]a:,a) para cada v € X. (3.3.1)
acA(x
b

ii) FEriste una politica f* € F (que depende de \ y o) que maximiza el lado derecho de (3.3.1);
esto es

« o «

Vi(z,ry) =7 p(z) + a/V;(y, ro)Q s (dy|x) para cada v € X. (3.3.2)
b
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Mds ain, f* es a-descontada dptima para el PDSR; reciprocamente, si f € F es a-
descontada éptima para el PDSR, luego ésta satisface (3.3.2). Ademds,

Vi (x,r)) = sup Vy(x, f,r)) = sup Vo (z, o, 7)) para cada x € X. (3.3.3)
fer ped

iii) Una politica m™ € 11 es a-descontada dptima para el PDSR si y sdlo si la correspondiente
funcién de descuento V(- 7%, 1) satisface la ecuacion de optimalidad (3.3.1).

iv) Si existe una politica a-descontada dptima para el PDSR, luego existe una politica estacio-
naria determinista la cual es a-descontada optima para el PDSR.

Observacion 3.3.1 Para cada A <0, y o € (0,1) denotamos
I} := {x € H|res una politica a-descontada dptima para el PDSR}. (3.3.4)

La proposicion 3.8.1(ii) nos garantiza que el conjunto F N Hg no es vacio.

Lema 3.3.1 Supongamos vdlidas las hipétesis de la proposicion 3.2.1, y sea a € (0,1). Entonces
para cada x € X fijo, A <0 y cada numero real n tal que A +n <0, se tiene:

a) Para cada 7 € 1), 72T € TINT™ | son vdlidas las siquientes desigualdades,

ﬂ[Va(%WéyC) - 50&(1‘77‘-2)] < V;(ZE,TQ"W) - V;(.I,Ti:) <
< Va(z, 7)™, ¢) — Ou(z, 7)) (3.3.5)

b) El mapeo A — V*(x,1) es continuo en (—o0,0],

c) Si A — Vi(z,r}) es diferenciable en un punto A < 0, luego

Vg (7 i
Taltotal| (om0 ~ Bule ) poro cada 7 €T, (3.36)
A=A
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Demostracién (a) De las relaciones en (3.2.2) y (3.2.4) , obtenemos

Vol (,70™") 2 Va(w, 1o, rd™) = Vala, 73, m) + (A1) [Valz, 75, ¢) = Oalz,m3)] . (3.3.7)
donde la tiltima desigualdad se sigue de la definicién de 7). Ahora, de la definicién de 7 € II)
y de la relacién (3.2.2), obtenemos la igualdad

Vi(z,ry) = Valz,mh,ry) = Valz,mh,r) + X [Valz, 1), ¢) — Oa(z, 7)) - (3.3.8)

Y ) ) ) a?

Restando (3.3.8) y (3.3.7), obtenemos

Vi (@, r) ™) = Vi(z,r) 2 [Valz, ), ¢) — Oa(z, 7)) - (3.3.9)
Repitiendo el procedimiento anterior, pero ahora considerando V.*(z, ) v la politica 72" obte-
nemos también
Vi (@, g™ = ViE(z, ) < [Valz, w2 ¢) — O (z, m)"7)] . (3.3.10)
Asi pues, la relacién (3.3.5) se sigue combinando (3.3.9) y (3.3.10).
(b) De (2.2.6) en la proposicién 2.2.1 y por (2.3.11), se tiene para un estado inicial = € X fijo

1 — o) |[ballw

Vol w20,) — B )| < M) [1 4 L el g

De aqui, la continuidad de A — V(z,7}) se sigue cuando  — 0 en todos los términos de
(3.3.5).

(c) Para un estado inicial z € X, suponiendo que A — V*(z, 7)) sea diferenciable en
A= A <0, luego para cada 72 € IT2 fija, de la primera desigualdad en (3.3.5), obtenemos, para
cada n > 0,

Valz, 72, ¢) — O,(z,7d) < Vo, ra™) = V;(x,réé\)’

) o)

_ * A—n\ _ 1/* A
Vilx, 7, ¢) — O,(z, 72) > Valw,ra™") = Valz,r )

Y o

Tomando limites cuando 7 | 0 se sigue (3.3.6). =
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3.4. Existencia de politicas 6ptimas para el PDR

Teorema 3.4.1 Supongamos vdlidas las hipotesis 2.2.1, 2.2.2 y 2.53.1. Fijemos un factor de
descuento a € (0,1), asi como un estado inicial x € X. Entonces:

a) Supongamos que existe A < 0 y 7 € 11 satisfaciendo

Vo(z,7,¢) = 0,(2,7), y Valz,7,rd) = Vi, ). (3.4.1)

e e

Por lo tanto 7 es una politica a-éptima para el PDR, y V¥ (z,72) es el valor a-éptimo para
el PDR. Mas ain,

« «

* A\ s * A
Vi(z,ry) = }\rglg Vi(x, 7). (3.4.2)

b) Si \* < 0 es un punto critico de X — V*(z, 1)), esto es, si la derivada en (3.5.6) es igual a

cero en A = X, luego cada politica ) € 11 es a-dptima para el PDR. Ademds se tiene

Volz, m" ¢) = Oz, m"), siendo V*(x,r)") el valor a-6ptimo para el PDR, el cual coincide

con Vy(z, 7" ,r). También vale

Vi (z, rg*) = inf V) (z, rg*) (3.4.3)

<0

) (o2 (0%
una politica a-dptima para el PDR. En este caso, V. (x,r0) = V*(x,r) es el valor a-dptimo

para el PDR y coincide con V,(z, 70, 1). Ademds se tiene

c) Caso A = 0: Si 74 € Y, satisface Vy(z, 75, ¢) < Oq(z,m0); esto es, 0 € Fi , luego w5 es

* 0y _ ¢ * A
Vi(z,r,) = /1\r§1f0 Vi (z,rs). (3.4.4)

Demostracién (a) Sea 7 € II satisfaciendo (3.4.1). Asi, 7 € Fj , y por (3.2.2), tenemos

V() = Viy(o, 7t,r2) = Vi (o, 7, 7). (3.4.5)

« o

Por otro lado, para cada m € Fj_, se tiene que V, (2,7, ¢) —04(z, ) <0, de donde A[V,(z,7,c) —
Oo(z,7)] > 0. Asi,

Volz,m,r) < Volz,m,r) + AlVa(z,m,¢) — Ou(z,7)] = Vo(z,m,75) paratoda € Fy.. (3.4.6)
Combinando (3.4.5) y (3.4.6), obtenemos

Vo, 7,7) = Vi (z, ) = sup V, (o, 71, r2) > sup Vi(z,m,7).
well meFg
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Esto prueba que 7 € II es una politica a-6ptima para el PDR, y V*(z,72) es el valor a-6ptimo
para el PDR.
Ahora bien, para cada A < 0, tenemos por (3.2.2)

Vi (z, 1)) = sup Vo (z, 7,10) > Vi(o, 7t,r0) = Vo (a, 7,7) = Vi (z, 7).

a\"
well

Esta tltima desigualdad prueba (3.4.2).
(b) Dada que A\* < 0 es un punto critico de A — V*(z,7r2), de (3.3.6) en el lema 3.3.1,

OV (x,73)

8)\ )\_)\* ) o ) ) o
esto es, Vo(x,m\" c) = Ou(z, 2).YaqueV*(y,r)—V(y,a,a)paratodayeX en
particular, tenemos que V*(z, 7)) = V,(z,7) ,7)"). El resto de la prueba es una consecuencia

directa de (a).
(c) Es claro que A = 0 implica que r2(z,a) = r(x,a) para toda (z,a) € K. Ya que TI? es

no vacio (ver observacién 3.3.1), consideremos 70 € IIY tal que V, (:Jc 70.¢) < Oq(w, 7). Asi

I (e

€ Fg. . Por otro lado, 70 es 6ptima para el PDSR (A = 0). Luego 7Y es a-6ptima para el PDR

Vi, 70, 7) = V2 (,72) = sup Va(w, m,7) > sup Valw, m,7) > Valw, 72, 7),

» oy > o
mell 71'6]-"9’&

esto es
Vo(z, 72, 7r) = Vi (2,70) = sup Vy(z,m, 7).

) o)
7r€]:z

Asf 70 es una politica a-6ptima para el PDR, y V. (z,79) es el valor a-6ptimo para el PDR.
Ahora de (3.3.5) con A=0,yn <0

0< 1y [Valw, 70, 0) — Balw, 1)) < V(1) — Vi (2,10,

» Mo a \*"" "«

lo que implica (3.4.4). =



Capitulo 4

El caso promedio con restricciones

4.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos los procesos de control Markoviano promedio con restricciones
en costos promedios, los cuales bajo hipdtesis adicionales, garantizan en el modelo un buen
comportamiento “estable” y uniforme en ®. Este comportamiento estable permitira utilizar la
técnica de aproximacién desvanecente para establecer la existencia de politicas 6ptimas para el
problema con restricciones promedio. Para esto computaremos las politicas 6ptimas que resuelven
los a—PDR a través de la técnicas por multiplicadores de Lagrange utilizadas en el capitulo 3.
Posteriormente hacemos tender el factor de descuento o a 1, y en consecuencia se obtendran las
politicas 6ptimas para el problema con restricciones promedio.

4.2. El problema de control de markoviano esperado con
restricciones

Dadanmell, x € X, yn =1,2,..., definimos la ganancia por trayectorias en n-etapas y la
ganancia esperada en n-etapas como

—_

Sp(z,mr) =Y r(rg,ar), v Jp(z,m,r):=El[S.(z,m,7)] (4.2.1)
0

3

i

26
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respectivamente. Reemplazando la funcién ganancia r con la funcién costo ¢ obtenemos la defi-
nicion de el costo por trayectorias en n-etapas y el costo esperado en n-etapas

|
—

n

Sp(z,m ) =Y clag,ap), vy Jn(z,m )= EL[S(x,m, )] (4.2.2)
0

B
Il

respectivamente.

Definicién 4.2.1 La ganancia promedio esperada (“long-run” en inglés) estd dada por
T 7 r) = lminf 2, (2, 7, ) (4.2.3)
z,m,r) = lminf —Ju(z, 7, 7). 2.
Similarmente, el costo promedio esperado estd definido por

1
J(z,7,c¢) :==limsup —J,(z, 7, c). (4.2.4)

n—oo N

Observe que J(z, m, ) estd definido como un “lim inf”, mientras que J(z, 7, ¢) es un “limsup”,
esto debido a que por convenciones estandares, la funciéon r se interpreta como una funcion de
ganancia, mientras que la funcién ¢ es una funcién de costo.

El siguiente conjunto de hipdtesis garantiza que el proceso de control Markoviano tiene un
comportamiento “estable” y “uniforme” en .

Hipétesis 4.2.1 (W-ergodicidad geométrica) . Para cada politica estacionaria aleatorizada
¢ € ® existe una medida invariante de probabilidad (necesariamente inica) p, en X tal que (con

pr como en (]42)-(144))

/ u()QL(dylz) — po(w)| < ullw RoW (2), (4.2.5)

para cada t = 0,1,...,u € By(X), yx € X, donde R > 0 y 0 < p < 1 son constantes
independientes de .
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Observacion 4.2.1 Condiciones suficientes para que la hipotesis 4.2.1 se cumpla en el caso de
politicas deterministas estacionarias son bien conocidas, véase por ejemplo [31, Teorema 3.6/, [20,
Proposicion 10.2.5], [12, Lemas 3.3 y 3.4]. Para el caso de politicas estacionarias aleatorizadas
véase por ejemplo, [24, Lemas 4.8 y 4.9].

En particular, por las hipdtesis 4.2.1 y 2.2.2(c), tenemos que

po(W) <b/(1—p) <oo para cada ¢ € P, (4.2.6)

con b = sup,cy b(x). Mds ain, por (4.2.5), J(xz,p,1r) y J(x,¢,c) en la definicion 4.2.1 son
constantes (esto es, no dependen del estado inicial x), y verifican que

n—1
1
Haoir) = lim ZB2 Y o, = alry) = (i) (42.7)

(donde la letra g es una abreviacion para la palabra ganacia, el cual es otro nombre para la
“ganancia promedio”[28], [30]). De la misma forma

n—1

1
J(l’, @, C) = nlinolo EE;:O kzg C('Tlm ak) = :u’<P(C<P> = g<907 C)‘ (428>

Tomando en cuenta la hipdtesis 4.2.1, asi como la observacién 4.2.1, definimos

i = min / Coa(dy) ¥ Ome = mix / o ()i (dy), (4.2.9)
ped ped
X X

los cuales son nimeros finitos. Para evitar situaciones triviales, consideraremos una restriccion a

la constante 6 de tal forma que
Opin < 0 < HméX. (4210)

Definicién 4.2.2 (El problema esperado con restricciones (PER)) Sea 6 una constante
como en (4.2.10). Definimos el problema esperado con restricciones (PER) como:

Mazimizar J(x,m, 1) (4.2.11)

sujeto a: well y J(z,m,c) <6 para cada x € X. (4.2.12)
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Definicién 4.2.3 Una politica = € 11 se dice ser admisible para el PER si éste satisface la
restriccion en (4.2.12), esto es, J(z,m,¢) < 0 para cada x en X. Denotaremos el conjunto de
politicas admisibles para el PER como

Fo:={rell: J(z,m,c) <0 paracada z€ X}. (4.2.13)

Mas ain, una politica admisible 7 es llamada 6ptima para el PER (4.2.11)-(4.2.12) si
J(x,m,r) < J(xz,m*, 1) para toda x € X y para cada politica admisible w. De aqui, definimos
la funcion de valor 6ptimo para el PER como:

Vi (z) := sup J(x,m,r) = J(z,7*,r) para toda x € X. (4.2.14)
TEFy

Para situar el PER (4.2.11)-(4.2.12) en un contexto mds general, convenimos en establecer la
siguiente notacion.

Restriccién esperada promedio. Sea # : X — R un mapeo medible tal que (-) € By (X)
llamada la tasa de restriccion. La restriccion esperada promedio cuando el controlador usa una
politica w € I | dado el estado inicial x € X, es definido por

n—1

1
O(x,m) := liminf —E7 Z O(z). (4.2.15)

n—oo M
k=0

Notemos que si ¢ € ¢ es una politica estacionaria aleatorizada, luego (z, ¢) = p,(#), donde
tty es la medida de probabilidad invariante asociada a ¢ en la hipdtesis 4.2.1.

4.3. El problema esperado con restricciones generalizado

Definicién 4.3.1 (El problema esperado con restricciones generalizado (PERG)) Sea
0(-) € By (X) una tasa de restriccion. Definimos el problema esperado con restricciones genera-
lizado (PERG) por:

mazximizar J(z, 7, r) (4.3.1)

sujeto a: well 'y J(z,m,c) <O(x,m) para toda x € X. (4.3.2)



CAPITULO 4. EL CASO PROMEDIO CON RESTRICCIONES 30

Definicién 4.3.2 Una politica m € 11 se dice ser admisible para el PERG si esta satisface las
restricciones en (4.5.2), esto es, J(x,m ¢) < 0(x, ) para toda x en X. Denotamos el conjunto
de politicas admisibles para el PERG como

Fo:={rell: J(x,m,c) <O(x,m) paratodazx e X}. (4.3.3)

Ademds, una politica admisible 7 se llama 6ptima para el PERG (4.3.1)-(4.53.2) si J(x,m, 1) <
J(xz,7*, 1) para toda x € X y para cada politica admisible w. De aqui, definimos la funcion de
valor optimo para el PERG como

Vo (z) := sup J(x,m,r) = J(z,7*,r) para toda x € X. (4.3.4)

weFg

Requerimos de los siguientes lemas.

Lema 4.3.1 Supongamos vdlidas las hipotesis 2.2.1, 2.2.2, 2.5.1, y 4.2.1. Sea z € X un estado
fijo, con v(x,a) :=r(x,a) o c(x,a). Luego para cada p € @, x € X,

Va2, 0,0) — Va(z,0,0)| < MR(1 — p) ' [1 + W (2)]W (x), (4.3.5)

00 (2,0) = 0,(2,90)] < (1 = @) [[ballwR(L = p) 7' 1+ W(2)]W(2), (4.3.6)
con R y p como en la hipotesis 4.2.1, M como en la hipdtesis 2.2.2.

Demostracion De la hipotesis 4.2.1, paracadax € X, p € &, yt =0,1,--- , tenemos que

[ o)) — ot + \ [ v @itdsle) - ot
< MESW() + W(2)] < MROTL+ W)W (),

|EFvp(20) — Efvg ()] <

la ultima desigualdad se sigue ya que W(x) > 1. De esta ultima desigualdad obtenemos
|Va(l‘, s U) - VQ(Z, s U)’ < Z at |Eafv<ﬂ(xt) - Ef’()@(aft”
t=0

< MR[L+W(2)|W(z) ) a'p' < MR[L+ W (2)]W(z)) 4,

t=0 t=0

De aqui, la relacién (4.3.5) se sigue yaque 0 < a<1ly > 2 p'=(1—p) "
Similarmente, podemos probar (4.3.6). =

Para una prueba del siguiente lema, véase [20, Lemma 8.3.7].
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Lema 4.3.2 Supongamos vdlidas las hipdtesis 2.2.1(c) y 2.2.2(b). Luego:

(a) La funcidn z — [, h(y)Q(dyl|z,a) es continua en a € A(x) para cada x € X y cada funcidn
h € By (X).

(b) Sea {hm(-)} una sucesion acotada en By (X), es decir, existe una constante K tal que
lhm|lw < K para toda m. Definamos

h(x) := lminf hy,(z), y h(x):= lmsup h,(z).

m—o0 m—oo

Luego para cualquier estado x € X y cualquier sucesion {a,,} in A(x) tal que a,, — a en
A(z), tenemos

fiminf [ 1 (0)Qyle. ) > [ hp)Qdsl,a), (437
X X
Y
isup [ (0)@ldylr. ) < [ H0)Qdyir,0) (4.38)
m—00 X X
De aqud, si hy,(z) — h(x) para toda x € X, (esto es, h =h = h), luego
Jimn [ Qe an) = [ 1w)QUlr.a) (439
X X

La siguiente proposicién caracteriza a la constante g(-,¢) como el limite de (1 — a)V, (-, ¢)
cuando o T 1.

Proposicién 4.3.1 Suponga vdlidas las hipotesis 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1, y 4.2.1. Considere una
sucesion de factores de descuento {au, }m tal que ayy, T1 cuando m — oo, asi como una sucesion
de politicas de control deterministas {fa,, }m. También f € F de tal forma que f,, (x) — f(z)
para toda x € X. Luego

(1 — am) Vo, (@, fa,,,v) = g(f,v) = ps(vy), cuando m — oo, para toda x € X,
donde v =1 o c.

Demostracion Sea z € X un estado inicial fijo. De la proposicion 2.3.1, la funcién x —
Vo2, fa,,,v) satisface la ecuacién

Vo (@, fan,v) = vy, (x) + am/ Vo s famsv) Q.. (dy|lz) para toda x € X. (4.3.10)
X
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Definimos
ha,, (z) == Vo, (2, fan, V) — Vo, (2, fa,.,v) para toda x € X. (4.3.11)

En términos de la funcién h,,,, la ecuaciéon (4.3.10) se convierte en

ha,, () + (1 = am)Va,, (2, fan,v) = vp, (x) + am/ ha,,(y) Qy.. (dylz) paratoda z € X.
X
(4.3.12)
Note que por (2.2.5) y (2.2.6) se tiene

(1= Vo (2 fo )] < 2D

Asi, (4.3.13) implica que la sucesién {(1 — a,,) Ve, (2, fa,., V) } Pertenece a un conjunto compacto,
y en consecuencia existe una constante p, y una subsucesion {a,, }r (denotada de nuevo por

{am}m) tal que

W(z) para toda m. (4.3.13)

lim (1 — am)Va,, (2, fams V) = po- (4.3.14)

m—o0

Por otro lado, de (4.3.11) y el lema 4.3.1, tenemos que {h,,, }» €s una sucesién acotada en
By (X). Asi, podemos definir

h(z) = liminf h,, (), vy h(x):=limsuph,, (7).

m—oo m—00

De aqui, tomando los limites apropiados en (4.3.12), y considerando la hipétesis 2.2.1(b), del
lema 4.3.2(b), asi como por (4.3.14), obtenemos

hz) + py > vp(x) + /X@(y)Qf(dmx), para toda x € X (4.3.15)

h(x)+ py < vp(x)+ /Xﬁ(y)Qf(dy]x), para toda = € X. (4.3.16)

Integrando ambos lados de las desigualdades (4.3.15) y (4.3.16) con respecto a la medida de
probabilidad invariante jr, obtenemos que p, = py(vy), esto es, p, = g(f,v). De aqui,

g(f,v) = lim (1 — am)Va,, (2, fa,, V). (4.3.17)

m—00

Ya que z € X fue escogido arbitrariamente, luego (4.3.17) prueba que este limite se mantiene
paratodax € X. m

Similarmente a como se hizo en la proposicién 4.3.1, podemos probar lo siguiente.
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Proposicion 4.3.2 Supongamos que las hipotesis de la proposicion 4.3.1 se satisfacen. Con-
sideremos una sucesion de factores de descuento {auy,}m tales que el limite o, T 1 se tiene
cuando m — 0o, una sucesion acotada {0, }m in By (X) de funciones de restriccion (esto es,
sup,, |[0a,. lw < 00), 0(:) € Bw(X) tal que (1 — ap)0,,, () — 0(x) cuando m — oo para toda
x € X, y una sucesion de politicas de control deterministas { fa,, }m, [ € F tal que f,, () — f(zx)
para toda v € X. Luego

(1 — @m)0a,, (T, fa,,) = 15 (0) = 0(x, f), cuando m — oo, para toda v € X,

donde jiy es la unica medida de probabilidad invariante en la hipdtesis 4.2.1.

4.4. La aproximacion descontada desvanescente

Sea 0 < a < 1,y A <0. Considere la funciéon de ganancia 6ptima a-descontada para el PDSR
definido en (3.2.4), V*(-,r}). Elijamos arbitrariamente un estado 2z € X, el cual permanecera fijo
por el momento. Definimos

hA(z) = VX (x,r)) — VX (2,7)) para toda z € X. (4.4.18)

Lema 4.4.1 Supongamos que se satisfacen las hipotesis 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1, y 4.2.1. Entonces las
funciones h)(+) definidas en (4.4.18) pertenecen a By (X). Mds ain

‘hé(x)‘ < NMW(x) para toda z € X, (4.4.19)

donde N» := N )R(1 — p)~'[1 + W(2)], con N> la constante dada en (8.1.3), esto es, N =
M+ [AM + (1 = ) |A[[[allw-

Demostracién De la hipdtesis 4.2.1 y de (3.1.3), paracadaz € X, p € &,y t =0,1,-- -,
tenemos

(B (ar) — B2 (@)] < \ [ Pat@isle) = s ] [ ) - o)
< N)RSW() + W(= >1_N2Rp[ FWEW (),

donde la tltima desigualdad se sigue porque W (z) > 1. De aqui, notemos que

Val@,0,75) = Valz,0,73)| < Zat\ — Bfra,(a)]
< NM)R[1+W(z) Zap <
t=0
< N)RL+W(@)W(2)) o= N)W(x).  (4.4.20)

t=0
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La tltima desigualdad en (4.4.20) se cumple yaque 0 < a < 1y > ;7 p* = (1—p)~'. Finalmente,
de la relacién (3.3.3), V¥ (z, 1)) = SUP,eq Va(T, ¢, ) para toda x € X, luego

|h ()| = |sup Va(z,0,70) — sup Va(z, 0, 70)| < sup |Va(z,0,73) — Valz,0,12)
ped ped ped

J

y por (4.4.20) se sigue el resultado deseado. m
Usaremos el siguiente resultado en el intercambio de limites y maximos (véase, para esto, [19,
Lema 4.2.4, pag. 47]).

Lema 4.4.2 Suponga vdlidas la hipdtesis 2.2.1(a). Consideremos una sucesion decreciente {vm,(x,a)}m,
de funciones en K (el conjunto definido en (1.3.1)) tal que {vy,}m estd acotada en By (K), sa-
tisfaciendo el limite vy, (z,a) | vo(z,a) para toda (x,a) € K. Ademds suponemos que vy, (x,-) es

semicontinua superior (s.c.s.) en A(x) para toda x € X ym =0,1,---. Entonces
lim sup v, (z,a) = sup wvo(x,a), para toda z € X.
M= e A(x) a€A(x)

Demostracién Ya que {v,,}., estd acotada en By (K), existe una constante K > 0 tal
que |vy,(z,a)] < KW(z) para toda (z,a) € K. Ahora, para cada m = 0,1,---, definimos

*

Uy, (T) = SUDge a(z) Um (T, a) para toda z € X. Asf, {v},},n es una sucesién acotada en By (X),

decreciente, de tal forma que

—EW(z) <vj(x) < vy (x) <oy () < KW(r) para toda z € X. (4.4.21)
Por lo tanto,
vo(x) <l(z):= lim v} (z) = infov; (x) paratodaz € X. (4.4.22)
m—0o0 m

Ahora consideremos un punto z € X fijado de antemano. Luego, de la hipdtesis 2.2.1(a), el
conjunto A(z) es compacto, y por la semicontinuidad superior de las funciones v,,(z, ) en A(x),

se tiene que para cada m = 0,1, --- , existe un punto a,, € A(z) tal que
vy (z) = sup vz, a) = vz, an). (4.4.23)
a€A(x)

Nuevamente, de la compacidad de A(z) existe una subsucesion {a,»)} y un punto a* € A(z) tal
que
a* = lim ag@. (4.4.24)

n—o0

Seam = 1,2, - fijo. Luego, para cada n > m, por (4.4.23) y de la propiedad de monotonia de
la sucesion {vi (2, Gy(m)) }x, tenemos

Uw) < 05 (T) = Vo) (T, apm)) < v (T, apm)) para todan > m. (4.4.25)
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Asi, tomando el limite superior en (4.4.25) cuando n — oo, y teniendo en mente la s.c.s. de
Um(z,-) en A(x), del limite en (4.4.24) se sigue

() < Hmsup vy, (2, apm)) < vp(r,a”) paratodam=1,2,---. (4.4.26)

n—oo

Tomando el limite en (4.4.26) cuando m — oo, obtenemos

[(z) <wvo(x,a”) < sup wvo(x,a) =wvj(zr) paratodaz € X. (4.4.27)
acA(x)

Finalmente, comparando (4.4.22) y (4.4.27), obtenemos el resultado deseado. m

Nuestro siguiente resultado constituye la versién promedio de la a-EGDO (3.3.1).

Teorema 4.4.1 Suponga que las hipotesis 2.2.1, 2.2.2, y 4.3.1 se satisfacen. Suponga ademds
que existe una sucesion de factores de descuento {cuy, }m tal que el limite o, 11 cuando m — oo,
asi también asumimos la existencia de una sucesion acotada {0, }m en Bw(X) de funciones
de restriccion (esto es, sup,, ||0a,, |lw < 00), 0(-) € Bw(X) tales que (1 — a,)0a,, (x) — 0(z)
cuando m — oo para toda v € X, y una sucesion { Ay} de nimeros no positivos de tal forma
que A\, — A € (—00,0] cuando m — oo. Luego:

(a) Para cada z € X la sucesion {(1 — an)V} (2,73m)}m converge a una constante denotada
,020, la cual es independiente de z, esto es,

Py = li_r)n (1= am)Vy (2, TA:Z> para toda z € X. (4.4.28)

@
m—0o0

Ademds, existen funciones h,h € By (X) que satisfacen las desigualdades de optimalidad

acA(x) X

h(z) + pp° < méx {r(x, a) + Nolc(z,a) — 6(z)] —1—/ h(y)Q(dy|x, a)} : (4.4.29)

a€A(x) X

h(x) + pp° > méx {r(m, a) + Aolc(z,a) — 0(x)] + / h(y)Q(dy|x, a)} : (4.4.30)
para todo v € X.

A . L, . . .
(b) La constante py° coincide con el valor dptimo promedio sin restricciones

Py = méﬁc J(z, 7, 7))  para toda x € X, (4.4.31)
TE
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donde 7 (z,a) = r(z,a) + \o[c(x,a) — 0(z)] y

1 n—1
A ;o A
J(z,m,r0) = hgggolf EE;;ZT (z, ag).
k=0
Mas ain, si Fy es no vacio, luego
py° > sup J(z,m,7) para toda x € X. (4.4.32)
TEFy

(c¢) Para cada m = 1,---, sea f&\Z eFN H;\]:l la politica optima determinista a,-descontada

para el PDSR definido en la observacion 3.3.1. Supongamos que existe f € F tal que
fam(z) = f(x) para toda x € X. Luego

Py = pr(r) = g(r, £) + Nolgle, £) — g (0)]. (4.4.33)

Demostracién

Prueba de (a). Considere la funcién de ganancia 6ptima a,,-descontada para el PDSR
definida en la definicién 3.2.1, donde V (-,73m) € By /(X). Por la proposicién 3.3.1(i)-(ii), esta
funcién satisface la «,,-EGDO.

OénL( s )\,mL) 4 {rAm (,Z', (1) + am / *7,L (y, ’]”g\é'm)Q (dy":[7 a)} (41 34)
aEA(a;) X a
2 L"D‘Am <CC) m / ‘/vam (y7 gz)Qme (dy|:L’), (4435)
m X am

para toda z € X, con r)(x,a) = r(z,a) + Ac(z, a) — (1 — a)fs(2)], y donde fom € FNII™ se

obtiene de la proposicién 3.3.1(ii). Usando las funciones h)™ (-) € Bw (X) definidas en (4.4.18),
y sustituyéndolas en (4.4.34), obtenemos la ecuacién de optimalidad

)+ (- Ve, (k) = i (o) +an [ B0 | (1430
ac T X

— P (@)t an /X R )Qpn (dyle),  (44.37)

mJam,
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para toda x € X. Por otro lado, por el hecho de que la sucesién {6,,, () }m estd acotada en
Bw(X), y A — Ao cuando m — 0o, la sucesién {(1 — a,,)Vy (2,707 )} estd contenida en un
conjunto compacto, a saber, por (3.2.3) y (3.2.4), obtenemos

1+0
(1= an)V] (z,mam)| < M (ﬁ) [1 + sup | A (1 + sup HHamHW/M)l W(z) < 0.
(4.4.38)
Luego, existe una constante pg)\o y una subsucesién {a,, }x (la cual denotaremos de nuevo por

(O} tal que
Py = lim (1 — )V (2,70m). (4.4.39)

o
m—00 m

Usando el lema 4.4.1, podemos probar que la sucesion {h)™ ()}, estd acotada en By (X). Defi-
namos

h(z) == Uminf b}~ (z), y h(x):=lmsuph)" ().

m—+oo m—00
Denotemos, para cada m =1,2,--- , y (x,a) € K|
Um(,a) 1= sup ry" (z, a) +/ sup b (y)Q(dylz, a), (4.4.40)
n>m X n>m
y
vo(z,a) :==r(x,a) + \oe(x,a) — 0(x)] +/ hy)Q(dy|x, a). (4.4.41)
b

Bajo nuestras hip6tesis, {v,}m es una sucesién acotada en By (K) tal que v,,(z,a) | vo(z,a)
sobre K. Més ain, del lema 4.3.2(a) y la hipétesis 2.2.1(b), las funciones a +— vy, (z,a) son
continuas en A(z) para cada m =0,1,--- , y para cada x € X. Asi, la sucesién {v,, }., satisface
las hipdtesis del lema 4.4.2, por lo que

lim méx {sup ron(z,a) +/ sup hgz(y)Q(dy\x,a)} =
X

m—00a€A(x) (n>m n>m

- arené(};) {r(x, a) + Aofc(z,a) — 0(x)] + /X h(y)Q(dy|x, a)} :
(4.4.42)
Note que para cada m > 1, Sup,e 4(y) Um (x,a) acota el lado derecho de (4.4.36). De aqui, tomando
limsup,,_,,, en ambos lados de (4.4.36), por las relaciones (4.4.39) y (4.4.42), obtenemos la
desigualdad (4.4.29). Por otro lado, tomando liminf,, ., en ambos lados de (4.4.36), de (4.3.7)
en el lema 4.3.2(b), obtenemos la desigualdad (4.4.30).
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Prueba de (b). Sea f € F tal que alcanza el maximo en el lado derecho de (4.4.29). Luego,

h(x) + pp° < rp(x) 4+ Xo[e(x) — 0(x)] +/ h(y)Qs(dy|r) para toda z € X. (4.4.43)

X

Integrando ambos lados de (4.4.43) por la medida de probabilidad invariante correspondiente /iy,
obtenemos

pp° < J(x, f,r) = g(f.7) + Xolg(f, ) — s (). (4.4.44)
Por otro lado, de (4.4.30) tenemos

h(o) + 7 = 7(a.) + dole(w,a) = 6] + [ h(0)Qdylo,a)
X
para cada par de estado y acciéon admisible (z,a) € K. Sea m € II una politica arbitraria,
x € X un estado inicial, y {(x,,a,)}n» €l proceso estocastico correspondiente. Luego, para cada
n=12--,
ETh(x, 1) + p)° > EFr™(z, 1, a,1) + EFh(2,,).

Realizando iteraciones de esta desigualdad obtenemos

n—1 n—1 n
E7Y h(ze) +npy° > BT Y r(ay, ax) + B Y hlwy),
k=0 k=0 k=1
0, equivalentemente,
1 1 1
—h(x) — —Eh(x,) + p)° > —ET Y 1 (xy, az). (4.4.45)
n n n
k=0

De (2.2.2) y el hecho que h € By (X), obtenemos

1 h h b
—E7|h(z,)| < —“_”WE;rW(l‘n) < Il B"W(x)+-——| — 0 cuando n — oo.
n n n 1-p

Por lo tanto, tomando el limite en (4.4.45) cuando n — oo, obtenemos

n—1

1
py° > liminf — BT ZV‘O (z1, a) = J (2, m,17%). (4.4.46)
k=0

n—oo M

Ya que 7 € Il es una politica arbitraria, (4.4.44) y (4.4.46) prueban (4.4.31), esto es

pé\o - méﬁ( J(z,m, r’\o) para toda z € X.
e
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probando (4.4.31). Ademsds, de (4.4.39) y (4.4.31), obtenemos (4.4.28), es decir el limite conside-
rado se cumple para toda z. Por otro lado, puesto que \y < 0, notemos que

n—1

1
J(ZL‘, T, TAO) = h}lggjlf nEﬂ— Z (T(Ikv ak) + )‘O[C(xkh ak) - Q(IL‘k)])

k=0
n—1

1
> K
> llrllgloglf nE E r(xg, ar) +

k=0
1 n—1 n—1
+ Ao |limsup —E7 Ty, ay) — liminf — E'7r O(x)| =
0 n_mpn kz% c(wk, ag) R kz% k)
= J(x,m,7) + X[J (2,7, ¢) — O(x,w)] paratoda x € X. (4.4.47)

Considerando que Fy es no vacio y Ao < 0, luego J(x,7,¢c) < 0(z,7), y
MolJ(z,7,¢) — 0(z,7)] > 0 para toda z € X y para cada © € Fy. Asi, de (4.4.47) y (4.4.31)
obtenemos (4.4.32).

Prueba de (c). Tomando limsup,,_, ., en (4.4.37), de las hipétesis 2.2.1(b), y de los limites
far(z) = f(z) y (1 — am)ba,, (¥) = O(x) cuando m — oo, para toda = € X, por (4.3.8) en el
lema 4.3.2, obtenemos

h(z) + py° < 17}° +/ h(y)Qs(dy|xr) para toda x € X.
X

Integrando ambos lados de la tltima desigualdad por la medida invariante de probabilidad py y
considerando (4.4.31), se tiene finalmente

po® = 11y(r}°) = g(f.r) + Nolg(f. c) — pg(0)].

El siguiente corolario es una consecuencia directa del teorema 4.4.1.

Corolario 4.4.1 Bajo las hipotesis 2.2.1, 2.2.2, y 4.3.1 del teorema 4.4.1, dada cualquier funcion
arbitraria 0(-) € By (X), entonces para cada A < 0, tenemos:

(a) Ewiste una constante py, y funciones hy, hy, € Bw(X) que satisfacen las desigualdades de
optimalidad

ha(z) + py < méx {r(x, a) + Ac(z,a) — 0(x)] + /XE/\(Q)Q(d?A% a)} : (4.4.48)

acA(z)
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hy(z) + pp > méx {r(w, a) + Ac(z,a) — 0(x)] + /X@,\(y)Q(dy]ac, a)} : (4.4.49)

acA(x)

para todo v € X.

(b) La constante p) coincide con el valor dptimo del problema ergddico sin restricciones

Py = méﬁ{ J(z,m,7)  para toda x € X, (4.4.50)
TE

donde r*(x,a) = r(z,a) + Nc(x,a) — 0(z)], y

n—1
1
J(z,m,r") = liminf —ET Zr)‘(xk, ar).
k=0

n—oo M

Ademds, si o € ® es una politica aleatorizada que alcanza el mdximo en el lado izquierdo

de (4.4.48), esto es,

ha(x) + pp < 1o(2) + Aep(z) — 0(z)] + /XE\(y)Q‘p(dyM) para toda x € X,

entonces @ es una politica optima para este problema sin restricciones, vale decir,

Py = I7Ir1€al_)l( J(z, 7, = J(z,0,7") = ,ugo(rg) para toda x € X.

Demostracién En la demostracién de los incisos (a), (b) del teorema 4.4.1, basta considerar

las funciones de restriccion 6,(-) := g € By (X) para cada 0 < o < 1. Ademas, basta tomar
cualquier sucesién {am,}, en (0,1) tal que a,, 1T 1. También definimos A, := A para toda
m = 1,2---, para cualquier A < 0. Posteriormente, basta imitar los pasos de la prueba dada
para los incisos (a) y (b) del teorema 4.4.1.

Hemos llegado a nuestro principal resultado de esta seccién concerniente a la existencia de
politicas de control 6ptimas para el problema esperado con restricciones junto con una caracte-
rizacion deseable de la ganancia esperada éptima promedio.
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Teorema 4.4.2 Supongamos vdlidas las hipdtesis 2.2.1, 2.2.2, y 4.2.1. Sea {cy }m una sucesion
que satisface oy, T 1, una sucesion acotada {0, (-)}m en Bw(X) y 0() € Bw(X) tal que
(1 — am)ba,, (x) = 0(x) para toda x € X, y sea z € X un estado fijo, y una sucesion {\;,}m en
(—00,0) tal que para cada m, N, es un punto critico del mapeo X — V(2,15 ),y fé;m e FNIL™
una politica oy, -optima para el PDSR (obtenido por la proposicion 3.3.1(ii) y el teorema 3.4.1(b)).
Supongamos también que X, — Nt € (—00,0], y far(z) — f*(z) para toda x € X, con f* € F.
Entonces:

(i) La politica determinista f* satisface J(x, f*,c) = g(f*,c) = 0(z, f*) = ps(0) para toda
x € X, de donde f* € Fy. Ademds, f* resulta ser una politica optima para el PERG, y la
constante pgo en (4.4.29)-(4.4.30) coincide con el valor éptimo para el PERG, esto es

V() = ,0;\3 =J(z, f*,r)=g(r, f*) = sup J(z,7,r) para cada x € X.
TEFy

(i) El valor optimo pgs satisface:

A )
Py’ = I/{1<1£1pg\. (4.4.51)

Demostracién Prueba de (i). Para cada m > 1, consideremos el multiplicador de Lagrange
Ay, < 0, que bajo nuestras hipétesis es un punto critico de la funcién A — V¥ (z, rgm), donde
V;m(z,rém) es la ganancia 6ptima «,,-descontada para el PDSR. Del Teorema 3.4.1(b), y la

L, A%
definicién de f3™, para cada m > 1, tenemos

Vo (z,rgfg):Vam(z, a)\:szré;:Z)v y Vam(z’ ci\jT:?C)Zgam(Zv ci\:})’ (4452)

De donde V (=, rﬁﬁ) = V.. (2, f(;\g, ), por lo que se sigue

(1 - a/m)V;m(Z, rgim”) = (1 - am)vam (Za f(iir:J“% (4-4-53)

(1 = am)Va, (2, 2&7 ¢)=(1—am)a, (2 f(i‘:nn) (4.4.54)

Tomando el limite cuando m — oo en (4.4.53) y (4.4.54), de las proposiciones 4.3.1 y 4.3.2, y
por (4.4.28) en el teorema 4.4.1, obtenemos

*

A * *
peo = g(f ?T)a y g(f 76) = :uf*(e)a (4455)
equivalentemente,

pé\a =J(z, f*r), y J(x, f*ec)=0(z ), paratodazxe X. (4.4.56)
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lo cual implica que f* € Fy, por lo que Fy es un conjunto no vacio. Asi, de (4.4.32) en el teorema
4.4.1 y la primera igualdad en (4.4.56), obtenemos que f* es una politica éptima para la PERG,

y ademas la funcién de valor éptimo para la PERG, V,f(+), es constante y coincide con pgo.
Prueba de (ii). De (4.4.49) en el corolario 4.4.1, para cada A < 0 tenemos

hy(z) + pp > 1 () + Neg-(2) — 0(x)] +/ hy(y)Qy+(dy|z) para toda z € X.
X
Integrando ambos lados de esta desigualdad con respecto a la medida invariante ji s, obtenemos
Py = g(f*,r) + Ag(f*,c) — py-(0)).

Luego, por (4.4.55), tenemos que p; > p;“*) para cada A < 0, de donde p;\S = miny<g pp-
u



Capitulo 5

Ejemplo: Sistema cuadratico-lineal LQ)

En este capitulo presentaremos un sistema cuadrético-lineal (el cual nos referiremos como
LQ) que satisface todas las hipdtesis de los teoremas 3.4.1, 4.4.1, y 4.4.2.

5.1. Hipotesis y resultados importantes del sistema LQ
con restricciones

Consideremos el sistema lineal
Tip1 = kixy + koay + 2, t=0,1,---, (5.1.1)

con espacio de estados X := R y coeficientes positivos ki, k. El conjunto de control es A := R,
y el conjunto de acciones admisibles en cada estado x es el intervalo

A(z) == [k |z] /o, || [Ko). (5.1.2)

El ruido z en (5.1.1) se modelard a través de variables aleatorias i.i.d. con valores en Z := R,
con media cero y varianza finita, esto es,

E(z)=0 y o°:=E() < 0. (5.1.3)

Para completar la descripcién de nuestro modelo de control con restricciones introducimos la
funcién de ganacia cuadratica

r(z,a) :=e— (riz® +ra®) V(x,a) €K, (5.1.4)

43
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con coeficientes positivos e, 1, y 1o, y la funcion de costo
c(x,a) == c17® + cpa® V(z,a) €K, (5.1.5)
con coeficientes positivos c1, ca. También definimos
W(x) := exp[C|z|] paratoda =z € X, (5.1.6)
con ( > 2. Més aun, sea § > 0 tal que

(s <log(¢/2+1)

lo cual implica

8= %(exp[(é] )<l

Con este valor de f3, tenemos que es vélida la hipdtesis 2.2.2-(c¢). Por otro lado, observemos que
r, ¢ son funciones en By (K), y W > 1. De esto se sigue que valen las hip6tesis 2.2.1 y 2.2.2.

Al igual que en [21, Seccién 5], supondremos lo siguiente.

Hipdtesis 5.1.1 0 < ky < 1/2.

Hipdtesis 5.1.2 El ruido z; i.i.d. tienen densidad comun d(-), la cual es una funcién acotada
continua con soporte compacto S 1= [—8$, §|. Mds ain, existe un nimero positivo € tal que d(s) > €
para toda s € S.

Sea Sy := [0, §], y sea T la medida de Lebesgue en X = R. Definimos

l(z,a):=1g,(x) Y(z,a) €K, y v(B) :=Y(BNSy) VB € B(R).

Luego, tenemos que el sistema LQ (5.1.1)-(5.1.5) satisface los lemas 4.4-4.9 en [24]. En par-
ticular, es valida la hipdtesis 4.2.1. Por esta razon se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.1 Bajo las hipdtesis 5.1.1 y 5.1.2, el sistema LQ (5.1.1)-(5.1.5) satisface las
hipotesis 2.2.1, 2.2.2, y 4.2.1.
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Hipétesis 5.1.3 Sea a € (0,1). Consideremos la de restriccion cuadrdtica 0, : R — R definida

por
c
0, () = 92@952 + 000, paratodax € R, con by, < !

5.1.7
o (51.7)

donde 04 y 0o constantes dadas.

Notemos que 6,(-) pertenece al espacio normado By (R), por lo que se cumple la hipdtesis
2.3.1. Ademas, la ganancia generalizada r en (3.1.1) puede ser escrita como

ro(z,a) = 71.0(N)2? + 190N + ba(N), (5.1.8)
donde
rl,a()\) = )\[Cl — (1 — Oé>927a] -1 < O, 7”270[()\) = Ay —T9 < O, (519)
Vv ba(A) =e—= A1 —a)by,.

La siguiente proposicién nos dara la forma explicita de los valores 6ptimos a—descontados
asi como las politicas éptimas corresondientes a los multiplicadores .

Proposicion 5.1.2 Supongamos vdlidas las hipotesis 5.1.1, 5.1.2, y 5.1.3. Entonces:

(i) Sea a € (0,1), A <0, 0, como en (5.1.7), y x € R un estado inicial. La ganancia optima
a-descontada V}(x,r)) para el sistema LQ (5.1.1)-(5.1.5), la cual satisface la a-EGDO
(8.3.1) en la proposicion 3.8.1, tiene la forma

ao

Vi (x,r0) = va(N) {:ﬁ + : } + ba(A) (5.1.10)

1—a 1—a’

con o como en (5.1.3), y va(N) es la tunica solucion negativa a la ecuacion cuadrdtica
(también llamada ecuacion de Ricatti)

akiva(A)? + [roa(X) — akiria(A) — akirs o(A)] va(A) = ra(AN)raa(A) =0,  (5.1.11)
con 11.4(N), T2.0(N), ba(N) dados como en (5.1.9). Ademds, X\ — V. (x,1)) es diferenciable
en (—o00,0) y continua en (—o0,0], y la derivada cuando A < 0 satisface (3.5.6).

(ii) Ewiste una tnica politica determinista f € F que mazimiza el lado derecho de (3.3.1), y la
cual es una politica éptima a-descontada para el PDSR, esto es, f2 € FNIIY, dada por

Oékll{?QUa (/\)

) )
fx) = —f2 v € A(x) para toda x € R, donde ) = o) & akZua ()

>0, (5.1.12)

con A(x) dada por (5.1.2).
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(iii) Para cada estado inicial x

[a+ 62(}2‘)2 ac?
VQ(xmfo)z\?C) = (m) [1’2 + m} , (5.1.13)
y
_ 2
Gox, f)) = (%) {sg N _ﬁfa} 1 o, (5.1.14)

donde EQ(A) = ky — ]Cgf/z\ € (0,1). Ademds, los mapeos \ + Vo(z, f2,¢), X = O4(z, )

son continuos en (—oo,0].

Demostracién Prueba de (i) y (ii). Estas se tienen resolviendo la a-EGDO (3.3.1) para
el sistema LQ (5.1.1)-(5.1.5).

Prueba de (iii). La parte (iii) de este lema es una consecuencia directa del lema 5.1.1 dado
a continuacién, y el hecho que A — v,(\) es continua. =

Lema 5.1.1 Sea f una constante, y sea f € F una polztzca determinista dada por f(x) = —fx €
A(x) para toda x € R. Ademds, sea ko= =k — k:gf donde ki, ko son los coeficientes dados en
(5.1.1). Supongamos que |k:| < 1. Entonces, para toda v € R,

. 1 — k22
Bl (z?) = K*'2% + %, para toda t =0,1,--- , (5.1.15)

> 1 aoc?
f alr?| = ( — ) {:f + } . 5.1.16
> ] . 5110

Demostracién Remplazando a; en (5.1.1) con a; := f(x;) = — f,, obtenemos

= (k1 — k’2fA)th71 + 21 = Extfl +2z1 VE=1,2,---

Por un proceso inductivo, obtenemos que para todat=1,2,---,

t—1
~ ~.
Ty = k Ty + E kf]Zt_l_j.
j=0
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De esta relacién se siguen (5.1.15) y (5.1.16). =

Para cada o € (0,1), A <0, y un estado inicial z € R, definimos

ha(z, X) := Va(z, £2,¢) = Oa(z, ) = (5.1.17)
. Cl—i—CQ(P) 1—0592a _0
B 1— ak 1 — Oé O
Luego, de la igualdad (3.3.5), el mapeo A — hg( ) es creciente en (—oo,0]. Asi,

—00 < ho(x, —00) := /1\2% h(z,A) < ho(z,\) < ho(z,0) < oo para toda A < 0. (5.1.18)

Por un célculo elemental

ho(z, —00) = Vi(z, £,°°,¢) — Oa(x, f7°°),

con

f ~ ket v, (—
f%(x)=—=f,x € Alx) paratodaxzeR, [ °:= aky kv, (—00)

>0
ca + akdv,(—o0) ~ 7

donde v, (—00) := limy_, oo v, (A)/A.

Teorema 5.1.1 Suponga vdlidas las hipétesis 5.1.1, 5.1.2, y 5.1.3. Sea o € (0,1) un factor de
descuento y x un estado inicial fijo. Entonces:

(a) Un mimero \* < 0 es un punto critico de la funcién X — V7 (x,r)) siy sélo si \* es una
raiz de la funcion X — ho(z, N). Si este es el caso, f) es a-dptimo para el PDR. También
tenemos que Vo(z, £, ¢) = 0u(x, f27), y V2 (2,7)") es el valor a-dptimo para el PDR, el
cual coincide con Vo (x, f2,r). Ademds,

Vof(x,rg ) = inf V> (z, 7")‘)

A<0

(b) Si ho(x,—0) < 0 < ho(z,0), entonces existe un punto critico \* < 0 del mapeo A\ —
Vi (z, ).

(c) Sihg(x,0) <0, lapolitica f estd en Fj , y es una politica o-dptima para el -PDR. Ademds,
V¥ (x,r0) = V¥ (z,r) resulta ser el valor a-dptimo par el PDR y coincide con V,(x, f2, 1),
y satisface
Vi (2,12) = fuf Vi (2,72,
A<0
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Demostracién Prueba de (a). De la proposicién 5.1.2-(i), el mapeo A\ +— V*(z,7)) es
diferenciable en (—00,0), y de (3.3.6) del lema 3.3.1, y la definicién de h,(x, A) en (5.2.1),

oV (x, 7“2)

3 = ha(z,\) para toda A < 0.

De lo cual, \* < 0 es un punto critico de A — V*(x,r)) si y s6lo si A* es una raiz del mapeo
A= ho(z, A). El resto de la prueba de sigue del teorema 3.4.1-(b).

Prueba de (b). Esta parte se sigue del inciso (a) anterior, la definicién h,(z, —00) y la
continuidad de A — hq(x, A).

Prueba de (c). Ya que hq(7,0) < 0 es equivalente a V,(z, 2, ¢) < 04(x, f2), donde f0 €
FNIIY. Asi, esta parte se sigue del teorema 3.4.1-(c). =

A continuacién se presentard un ejemplo numeérico.

5.2. Ejemplo numérico

Considere el sistema LQ (5.1.1)-(5.1.5) de tal forma que la funcién de ganancia (5.1.4) y la
funcién de costo (5.1.5) satisfacen r; = 1,75 = 2, e = 10, y ¢; = 2, ¢o = 1, respectivamente.
M4s atin, supongamos que k1 = 1/3, ks = 1 en (5.1.1), y 02 = 1 en (5.1.3). También, para cada
a € (0,1), definimos la funcién de restriccion 6, () = 0 42% + 6y, de tal forma que se cumpla
(b) del teorema 5.1.1. Entonces la condicién

ho(z, —00) < 0 < hy(x,0)

equivale a que se cumpla

Lo(—00) == (1—a) <C1+C2(f0700) - (1—04)92,a) {xz_{_ ao } < (1= a)fon = b

1 — kg (—00)?

<o) ( ! chfi)aia((;; O‘”M) ] = Lo

Por ejemplo, si & = 0,95, con z = 1y (1 — a)by, = 1, tenemos que un célculo directo nos
muestra que L,(—o0) = 1,05563469... y L,(0) = 1,06180858.... Por esta razén, basta elegir
0o = 191/180 = 1,06111111... para que la aplicacién A — Vio5(1,7345) tenga un punto critico de
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acuerdo al teorema 5.1.1(b). Més atn, elijamos para toda 0 < o < 1 las funciones de restriccién

0, como
191

(1 —a)f(z) = 2>+ ——, paratodaz € R.
180

Usando esta eleccién para las funciones de restriccién, no es mas que una rutina verificar que
ha(1l, —00) < 0 < hy(1,0) para todo 0,95 < o < 1. Por el teorema 5.1.1(a)-(b), podemos obtener
una sucesion {ay, }, en (0,1) tal que o, T 1, y una sucesién {A },, en (—o0, 0) tal que para cada
m, A%, es un punto critico del mapeo A — V,,, (1,77 ) (equivalentemente, hq,, (1, A%,) = 0). Ahora,
consideremos la sucesién { f;\;’; }m, tal que para cada m, fa’\;”() € FNII)™ es una politica au,-
6ptima para el PDR, donde por (5.1.12) en la proposicién 5.1.2; toma la forma fé\ﬁ () = —]?O’é\;;‘:c
para toda x € R. Luego, obtenemos,

X = Ao o= —0,38767819 -, fAn — f*:=0,12806245 - - - , (5.2.1)

m

(1= )V (L,rdm) — pp° = 8,92176746 - - - (5.2.2)

cuando m — o0o. Asi, fé,’jj () = f*(x) € A(x) cuando m — oo, para cada x € R, con f*(z) =

-~

— f*x. Del teorema 4.4.2; la politica determinista f* estd en Fy, y resulta ser una politica éptima
para el PERG. Ademads, del teorema 4.4.1 y 4.4.2, la constante pg\o = 8,92176746 - - - es el valor
optimo para el PERG, esto es,

p3° = 8,92176746 - - - = sup J(z,m,r) = J(z, f*,r) paratoda x € R.
meFy

Finalmente, de las proposiciones 4.3.1 y 4.3.2, obtenemos
(1 — am)Va, (1, f()’}:’j,c) — J(z, f*,¢) =g(f*,¢) =2,10510079--- para toda = € R,

(1 — ), (1, fam) — O(x, f*) = pp«(0) = 2,10510079 - - - , para toda z € R,

comprobando de paso que J(z, f*,¢) = 0(z, f*) = 2,10510079 - - -. En la siguiente tabla consig-
namos algunos cédlculos que nos dan idea de los limites anteriores cuando el factor de descuento
a1l
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a | h(1,A)=0 | » |-V, | (1 —a)Va(1, £, ¢ |
0,950000 | —0,09102632--- | 0,11580229 --- | 8,92484750 - - - 2,10818083 - - -
0,960000 | —0,14200398 - -- | 0,11823179--- | 8,92426036- - - 2.10759369 - - -
0,070000 | —0,19657718 - -~ | 0,12066968 - -- | 8,92365962 - - 2,10699295 - - -
0,080000 | —0,25526817 -~ | 0,12311866--- | 8,92304452- - - 2.10637785 - - -
0,990000 | —0,31870988 - -- | 0,12558175--- | 8,02241416- - - 2,10574749 - - -
0,099000 | —0,38050692 - -- | 0,12781348 --- | 8,92183290 - - - 2,10516623 - - -
0,099900 | —0,38695817 --- | 0,12803755--- | 8,02177401 - - 2.10510735 - - -
0,999990 | —0,38760615--- | 0,12805996 - - | 8,921763812- - - 2.10510145 - - -
0,099999 | —0,38767098 - -- | 0,12806220--- | 8,92176753 - - 2,10510086 - - -

50



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis estudiamos ganancias descontadas y ganancias esperadas promedio
de procesos de control de Markov a tiempo discreto sobre espacios Borel, con restricciones en
costos descontados y costos promedio, respectivamente. Nuestros principales resultados obtenidos
incluyen:

(a) existencia de politicas éptimas para la ganancia a-descontada con restricciones en el costo
a-descontado,

(b) método para calcular politicas 6ptimas y el valor éptimo para el caso descontado,

(c) existencia de politicas éptimas para la ganancia promedio esperada con restricciones en el
costo promedio esperado,

(d) método para calcular las politicas éptimas y el valor 6ptimo para el caso promedio.

Para analizar nuestros problemas procedimos esencialmente a través de dos pasos fundamen-
tales:

En la primer paso se estudi6 el problema de control a-descontado con en el costo descontado,
y se proporcioné un método basado en la técnica de los multiplicadores de Lagrange para la
optimizacién de una familia paramétrica de problemas de control a-descontado sin restricciones.
Para ello se utilizaron argumentos basados en la programacion dindmica a través de ecuaciones
de optimalidad a-descontadas de los problemas sin restricciones, y que conjuntamente con el
calculo diferencial de una variable, permitiéo encontrar puntos criticos a las funciones de valor
optimo asociados a esta familia paramétrica. Dichos puntos criticos corresponden al multiplicador
adecuado, y al mismo tiempo, proporcionan un conjunto de politicas éptimas asociadas al pro-
blema sin restricciones parametrizada por dicho multiplicador adecuado. Mas atn, estas politicas

o1
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también resultan ser 6ptimas para nuestro problema original a-descontado con restricciones, y el
valor 6ptimo correspondiente coincide con el valor 6ptimo del problema sin restricciones asociado
a dicho parametro.

En el segundo paso, utilizamos la técnica de aproximacion desvanescente de los problemas
a-descontados sin restricciones cuando « 1 1, parametrizados con multiplicadores de Lagrange
que son los puntos criticos encontrados a través de la técnica empleada en el primer paso. Esto
conduce a que los valores 6ptimos a-descontados converjan al valor 6ptimo del problema promedio
esperado con restricciones, y que, bajo nuestras hipdtesis, las politicas 6ptimas a-descontadas
converjan a una politica éptima para el caso promedio con restricciones.

Entre las ventajas que se obtienen usando estos métodos (multiplicadores de Lagrange con-
juntamente con aproximacién desvanescente), es que bajo hipétesis relativamente mas débiles que
las empleadas de manera estandar en la literatura conocida, probamos la existencia de politicas
optimas de los problemas con restricciones, asi también se proporciona un método para compu-
tarlas. La desventaja estriba en que debemos tener hipdtesis de regularidad en nuestras funciones
de valor 6ptimo descontado como funciones del parametro asociado al multiplicador de Lagrange,
en otras palabras, debemos asumir que dichas funciones son diferenciables en tales parametros,
lo que no necesariamente ocurre de manera general.

Finalmente, consideramos que el trabajo tiene cierta relevancia para trabajos posteriores, que
permitan extender el andlisis para un nimero mayor de restricciones, asi como tratar de extender
al caso de cadenas de Markov controladas a tiempo continuo. También consideramos que se podria
extender nuestro analisis a sistemas mas generales donde no se cumplan necesariamente hipdtesis
tan restrictivas como lo es la W-ergodicidad geométrica.
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