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Introduccion

La teoria de Aubry-Mather, desarrollada por Serge Aubry [4], John Mather [21] y am-
pliada por Ricardo Mané [18] y Albert Fathi [12], estudia las érbitas minimas de los sistemas
Hamiltonianos convexos, ésta puede considerarse como una versién débil de la teoria KAM,
desarrollada de manera individual por Andrey Kolmogorov [17], Jiirgen Moser [24] y Vladimir
Arnold [1] que estudia la existencia de movimientos cuasi periédicos' para sistemas Hamil-
tonianos casi integrables, es decir, sistemas Hamiltonianos que son una ligera perturbaciéon
de uno integrable. En el caso sistemas Hamiltonianos integrables, todo el espacio fase esta
foliado por subvariedades Lagrangianas invariantes que son difeomorfas al toro, en las cuales
la dindmica es conjugada mediante una rotacién rigida (vector de rotacién fijo), éstos toros

generalmente son llamados KAM-toros (ver Definicién 2.1.1).

Los resultados de la teoria de Aubry-Mather son particularmente wvisibles si el espacio
de configuracién es bidimensional, ver por ejemplo [5] y [23]. Por lo cual, al trabajar con
Lagrangianos superlineales positivos definidos en variedades compactas, también llamados
Lagrangianos de Tonelli (ver Definicién 1.4.1), tenemos el entorno apropiado para ésta teoria,
de hecho, es posible probar la existencia de conjuntos invariantes interesantes (que minimizan
la accién), conocidos como conjuntos de Mather, Aubry y Mané, los cuales generalizan los
KAM-toros.

En éste trabajo presentamos una introduccién a la teoria de Aubry-Mather mediante
KAM-toros, debido a que al analizar las medidas invariantes soportadas en KAM-toros, en-
contramos entre éstas aquellas que son minimizantes de la accién, de lo cual obtuvimos los
conjuntos de Mather; posteriormente al analizar las propiedades que cumplen las proyeccio-
nes de las dérbitas sobre KAM-toros, encontramos aquellas que minimizan sin importar el

sentido, lo cual nos llevo a definir los conjuntos de Aubry y Mané. Cabe mencionar que sélo

1'Un movimiento cuasi periédico es el tipo de evolucién temporal que presenta un fenémeno fisico que sin

ser periddico repite una y otra vez condiciones arbitrariamente cercanas a una posicion previa del sistema.
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trabajamos con sistemas Lagrangianos auténomos (es decir, sin dependencia del tiempo en el
Lagrangiano y Hamiltoniano) esto implica en particular que la energia del sistema se conserva
y por lo tanto dichos conjuntos quedan contenidos en la subvariedad de nivel correspondiente

de la funcién energia.

El trabajo consta de cuatro capitulos, todos y cada uno de ellos necesarios para el objetivo

del mismo, organizado de la siguiente manera:

1. Calculo de variaciones. Discutiremos con los conceptos de calculo de variaciones, co-
menzando con definiciones generales en variedades diferenciales, entre éstas la definicion
de minimizante. Probamos algunas propiedades que éstas satisfacen en subconjuntos
abiertos de R", para posteriormente demostrar que tales propiedades siguen siendo
validas si la variedad diferenciable es la apropiada. Finalmente definimos el tipo de

Lagrangianos con los que trabajaremos, conocidos como Lagrangianos de Tonelli.

2. Introduccién a la Teoria de Aubry-Mather mediante un KAM-toro. Aqui
discutiremos algunas propiedades de las orbitas y de las medidas de probabilidad in-
variantes que se admiten en un KAM-toro, las cuales nos proporcionaran una mejor
comprensiéon de la geometria detras de la Teoria de Aubry-Mather. El desarrollo que
conlleva a obtener tales propiedades, nos permitird guiarnos para hacer un desarrollo
analogo en el siguiente capitulo y posteriormente definir los conjuntos de Mather, Aubry
y Mané en un KAM-toro.

3. Teoria de Aubry-Mather en Variedades Compactas. Como habfamos mencio-
nado anteriormente, éste capitulo esta inspirado en lo que ocurre con las medidas in-
variantes y las orbitas en un KAM-toro, por lo cual, comenzaremos con el estudio de
las medidas de probabilidad invariantes del sistema y sus propiedades para minimizar
la accién, con ésto podremos definir la primer familia de conjuntos invariantes en el
caso de variedades compactas, a saber, los conjuntos de Mather (ver Definicién 3.1.14),
en muchos aspectos, éstos conjuntos se pareceran y generalizaran a los KAM-toros,
lamentablemente una de sus més grandes limitaciones es que al ser el soporte de medi-
das de probabilidad invariantes, son recurrentes bajo el flujo (Teorema de recurrencia
de Poincaré [25, Teorema 17.3]), esta propiedad excluye a muchos conjuntos invarian-
tes interesantes, por lo cual, definiremos otros conjuntos de invariantes, éstos también
cumpliran con propiedades dindmicas interesantes, a menudo serdn mas grandes que
los conjuntos de Mather. Tales conjuntos son llamados: los conjuntos Aubry y Mané.

Para finalizar daremos un teorema que relaciona a todos estos conjuntos.
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Cabe notar que los anteriores capitulos tienen como principales fuentes [12] y [30].

. Ejemplo: Lagrangiano Mecanico. Este capitulo presenta la aportacion principal
del trabajo de tesis, en este desarrollaremos un ejemplo, en el cual deduciremos los
conjuntos de Mather, Aubry, Mané, ademas de las funciones a y 5 de Mather; éste se
dara en el Lagrangiano mecanico con energia potencial U sujeta a restricciones dadas,
con las primeras condiciones pedidas la dindmica de nuestro ejemplo fue la misma que
la del péndulo simple mostrado en [30, Secciones 3.5 y 4.3], es decir, nuestro desarrollo
no tenia una aportacion importante a la teoria, éste inconveniente fue solucionado
al modificar una de las condiciones que pedimos al inicio, de lo cual, obtuvimos un
cambid significativo en la dindmica de nuestro sistema y ademas fundamenté el teorema
presentado al final de éste capitulo. Con este ejemplo somos ahora capaces de continuar
con el estudio de esta teoria en contextos més generales, lo cual abre pauta a un trabajo

futuro con alin mas aportaciones a la teoria.
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Capitulo 1
Calculo de variaciones

Comenzaremos con los preliminares sobre Lagrangianos en variedades diferenciales, des-
pués nos centraremos en subconjuntos abiertos de R™ para poder establecer ciertas propieda-
des que éstos satisfacen; remontaremos el estudio a variedades en la cual solo trabajaremos
con un tipo de variacién, pero daremos una condiciéon para que el problema variacional no
dependa del tipo de variacion elegida. Por 1ltimo nos enfocaremos en los Lagrangianos de
Tonelli sobre variedades compactas, éste es el entorno apropiado para trabajar con la teoria

de Aubry-Mather, de la cual hablaremos mas adelante.

1.1. Conceptos basicos

Sea M una variedad suave® y sin frontera, denotamos por TM a su haz tangente y por
7 : TM — M a la proyeccién canénica. Un punto de TM es denotado por (x,v) donde
r€MywveT,M=n"1z). Al haz cotangente lo denotaremos por T*M y su respectiva
proyeccién denotada por 7* : T*M — M. Un punto de T*M es denotado por (z,p), donde
reMypeTiM = L(T,M,R).

1.1.1 Definicién. Un Lagrangiano L en la variedad M es un funcional continuo L : TM —
R.

1.1.2 Definicién. Sean L un Lagrangiano en la variedad M y v : [a,b] — M una curva

continua C! a trozos, con a < b, la accién Ar(y) de v para L es

Ar(y) = / Lix(s), 4(s))ds. (11)

!Cuyo atlas maximal es continuamente diferenciable, es decir, es de clase C™ para todo n, o lo que es lo

mismo, es de clase C°.
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Nos interesa el problema de minimizar la accién sobre curvas continuas a trozos, con la

condicién de extremos fijos, por lo cual, tenemos la siguiente definicion.

1.1.3 Definicién. Sea L un Lagrangiano en M y sea C el conjunto de curvas continuas a
trozos (parametrizadas) en M, diremos que 7 : [a,b] — M es minimizante sobre el conjunto
C, si para toda curva 0 : [a,b] = M, con § € C, 6(a) = v(a) y 6(b) = ~(b), tenemos que
Ar(y) < AL(9).

En el caso de que C sea el conjunto de curvas continuas C! a trozos, entonces a la curva
que minimiza la accion sobre todo C simplemente serd llamada minimizante. Para probar
que v : [a,b] — M es una minimizante para alguna clase C, por ahora sélo usaremos curvas
parametrizadas por el mismo intervalo y los mismos puntos extremos, més adelante veremos
que se puede omitir el intervalo de parametrizacion, es decir, encontrar minimizantes sin

importar que compartan el mismo intervalo de definicion.

1.1.4 Definicién. Sea L un Lagrangiano C?(M), decimos que L es no degenerado si para
cada (z,v) € TM la segunda derivada parcial 9*°L/0v?(z,v) es no degenerada como forma

cuadratica.

Observe que la segunda derivada parcial 9>L/0v*(z,v) tiene sentido, puesto que, sus
derivadas parciales de orden 2 son continuas. De hecho, ésta es la segunda derivada de L
restringida al espacio vectorial T, M y por tanto define una forma cuadratica en T, M. De
la misma manera, la primera derivada 0L/0v(z,v) es una forma lineal en T, M, y por tanto
OL/ov(xz,v) € (T, M)* =T:M.

Definamos ahora la transformada siguiente, la cual nos permite relacionar de una manera
muy peculiar al haz tangente con el cotangente.

1.1.5 Definicién. Sea L un Lagrangiano C1(M), definimos la transformada de Legendre
L :TM — T*M asociada a L dada por

oL
L(z,v) = (2, = (2,0) ) . 1.2
2.0 = (. 5 (12
A continuacién daremos las condiciones para que £ sea un difeomorfismo.

1.1.6 Proposicion. Sea L un Lagrangiano C", con r > 2, en la variedad M, entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) El Lagrangiano L es no degenerado.
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2) La transformada de Legendre £ : TM — T*M es un C™™ difeomorfismo local.
Mads aun, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) El Lagrangiano L es no degenerado y L es inyectivo.

i1) La transformada de Legendre L : TM — T*M es un C"™™' difeomorfismo global sobre

su 1magen.

DEMOSTRACION. Los enunciados 1) y 2) son de naturaleza local, por lo cual, basta con
probar la equivalencia cuando M es un subconjunto abierto de R".

Usamos las coordenadas canénicas en M C R", TM = M x R" y T*M = M x R"" (el
dual de R™). En estas coordenadas, para cada punto (z,v) € TM, la derivada DL(x,v) :

M x R™ — M x R™ de la transformada de Legendre L tiene la siguiente forma matricial

Idg. 2L T,V
DL(x,v) = [ : %gj;x U;] | (1.3)
8'[}2 b

donde Idg~ es la matriz identidad de n x n, luego tenemos que DL(x,v) es invertible como
funcién lineal M x R™ — M x R™ si y sélo si 9*°L/0v*(z,v) es no degenerada como forma
cuadrética, de ésto y de (1.2) tenemos la equivalencia de 1) y 2), para demostrar las siguientes
equivalencias, notemos que en i) pedimos que L sea inyectiva y no degenerada, por lo cual, £
es biyectiva (sobre su imagen) y DL(x, v) es invertible, entonces por el Teorema de la funcién
inversa [27, Teorema 1.20] tenemos que la transformada de Legendre £ es un difeomorfismo
global. O

1.1.7 Definicién. Sea M una variedad diferenciable, consideremos una curva v : [a,b] — M
de clase C". Una wvariacion de clase C” de 7y es una aplicacion I' : [a, b x] —€,e[— M de clase
C", con € > 0, tal que I'(t,0) = y(t), Vt € [a,b]. Para cada variacién denotamos por I'; a la

curva t — I'(t,s) que también es de clase C".

Figura 1.1: Representacion grafica de la variacién I'y de la curva ~.
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1.2. Lagrangianos en subconjuntos abiertos de R"

Supongamos que M es un subconjunto abierto contenido en R™. En este caso TM =
M x R", y la proyeccion candnica 7 : TM — M es la proyeccién en el primer factor.
Ahora estudiaremos las propiedades de diferenciabilidad de la accién de L, para esto supo-

nemos que L es C.

1.2.1 Lema. Sea L un Lagrangiano C'(M). Sean v, : [a,b] — R™ dos curvas continuas
C' a trozos, con v([a,b]) C M. La funcién t — Ap(y + ty1) estd definida para t pequerio,

cuya deriwada en t =0, esta dada por

Lyt = / DL(s),4()] (1 (5), 41 () ds

dt
b
-/ [g—’;h<s>,v<s>J<%<s>>+Z—fmsms)](ms)) ds. (14)

DEMOSTRACION. Ya que v v 71 son continuas, tenemos que la aplicacién I : [a, b)) xR —
R™, (s,t) — v(s) +ty1(s) es continua, més atin es uniformemente continua en [a, b] x [—1, 1].
Como I'[s,0] = v(s) € M, para todo s € [a, b], concluimos que existe € > 0 tal que I'([a, b] x
[—e,¢]) € M. Por lo tanto la accién de la curva I'(-,t) = v + ty; estd definida para todo
t € [—¢,¢]. Tomemos a F' como el subconjunto finito de [a, b], tal que tanto 7 como ~; sean
diferenciables en cada punto de [a,b] \ F'y definamos la funcién A : ([a,b] \ F) x R — R por

As,t) = L(v(s) + t7(s), ¥(s) + th(s)),

cuya derivada parcial con respecto a t es dada por

oA
ot

Mads aun esta derivada parcial estd uniformemente acotada en ([a,b] \ F) x [—1,1], ya que

(t,5) = DL[y(s) + t71(s), ¥(s) + t31(s)] (71.(5), 1 (s))-

DL es continua, y las curvas 7,7, son C! en [a,b] \ F. Por lo tanto, podemos diferenciar
Ar(y +tm) = fabL(y(s) + ty1(s),%(s) + t91(s))ds bajo el signo integral para obtener el

resultado deseado. O

1.2.2 Definicién. Una curva extremal para el Lagrangiano L es una curva continua C! a
trozos v : [a,b] — M tal que %|,—oAL(y + ty1) = 0, para toda curva v; : [a,b] — M de clase
C, con v; = 0 en vecindades de a y b. Por el Lema 1.2.1, ésto es equivalente a decir que

/ [g—i<7<8>v7<8>><%<8>>+g—fms),v(s))m(s» ds = 0, (15)

para cada curva v; : [a,b] — M de clase C™ que satisface 73 = 0 en vecindades de a y b.
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Gracias a la definicién anterior podemos dar el siguiente resultado.

1.2.3 Nota. Claramente, si 7 es una curva extremal, entonces para toda a’,b" € [a,b], con

a’ <V, la restriccion 7|y es también una curva extremal.

Podemos dar la relacién entre minimizantes y curvas extremales, la cual estd dada por la

proposicion siguiente.

1.2.4 Proposicién. Sea L un Lagrangiano en M y ~y : [a,b] = M es una curva C”, con
r > 1 (resp. continua C* a trozos), que minimiza la accién en el conjunto de curvas de clase

C" (resp. continuas C' a trozos ), entonces v es una curva extremal para L.

La demostracién es directa al considerar a la accién de L, como una funcién que va del
conjunto de curvas C" en R. Usando la hipétesis de que v minimiza la acciéon sobre éste con-
junto de curvas, podemos concluir que el diferencial de Ay () es cero. Ahora presentamos una
propiedad muy importante que satisfacen las curvas extremales, pero primero enunciaremos

el siguiente lema.

1.2.5 Lema (Dubois-Raymond). Sea A : [a,b] — L(R",R) = R una aplicacion continua
tal que f; A(t)(m(t))dt = 0, para cada curva vy : [a,b] — R™ de clase C™ que satisface vy, =0
en vecindades de a y b, entonces A(t) =0, Vt € [a, b].

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un ¢, €la, by vy € R™ tal que A(tg)(vo) # 0.
Sustituyendo vy por —uvg si es necesario, podemos suponer que A(ty)(vg) > 0. Fijamos € > 0

lo suficientemente pequeno de modo que se satisfaga
A(t)(vg) > 0,Vt € [tog — e,t9 + €] Cla, b].

Luego escogemos una curva ¢ : [a,b] — [0,1] de clase C* con ¢ = 0 fuera del intervalo
[to — e,to + €] v ¢(to) = 1. Por hipétesis tenemos que fab A(t)(p(t)vg)dt = 0, por otro lado,
tenemos

b to+e

| Aawwomi = [ omaw

a 0—€
como la funcién ¢(t)A(t)(vo) es continua, no negativa en [ty — ¢, tg + €] v ¢(to) A(to)(ve) > 0
ya que ¢(ty) = 1, por lo tanto, su integral no puede ser cero, lo cual es una contradiccién. O

La proposicién siguiente es una de las mas importantes de éste capitulo y la méas imple-

mentada al trabajar calculo de variaciones.
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1.2.6 Proposicién. Sea L un Lagrangiano de clase C* en el subconjunto abierto M de R™.
Sea v : [a,b] — M es una curva de clase C?, entonces v es una curva extremal si y sélo si

satisface la ecuacion de Fuler-Lagrange

LI ((0).4(1) = TG0, AW), vt € [a,b] (16)

DEMOSTRACION. Sea 7 a,b] = M de clase C* que se anula en vecindades de a y b,

ademds como L y v son C?(M), entonces la aplicacién

1 SEB0ADI (1)

es C! y se anula en a y b. Tenemos que

lo cual implica

GebO 0l = [ 5 {SEno.a0} e

a

Luego por la ecuacién (1.5) tenemos que vy es una curva extremal si y s6lo si

[ [Beow.awi- 5 { 2w} cuoa=o (L7)

para toda curva 7y, : [a,b] — M de clase C'*° que satisface v; = 0 en vecindades de a y b.

Entonces para concluir la demostracion, es suficiente aplicar el Lema 1.2.5 con

A0 = 52004301 - 5 { Sob.ao),

y obtener que 1oL oL
S (0,40) = 520 A(W), Ve [ad]

O

En lo que resta de ésta seccién mostraremos que, bajo ciertas hipotesis del Lagrangiano
L, las curvas extremales que son C! ¢ incluso continuas C! a trozos son necesariamente de
clase C?, por lo tanto deben satisfacer la ecuacién de Euler-Lagrange. Enunciaremos el lema
siguiente que es fundamental para la demostracién de un lema que se deduce de la Proposicion
1.2.6.
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1.2.7 Lema (Erdmann). Sea A : [a,b] — R™ una aplicacion continua tal que fab A(t)(A1(t))dt =
0, para toda curva v : [a,b] — R™ de clase C*> que se anula en vecindades de a y b, entonces

la aplicacion A(t) es constante.

DEMOSTRACION. Tomemos a ¢y : [a,b] — R” una curva de clase C* con ff Go(t)dt =1
y ¢o = 0 en vecindades de a y b, sea 4, : [a,b] — R™ una curva de clase C* que se anula en

vecindades de a y b, tomemos a C' = f: A1 (s)ds, la curva 71 : [a,b] — R™, definida por

n(t) = / Fa(s) — Co(s)) ds

es C™ y es 0 en vecindades de a y b. Por lo tanto, ya que, 4, (t) = 31(t) — Cpo(t), luego por

hipétesis tenemos

b
/ A(t) (1) — Cbolt)) dt = 0,
Consecuentemente

b b
/ At) B () de — / (6o A(D)] (C)dt = 0. (18)

Si definimos p := ff do(t)A(t)dt € R™, entonces fj [6o(t)A(t)] (C)dt no es mas que p(C).
Luego, por la definicién de C'y la linealidad de p, tenemos que p(C') = ff p(71(t))dt. Entonces

podemos rescribir la ecuacion (1.8) como

b
/ LA(t) — pl (B (0))dt = 0.

Dado que 4 : [a,b] — R™ es una curva continua que estd sujeta solamente a las dos condi-
ciones de ser C* e igual a 0 en vecindades de a y b, por el lema 1.2.5 de Dubois-Raymond,

tenemos que A(t) — p = 0 para toda t € [a, b)]. O

1.2.8 Lema. Sea L un Lagrangiano en el subconjunto abierto M de R™ y sea 7y : [a,b] — M

una curva extremal de clase C' para L, entonces existe p € R™ tal que

vie ot OC((0).4(0) =+ / O (909, A (s))as.

a

DEMOSTRACION. Sea 7 a,b] = M de clase C* que se anula en vecindades de a y b,

entonces la aplicacién

= t SE 09,36 (u(0)

7
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es C' y se anula en a y b. Resulta que

/ab % { Ut Z—iW(s)d(s))dS} (W))} v

/ab g—i(v(t),wt))(%(t))dt = — /ab Ut g—i(’y(s),'y(s))dsl (4 (t))dt.

Lo cual implica que

Por la condicién dada en (1.5) tenemos que

[ B s - [ SEaatnis] G =o.

Para concluir la demostracion es suficiente con aplicar el Lema 1.2.7 con

AW = 223(0),500) — [ P2 (3(s), A(s))ds = p, 1 € [ B
Por lo tanto
oL "OL

S 0@30) =p+ [ GO 46)ds e b,

a

U

Ahora demostraremos que bajo ciertas hipotesis del Lagrangiano L, las curvas extremales

que con de clase C! son de hecho de clase C”, r > 2, siempre que L también lo sea.

1.2.9 Corolario. Sea L un Lagrangiano no degenerado de clase C"; r > 2, en un subconjunto

abierto M de R", entonces cada curva extremal C es C".

DEMOSTRACION. Sea v : [a,b] — M una curva extremal C'. Fijemos to y considere-
mos (zg,v9) = (7(to),¥(to)) € TM. De la proposicién 1.1.6, la transformada de Legendre
L (z,v) = (z,%(z,v)) es un difeomorfismo local. Llamaremos a K la inversa local de £
con K(xo, g—i(l’o,vg)> = (z0,vp). La transformada K es de clase C""!(pues L lo es). Por la

continuidad de v y 7, para ¢ cercano a ty, tenemos que

(0.4(0) = K (0. 500,50)] (19)

Luego, por el lema 1.2.8, tenemos

SE00.30) =+ [ SO0
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Es claro que el lado derecho de 1.9 es de clase C*. Mas ain, ya que K es C"!, vemos que
(v(t),7(t)) también es de clase C', para t cercano a tg, por lo tanto v es C?. Por induccién

usando nuevamente 1.9, tenemos que v es C". O

A continuacién daremos un resultado similar a la Proposicién 1.2.6, sélo que éste caso

debilitamos la condicién sobre las extremales de ser C? a simplemente ser C! a trozos.

1.2.10 Corolario. Sea L un Lagrangiano de clase C"(M); r > 2, cuya transformada de
Legendre L : TM — T*M es un difeomorfismo sobre su imagen L(TM), entonces cada
curva extremal continua C* a trozos de L, es de hecho C”, y por lo tanto debe de satisfacer

la ecuacion de Euler-Lagrange (1.6).

DEMOSTRACION. Dado que L es un difeomorfismo tenemos que, por la Proposicién
1.1.6, L es no degenerado. Luego, por el Corolario 1.2.9, cada curva extremal C* es C".

Sea 7 : [a,b] — M una curva continua C' a trozos. Consideremos una particién
a=ay<a <---<a,=">o,

tal que la restriccion 7|, q;.,) €8 C', ¢ = 0,n — 1, més atin, ya que v

[a5,0i41] €S también una

curva extremal, entonces tenemos que y

[as,0001] € C". Puesto que 7 es una curva extremal,
entonces para toda curva v, : [a,b] — M de clase C que se anula en vecindades de a y b,

tenemos que

b
[ 15200 3@0n0) + 5E0@. 36| dt=o, (1.10)

Ya que 7|[q;,a;,,] €8 por lo menos de clase C?, denotemos por 7 (t) a la derivada izquierda

y 4+ (t) a la derivada derecha de v en t € [a, b] e integrando por partes, tenemos que

EN (), ¥(#)] (1 (2))dt = e (V(@iz1), V- (aiy1)] ((aiv1)) — £ [v(ai), ¥4 (ai)] (v1(a:))

- [ {4 [5e b3l bouna

/ @t 9L ) ) oL oL

Usando lo anterior, obtenemos
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[ [Geem @ + Gram.amem]a

- [ [Zew0)- b3 | oo

+ g—i [V(@iv1), V(ais1)] (71(@iv1)) — g—i [v(a;), Y4 (a;)] ((a;))

- g—i [(V(@ir1), Y (aiy1)] ((aiv1)) — g—i [v(a:), 34 (a:)] (71 (a))

donde la ultima igualdad se da, ya que 7|, q,,,] €5 una curva extremal de clase C?, por lo
cual debe satisfacer la ecuacién de Euler-Lagrange en el intervalo [a;, a;11]. Sumando sobre i

y usando la ecuacién (1.10) tenemos que

—_

[g_i Y(aiv1),7.(aiv1)] (M1 (aiv1)) — g—f}j [v(a;), ¥+ (a;)] (m(a;))| =0,

|
o

)
para toda curva vy : [a,b] — M de clase C* que se anula en vecindades de a y b. Para
1 <i < n—1, podemos elegir la curva v; de clase C* que se anula en la vecindad de la

unién de dos intervalos [a,a; 1] v [a;11,b], en el cual tomamos a a; como un valor arbitrario

fijo. Tenemos que

V=TT 2 (a5 (00) = 20 [y(as). e,

Por la inyectividad de la transformada de Legendre tenemos que ¥ _(a;) = 94 (a;). Por lo tanto,

la curva 7y es de hecho C'! en [a, ], en consecuencia, también es de clase C”. ([l

La prueba del lema siguiente es andloga a la del Lema 1.2.1, éste lema nos ayudara

posteriormente a dar una caracterizacién de las curvas extremales.

1.2.11 Lema. Sea I' una C*-variacién de la curva vy : [a,b] — M de clase C? con valores
en el subconjunto abierto M de R™, entonces la aplicacion s — Ap(Ty) es diferenciable y su

derivada en 0 es

b 2
SAUC| Ly = [ DEBO. 0] (G 00 o e0)) ar (111)

10
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Notemos que en el Lema 1.2.11 la C?-variacién es general, a diferencia de la C?-variacién
dada en el Lema 1.2.1. Mas atn, si suponemos que %AL(FS)‘S:O = 0 en la ecuacién (1.11),
entonces obtenemos una caracterizacién de las curvas extremales, lo cual da pie al resultado
siguiente.

1.2.12 Lema. Una curva vy : [a,b] — M de clase C* es una curva extremal del Lagrangiano
L si y sdlo si %AL(Fs)‘s:o = 0, para cualquier C*-variacion de v tal que T'(a,s) = v(a) y
(b, s) = ~(b), para s en una vecindad de 0.

DEMOSTRACION. <] Las variaciones del tipo 7(t) + sy1(t) con ~; de clase C* son
variaciones particulares de clase C?. Por lo tanto s6lo nos faltarfa el =], ésto resulta del

siguiente teorema.

1.2.13 Teorema (Primera férmula variacional). Sea 7y : [a,b] — M una curva extremal de

clase C?, entonces para cualquier variacion I’ de clase C? de vy, tenemos

S L= Gob 0400 (5:0.0)) - b i) (@) 11

DEMOSTRACION. Tenemos que

waly = [ pehwao) (e o)

-/ [&E[ 401 (o16.0)) + Feh0.50] (55-0.0 ) | .

Como 7 es una curva extremal de clase C?, entonces satisface la ecuacién de Euler-Lagrange

2 pie 301 = & [ S50

luego tenemos que

aatl= [ [ [5e00a0)] (5e0) + Sno.a0l (4500)] @

Sin embargo el integrando de la ultima integral, no es mas que la derivada de la aplicacion
t = ZE[y(1),4(1)] (35 (2,0)) que es de clase C*, por tanto

d

%AL(FS) ’s:O -

Sen®.301 (5:0.0) - SEh. 5] (50

11
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1.3. Lagrangianos en variedades diferenciales

En esta seccion veremos que muchas de las propiedades que cumplen las curvas extremales
en abiertos de R" se siguen cumpliendo ain en variedades diferenciales, también notaremos
que es fundamental haber desarrollado primero la teoria en R"™, para poder asi tener una

nocion de lo que sucede localmente en las variedades.

Consideremos una variedad arbitraria M de clase C* dotada con un Lagrangiano L de

clase C", con r > 2.

1.3.1 Lema. Sean I' : [a,b] x [c,d] — M de clase C* y 'y : [a,b] — M definida por
[y(t) =T(t,s), entonces la aplicacion s — Ap(Ty) es C*.

DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién, supongamos que 0 € [¢, d] y mostremos
que s — Ar(Ty) es C! en algtn intervalo [—n,n], con n > 0. Podemos cubrir el conjunto
compacto I'([a, b] x {0}) por una familia finita de cartas. Luego encontramos una particién
a=a < a < - < a, = b tal que I'([a;,a;41] x {0}) estd contenido en U; el dominio
de definiciéon de una de estas cartas. Por la compacidad, para n suficientemente pequeno,
tenemos que I'([a;, a; 1] X [=n,m]) C U;, para i = 0,n — 1. Llevando lo anterior via la carta,

a un subconjunto abierto de R™, podemos aplicar el lema 1.2.11 para obtener que

ait1
5 / LIT( ), %(s,t)]dt

es C'! en algtin intervalo [—n,n]. Ahora es suficiente notar que

A (T,) = nz_l / + I [F(t,s), g—z(t,s)} dt (1.13)
i=1

ésta es O en cada dominio de definicién U;, puesto que es difeomorfo via la carta a un sub-
conjunto abierto de R™, para el cual hemos probamos que Ay (T's) es localmente diferenciable

(ver Lemas 1.2.1 y 1.2.12). Por lo tanto, concluimos la demostracion. 0

Como vimos en la demostracién anterior y comentamos al inicio de la seccién, no es dificil
trabajar en variedades; ya que, siempre podemos hacer uso de las cartas coordenadas, puesto
que el dominio de definicion es una copia de R™, ya que, las cartas son homeomorfismos entre
subconjuntos abiertos de la variedad M y R™. Por otro lado, gracias al Lema 1.3.1 podemos
introducir el concepto de curva extremal para el Lagrangiano L de clase C?, en el caso de

curvas v : [a,b] — M de clase C? con valores en la variedad M.

12



CAPITULO 1. CALCULO DE VARIACIONES

1.3.2 Definicién (Curva C? extremal). Una curva v : [a,b] — M de clase C? es una curva
extremal para el Lagrangiano L de clase C?, si para cada C*-variacién I : [a, b]X] —e,e[— M
de 7, con I'(t, s) = v(t) en vecindades de (a,0) y (b,0), tenemos que d%AL(FS)‘ =0.

0

S=

Notemos que, por el lema 1.2.12, si la curva y el Lagrangiano son de clase C?, la definicién
anterior coincide con la definicion dada para el caso en donde M es un subconjunto abierto
de R™.

Anteriormente ( ver Nota 1.2.3), mencionamos que si vy : [a,b] — M es una curva extremal,
entonces para toda a',b € [a,b], con a' < U, la restriccién 7|y es también una curva
extremal, ésto es facil de ver cuando M es un subconjunto abierto de R", ahora probaremos

que se sigue cumpliendo aun trabajando en variedades diferenciales.

1.3.3 Lema. Sea v : [a,b] — M es una curva extremal de clase C* y [a’, V'] C [a,b], entonces

la restriccion 7|y €s también una curva extremal.

DEMOSTRACION. Para cada C%variacién T' : [a/,b]x] — ,e[— M de Vo], con
['(t,s) = 7(t) en la vecindad de (a’,0) y (¥/,0), escojamos ¢ con 0 < &’ < ey § > 0 tal
que I'(¢,s) = ~(t) para todo (t,s) € ([a/,a’ + 0] U b — §,0]) x [—¢’,€']. Por lo tanto podemos
extender I'|j4/ p)x[—e/ o] &

I':la,b] x [—€',e'] = M,

con I'(t,5) = 7(t), para t ¢ [a/,']. Bs claro que T' es una C?-variacién, con T'(t, s) = v(t) en
vecindades de (a,0) y (b,0). Més atin, para s € [—¢, ], la diferencia A (T) — AL(T,) es
igual a Az (Yaa1) + ALYl ). 0

El siguiente Teorema caracteriza que cada curva de clase C? es extremal si y sélo si

satisface en coordenadas locales la ecuacion de Euler-Lagrange (1.6).

1.3.4 Teorema (Euler-Lagrange). Sea L un Lagrangiano de clase C* en la variedad M. Sea
v : [a,b] = M una curva de clase C*. Si v es extremal, entonces para cada subintervalo
[a,b'] C [a,b] tal que y([a',b']) este contenido en un dominio U de una carta coordenada, la
restriccion |y satisface (en coordenadas) la ecuacion de Euler-Lagrange (1.6). Recipro-
camente, si para todo tg € [a,b], podemos encontrar un ¢ > 0 y un dominio U de una carta
coordenada tal que y([to — €,to + €] ([a;b]) C U Y Y|jto—eto+e]lat] Satisface en la carta (en

coordenadas) la ecuacion de Euler-Lagrange (1.6), entonces la curva 7y es una curva extremal.

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.3.3, si v es una curva extremal, entonces |y €s

también una curva extremal. Ya que y([¢’,V]) C U, donde U es un dominio de una carta

13
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coordenada, podemos entonces transportar, via la carta coordenada, lo anterior a un sub-

conjunto abierto de R™, por tanto, 7| 5] debe satisfacer la ecuacién de Euler-Lagrange (1.6).

Reciprocamente, observemos que por la compacidad de [a,b], podemos encontrar una
particion a = ag < a; < --- < a, = b y una sucesion Uy, ...,U,_; de dominios de cartas
coordenadas tales que 7([a;,a;11]) C U;. Si T es una variacién de clase C? de v, podemos
encontrar n > 0 tal que I'([a;, a;11] x [-n,n]) C U; con i = 0,n — 1. Por la primera férmula

variacional (1.12) tenemos que

AT )y = G @) i) (G (00,0)) = GEbta, da] (5 @00))

Sumando estas igualdades, encontramos por la ecuacién (1.13) que

d oL

%AL(FS) ‘s:O - %

0501 (5 0.0) - SEb@. 5] (50

SiI'(a,s) =~(a) y I'(b,s) = v(b) en una vecindad de s = 0, obtenemos que tanto g—z(a, 0),y
g—z(b, 0) son iguales a cero, por lo tanto, %AL(FS)‘SZQ =0 O

La demostracion previa también muestra que la primera formula variacional es valida en

el caso de variedades diferenciales, por lo cual, tenemos el siguiente teorema.

1.3.5 Teorema (Primera férmula variacional). Sea L un Lagrangiano de clase C* en la
variedad M. Si v : [a,b] — M es una curva extremal de clase C?, para cada C*-variacién
[ a,bx] —e,e[— M, (t,s) — I'(t,s) de, tenemos que

STy = 50301 (5, 0.0) - Frhi@.i@) (5 @0).

Por el Corolario 1.2.10 y argumentos similares usando cartas coordenadas, se puede de-
mostrar el resultado siguiente.

1.3.6 Corolario. Sea L un Lagrangiano de clase C" en la variedad M ; r > 2, cuya transfor-
mada de Legendre L : TM — T*M es un difeomorfismo sobre su imagen. Si vy : [a,b] — M
es una curva de clase C*; k > 1,(respectivamente una curva continua C* a trozos) es una
minimizante para la clase de curvas C* (respectivamente para la clase de curvas continuas

C' a trozos), entonces v es una curva extremal de clase al menos C".

14
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1.4. Lagrangianos y Hamiltonianos de Tonelli sobre va-

riedades compactas

Una vez familiarizados con el uso de Lagrangianos en variedades diferenciales y con las
propiedades que cumplen las extremales, podemos ahora definir el tipo de Lagrangianos con el
que trabajaremos en ésta seccién y a lo largo de éste trabajo. Mas aiin no hemos demostrado
la existencia de que tales minimizantes existan, por lo cual, es necesario imponer condiciones
a L para poder asi garantizar la existencia de tales minimizantes, pero primero es necesario

tener el espacio ideal para el desarrollo del mismo.

Sea M una variedad suave, sin frontera, compacta y conexa. Fijemos una métrica Rie-
manniana g y denotemos por d la métrica inducida en M. Sea || - ||, la norma inducida por

g en T, M, vamos a utilizar la misma notacién para la norma inducida en T} M.

1.4.1. Lagrangianos de Tonelli

Consideremos los Lagrangianos L : TM — R de clase C2%. Asociado a cada Lagrangiano,
existe un flujo en TM llamado el flujo de Fuler-Lagrange, el cual definiremos mas adelante,
anteriormente ya habiamos definido la accién Ay de una curva v determinada por la ecuacion
(1.1), ademds sabemos que las curvas de clase C? que son extremales del funcional A; son
soluciones de la ecuacion de Fuler-Lagrange (1.6), al desarrollar ésta ecuacién obtenemos la
siguiente equivalencia

T2 0 AN = T2 (1),5(0) — 5 (4 (8), A0 1), (1.14)

por lo tanto, si la segunda derivada parcial es no degenerada en todos los puntos de TM, se

puede resolver la ecuacién anterior para 4(t). La condicion

0*L

ésta es llamada la condicion de Legendre y permite definir un campo vectorial X en TM,

puesto que, por la condicién de Legendre (1.15), tenemos que ‘3275 es invertible y al despejar

4(t) en la ecuacion (1.14), obtenemos

Xulo(0).4(0) =30 = | 260500 [FE000) - 5 6@ 3@)i0).
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COMPACTAS

por lo cual, las soluciones de la ecuacion anterior son precisamente las curvas que satisfacen
la ecuacién de Euler-Lagrange. Este campo vectorial X es llamado el campo vectorial de

Euler-Lagrange y su flujo ®F es el flujo de Euler-Lagrange asociado a L.

1.4.1 Definicién (Lagrangiano de Tonelli). Una funcién L : TM — R es llamado Lagran-

giano de Tonelli si
i) L e C*TM);

ii) L es estrictamente convexo en cada fibra, en el sentido C?, es decir, la segunda derivada
parcial 9>L/0v?(x,v) es positiva definida como forma cuadritica para todo (z,v) €
TM:;

Y

iii) L es superlineal en cada fibra, es decir,

L
vlle—+o0  ||V||2

ésta condicion es equivalente a pedir que, para cada A € R, exista B(A) € R tal que

L(xz,v) > A|lv]| — B(A) (z,v) € TM.

1.4.2 Nota. Para garantizar la existencia de la transformada de Legendre, necesitamos que
el Lagrangiano sea C' y no degenerado. Con la hip6tesis i) tenemos la primera condicién y
la segunda la obtenemos gracias a que L es estrictamente convexo. Dado que la variedad es
compacta, entonces la condicién iii) es independiente de la eleccion de la métrica Riemanniana
g. Ademas, la equivalencia en iii) es directa, de hecho, si limy|, oo % = 400, entonces
L(z,v) crece més rapido que una ecuacién lineal dependiente de ||v||,, es decir, L(z,v) >
Allv||z — B para cada A € R. Por otro lado, si se cumple que L(x,v) > A|v||, — B para
cada A € R entonces al dividir entre ||v||, y tomar el limite cuando ||v||, — 400, es decir,

), - 100 % > A, VAR, porlo tanto lim,|, —+oo % = +400.
A continuaciéon daremos algunos ejemplos de Lagrangianos de Tonelli.

= Lagrangianos Riemannianos. Dada una métrica g en M, el Lagrangiano Rieman-

niano en (TM, g) es dado por la energia cinética:

Cuya ecuaciéon de Euler-Lagrange es la ecuacion de las geodésicas de g:

chc = O,
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CAPITULO 1. CALCULO DE VARIACIONES

donde V;z denota la derivada covariante y su flujo de Euler-Lagrange coincide con el

flujo geodésico.

» Lagrangianos mecanicos. Estos Lagrangianos desempenan un papel clave en el es-
tudio de la mecanica clasica, los cuales estan dados por la suma de la energia cinética
y una funcién potencial U : M — R:

L, 0) = Gl + UGa).
La ecuacién de Euler-Lagrange asociada esta dada por la 2% ley de Newton:
Vit = VU(z),
donde VU es el gradiente de U con respecto a la métrica Riemanniana g, es decir,

d,U-v=(VU(x),v),, V(zx,v)e TM.

1.4.2. Hamiltonianos de Tonelli

Como es comun en el estudio de la dindmica Newtoniana, muchas veces resulta til tra-
bajar con la parte dual del sistema Lagrangiano, es decir, con el Hamiltoniano asociado, éste
estda definido en el haz cotangente de la variedad M, T*M. Ahora describiremos al sistema

Hamiltoniano y la relacién que tiene con el Lagrangiano.

Haremos uso de la transformada de Fenchel, la cual permite transformar las funciones en
un espacio vectorial X en funciones en el espacio dual X* (ver [16] para una introduccién
especifica o ver [26] para una introduccién més detallada). Dado un Lagrangiano L, pode-
mos definir el Hamiltoniano asociado, como su transformada de Fenchel (o transformada de
Fenchel-Legendre):

H:T"M — R

(z,p) = sup {(p,v), — L(z,v)},
veT, M

donde (-, -), denota el emparejamiento canénico entre el haz tangente y el cotangente.

Si L es un Lagrangiano de Tonelli, uno puede probar facilmente que H es finito en todas
partes (como consecuencia de la superlinealidad de L ), es C?, superlineal y estrictamente
convexo en cada fibra (en el sentido C?), para mds detalles ver [12, Proposicién 1.3.5]. Tal

Hamiltoniano es llamado Hamiltoniano Tonelli (u 6ptico).
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COMPACTAS

1.4.3 Definicién (Hamiltoniano de Tonelli). Una funcién H : T*M — R es llamado La-

grangiano de Tonelli si
i) He C*T*M);

ii) H es estrictamente convexo en cada fibra, en el sentido C?, es decir, la segunda derivada
parcial 9*H/0v*(x,p) es positiva definida, como forma cuadratica, para todo (x,p) €
T*M;

iii) H es superlineal en cada fibra, es decir,

H(x,p)

lim ———~ = +o0.
Iplla—+oo  ||P||2

Veamos cudles son los Hamiltonianos asociados a los Lagrangianos de Tonelli que hemos

introducido en los ejemplos anteriores.

» Hamiltonianos Riemannianos. Si L(z,v) = ||v||2. es el Lagrangiano Riemanniano
asociado con la métrica Riemanniana ¢ en M, su correspondiente Hamiltoniano aso-

ciado estard determinado por
1
donde || - || representa la norma inducida en el haz cotangente T* M.

» Hamiltonianos mecénicos. Si L(z,v) = 3||v||2 4+ U(z) es un Lagrangiano mecénico,

el Hamiltoniano asociado es:
Lo
que algunas veces se denomina energia total.

Dado un Hamiltoniano, se puede considerar el flujo Hamiltoniano asociado ® en T*M. En
coordenadas locales, este flujo se puede expresar en términos de las denominadas ecuaciones

de Hamilton:

{ x:(t) = 2 (x(t),p(t)) (1.16)

Denotemos por Xp(x,p) := (5, (z,p), —5; (x,p)) al campo vectorial Hamiltoniano asociado

con H.
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CAPITULO 1. CALCULO DE VARIACIONES

Ahora, nos gustaria explicar cual es la relacién entre el flujo de Euler-Lagrange y el
Hamiltoniano. De la definicién del Hamiltoniano (y la transformada de Fenchel) se desprende

facilmente que para cada (z,v) € TM y (z,p) € T*M se cumple la siguiente desigualdad:
(p;v)s < L(z,v) + H(z,p), (1.17)

ésta desigualdad se denomina desigualdad de Fenchel (o desigualdad de Legendre-Fenchel) y
desempena un papel crucial en el estudio de la dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana, es una
desigualdad que usaremos muy a menudo. En particular, la igualdad se mantiene si, y solo si,
p = 0L/0v(x,v). Lo anterior también se puede fundamentar recordando la transformada de
Legendre (1.2), la cual, es un difeomorfismo entre TM y T*M, mas atn, cumple la siguiente
relacion con el Hamiltoniano:
oL
HoL(z,v) = <a—(:v,v),v> — L(z,v). (1.18)

(%

Una observacién importante es que este difeomorfismo £ representa una conjugacion entre
los dos flujos; el flujo de Euler-Lagrange en TM y el flujo de Hamiltoniano en T*M, en otras

palabras, el siguiente diagrama conmuta:

of

TM TM
c c
™M M

t

Como L y el flujo Hamiltoniano H son ambos C!, entonces se sigue del diagrama conmutativo

anterior que el flujo de Euler-Lagrange también es C*.

Por lo tanto, uno puede estudiar de manera equivalente el flujo de Euler-Lagrange o el
flujo de Hamiltoniano, obteniendo en ambos casos informacién sobre la dinamica del sistema.
Cada uno de estos enfoques equivalentes proporcionara diferentes herramientas y ventajas,
que pueden resultar muy ttiles para comprender las propiedades dinamicas del sistema. Por
ejemplo, el espacio tangente es el escenario natural para el calculo clasico de variaciones, en
el cual, podemos ilustrar (cuando la variedad es de dimensién 1) la dindmica del sistema
mediante el espacio fase, por otro lado, al trabajar con el Hamiltoniano podemos relacionar a
las curvas integrales u érbitas en el espacio fase (de las cuales hablaremos con mayor detalle
més adelante en los capitulos posteriores) con su respectivo nivel de energia mediante la

relacién dada en (1.18).
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Capitulo 2

Introduccion a la Teoria de
Aubry-Mather mediante un
KAM-toro

2.1. Propiedades de las medidas minimizantes y de las
orbitas en el KAM-toro

Con el fin de introducir la Teoria de Aubry-Mather estudiamos algunas propiedades de
las érbitas y de las medidas de probabilidad invariantes soportadas en un KAM-toro, es
decir, medidas de probabilidad que son invariantes (ver Definicién A.1.11) bajo el flujo Ha-
miltoniano ®# cuyo soporte (ver Definicién A.1.15) es un KAM-Toro (ver Definicién 2.1.1).
Esto nos proporcionara una mejor comprension de la geometria detras de la Teoria de Aubry-
Mather, lo cual, nos ayudara a definir algunos conjuntos de minimizantes de accién, a saber los

conjuntos de Mather, Aubry y Mané, éstos representan una generalizacion de los KAM-toros.

En éste caso, nuestra variedad M estara determinada por el toro d-dimensional, es decir,
Td =S!' x --- xS'. Sean H : T*T? — R un Hamiltoniano de Tonelli y L : TT? — R el
Lagrangiano de Tonelli asociado, denotemos por ®¥ y ®* los respectivos flujos. Recordemos
que uno puede identificar T*T¢ y TT¢ con T? x R?. Ahora, definamos un KAM-toro.

2.1.1 Definicién (KAM-toro). Sea 7 C T x R?, decimos que T es un KAM-toro (maximal)

con vector de rotacion p si:
i) 7 C T¢xR? es una gréafica Lagrangiana de clase C*, es decir, T = {(x, c+du) : x € T?},
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2.2. CONJUNTO DE MATHER EN UN KAM-TORO

donde c € R? y u : T¢ — R.
ii) 7 es invariante bajo el flujo Hamiltoniano ®# generado por H.

iii) El flujo Hamiltoniano en 7 es conjugado a una rotacién uniforme en T¢, es decir,
existe un difeomorfismo ¢ : T — T tal que o' o ®/f 0 o = R Vt € R, donde

t . £ 37d i : )
R, :x — x + pt(médZ?). En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:

o
T T
® @
Td T¢
Rt )

P

De la definicién de flujo Hamiltoniano tenemos que si 7 es una grafica Lagrangiana e
invariante bajo el fluyjo Hamiltoniano, entonces el Hamiltoniano H es constante en él, es
decir, H(x,c+ du) = E,, donde E. € R.

2.2. Conjunto de Mather en un KAM-toro

Ahora, analizaremos las propiedades de las medidas de probabilidad invariantes que estan
soportadas en 7. A partir de éstas propiedades podremos definir el primer conjunto de interés

de éste capitulo, el conjunto de Mather.

Sea u* una medida de probabilidad ergédica (ver Definicién A.1.14) ®-invariante so-
portada en 7. Por ahora trabajaremos con el Lagrangiano L y su respectivo flujo de Euler-
Lagrange ®%. Consideremos la medida de probabilidad invariante correspondiente al flujo ®*
obtenida al utilizar la transformada de Legendre: u = L£*u*, donde L£* denota el pull-back
de L. Podemos caracterizar a 7 a partir de algunas propiedades de la medida pu. Dichas

propiedades estan dadas en la siguiente proposicion.

2.2.1 Proposicion.

1) [udp=p.
2) Si f:T%— R una funcién C*(T), entonces [ df(x) - vdu = 0.
3)  Jppa L(z,v)dp = —Ec. + ¢ p.
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KAM-TORO

DEMOSTRACION. 1) Para ver esto, consideremos el cubriente universal! de T¢, es decir,

R? y denotaremos aqui algunos objetos (cuya definicién se puede consultar en la referencias

dadas):

o T :={(q,c+diq)),q € R%} el levantamiento [15, Pégs. 60-62] de 7 a R?, donde i es

una extension periddica de u;

e O la suspension [15, Pag. 8] del flujo Hamiltoniano ® a R? x R¢;

e { el levantamiento de ¢, es decir, ¢ : R — T tal que el siguiente diagrama conmute:

~ o1 ~
T T
$ P
R4 R¢
R},

donde éf} 1 ¢ — q+ pt. Més aun, ¢ tiene la forma ¢(q) = (£4(q), ¢ + du($4(q))) vy &4
satisface p,(q + k) = @,(q) + k para cada k € Z.

Ahora, sea (xg, ¢ + du(zg)) un punto en el soporte de u* y consideremos la érbita corres-

pondiente 7, (t) := 7®(zq, c + du(zy)), donde 7 : TT? — T¢ es la proyeccién canénica.

Denotemos por 7, (t) su levantamiento a R¢. Luego, usando el teorema ergédico de Birkhoff

(ver Teorema A.1.16), pues asumimos que u* es ergddica y por lo cual p es ergddica. Luego,

para cada punto (o, ¢+ du(zg)) en el soporte de p*, tenemos que

/ vdp
TTd

1o o ),
i L[5 = gy BTl
oo N Jo n——4oo n
lim Yoo () — lim Pq(@y ' (Ve (0)) + 1p) _
lfm {%(%1(%0(0))“@}) L oo}
n—-+00 n 0
P

donde [] y {-} denotan respectivamente la parte entera y la parte fraccionaria del vector

componente por componente.

'El cubriente universal de un espacio topolégico conexo X, es un espacio simplemente conexo Y con un

mapeo f : Y — X cubriente. Si X es simplemente conexo, es decir, tiene un grupo fundamental trivial,

entonces es su propia cubierta universal.
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2.2. CONJUNTO DE MATHER EN UN KAM-TORO

2) Tomemos (xg,vg) € supp p y denotemos su correspondiente érbita determinada por
(It, Ut) = @f(l‘o, Uo).

Ya que p es invariante, entonces ®F_p = yu, por lo cual

1 T
/ df(x) -vdp = —/ dt/ df (z) - vd®F =
TT T Jo TT¢
1 T
TTd
= / d,u/ df (zy) - vdt =
TTd

f(zr) f(:co)dﬂ URTEN
TTd T

la dltima igualdad es debido a que f es acotada. Observemos que en la prueba anterior no

hemos utilizado nada més que la invariancia de pu.

3) Recordemos que E. es la energia de T, es decir, H(z,c + du) = E.. Por otro lado,

tenemos que:

/TTd L(z,v)dp = /TTd[L(x,v) — (¢ + du) - v]dp + /TTd(C+du) vdp.

Usando la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) a lo largo de la érbita (z,v;) (definida
como en la demostracién de 2)) en el soporte de p (por como definimos a (x4, v;), ésta es de
hecho una igualdad), luego, tenemos que (¢ + du(x;)) - vy = L(zy,v) + H(x, ¢ + du(xy)) =
L(zy,v;) + E.. Entonces por las propiedades 1) y 2), podemos concluir que:

/ L(z,v)duy = —/ Ecdu—l—/ c-vdu =
TTd TTd TTd
= —Ec—i—c-/ vdp =—FE.+c-p.
TTd

O

Observemos que la propiedad 1) nos da la relacién que existe entre la medida pu y el
vector de rotacién p, en tal caso, diremos que p tiene vector de rotacion p. Las medidas
que satisfacen 2), son llamadas medidas cerradas. Por otro lado, de 3) se tiene que en par-
ticular, [Lo.[L(z,v) —c-v]dy = —E,. Més aiin, tenemos que el Lagrangiano definido por

L.(z,v) := L(z,v) — c-v sigue siendo de Tonelli, ya que, L. es C?(TM), més atin % = g%,
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0L,
) av2

1y )1, =400 ﬁ < 00. Por lo tanto, L. es de Tonelli. Més atn, debido a que p es cerrada, las

por lo cual es positiva definida y por ultimo la superlinealidad es directa puesto que

ecuaciones variacionales

5 V(L(:c,v) —c~v)du} — {/L(m,v)d,u} — 0

tienen las mismas extremales, en consecuencia L y L. tienen el mismo flujo de Euler-Lagrange.

Ahora, probaremos un resultado que nos servira para poder definir el primer conjunto de

interés, el conjunto de Mather.

2.2.2 Proposicién. Si fi es otra medida de probabilidad invariante de ®F, entonces

/T L) > / Lo(z, v)dp. (2.1)

TTd

DEMOSTRACION. Recordemos la desigualdad Legendre-Fenchel (1.17) y observemos
que en el soporte de fi, a diferencia de lo que sucede en el soporte de p (ver la Proposicién
2.2.1 inciso 3)), ésta vez no tenemos una igualdad, es decir, (c+du(x))-v < L(z,v)+ H(z, c+
du(x)) = L(z,v) + E., entonces:

/ Le(z,v)dp = / [L(z,v) — (¢ + du) - v]df >
TTd
> —/ E.Jdji=—-E, = / Le(x,v)dpu,
TTd
de lo anterior, podemos concluir que
E. = —min { / L.(xz,v)dfi : i es una medida de probabilidad @L—invariante} .
TTd

O

Por lo tanto, ;1 minimiza el valor promedio de L. (o accién de L.) entre todas las medidas
de probabilidad ®%<-invariantes (6 ®L, puesto que, son lo mismo). Ahora, daremos algunas

observaciones sobre la proposiciéon anterior.

2.2.3 Observacién. (i) El minimo de las acciones del lado derecho también es denotado

por a(c) (las a-funciones de Mather, las cuales definiremos en la Seccién 3.1), es decir,

a(c) = —min {/ L.(x,v)dfi : ji es una medida de probabilidad @L—invariante} :
TT4
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(ii) Una medida p que satisface la desigualdad (2.1) para todas las medidas fi de proba-
bilidad ®%-invariantes es llamada la medida minimizante de la c-accién (o medida de

Mather de clase con cohomologia c).

(iii) De la demostracién de la Proposicién 2.2.2 y la desigualdad Legendre-Fenchel (1.17),
tenemos que si supp /i no esté contenido en £7(7), entonces la desigualdad en (2.1)

es estricta.

Vamos a definir al primer conjunto importante, cuyo nombre ya lo hemos mencionado en

mas de una ocasion.

2.2.4 Definicién (Conjunto de Mather). Definimos al conjunto de Mather con clase de

cohomologia ¢ como:
/\7c = U{supp  : poes una medida minimizante de la c-accién}.

Claramente, la Proposicién 2.2.2 no garantiza que g minimice la accion de L entre todas
las medidas de probabilidad ®*-invariantes, ya que, s6lo demostramos que minimiza la accién
del Lagrangiano modificado L., con el mismo flujo de Euler-Lagrange que L. Por lo tanto,
es necesario poner restricciones adicionales a la medida p, para garantizar que en tal caso p

minimiza la acciéon de L.

2.2.5 Proposicién. Si ji es otra medida de probabilidad invariante de ®% con vector de

rotacion p (en el sentido de propiedad (1)), entonces tenemos

/T | e = / L(z, v)dp. (2.2)

TTd

DEMOSTRACION. Nuevamente, recordemos la desigualdad Legendre-Fenchel (1.17) y

la propiedad (3), més aun, por hipdtesis tenemos que f vdji = p. Con lo cual, tenemos que

/TTdL(x,v)dﬂ = /TTd[L(x,v)— (C+du>‘U]dﬂjL/TTd(c‘qu)'UdﬂZ

> —Ec+c-/ vdfi = —Ec+c-p:/ L(z,v)dp,
TTd TTd

de lo anterior, podemos concluir que
—E.+c¢-p=min {/ L(x,v)dji : ji es una med. de prob. ®L-inv. con vec. de rot. p} :
TTd

O

Ahora, daremos algunas observaciones sobre la proposicién anterior.
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2.2.6 Observacién. (i) El minimo de las acciones del lado derecho también es denotado

por B(p) (las S-funciones de Mather, las cuales definiremos en la Seccién 3.1), es decir,

B(p) = min {/ L(z,v)dji : i es una med. de prob. ®L-inv. con vec. de rot. p} .
TT4

(ii) Una medida p que satisface la desigualdad (2.2) para todas las medidas ji de probabi-
lidad ®%-invariantes con el vector de rotacién p es llamada medida minimizante de la

accion (o medida de Mather) con vector de rotacion p.

(iii) De la demostracién de la Proposicién 2.2.5 y la desigualdad Legendre-Fenchel (1.17),
tenemos que si fi tiene un vector de rotacién p, pero su soporte no estd contenido en
L7Y(T), entonces la desigualdad en (2.2) es estricta.

Vamos a definir al conjunto de Mather, que en éste caso esta ligado al vector de rotacion

p.

2.2.7 Definicién (Conjunto de Mather). Definimos al conjunto de Mather con clase de

homologia p como:
MP = U {supp p : 1 es una medida minimizante con vector de rotacién p} .

Para concluir esta seccién, enfatizamos las propiedades importantes de una medida de

probabilidad p ®L-invariante soportada en £7(T):

» 4 minimiza la accién de L.(z,v) = L(z,v)—c-v entre todas las medidas de probabilidad

dL-invariantes.

» 4 minimiza la accién de L(z, v) entre todas las medidas de probabilidad ®£-invariantes

con el vector de rotacion p.

2.3. Conjunto de Mané en un KAM-toro

En esta seccion, consideraremos las érbitas de un KAM-toro, analizaremos las propieda-

des dinamicas que cumplen, entre ellas la relacion que tienen con las curvas minimizantes.

La siguiente proposicion muestra la relacion que satisfacen las érbitas en un KAM-toro
con las curvas minimizantes, posteriormente, nos permitira definir otro tipo de minimizantes

que son de vital interés.
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2.3.1 Proposicién. Dados cualesquiera a < b, la proyeccion v de cualquier orbita en T
minimiza la accion de L. entre todas las curvas absolutamente continuas que conectan ~y(a)
a y(b) en el tiempo b — a. Ademds, v minimiza la accion de L.+ E. entre todas las curvas

absolutamente continuas que conectan y(a) a y(b) para cualquier longitud de tiempo dado.

DEMOSTRACION. Sea (g, ¢ + dyou) € 7 un punto en el KAM-toro, consideremos su
6rbita bajo el flujo Hamiltoniano, es decir, (t) = 7®(zg, ¢ + dy,u), donde 7 : T*T¢ — T4
denota la proyeccion candnica a lo largo de la fibra. Sean a < b cualesquiera, consideremos
la accion Lagrangiana correspondiente de esta curva y hagamos uso de la desigualdad de

Legendre-Fenchel (1.17), obtenemos que:

b b
/L(v(t)ﬁ(t))dt = /((C+dw(t>uw<t)—H(’V(t),c+dw<t>U))dt=

_ / c(t)dt + u(y(b)) — u(y(a)) — Eo(b — a).

de aqui tenemos que

/ [L(v(1),¥(1)) — e¥()] dt = u(y(b)) — u(v(a)) — Ee(b — a),
es decir ,
/ Le(y(8),7(t)dt = u((b)) — u(v(a)) — Ec(b — a). (2.3)

Tomemos ahora cualquier otra curva absolutamente continua ¢ : [a,b] — T? tal que &(a) =
~v(a) v &£(b) = ~(b). Procediendo como antes y usando la desigualdad de Legendre-Fenchel
(1.17), tenemos:

b . b .
[ e éwnie = [ [iet dagwé(o) - HE@)e +deow)] di =

_ / CE()dt + u(€(b)) — u(€(a)) — Eu(b— a).

Usando (2.3) y sabiendo que &(a) = v(a) y £(b) = v(b), podemos concluir que:

/ Le(y(t), 4(8)dt < / Lo((t), (1))t (2.4)

Por lo tanto, demostramos la primer parte de la proposicién. Para concluir la demostracion,
consideremos una curva con los mismos puntos finales, pero una longitud (de tiempo) dife-
rente, es decir, & : [@/, V'] — T¢ con o’ <V y tal que £(a’) = y(a) y £(V') = ~(b), procediendo

de forma analoga, obtenemos

/, Le(&(t), ()dt = u(€(V) —u(é(a') = Eo(¥) — d)
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y consecuentemente

b/

/ab (Le(v(8),¥(t)) + Ec) dt < / (Lc(g(t),g(t)) i E) &t

/

La proposicion anterior nos permite dar la siguiente definicion.

2.3.2 Definicién. Una curva «v : R — T9 tal que para cualquier a < b, Y|a,p) Minimiza la
accién de L, entre todas las curvas absolutamente continuas que conectan y(a) con y(b) en

el tiempo b — a, se llama c-minimizante global de L.

A continuacién, daremos también una definiciéon similar de minimizante, en la que el

tiempo que le tome conectar «y(a) con 7(b) nos es irrelevante.

2.3.3 Definicién. Una curva v : R — T¢ tal que para cualquier a < b, Y|a,p) Minimiza la
accién de L. entre todas las curvas absolutamente continuas que conectan y(a) a y(b) sin

ninguna restriccion en la duracién del tiempo se llama c-minimizante en tiempo libre de L.
La siguiente observacién es una reformulacién de la Proposicién 2.3.1.

2.3.4 Observacion. La Proposicion 2.3.1 establece que la proyeccion de cada orbita en T
es una c-minimizante global de L y una c-minimizante en tiempo libre de L + E.. Ademas,
de la demostracién y de la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) se deduce facilmente que
si la curva & no es la proyeccién de ninguna érbita de 7, entonces la desigualdad en (2.4) es

estricta.
Es momento de definir al siguiente conjunto de minimizantes.

2.3.5 Definicién (Conjunto de Mané). Definimos al conjunto de Mané con clase de coho-

mologia ¢ como:

/Vc = U {(7(t),%(t)) : v es una c-minimizante global de L y t € R}.

2.4. Conjunto de Aubry en un KAM-toro

En ésta seccion veremos que ain existe otro tipo de minimizante, con el cual podremos
definir el dltimo conjunto de minimizantes de éste capitulo, ademas demostraremos las pro-

piedades que cumplen tales minimizantes.
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Para poder describir a las nuevas minimizantes es necesario dar la siguiente definicién,
pero primero denotemos al conjunto de curvas absolutamente continuas que conectan a x

con x5 en el tiempo T por Cr(xy, z3).
2.4.1 Definicién. Sean x,,x, € T?. Denotemos por

h?($1,l‘2) = min ALC<’)/)
’YECT(xlva)

y consideremos la accion de L. + k para algin k € R, definimos el potencial de Mané como:
Gt (T, X0) 1= ;I;%(h?(l‘l, xo) + kT). (2.5)

Notemos que si k = 0, el potencial de Mané podria ser —oo, puesto que, si existe una
curva cerrada v : [0,T] — T? tal que y(0) = x; y ¥(T) = x4 con accién L, negativa, entonces

beo(T1,T2) = —00, ya que, estaria yendo una y otro vez alrededor de 7.

Nos interesa ver para qué valores de k el potencial de Mané esta bien definido, es decir,

€S mayor que —oQ.

Sea vy : [0, 7] — T? cualquier curva absolutamente continua tal que v(0) = 2, y y(T') = o,
entonces usando la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17):

| @@kt = [ o) 50 = HOO.c+ du)] de+ a7 -

= u(y(T)) —u(v(0)) + (k = E)T =
= u(xy) —u(x) + (k— E)T. (2.6)

Tomando el infimo sobre todas las curvas que conectan x; a xo, obtenemos:
Ges(x1, 22) > u(2) — ul(zy) + (K — E.)T.

Por lo tanto, si k > E., entonces ¢.y(z1,z2) > —oo para todo x1,z9 € T?. Por otro lado,
mostremos que para k < E., ¢. (1, 22) = —o00 para todo 1, x5 € T? para poder demostrar
ésto primero necesitamos probar que el potencial de Mané satisface una especie de desigualdad

de triangulo.

2.4.2 Proposicion. Para todo k € R, tenemos que

(bc,k(xvy) < ¢C7k(x7 Z) + ¢C,k(ZJ y) anya PSS Td'
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DEMOSTRACION. Observemos que cualquier curva absolutamente continua que conecte
x a z y cualquier curva absolutamente continua que conecte z a y, determina una curva que

conecta x a y, entonces, al tomar el infimo obtenemos el resultado deseado. 0

Ahora, queda demostrar que el caso k < E. no es interesante.
2.4.3 Proposicién. Si k < E,, entonces ¢.x(x1,12) = —00 para todo x1,xs € T

DEMOSTRACION. Primero demostremos que si k < E,, entonces Gex(x, x) = —00 para
todo x € T?. Notemos que la érbita y(t) = 7®(x, ¢ + du(z)) es recurrente, es decir, existe
T, — +oo tal que 6, := ||7(T,,) — z|| = 0 cuando n — oo, para ésto, consideremos primero la
curva ¢ : [0, T, + 6,] — T? obtenida al unir la curva 7 con la geodésica de velocidad unitaria
que conecta a y(7T,,) con x, entonces usando la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) y la

continuidad de u, tenemos:

Ty Tn+6n .
@M%MEEA umwﬁ+/ Lo(£,6)dt + k(T +6,) =

Tn+6n .
= u1(L) ~ule) = BT, + [ L6 &)t + k(T +5,) <
donde A := méx|,|=1 |Lc(x,v)|. Por lo tanto, de la Proposicién 2.4.2 tenemos que si k < E.

y 1,25 € T, entonces: dep(1, 2) < ep(1, 1) + dep(1, T2) = —00. O

Como hemos visto, en el caso de k > E. tenemos que ¢.x(r1,22) > —oo0 para todo
z1,79 € T? v en el caso k < E, tenemos que Ge (21, 22) = —00 para todo w1,y € T, de lo

cual, se deduce la siguiente proposicion.

2.4.4 Proposicién.

E. = inf {k € R: ¢er(z,y) > —o0 para todo z,y € Td}
= sup {k €R: ¢o(x,y) = —o0 para todo x,y € Td} )

De la Proposicién 2.3.1 sabemos que si v es la proyeccién de una orbita en 7T, entonces
es una c-minimizante global de L y adema&s es una c-minimizante en tiempo libre de L + E..

Dicho en términos del potencial de Mané:

/ [Le(y(t),%(t) + Ec] dt = ¢ep.(v(a),v(b)), para cualquier a < b.
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De aqui la relacion de las c-minimizantes en tiempo libre con el potencial de Mané correspon-
diente a k = E., el valor minimo para el cual esta definido el potencial de Mané. Observemos

que de (2.6) ¢. g, (7,y) > u(y) — u(x) para todo z,y € T? y asf

e, (Y, ) 2 u(x) = uly) = —(u(y) —w(@)) = =dep.(2,9), (2.7)

ésta desigualdad nos d& un limite inferior en la accién necesaria para volver de y a x. En

particular, si € : [a,b] — T¢ es una curva absolutamente continua, entonces:

/ (Le(€,6) + E)dt > ¢c5.(£(a),£(D) = —be,p. (€(D), E(a)).

Una pregunta natural que surge es: ; Existen curvas para las cuales se da la igualdad? Dichas
curvas necesariamente deben ser c-minimizantes globales, puesto que, para conectar v(b) con

v(a) le tomarfa el mismo tiempo que conectar y(a) con ~y(b), es decir, b — a.

Demostremos que la respuesta a ésta pregunta es afirmativa, ademés caracterizaremos

tales curvas minimizantes.

2.4.5 Proposicién. Sea v la proyeccion de una orbita en T. Entonces, para cada a < b

tenemos:

/qummimﬁ:@&wmwm»=—%&w@mm»

DEMOSTRACION. Sea y(t) := 7®¥ (z, ¢ + du(z)) y consideremos a < b. De la Proposi-

cion 2.3.1 tenemos que

b
/UA%%+&W=%@WWA@%

por otro lado, ya que la orbita es recurrente, existe T,, — 400 tal que
Op = [|v(b+T) —~(a)]| =0,

por lo cual, al consideremos la curva ¢ : [b,b + T, + &,] — T¢ obtenida al unir la curva
Y|+, con la geodésica de velocidad unitaria que conecta a (b + T},) con 7(a), entonces,

de la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) y la continuidad de u, tenemos:

b4T, b+Tn+0n )
ber(v(B), (@) < / ld%wﬁ+/ Lo(&,€)dt + Eu(Ty +6,) =
b b+Ty,
b+ T+ _
=UMMJW—MWW—&ﬁ+/ Lo(6.6)dt + EF + B, <
b+T,,

< u(y(0+T)) —u(y(b) + (A+ Ec)on n = +oo u(y(a)) —uly(b)),
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donde A := max|,|=1 |Lc(z,v)|. De (2.6), tenemos

Gez.(V(0),v(a)) < u(y(a)) —u(y(b)) = —(u(y(b)) — u(v(a))) =
= —¢er.(v(a),7(b)).

con ésta desigualdad y de (2.7), obtenemos que ¢. g, (7(b),v(a)) = —¢cr.(v(a), v(D)). O

Daremos unas observaciones referentes a la proposicion anterior, las cuales nos permitira

definir nuestro ultimo conjunto de minimizantes.

2.4.6 Observacién. (i) Una curva«y : R — T¢ que satisface la condicién de la Proposicién
2.4.5 es llamada c-minimizante global reqular 6 curva c-estdtica de L. Aqui el adjetivo
regular, acunado por John Mather, no tiene relacién con la suavidad de la curva; ya que,
ésta curva serd tan suave como todas las demads soluciones del flujo de Euler-Lagrange

que depende de la regularidad del Lagrangiano L.

(ii) Ya que, toda curva c-estdtica es una c-minimizante global, se sigue de la Observacién

2.3.4 que éstas son todas y las unicas c-minimizantes globales regulares de L.

Definiremos nuestro tltimo conjunto de minimizantes de éste capitulo en el contexto de
un KAM-toro.

2.4.7 Definicién (Conjunto de Aubry). Definimos al conjunto de Aubry con clase de coho-

mologia ¢ como:

A, = U {(v(t),4(t)) : v es una curva c-estatica de L y t € R}.
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Capitulo 3

Teoria de Aubry-Mather en

Variedades Compactas

En éste capitulo haremos un estudio similar al del capitulo anterior salvo que ahora traba-
jaremos con Lagrangianos de Tonelli en variedades compactas, obteniendo algunos conjuntos
de minimizantes que posteriormente probaremos que son compactos e invariantes bajo el flujo

de Euler-Lagrange, veremos que tales conjuntos generalizan un KAM-toro.

3.1. Conjunto de Mather

En ésta seccion centraremos nuestra atencion en los conjuntos de Mather, pero primero,
definiremos algunos aspectos necesarios, posteriormente daremos la relacién que tienen los

conjuntos de Mather obtenidos en ésta seccién con los obtenidos en la Seccion 2.2.

Sea M es una variedad suave, sin frontera, compacta y conexa. Sean H : T*T? — R un
Hamiltoniano de Tonelli (ver Definicién 1.4.3) y L : TT? — R el Lagrangiano de Tonelli (ver

Definicién 1.4.1) asociado, denotemos por ®# y ®F los respectivos flujos.

3.1.1. Medidas de Mather

3.1.1 Definicién. Denotemos por (L) al espacio de medidas de probabilidad p en TM que

son invariantes bajo el flujo de Euler-Lagrange ® y de accién finita, es decir, fTM Ldp < oo.

Veamos que para el caso de Lagrangianos de Tonelli éste conjunto es no vacio. Debido a

la conservacién de energfa, tenemos que E(z,v) := HoL(z,v) = (2 (z,v), v) —L(x,v), més

35
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aun, de la superlinealidad se sigue que cada nivel de energfa es compacto (para més detalles
ver [10, Observacién 1-3.1]) e invariante bajo ®L, ya que, L es auténomo. Por otro lado, del
Teorema de Krylov-Bogolyubov [11, Seccién 1.6] sabemos que un flujo en un espacio métrico

compacto tiene al menos una medida de probabilidad invariante.

Ahora, veremos un resultado que es sumamente importante, del cual, haremos referencia

en mas de una ocasion.
3.1.2 Proposicion. Cada nivel de energia no vacio

E(E) :={E(z,v) = FE}
contiene al menos una medida de probabilidad ®F-invariante.

DEMOSTRACION. Sea (x9,v0) € E(E) y consideremos la curva ~(t) := w®F(xq, vy),
donde m : TM — M denota la proyecciéon candnica. Para cada T° > 0, consideremos la
medida de probabilidad ur uniformemente distribuida en el trozo de curva (v(t),%(t)) para
todo t € [0,T], es decir,

[ ram =5 [ fe@on v eceEm),

La familia {yr}7r0 es precompacta® en la topologia débil* (ver [6, Seccién 3.4]) ya que el
conjunto de medidas de probabilidad en £(F) esta contenido en la bola unitaria cerrada en
el espacio de medidas de Borel con signo de £(E), la cual es débilmente™ compacto segin el
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki [6, Teorema 3.16]. Por lo tanto, se puede extraer una
subsucesién convergente {pr, }n>1 tal que g, — p en la topologia débil* cuando 7, — oo.

Ahora, sélo falta demostrar que p es ®-invariante, es decir, para cada s € R tenemos que

®L 11 = p, donde ®L_p denota el push-forward de la medida p (ver Definicién A.1.4).

Sea f una funcién continua en E(F), entonces por la desigualdad del triangulo tenemos

' [rivt= [ ga) < | [ gaetu [ raok|+| [ aetm, [ s,
+‘/fduTn—/fdu.

Ahora probaremos que los términos del lado derecho en (3.1) tienden a 0 cuando 7T, — oo.

(3.1)

Ya que, g, converge débilmente* a pu, tenemos

[ faur, [ sa

1Un subconjunto en un espacio topolégico es precompacto si y sélo si su cerradura es compacta.

Thn—00
)
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por otro lado, por la férmula de cambio de variables [31, Lema 5.1.1] para el push-forward,
tenemos que

‘ [ fivk = [ fiet | - ] [ rovtan- [ rovtau,

con ésto, s6lo nos falta demostrar que el segundo termino de (3.1) también tiende a 0 cuando

Ty —00
n O’

T, — 00, lo cual, se sigue de la definicion de pg, , pues

\ / AL g, — / fdp,
0

/OT”Sf(v() st~ [ o sona— [ 160,360

[ - o
2s

< —max|f| — e ol)

T, €(E)

T e a0 - nf(v(t)d(t))dt‘

1,

1

1,

Por lo tanto, se sigue de (3.1) que para cualquier f € C(E(F))

]/fdcbs*u /fdu‘ 0.

Consecuentemente ®%_ 1 = p para cualquier s € R, es decir, p es ®L-invariante. 0

Anteriormente, definimos la acciéon Ay de una curva -y, por lo cual, es momento de definir

la accién promedio de una medida p en 9¥(L), la cual ésta definida de la manera siguiente.

3.1.3 Definicidén. Sea p € M(L), definimos la accién promedio de p como:

A = [ L

Claramente las medidas construidas en la Proposicion 3.1.2 tienen accion finita, ya que,
son el limite de medidas de probabilidad uniformemente distribuidas y ademas tenemos que

LeCEE)).
3.1.4 Definicién. Definimos la topologia vaga, como la topologia débil* inducida por el
espacio Cf de funciones continuas f : TM — R que tiene a lo més un crecimiento lineal, es

|/ (z, )|

sup ——— < +00.
(z,v)ETM 1+ ||UH

decir

37



3.1. CONJUNTO DE MATHER

De aqui en adelante supondremos que (L) estd dotada con ésta topologia, mas ain,
sea (CY)* el dual de CP, afirmamos que M(L) C (C?)*, puesto que, M(L) denota el conjunto
de medidas de probabilidad p en TM tales que L € Ly(u) (el espacio de Lebesgue). Obvia-
mente una medida de probabilidad p € 9M(u) si y sélo si u € Ly(u) para todo u € CP, ésto
nos permite identificar 4 con un elemento del dual (C?)* definido por pu(u) := [udp donde
u € C}, con lo cual concluimos que M(L) C (C7)*. Ademds es un resultado cldsico que éste

espacio con dicha topologia, es metrizable (para mayor detalle ver [18, Seccién 1]).

La proposicién siguiente nos ayudara a garantizar la existencia de minimizantes.

3.1.5 Proposicién. Ay : M(L) — R es inferiormente semicontinua con la topologia vaga
en M(L).

DEMOSTRACION. Definamos a Ap k(p) == [min{L, K}du, con K € R, ésta funcién

es Lipschitz con constante K, puesto que

|AL k(i) — AL (V)| = ‘/min{L, Kl}dp — /mfn{L, K}dv| < Kd(p,v).

Por lo cual, Ay, i es continua, més atun Ay x T Az cuando K — oo, entonces tenemos que

Ap es inferiormente semicontinua. [

En general, éste funcional puede no ser necesariamente continuo, lo cual es innecesario en
nuestro caso. Por otro lado, una consecuencia de la Proposicion 3.1.5 es el siguiente corolario,

el cual nos garantiza la existencia de medidas minimizantes.
3.1.6 Corolario. Eziste p € MM(L) tal que p = mingyy Ag.

DEMOSTRACION. La demostracién es directa, ya que, el conjunto 9t(L) es no vacio
y compacto [18, Proposicién 1.2], més ain, toda funcién inferiormente semicontinua en un
conjunto compacto alcanza su minimo. 0

Vamos a definir a las medidas en 9(L) que satisfacen la propiedad del Corolario 3.1.6.

3.1.7 Definicién. Sea p € M(L). Decimos que p es una minimizante de la accién de L si

AL(/L) = mil’lgm(L) AL-

Como en el caso de un KAM-toro podemos encontrar otras medidas invariantes ademas
de las que minimizan la acciéon de L, para ésto es necesario introducir un nuevo Lagrangiano

de tal manera que la dindmica del sistema no se altere. Por lo tanto, necesitamos de alguna
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CAPITULO 3. TEORIA DE AUBRY-MATHER EN VARIEDADES COMPACTAS

manera introducir algin tipo de etiqueta y que ésta no modifique la dindmica del sistema, es
decir, que el nuevo Lagrangiano tenga el mimo flujo de Euler-Lagrange ®%, ademas, que tal
etiqueta nos permita magnificar ciertos movimientos en lugar de otros. Lo que descubrimos en
la Proposicion 2.2.2 fue que esto se puede lograr facilmente restando a nuestro Lagrangiano
una funcién lineal c¢-v, donde c¢ representa la clase de cohomologia del Lagrangiano invariante
en el KAM-toro que estamos interesados, en otras palabras, la clase de cohomologia de su
gréafica en T*T.

Ahora, implementaremos una idea similar para un Lagrangiano de Tonelli. Sea 1 una
1-forma diferencial en M, definimos el siguiente funcional lineal (en cada fibra) del espacio

tangente

A:TM — R

(z,0) — (n(x),v)x

y consideremos un nuevo Lagrangiano de Tonelli definido por L,, := L —%, cuyo Hamiltoniano

asociado esta dado por

H,(x,p) = (p,v)e = Ly(x,0) = (p, v)x — L(x,0) + (n(x),v)0 = H(x,n(x) + p)-

Como habiamos mencionado, es necesario probar bajo que condiciones ambos Lagrangia-

nos tienen el mismo flujo de Euler-Lagrange, por lo cual, tenemos el siguiente lema.

3.1.8 Lema. Sin es una I-forma cerrada®, entonces L y L, tienen el mismo flujo de Euler-

Lagrange en TM .

DEMOSTRACION. Sea 7 es cerrada, tenemos que las ecuaciones variacionales o] [ Ldt] =
0y d[[(L —n)dt] = 0 tienen las mismas extremales para el problema de puntos finales fijos,
va que, [ dn(x,v)dt = fmovdt = 0. Por lo tanto, L y L, tienen el mismo flujo de Euler-
Lagrange. U

Aun cuando las extremales de estos problemas variacionales son las mismas, comunmente
no comparten las mismas minimizantes. En la Proposiciéon 2.2.2 notamos que la medida pu
s6lo minimizaba la acciéon del Lagrangiano modificado L., y posteriormente vimos en que
caso minimizaba la accion del Lagrangiano L. En éste caso podemos decir que los objetos que

minimizan la accién A; permanecen igual cuando modificamos al Lagrangiano L por una

2Una forma cerrada es una forma diferencial 1 cuya derivada exterior es cero, es decir, dn = 0.
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1-forma exacta3.

El siguiente resultado es similar a la propiedad probada para un KAM-toro en el inciso

2) de la Proposicién 2.2.1, cuya demostracion es andloga.
3.1.9 Proposicién. Si p € M(L) yn = df es una 1-forma exacta, entonces fdAfdu = 0.

Definamos primero el siguiente espacio vectorial fundamental para el desarrollo de los

resultados posteriores.

3.1.10 Definicion. Sea M una variedad diferenciable, para cada entero no negativo k defi-

nimos el k-éstmo grupo de cohomologia de de Rham al espacio vectorial cociente

H*(M;R) := {1-formas cerradas}/{l—formas exactas}.

Para toda k-forma cerrada w en M, [w] denota la clase de equivalencia de w en H*(M;R)
ésta llamada la clase de cohomologia de w. Se tiene que [w] = [W] si y sblo si w — w' = dn

para alguna (k — 1)-forma 7. En particular nosotros sélo trabajaremos con H*(M;R).

Para un Lagrangiano L fijo, las medidas minimizantes dependeran unicamente de la clase
de cohomologia de De Rham:
c=[n] € H'(M;R)

Por lo tanto, en lugar de estudiar las propiedades de las minimizantes de accién para un
solo Lagrangiano L, estudiamos las propiedades de las minimizantes para cada Lagrangiano

modificado, los cuales estdn parametrizados sobre H(M,R).

Sea ¢ € H'(M;R), denotamos por 7. una 1-forma cerrada de clase de cohomologia c.

Definimos un nuevo tipo de minimizante relacionado con el espacio H'(M,R).

3.1.11 Definicién. Sean 7. una 1-forma cerrada y p € M(L). Decimos que p es una medida
minimizante de la c-accién o medida de Mather con cohomologia ¢ = [n.], si

AL% (M) = l,énm%?L) ALUC (l/)

Observe que la clase de cohomologia de una medida de probabilidad invariante que mi-
nimiza la accién, no es algo intrinseco de la medida ni de la dindmica, si cambiamos el

Lagrangiano L por L — n donde 7 es una 1-forma cerrada, cambiaremos todas las clases de

3Decimos que una 1-forma diferencial 7 es exacta si existe una funcién suave f : TM — R tal que n = df.
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cohomologia de sus medidas minimizantes de accién por —[n] € H'(M;R).

Ahora definimos la siguiente funcién, ésta es una de las funciones mas importante de la
teoria de Aubry-Mather, mas adelante probaremos que tal funcién esta relacionada con la

energia del sistema.

3.1.12 Definicion. Definimos a la funcién o de Mather por

a: HY(M;R) — R

—  — in A 3.2
c oin Ly (11), (3.2)

la cual asocia a cada clase de cohomologia ¢ con menos el minimo de la accién correspondientes

al Lagrangiano modificado L, .

Siempre que definamos una funciéon en un espacio cociente es necesario demostrar que

ésta esta bien definida.
3.1.13 Proposicion. La funcion « estd bien definida.

DEMOSTRACION. Sea [5] € HY(M,R). Si 51,1, € [5], entonces 1, — n, = w donde w es
una 1-forma exacta, se sigue de la Proposicién 3.1.9 que [ d(m —n2)(x)-vdp = [ dw(x)-vdp =
0. Por lo tanto, [ dni(z)-vdu = [ dna(z) - vdu. Con lo cual, al tomar

am) =~ min Au, (1) = —M%)( / ML(m)—dm(x)wdu)
= — min L(x,v) —dny(x) - vd
iy ([ L) = dnte) o)
= — { A =
min Ly, (1) = a(n2) =

Maés adelante demostraremos que « es convexa y que el valor a(c) estéd relacionado con el

nivel de energia que contiene tales medidas minimizantes de la c-accién.

Denotemos por M.(L) al subconjunto de medidas minimizantes de la c-accién, es decir,
M, = M,(L) = {u € M(L) : Ay () < +00 y Ap,, (1) = —a(c)}.

Ahora, definimos la primer familia importante de conjuntos invariantes.
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3.1.14 Definicién (Conjunto de Mather). Para una clase de cohomologia ¢ € H'(M;R),

definimos al conjunto de Mather con clase de cohomologia ¢, como

M, = U supppu C TM, (3.3)

pneEM.

cuya proyeccion en la variedad base es denotada por M, = 7r(.//\/lvc) C M, llamado conjunto

de Mather proyectado con clase de cohomologia c.

Notemos que de la Proposicion 3.1.2 y del Corolario 3.1.6 tenemos que el conjunto de
Mather es no vacio e invariante. En general el conjunto de Mather se define como la cerradura
del conjunto del lado derecho en 3.3, de hecho ésta es la definicién de Mather en [22]. Sin

embargo es posible demostrar éste es cerrado, como lo veremos en el resultado siguiente.
3.1.15 Proposicién. El conjunto de Mather MVC es cerrado.

DEMOSTRACION. Dado que el espacio de medidas de probabilidad en T M es un espacio

métrico separable, se puede tomar un conjunto denso numerable {u,}5, de medidas de

fle Q%pbn, demostremos que ji es una medida

de probabilidad invariante, es decir, ® ji = ji, para todo s € R. Como cada p,, es invariante

Mather y considerar una nueva medida fi :=

bajo el flujo de Euler-Lagrange ®%, entonces tenemos que

o [e.o] o0

1 1 1
oL [ = oL — o, = — oL 4, = — o, = i
CA=OLY oot =) @ =Y i = i
n=1 n=1 n=1
ademds ésta es la minimizante de la c-accién (se sigue de la convexidad de «), entonces

supp ji C M.

La otra contencion se deduce deﬂlii definicién de fi, ya que, supp i = |J e, Supp 2 M.,
de lo cual tenemos que supp i = M.. Por lo tanto, como es el soporte de una sola medida
minimizante de la c-acciéon, M, es cerrada. Mas atn, ésta observacion muestra que siempre

existe una medida de Mather u. de soporte completo, es decir, supp p. = M.. O

El siguiente teorema demostrado por Mather en [22], nos serd de utilidad para encontrar

los conjuntos de Mather en el ejemplo que mostraremos en el Capitulo 4.

3.1.16 Teorema (Teorema del grafico de Mather). Sea M. definida como en (3.3). El

conjunto M. es compacto e invariante bajo el flujo de Fuler-Lagrange. Mds aun, T €s un
(&

mapeo inyectivo de Mc en M cuya inversa 7' : M, —> ./T/l/c es Lipschitz.
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La demostracién del Teorema del gréfico se deducird més adelante de un resultado mas
general, la propiedad del grafico del conjunto de Aubry, de la cual hablaremos mas adelante
en la Seccién 3.4. Ademds de forma similar a lo que hemos visto para un KAM-toro (ver
Observacién 2.2.3) en el caso auténomo, el conjunto de //\ZC esta contenido en un nivel de

energia bien definido, éste se puede caracterizar en términos de a(c).

De igual manera el siguiente teorema se deducira de un resultado mas general, el cual, lo

veremos a mayor detalle en la Seccién 3.4.

3.1.17 Teorema (Dias Carneiro, [7]). El conjunto de Mather M., estd contenido en el nivel

).
de energia &, = {H o L(z,v) = a(c)}.

3.1.2. Medidas de Mather con vectores de rotacion

Habiamos mencionado al inicio de este capitulo que seguiremos un enfoque similar al que
se hizo en el Capitulo 2, por lo cual, en lugar de considerar diferentes problemas de mini-
mizantes sobre (L), obtenidos al modificar al Lagrangiano L, alternativamente podemos
tratar de minimizar el Lagrangiano L poniendo algunas restricciones, por ejemplo; fijando el
vector de rotacion de las medidas. Para generalizar ésto a Lagrangianos de Tonelli en varieda-
des compactas, por lo cual necesitamos definir lo que queremos decir con vector de rotacion

de una medida invariante.

Primero demostraremos la proposicion siguiente, la cual nos ayudara a definir el vector

de rotacion de una medida invariante.

3.1.18 Proposicién. Sea pn € M(L), con L superlineal. Sin es una I1-forma cerrada en M,

entonces [, Ndp es finita.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis tenemos que L superlineal, entonces VA € R existe
B(A) € R tal que L(x,v) > A|lv||. — B, puesto que p € (L) tenemos

00 > / Ldp > / (Allo]l, - B)du = / Allv]lodyi — B,
TM TM TM

con lo cual al tomar A = ||n|| = sup,cpy {|n(2)|} = méxzem {In(x)|} y sabiendo que

(n(z),v)s < |nlll|lv|le, podemos concluir que [, Hdp < oo. O

Ahora con una prueba analoga a la hecha en la Proposicién 3.1.13, podemos afirmar que

si € M(L), con L superlineal, la integral [, 7idu estd bien definida y por la Proposicién
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3.1. CONJUNTO DE MATHER

3.1.9 tenemos que ésta es finita para cualquier 1-forma cerrada n en M. Mas atn, hemos
probado en la que si la 1-forma 7 es exacta, entonces [,,7dpu = 0. Por lo tanto, podemos
definir el siguiente funcional lineal:
H'(M;R) — R
c — ndp,
™

donde 7 es cualquier 1-forma cerrada en M con clase de cohomologia c. Por dualidad, existe
p(p) € Hi(M;R) tal que

| idn= e vee HOLR)

el corchete del lado derecho denota el emparejamiento canénico entre la cohomologia y la

homologia. Llamamos a p(u) el vector de rotacién de p.

Una vez definido el vector de rotacion, ss posible proporcionar una interpretacion geométri-
ca de éste. Supongamos por el momento que p es ergddica, entonces sabemos que una érbita
genérica definida por () := 7®F(z,v), siempre regresard una cantidad infinita de veces,
tan cerca como queramos, a su punto inicial v(0) = z. Por lo tanto, podemos tomar una
sucesién de tiempos 7,, — 400 tal que d(v(7},),x) — 0 cuando n — +o0, y consideremos
los lazos cerrados o, obtenidos al unir 7, .. con la conexién geodésica mds corta que une
~(7},) con x. Si definimos a [0, como la clase de homologia de éste lazo, se puede verificar
en [28] que el lim,,_, % = plu], independientemente de la sucesién elegida de {7, },>1. En
otras palabras, en el caso de medidas ergddicas, el vector de rotacion nos dice cudntas veces
en promedio una drbita genérica se enrolla alrededor de TM. Si u no es ergddica, p(u) puede
interpretarse como el promedio de los vectores de rotacién en sus diferentes componentes

ergddicos.

Maés ain de lo dicho anteriormente, se deduce que el vector de rotacién de una medida
invariante depende sélo de la dindmica del sistema (es decir, del flujo de Euler-Lagrange) y no
del Lagrangiano elegido. Por lo tanto, no cambia cuando modificamos nuestro Lagrangiano

agregando una 1-forma cerrada.

La siguiente pregunta que surge de manera natural: ;Dado un Lagrangiano de Tonelli L
existen medidas de probabilidad invariantes para cualquier vector de rotacién?. La respuesta
resulta ser afirmativa. Usaremos aqui el hecho de que el funcional de accién Ar, : M(L) — R

es inferiormente semicontinuo, lo cual nos servira para probar lo siguiente:
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3.1.19 Proposicion.

(i) La aplicacion p : M(L) — H1(M;R) es continua.

(ii) p es afin, es decir, para cualesquiera p,v € M(L) y a,b >0 cona+b=1, plap+ bv) =
ap(p) + bp(v).
(i1i) Para todo h € Hi(M;R) existe p € M con Ar(p) < oo y p(u) = h. En otras palabras, p

es sobreyectiva.

DEMOSTRACION.

(i)

Sea hy, ..., h, una base fija en Hy(M;R), donde b = dim Hy(M;R). Si p1, — iy 1c €s

cualquier 1-forma cerrada en M con clase de cohomologia ¢, entonces

(2 plitn)) = / e - vy, " / e - v = (e, p(j2)),

es equivalente a decir que:

(e, p(pn) = p(p)) "=5°0 Ve € R" ~ H'(M;R).

n—-+00

Luego, p(pn) — p(n) — 0, por lo tanto, p es continua.
Es una consecuencia de la definicién del vector de rotacién.

Sea h € Hy(M;R) una clase de homologia y consideremos el espacio cubriente abeliano
M de M , es decir, el espacio cubriente de M cuyo grupo fundamental es dado por el
kernel del homomorfismo de Hurewicz b : m (M) — Hi(M;R), el cual relaciona al
grupo fundamental con el primer grupo de homologia de M y cuyo grupo de transfor-
maciones Deck (ver Definiciéon A.1.18) son la imagen de b.

Sea Ti,...,T}, ... una sucesién de transformaciones Deck tal que

T
?’C — h € Hi(M;R) cuando k — 4o00.

Fijando g € M y sea &), := TyZo. Queremos aplicar el Teorema de Tonelli (ver Teorema
3.2.2) en M y encontrar una curva ; : [0,k] — M que minimice la accién del La-
grangiano entre todas las curvas que conectan Zy con Z, en tiempo k, tal minimizante

serfa una orbita en M, por lo tanto es suave.

Sea i la proyeccién de 4, en M y denotemos por py la medida de probabilidad unifor-

memente distribuida a lo largo de (7, ¥%). Similarmente a lo que vimos en la Proposicién
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3.1. CONJUNTO DE MATHER

3.1.2, uno puede considerar un punto de acumulacion p de estas medidas con respecto
a la topologia débil*; es facil ver que ésta tiene accién finita e invariante, puesto que,
cada una de ellas lo es. En cuanto a su vector de rotacion, observe que si cada n es una

1-forma cerrada en M, entonces:

[ i)t = (1. 5 ).

Por lo tanto, tomando el limite cuando k — 400, se sigue que

/T i) v = ([ ),

es decir, i tiene vector de rotaciéon h. ([l

Enunciamos el lema siguiente, el cual, nos ayudara a fundamentar la funcion de Mather que

esta ligada al vector de rotacion.

3.1.20 Lema. Sea p : M(L) — Hi(M;R) continua y sobreyectiva. Para todo h € Hy(M;R)

tenemos que p~t(h) es compacto.

DEMOSTRACION. Sea h € H,(M;R), claramente h es cerrado, por hipdtesis sabemos
que p continua y sobreyectiva, entonces p~!(h) cerrado, mds aun, ya que p~1(h) C M(L) que

es compacto, podemos concluir que p~1(h) es compacto. O

3.1.21 Definicion. Definimos a la funcién § de Mather por

g:H(M;R) — R

h — min A 3.4
pemim o, AL ) (3:4)

ésta es la conjugada convexa de la funcién « [30, Proposicién 3.3.2].

Notemos que este minimo se alcanza debido a la semicontinuidad de A y a la compacidad
de p~t(h).

Uno puede demostrar que la funcion § esta bien definida, la prueba es analoga a la de-
mostracion de la Proposicion 3.1.13. Demostraremos ahora que tanto a como /3 son funciones

convexas.

3.1.22 Proposicién. Las funciones a y B definidas en (3.2) y (3.4) son convezas.
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DEMOSTRACION. Por demostrar que 3 es convexa. Sean hy, hy € H{(M;R),0< A <1
y i, po € M(L) tal que p(p;) = h; v Ar(ps) = B(h;) para i = 1,2. Esto es posible porque p
es sobreyectiva. Definimos la medida v := Apy + (1 — A)pe, como p es afin, tenemos que

p(v) = Ap(pr) + (1 = N)p(p2) = Ay + (1 = A)ho
Por lo tanto,
BAh + (1 = Aha) < Ap(Ap + (1 = MNpz) = AB(ha) + (1 = A)B(he).

La primer desigualdad es por la definicién de 3, la igualdad siguiente por la linealidad de Ay,
y por como tomamos a las Ar(u1) y Ar(u2). La convexidad de a se deduce de la convexidad

de By de que ésta es conjugada convexa de a [10, Proposicién D.1]. O

De la Observacion 2.2.3, tenemos que si existe un KAM-toro de clase de cohomologia ¢ y
un vector de rotacién p, entonces 3(p) = —E.+c-p. Por lo tanto, si tenemos un Hamiltoniano
de Tonelli integrable H(z,p) y el Lagrangiano asociado L(x,v), entonces por la desigualdad
de Legendre Fenchel (1.17), tenemos que S(p(p)) < Ar(p). Por ésta y varias razones mas

que veremos después, esta funcion a veces es denomina Lagrangiana efectiva.

Ahora podemos definir lo que queremos decir con medidas minimizantes de la acciéon con

vector de rotacion fijo.

3.1.23 Definicién. Sea pu € M(L). Si u satisface (3.4), es decir, Ar(p) = B(p(n)), entonces

i es llamada medida minimizante de la accién 6 medida de Mather con vector de rotacion

p(p).

Denotemos por 9M"(L) al subconjunto de medidas minimizantes de la accién con vector

de rotacion h, es decir,
M = ML) = {p € M(L) : Ap(n) < +00,p(p) = h'y Ar(u) = B(h)}.
Ahora podemos definir a los siguientes conjuntos de minimizantes.

3.1.24 Definicién (Conjunto de Mather). Para una clase de homologia (6 vector de rotacién)

h € Hi(M;R), definimos el conjunto de Mather correspondiente al vector de rotacién h, como

M= U supppu C TM, (3.5)

ueMh

cuya proyeccién es M = w(M") C M.
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De la Proposicion 3.1.2 y del Corolario 3.1.6 se sigue que este conjunto es no vacio e
invariante. También en este caso, demostraremos que tal conjunto de Mather es cerrado,
para probar tal afirmacién primero es necesario demostrar el lema siguiente.

3.1.25 Lema. Sea {i,}n>1 un conjunto de medidas de Mather con vector de rotacion h. Si
o0

[ es definida por fi == >, %,un, entonces i es una medida de probabilidad invariante con

vector de rotacion h, es decir, ®% i = i y {c, p(ft)) = (c, h).

DEMOSTRACION.
=1 =1 =1
ol o — o R el 2 =g
CA= LY o= Pl Sk = i
n=1 n=1 n=1
y
o) = (e o) =63 oot = 3 5 [ e
n= n=1 n=1
- iicpun -3 ey = (e 0
n:12 n=1 2"1

3.1.26 Proposicién. El conjunto de Mather M" es cerrado.
DEMOSTRACION. Tomemos un conjunto denso numerable {ftn}n>1 de medidas de Mat-

her con vector de rotacién h y consideremos la nueva medida i = Y~ Q%un, se sigue del
Lema 3.1.25 que ji es una medida de probabilidad invariante con vector de rotacién h. Ademsés,
se deduce de la convexidad que [ que ésta medida minimiza la accién entre todas las me-
didas con vector de rotacién h (puesto que, es una combinacién convexa del conjunto denso

numerable de medidas), entonces supp i C M-,

La otra contencién es directa, ya que, por como definimos /i tenemos que

suppji = | J suppp 2 M,
pemh
entonces supp ji = M-". Por lo tanto, M" es cerrado. Ms aun, ésto demuestra que existe

una medida de Mather p” de soporte completo, es decir, supp pu* = M-, 0

De manera andloga al Teorema 3.1.16, tenemos el siguiente resultado para el conjunto de
Mather con vector de rotacion h.

3.1.27 Teorema. Sea M" definida como en (3.5). El conjunto Mh es compacto e invariante

bajo el flujo de Euler-Lagrange. Mas ain, T g €5 Un mapeo inyectivo de Mh en M cuya
inversa m' : M" — M" es Lipschitz.
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Aunque la propiedad del grafico para M" 1o se demuestra en [22], ésta se deduce del
Teorema 3.1.16, usando el hecho de que M" puede verse como el soporte de una tnica
medida minimizante de la accién y que éste conjunto esta contenido en uno o mas /\7c para
algunas ¢ € H'(M;R) [30, Proposicién 3.3.4], de igual manera puede consultar [30, Seccién

3.3] para més detalles sobre las funciones « y 5 de Mather.

3.2. Conjunto de Mané

En la seccion anterior, hemos descrito la construccién de los conjuntos de Mather al igual
dimos algunas propiedades de tales conjuntos, una de las limitaciones de los conjuntos de
Mather es que, al ser el soporte de medidas de probabilidad invariantes, por el Teorema
de recurrencia de Poincaré [25, Teorema 17.3] éstos son recurrentes bajo el flujo de Euler-
Lagrange, tal propiedad descarta muchos conjuntos invariantes interesantes, entre ellas las

érbitas heteroclinicas* y homoclinicas entre conjuntos invariantes.

En ésta seccién definiremos otros conjuntos de invariantes, tales conjuntos seran compac-
tos y a menudo méas grandes que los conjuntos de Mather, ademas veremos que propiedades

dinamicas satisfacen tales conjuntos.

3.2.1. Curvas semiestaticas

Ahora, en lugar de considerar medidas de probabilidad invariantes que minimizan la
accion, consideraremos curvas que minimizan la acciones para algunos Lagrangianos modifi-
cados. Recordemos que (ver Observacion 2.3.4 y 2.4.6) las drbitas en un KAM-toro pueden
caracterizarse en términos de las propiedades que tales 6rbitas satisfacian, por lo cual, pro-
cederemos de forma analoga al visto en la Seccién 2.3, es decir, deduciremos tal construccion

de conjuntos minimizantes en el caso general de un Lagrangiano de Tonelli.

Sean ¢ € H'(M;R) una clase de cohomologia y n una 1-forma suave en M, con clase
de cohomologia ¢, sabemos que, existe una relacion estrecha entre las soluciones del flujo
de Euler-Lagrange y las extremales del funcional de accién Ag, para el problema de pun-

tos finales fijos, que son por Lema 3.1.8 las mismas que las extremales de Ay. En general,

4Una 6rbita heteroclinica (a veces llamada conexién heteroclinica) es una trayectoria en el espacio de fase
que une dos puntos de equilibrio diferentes. Si los puntos de equilibrio al comienzo y al final de la 6rbita son

los mismos, ésta es llamada orbita homoclinica.
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éstas extremales no son minimas, Fathi demostré en [12, Seccién 3.6] que éstas son mini-
mos locales solo si el tiempo es muy corto. Por lo cual, podriamos preguntarnos lo siguiente:

Dados x,y € M y T > 0. ;Existe una curva minimizante que conecta x con y en el tiempo 17

Por el tipo de Lagrangiano con el que estamos trabajando, la respuesta a la pregunta an-
terior es afirmativa. Este es un resultado clasico en el calculo de variaciones, conocido como

el Teorema de Tonelli.

Denotemos por €% al conjunto de curvas absolutamente continuas y refirdmonos a la
topologia uniforme definida en [22, Pag. 174] como la topologia C°. El Lema siguiente nos
servira para demostrar el Teorema de Tonelli, para el cual s6lo daremos un bosquejo de la

demostracién, para més detalles sobre la demostracién sugerimos consultar [22, Apéndice 1].

3.2.1 Lema. Sea K € R. El conjunto Sk := {y € C*([a,b], M) : Ar, (v) < K} es compacto
en la topologia C°.

BOSQUEJO DE LA DEMOSTRACION. Primero se prueba que la familia de curvas en
Sk es absolutamente equicontinua, para probar ésto, es necesario usar la superlinealidad de
L. Después, se aplica el Teorema de Arzeld-Ascoli para deducir que cada sucesién {7, }n>1 en
Sk tiene una subsucesién convergente con respecto a la topologia C°. Ademds, puesto que
éstas son absolutamente equicontinuas se tiene que el limite de la subsucesion convergente
también debe ser absolutamente continua. Por tltimo, se demuestra que si v es el limite de

la sucesién {7y, }n>1 en Sk, entonces vy € Sk, es decir Ay (v) < K. O

Ahora veamos cémo demostrar el Teorema de Tonelli a partir del Lema anterior.

3.2.2 Teorema (Teorema de Tonelli). Sea M wuna variedad compacta y L un Lagrangiano
de Tonelli en TM. Para todo a <b e R yx,y € M, existe y € C*([a,b], M) con y(a) =z y
v(0) =y, tal que
A = { A .
(1) = i,y AL ()
o(a)=z,0(b)=y
DEMOSTRACION. Sea ko := inf{A, (v) : v € C*([a,b], M)}. Observe que ky > —o0,
ya que, L, esta acotada por abajo. Por lo tanto, para cualquier K > ko, Sk # () y ademas es
compacto debido al Lema 3.2.1. Tenemos que, S; C Sk si ky < k<K , entonces

[ Sk #0

K>kg

50



CAPITULO 3. TEORIA DE AUBRY-MATHER EN VARIEDADES COMPACTAS

y cualquier elemento de esta intersecciéon es una minimizante de Ap,,. ([l

A la curva v que minimiza la accién en el Teorema 3.2.2, la llamaremos minimizante de

Tonelli. Mas atn tenemos las observaciones siguientes.

3.2.3 Observacién. (i) Las minimizantes de Tonelli s6lo dependen de la clase de coho-

(i)

mologia ¢ = [n] y no del representante n elegido. De hecho, agregar una 1-forma df a
L contribuird como un termino constante f(y) — f(x), que no desempena ningiin papel

en la seleccion de las minimizantes.

No es necesario asumir la compacidad® de M para que existan éstas minimizantes, la
condicién de crecimiento superlineal con respecto a alguna métrica Riemanniana en
M es suficiente, una perspectiva similar se sigue en [9]. Pedir que M sea compacta es
una condicién muy fuerte, ya que, debido a ésta podemos garantizar que todo campo
vectorial suave en M es completo [14, Corolario 6.9], lo cual, nos ayuda mucho en
nuestro trabajo. Es posible demostrar la existencia de minimizantes en el caso en que

L presenta singularidades, por ejemplo en el problema de N-cuerpos [8,13,20].

Una minimizante de Tonelli que es C*! es de hecho C”, siempre que el Lagrangiano L
sea C"(TM), ésto se deduce facilmente de la transformada de Legendre (1.2) como se
demostré en el Corolario 1.2.9, pero ésta vez de forma local, puesto que, estamos en
una variedad compacta, ademas satisface la ecuacion de Euler-Lagrange, ésto se deduce

de la Proposicién 1.2.10, nuevamente procediendo de forma local.

Estamos interesados especialmente en las minimizantes de Tonelli que estdn definidas

para todo ¢t > 0, es decir, en las curvas en C*([a, b, M) que minimizan la accién con respecto

a cualquier tiempo dado, veremos que tales curvas satisfacen propiedades dinamicas muy

interesantes, pero primero definamos tales objetos.

3.2.4 Definicién (c-minimizante). Sea v : R — M una curva absolutamente continua.

Decimos que 7 es una c-minimizante global para L, si dados cualesquiera a,b € R, con a < b,

tenemos que

AL, (Vy) = min Ag, (o)

donde el minimo es tomado sobre toda o € C*([a, b], M) tal que o(a) = vy(a) y o(b) = v(b).

Como vimos en la Seccién 2.3 podemos dar una nocién de minimizante mas fuerte, pi-

diendo que el minimo se alcance entre todas las curvas que conectan los dos puntos finales

fijos, independientemente del tiempo que le tome, por lo cual, tenemos la siguiente definicion.

5En variedades compactas la eleccién de la métrica Riemanniana no importa.
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3.2.5 Definicién (c-minimizante en tiempo libre). Sea v : R — M una curva absolutamente

continua. Decimos que 7 es una c-minimizante en tiempo libre para L, si para cualquier
a < b € R dados,

Ap,(V]jap) = min Az, (o)

donde el minimo es tomado sobre toda o : [a',0'] — M tal que o(a’) = y(a) y (V') = v(b).

En la Seccion 2.3 demostramos que las érbitas en un KAM-toro satisfacen ésta condicién
més fuerte, moédulo una constante que se agrega al Lagrangiano (ver Observacién 2.3.4).
Mostremos que en el caso de variedades compactas la accién Ay, también es sensible a la
adicién de constantes al Lagrangiano, aunque ésta adicién es algo irrelevante para discernir si
las curvas son o no c-minimizantes. Por ejemplo, suponga que fo 2 (7 ) dt < fo (o,0)dt

con T < Ty sea k una constante tal que

1 T T
b= T T A LW(U7 U)dt - A Ln(% ’}/)dt )

entonces al sumar k al Lagrangiano, tenemos que

T

T
Ap k() = 2 (7 )dt + kT = / Ly(v,3)dt + k(T = T") + kT"

T/
> L f)/fydt—i—/ (o, 0)dt — / LA, A)dt + kT’

= O' J dt+k‘T ALn+k( )
0

Notemos que una c-minimizante en tiempo libre también es una c-minimizante, puesto que
si v es c-minimizante en tiempo libre, ésta es una c-minimizante para cualquier intervalo de

tiempo, en particular para el intervalo de tiempo en el que esta definida.

Es momento de estudiar la existencia y las propiedades tanto de las c-minimizantes como

de las c-minimizantes en tiempo libre.

Sean z,y € M y T > 0, denotemos por Cr(x,y) al conjunto de curvas absolutamente
continuas v : [0,7] — M tal que v(0) = = y v(T) = y, del Teorema de Tonelli podemos
garantizar que existe una ymym € Cr(z,y) tal que Ymm = min,ec,(ay) Az, (7). La siguien-
te definicién es de particular interés, pues nos sera de utilidad para definir otros tipos de

minimizantes.
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3.2.6 Definicién (El potencial de Mané). Sea k € R fija, definimos la siguiente cantidad:

,y)=inf min A € RU{-oo},
Oor(e,y) = Iof min Ar, () {00}

la cual, es conocida como el potencial de Mané.

En primer lugar nos gustaria entender cuando ésta cantidad es finita, ademas mostrar las

propiedades que satisface. Para ésto es necesario dar la siguiente definicion.
3.2.7 Definicién (El valor critico de Mangé).

c(L,) = sup{k € R: Existe una curva cerrada 7 con Ar, 11(7) < 0}
= inf{k € R: Toda curva cerrada vy satisface Az, yx(7) > 0}.

Notemos que es necesario demostrar que tal valor es finito, ésto lo probaremos a conti-

nuacion.
3.2.8 Proposicién. El valor critico de Mané es finito, es decir, c¢(L,) < oo.

DEMOSTRACION. Por la superlinealidad de L,, tenemos que, para toda A € R existe
B € R tal que L,(x,v) > A|lv|| — B para todo (z,v) € TM, luego L,(z,v) + B > A|lv||, al
tomar A > 0, podemos garantizar la existencia de una constante k tal que L, +k > 0 en

todas partes. Por lo tanto, Az, x(v) > 0 para toda curva cerrada . 0

Més atin, ¢(L,) sélo depende de ¢ = [n] y no del representante elegido, ya que, es suficiente
notar que las integral de las 1-formas exactas a lo largo de curvas cerradas es cero. Veremos
més adelante que éste wvalor critico es algo que ya conociamos, probaremos (Teorema 3.4.1)
que ¢(L,) = a(c), donde « es la funcién a de Mather (3.2), es momento de mencionar algunas

propiedades que satisface el potencial de Mané.

3.2.9 Proposicion.

(1) VkeR, Oni(x,y) < Oz, 2) + dpi(z,y) Va,y,z€ M.

(2) Sik<c(Ly), ¢pr(z,y)=—00 Va,y € M.
Sik>c(Ly), ¢pr(z,y)eR Va,y € M.

(3) Sik>c(Ly), ¢npr:MxM—R es Lipschitz.

(4) Sik>c(Ly), Oyi(z,z)=0 Vo e M.

(5) Sik>c(Ly), Opi(z,y)+ épi(y,z) >0 Vo, y € M.
Stk > c(Ly), ¢pi(x,y)+ ¢ni(y,z) >0 Vo #y e M.

53



3.2. CONJUNTO DE MANE

DEMOSTRACION. (1) Observemos que esta desigualdad tiene sentido atin cuando te-
nemos que ¢, x(z,y) = —oo, para algunos =,y € M. Sean 71 € Cr(z,2) y 72 € Cr(z,y) v
consideremos la curva obtenida al unir y; con s, es decir, 71 * y2 € Cryp/(x,y), ya que la

accion es lineal, se sigue que Ar, (71 *7v2) = Ar, +x(71) + AL, +x(72), entonces

Gni(2,y) < A (1) + AL+r(72),

es suficiente tomar el infimo sobre todas las posibles curvas (y1,7) y (72,7"), para obtener

¢n,k(x7y) < ¢n7k($72) + ¢n,k(z7y)'

(2) Primero probaremos que si k < ¢(L,) existe un zo € M tal que ¢, (z9,z0) = —00.
De hecho, de la definicién de ¢(L,), sabemos que existe v : [0,7] — M una curva cerrada
con ALn+k(7) < 0. Denotemos por <" las iteraciones de n-veces v, es decir, ¥* = v % --- %7,

—_———

n-veces
entonces
n—oo

Gnk(71(0),7(0)) < Ap, (V") = nAL 11(y) — —o0,

tomando zy := (0) (6 cualquier otro punto en ), por (1) tenemos que Vz,y € M

G2, y) < (2, 20) + bpi(T0, 20) + Gyi(0,y) = —00.

En cuanto a la segunda afirmacién, tenemos que si k > ¢(L,), entonces de la definicién de
c(L,) se sigue que todas las curvas cerradas tienen accion positiva, en particular ¢, x(z,z) > 0
para todo x € M, si suponemos que existen z,y € M tales que ¢, x(z,y) = —oo por (1)

tendriamos que
¢U,k(x7x) S an’k(x, y) + ¢n,k(y7 l’) = —0Q,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, si k > ¢(L,), entonces ¢, x(z,y) > —oo Vr,y € M.
(3) Sea k > c¢(Ly) y definamos a Q := maxX,en,|v|=1 Ly(x,v). Para cualquier z,y € M
consideremos a v, : [0,d(x,y)] — M como la geodésica con velocidad unitaria que conecta

x con y, entonces
Ok(2,Y) < Apyik(Vay) < (Q + k)d(z, ).

Usando (1) podemos concluir que

IN

Oni(@2, 21) + Gpi(@1,Y2) — dyp(T1, 1)

Gy (22, 71) +M+ Gy (Y1, y2) — @ T Y1
G ge(T2, T1) + Gyk(Y1, y2)

(@ + k)|d(z1, 22) + d(y1,y2))-

¢n,k($27 Ya) — ¢n,k(5€1, Y1)

IA AN A
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Al intercambiar x; con x5 y 31 con ys en el procedimiento anterior, obtenemos que

Onk(T1,91) — Opi(r2,92) < (Q + K)[d(z2, 21) + d(y2, y1)]-

Con lo cual hemos demostrado (3).
(4) Seax € M y k > ¢(L,), de (3), tenemos que

Oi(r,2) < (Q + k)d(z, ) = 0.

Por lo tanto, ¢, ;(z,z) =0, Vo € M.
(5) Si k> c(Ly), por (1) y (4) tenemos que

0= dpi(z,2) < pil(x,y) + iy, ), Vo,yec M.

Ahora, supongamos que k > ¢(L,) y procedamos por contradiccion, es decir, supongamos
que existen x,y € M con x # y tal que ¢, x(z,y) + ¢y x(y,z) = 0. Sean ~,, € Cr,(x,y) y
on € Cs, (y,x) tal que

lim Ap x(n) = Oni(z,y) v 1_1>£{100 Ar, 11(0n) = Gy, ©).

n—-+00 n

Demostremos que 1" := liminf,, , . 7T, > 0, éste puede ser +o00, nuevamente procedamos
por contradiccién, supongamos que liminf, ., 7, = 0 y tomemos una subsucesién {v,, }
tal que T;,, — 0. Por la superlinealidad de L,,, sabemos que para cada A > 0 existe B(A) tal
que L, > Aljv|| — B(A), entonces

T"k
Gyr(z,y) = lim L(Yo» Yy )t + KT,

Ng—>00 0

Th
>l [A / i lldt + T, (5 — B(A))
0

Ng—00

= Ad(z,y),

como es para toda A > 0, entonces ¢, ,(x,y) = 400, lo cual contradice (2). Por lo tanto,
liminf, , . 7T, > 0. Andlogamente se puede demostrar que S := liminf,, ,, . S, > 0, éste

puede ser +o00.

Tomemos ahora subsucesiones {7, } v {om, } talque T,,, =T >0y S,,, — S > 0, ademas
por hipétesis k > ¢(L,) y supusimos que existen x # y € M tales que ¢, x(x,y) + ¢y (y, x) =
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3.2. CONJUNTO DE MANE

0, entonces

¢7hk<x7$) S lim ALn+C(Ln)(7nk*o—mk)

k—4o00
< kl_l:rfoo ALn-i-k(’Vnk * Umk) + kgrfoo(c([’ﬁ) - k) (Tnk + Snk)

= an,k(xa y) + Q%,k(?J, T) + kETm(C(Ln) — k)T, + Sny)
= (c(Ly) —k)(T+S9)<0 (6 —o0),

contradiciendo (4). Por lo tanto, Vo # y € M tenemos que ¢, x(x,y) + ¢ni(y, ) > 0. d

De (2) se deduce que ¢(L,) se puede definir de forma equivalente en términos del potencial

de Mané como:

c(L,) = mf{keR:¢,i(z,y) > —o0, para todo z,y € M} (3.6)
= sup{k € R: ¢, x(x,y) = —o0, para todo x,y € M}.

Notemos que, v una c-minimizante en tiempo libre para L + k si y solo si

Va <b / Ly (y(8),3(8))dt + (b — a)k = ¢y (v(a), (D).

Maés atin, por la Proposicién 3.2.9 inciso (2), no tiene ningin sentido considerar el caso
k < c(Ly), ya que, ¢ x(x,y) = —o0,Vx,y € M. Por lo cual, consideraremos por ahora sélo

el caso k > ¢(L,). Veamos ahora, que sucede en éste caso.
3.2.10 Proposicién. Sea k > c(L,). Para todo x,y € M con v # y existe T > 0 y
v € Cr(z,y) tal que ALn+k(7) = ¢n,k(%y)~

DEMOSTRACION. Definamos para 7' > 0, la funcién f(T) := min,eop(ey) Az, +4(7),

ésta funcién es continua, para toda k > ¢(L,), gracias al Teorema de Tonelli 3.2.2 y cumple

las siguientes propiedades.

» f(T) — 400 cuando T — 07, para toda k > ¢(L,)).
Sea vr la correspondiente minimizante de Tonelli que conecta x con y en el tiempo
T. Por la superlinealidad de L,,, sabemos que para toda A > 0 existe B(A) tal que
L,(x,v) > Alv| — B, ¥(z,v) € TM, lo cual implica que

f(T) = min ALn+k(7) = ALn+k<7T)
VGCT($7y)

T
> A Virlde+ e~ BT
0

T—0t

> Ad(z,y) + (k= B)T — Ad(z,y),
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+
como es para toda A > 0 y ademds x # y, podemos concluir que f(7') =Y 4.

» f(T) — 400 cuando T — o0, para k > ¢(L,)).

En efecto
’YECT(CC7y)
- min A c +(k—c(L,)T
seCr(ay) @ (V) +( (Ln))
> by (@) + (k= ¢(L,)T 25 400, -

Una observacién importante que se deduce de la Proposicion anterior, pues para el caso
k > ¢(Ly,), las c-minimizantes en tiempo libre no son tan especiales, ya que, dados dos puntos
cualesquiera en M existen minimizantes en tiempo libre para L + k que los conectan, por el
Teorema de Tonelli 3.2.2 tenemos que éstas lo hacen en un tiempo finito. Por lo cual, ahora
sélo nos queda analizar el caso critico k = ¢(L,), es decir, estudiar las c-minimizantes en
tiempo libre para L + ¢(L,,), cuyo nombre se debe a que éste es el menor valor posible de k

para el que puede existir tales minimizantes.

Es momento de definir las curvas que cumplen ser minimizantes en tiempo libre para el

caso critico.

3.2.11 Definicién (Curva c-semiestatica). Sea v : R — M una curva absolutamente conti-

nua. Decimos que 7 es una curva c-semiestatica ¢ c-minimizante global para L, si

[ L@@+ oL)b - 0) = by (@A B) Va<b

Si v es una curva c-semiestatica para L, entonces ésta es una c-minimizante en tiempo
libre para L + ¢(L,) y consecuentemente es una c-minimizante global para L, por lo tanto,

corresponde a una solucién del flujo de Euler-Lagrange de L.

El reciproco de la observacion previa es cierto, es decir, cada c-minimizante global de L,
es de hecho, una curva c-semiestética de L + ¢(L,) = L + a(c), donde o denota la funcién «

de Mather asociada a L, ésto lo demostraremos en el Teorema 3.4.1

Por otro lado, en la Proposicion 2.3.1 probamos que las érbitas de un KAM-toro con clase
de cohomologia ¢, son c-minimizantes en tiempo libre para L+ E., donde E. denota la energia

del toro. De la Proposicién 2.4.4 y de la definicién del valor critico de Mané (ecuacién (3.6)),
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que en éste caso E. = ¢(L.). Podemos concluir que las érbitas en un KAM-toro son curvas
c-semiestaticas, de forma andloga a la Observacion 2.3.4 podemos decir que si tenemos un

KAM-toro T con clase de cohomologia ¢, entonces
LYT) = U{(v(t), 4(t)) : v es una curva c-semiestatica para L y t € R},

donde £ denota la transformada de Legendre (1.2) asociada con L.

A continuacién, definimos a tal conjunto de curvas.

3.2.12 Definicién (Conjunto de Mané). Para una clase de cohomologia ¢ € H'(M;R),

definimos el conjunto de Mané con clase de cohomologia ¢, como
N, = U{(v(t), 4(t)) : v es una curva c-semiestatica y t € R}. (3.7)

Notemos que, hasta ahora no hemos probado que existan tales curvas semiestaticas, ni
que éste conjunto sea no vacio. Lo demostraremos més adelante, deduciéndolo (entre otras
propiedades) de resultados andlogos para otra familia de conjuntos que definiremos en la
seccién siguiente. Sin embargo, es claro que dicho conjunto es no vacio e invariante, mas aun,

una demostracién similar a la del Teorema de Tonelli garantiza que N, es cerrado.

3.3. Conjunto de Aubry

En la Seccion 2.4 mostramos que las 6rbitas en un KAM-toro no sélo eran c-minimizantes
globales, sino que también satisfacian una propiedad més fuerte (establecida en la Proposicién
2.4.5). En términos generales, la accién de L. + E. en un trozo de curva con puntos finales
x e gy, no sélo era la minima necesaria para conectar x con y, sino que también era igual a

menos la accion minima para conectar de nuevo y con x.

3.3.1. Curvas estaticas

Primero recordemos que, por la Proposicién 3.2.9 inciso (5), para cada x,y € M tenemos
que épe(r,)(T,y) = —byer,)(y, ). Por lo cual, es momento de definir a las curvas para las

cuales la desigualdad anterior es de hecho una igualdad.

3.3.1 Definicién (Curva c-estatica). Sea 7 : R — M una curva absolutamente continua.

Decimos que 7 es una curva c-estatica para L si

/ Ly (y(8), () dt + c(Ly) (b — a) = =P,y (7(b),¥(a))  Va <b.
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A continuacién daremos algunas observaciones importantes que se deducen de la definicién

anterior.

3.3.2 Observacién. (i) Si v es una curva c-estdtica para L, entonces ésta es una curva

c-semiestatica, ésto es sélo una consecuencia de la desigualdad —a, c(z,)(7(b),v(a)) <

Gne(r)(V(@),7(b)), ya que, si v es una curva c-estatica entonces:

/ LU(V(t)aj/(t))dt + C(Ln)(b - a) < ¢n,c(Ln)(7(a)a7(b)) a<b.

Dado que ¢y ¢z, (7(a), (b)) se definié como la minima sobre todas las curvas de cone-
xion, entonces la igualdad debe mantenerse, més atn, ésta corresponde a una solucién
del flujo de Euler-Lagrange ®%.

En la seccién 2.4 (Proposicién 2.4.5 y Observacién 2.4.6) probamos que las érbitas
de un KAM-toro con clase de cohomologia ¢, eran curvas c-estaticas, mas auin, por la
Proposicién 2.4.4 y de la definicién del valor critico de Mané (dada en la ecuacién (3.6)),
tenemos que el valor E, coincide con ¢(L,), donde E, denota en éste caso la energia
del KAM-toro. En particular podemos dar una observacién analoga a la Observacion
2.4.6 inciso (ii) diciendo que si tenemos un KAM-toro T con clase de cohomologia c,

entonces
LHT) = U{(fy(t), 4(t)) : v es una curva c-estdtica para L y t € R},

donde £ denota la transformada de Legendre (1.2) asociada con L.

Por lo cual, sélo nos queda definir al conjunto de tales curvas en caso de variedades

compactas.

3.3.3 Definicién (Conjunto de Aubry). Para una clase de cohomologia ¢ € H'(M;R),

definimos el conjunto de Aubry con clase de cohomologia ¢, como

A, = U{(fy(t), 4(t)) : v es una curva c-estatica y t € R},

La proyeccién en la variedad base A, = 7(A.) € M es llamado el conjunto de Aubry

proyectado con clase de cohomologia c.

De forma similar al conjunto de Mané, no hemos demostrado que A, es no vacio, lo

probaremos en la siguiente seccion, sin embargo si dicho conjunto es no vacio, es claramente

invariante, puesto que, es unién de érbitas, el cual también es cerrado (la prueba sigue la

misma linea que el Teorema de Tonelli). Ademds ;l; esté contenido en /\7C por la Observacién
3.3.2 inciso (i).
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3.4. La relacién entre los conjuntos /K/IVC,JZC,J\N/‘C y gc

Como habiamos mencionado anteriormente en ésta seccion demostraremos algunos as-
pectos importantes de los conjuntos de invariantes anteriormente definidos, de igual manera
daremos la relacién que cumplen tales conjuntos, para ésto es necesario dar el siguiente teo-

rema.

3.4.1 Teorema. Las relaciones del (1)-(6) dadas en el diagrama siguiente son ciertas.

M

A
IN=

-1

(W’MC) (5) |7 w

A 2N 2 & =Bev=ac@er,) S TM
(6

i) m

) (m

M. < A C C M

Antes de proceder con la demostracién de Teorema, tenemos las siguientes observaciones,

las cuales muestran la importancia del mismo.

3.4.2 Observacién. (i) De (1) y (2) y garantizando la existencia de medidas minimizantes
de la c-accién mediante el Corolario 3.1.6, podemos deducir que los conjuntos de Aubry
y Mané son no vacios, por lo tanto, implican la existencia de curvas semiestaticas y

estaticas.

(ii) La inclusién de (2), como ya se observd, se deduce del hecho que las curvas estéticas

también son semiestaticas.

(iii) Las inclusiones (1) y (2) pueden no ser estrictas, esto se verd méas adelante en el ejemplo
del Lagrangiano mecénico presentado en el Capitulo 4.

(iv) Como A, y N. son cerrados, se deduce de (3) que son compactos.

(v) La demostracién de (3) proporcionard una demostracién alternativa para el Teorema
de Carneiro 3.1.17.

(vi) Las propiedades (5) y (6) son conocidas como los Teoremas del gréafico de Mather. Se

sabe que, el conjunto de Mather y el conjunto de Aubry estan contenidos en un grafico
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Lipschitz sobre la variedad base M, ésta es probablemente la propiedad més interesante
de éstos conjuntos y tienen muchas consecuencias dinamicas. En cierto sentido, ésta es
la razén por la que se pueden pensar que tales conjuntos son una generalizaciéon de los
KAM-toro (6 gréaficas Lagrangianas).

(vii) La propiedad del grafico no se cumple en general para el conjunto de Mané, ésto lo

veremos en nuestro ejemplo en la Seccion 4.2.

A continuacién demostraremos el Teorema 3.4.1, cuya demostracion la estructuraremos

de forma modular para mayor comprension.

Comencemos demostrando que las curvas c-semiestaticas tienen energia c(L,). Como ya
comentamos anteriormente, la versién original del teorema con ¢(L,) remplazada por a(c)
se debe a Carneiro (Teorema 3.1.17). La prueba aqui presentada sigue la idea de Ricardo
Mané [19] (para més detalles ver [9, Teorema XI).

3.4.3 Proposicién (Propiedad (3)). N, C & = {E(z,v) = c(Ly)}, es decir, las curvas

c-semiestdticas tienen energia igual a c(Ly).

DEMOSTRACION. Sea v : R — M una curva c-semiestatica, es decir, para cada T > 0
tenemos que Ar, e(L,)(Viozy) = Pne(r,)(¥(0),7(T)). Sea T > 0 fijo y A > 0, consideremos
una reparametrizaciéon del tiempo de v, dado por vy : [0,7/A] — M, t — ~(At). Notemos
que los puntos extremos no cambian: v,(0) = v(0) y v (T/A\) = v(T), sélo la duracién del
tiempo que les toma conectar tales puntos extremos.

Counsideremos la accion de éstas curvas como una funcién de A > 0 :
T/
AQ) = Ay = [ Loalt) iale)de + (LT
0
T/A
= [ L6000+ (L) T
0

Puesto que, v es c-semiestatica, se sigue que, 7 es una c-minimizante en tiempo libre para
L, +¢(L,), entonces A tiene un minimo en A = 1, luego, derivando (regla de Leibniz) el lado

derecho de la igualdad de A(\) y evaluando en A = 1 tenemos lo siguiente

0= = [ (G000 TR0 + 0 d
HELL(T). (D)) + (L)),
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Para continuar con la deduccion de la integral anterior, es necesario notar que

L Lu0),4(0) = - Lya (AW + o

Xz

ademds de la definicién de energia, tenemos F(z,v) =

z,v) - v — Ly(z,v), cuya energia
= E(v(0),4%(0)), Vt € R. Con lo

—_ Q
~— &

se conserva a lo largo de la érbita, es decir, E(~(t),5(t

anterior podemos deducir que
0 = A(1) = =T[Ly((T),¥(T)) + c(Ly)]

+ [ (o aar s Greo5050 ) d

integrando por partes: u =ty dw = dL,,, entonces du = dt,w = L,

= —T[Ly(dTBATY) + ¢(Ly)] +M

+/o [%(’V(t% F(O)¥(E) = Ly (v (1), "y(t))] dt

T
= ~TelLy)+ [ BGO50)
0
= [E(1(0),%(0)) — e(Ly)]T.
Por lo tanto, E(7(0),%(0)) = ¢(L,) O
Na siguiente versién del Teorema ergédico, nos servird para demostrar que el valor critico
de Mané coincide con la funcién o de Mather.

3.4.4 Lema. Sea (X,d) un espacio métrico y (X, B, u) un espacio de probabilidad. Sea f
p-ergédica (Definicion A.1.14) y F : X — R una funcion p-integrable, entonces para ji-casi
todo v € X se cumple la siguiente propiedad:

=

-1

Ve>0 IN>0: d(f¥(x),z)<e vy < e.

F(fi(z)) — N / Fy

Il
o

J
En su momento veremos como utilizar el lema anterior para demostrar la proposiciéon
siguiente.

3.4.5 Proposicién (Propiedad (4)). ¢(L,) = a(c), donde ¢ = [n).

DEMOSTRACION. Notemos primero que /% es compacto, puesto que es cerrado y por
(3) esta contenido en &. compacto, ademés éste es invariante bajo el fluyjo de Euler-Lagrange

dL | entonces existe una medida de probabilidad ergddica invariante p tal que supp p = N..
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Fijemos un punto genérico (ver Definicién A.1.17) (z,v) en el soporte de u, del Teorema
ergodico A.1.16 se sigue que existe una sucesion de tiempos 7T, — 400, tal que @%ﬂ (r,v) —
(x,v) cuando T,, — +00 y

1 [
/Lndu: lim '_ZT/O L, (®F (z,v))dt,

n——+o0o n

entonces usando la definicién de «a(c) y el hecho de que las drbitas en el soporte de ésta
medida son semiestaticas, obtenemos:

I
—a(e) < /Lnd,u: l{m T/o L, (®F(z,v))dt

n—-+00 n

~  lim % /0 " L (@ (e, v)) + e(Ly)dt — (L)

n

_ o Dnetin (@, m(@7, (2,0)))
= 1m
n—+o0 Tn

—c(Ly) = —c(Ly),

en la tltima igualdad usamos el hecho que ¢, () es acotada en M x M (siendo Lipschitz

en una variedad compacta M). Entonces, o(c) > ¢(Ly).

Veamos como usar el Lema 3.4.4 para demostrar la desigualdad restante. Sea p una

medida ergodica que minimiza la c-accién, es decir,

/(Ln(x, v) + a(c))du = 0,

aplicando el Lema 3.4.4 con f = &L F = L, + a(c) y X = TM, obtenemos que existe una
medida completa (ver Definicién A.1.9) p del conjunto A, tal que (x,v) € A, entonces existe

de una sucesion de tiempos T,, — 400 que satisfacen
Tn
dl(a,0), B .0) =0y [ L@k @) +al)d 50,
0

luego

an,a(C)(x’ﬂ-(q)f(x?U))) + gbn,a(c)(ﬁ(@f(:v,v)),x)
=l [yt T(BEE, 1)) + Gy (T(BH (@, 0)), 7(D (1, )]

n—-+o0o
Ty

< lim L, (®F(z,v)) + a(c)dt = 0.

n—-+o0o 0

Usando la contrapositiva de la Proposicién 3.2.9 inciso (5), tenemos que a(c) < ¢(L,). Por
lo tanto, a(c) = ¢(Ly) O

Probemos ahora que el conjunto de Mather esta contenido en el conjunto de Aubry.
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3.4.6 Proposicién (Propiedad (1)). Sea p € M(L). Decimos que p es una minimizante de
la c-accion si y solo si supp pu C .Zc, En particular M, C .Zlc.

DEMOSTRACION. Dado que JZC es compacto, puesto que es cerrado y estd contenido
en ./\70 que es compacto, por lo cual, es suficiente demostrar sélo para las medidas ergddicas.
(<) Sea p € M(L) ergddica y supongamos que supp pu C A.. Aplicando el teorema
ergddico, sabemos que para un punto genérico (x,v) en el soporte de p, existe una sucesiéon

de tiempos T;, = +00, tales que % (z,v) — (2,v) cuando T,, — 400 y

luego utilizando el hecho de que las 6rbitas en el soporte de esta medida son estdticas (o

semiestaticas, puesto que A, C N,) y que a(c) = ¢(L,), obtenemos

/Ln(a:,v) +a(e)duy = /Ln(x,v) + ¢(Ly)dp

I
= lim —/ L (®f (z,v)) + c(L,)dt
0

n—4o00 n
— h/m _¢ﬂ70(Ln)(W<q)%n (I,U))’x) — O,
n—-+o0o Tn

en la tltima igualdad usamos el hecho de que ¢, .z, es acotada en M x M (siendo Lipschitz
en una variedad compacta M), por lo anterior tenemos que [ L,du = —a(c), es decir, p es

una medida minimizante de la c-accién.

(=) Sea p una medida ergédica minimizante de la c-accién, es decir,

/Ln(x, v) + a(e)dp = 0,

aplicando el Lema 3.4.4 con f = ®* F = L, + a(c) y X = TM, obtenemos que existe
una medida completa p del conjunto A tal que si (z,v) € A, entonces existe un sucesién de

tiempos T, — +00 que satisfacen

Tn
dl(2,0), 04, (0.0) 50y [ L @Hz) + a5
0
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recordemos que a(c) = ¢(L,) y sea a > 0, entonces

Oneti (0 T(OE(@, 1))+ Gpeiey) (m(@E(w,0)),2)
=m0, (@ 7(@F (2, 0)))

+6neta) (1@ (2,0)), 7(OF, (2,0)))]

Tn

lfm L (®F (z,v)) + c(L,)dt

n—-+o0o 0

IN

Tn

= lim L, (®F (z,v)) + al(c)dt = 0.

n—-+o0o 0

Por la Proposicién 3.2.9 inciso (5), concluimos que para toda a > 0:

One(L) (2, T(Pg (2, 0))) + Py (7(Pg (2, 0)), ) = 0,

lo cual implica que, la érbita a través del punto (x,v) es c-estatica. Ya que, los puntos para
los que se puede aplicar este razonamiento son densos en el soporte de u y A, es cerrado,

entonces probamos la afirmacion, supp pu C JZ(C. O

Observemos que en la demostracion de la Proposicién 3.4.6 realmente probamos lo si-
guiente: si u € 9M(L) es tal que supp u C N, entonces p es una minimizante de la c-accion.
De hecho, probamos una versién mas fuerte, usando la propiedad de curvas semiestaticas en

vez de las estéticas en (<=)), se obtiene la proposicién siguiente.
3.4.7 Proposicion. pu € M(L) es una minimizante de la c-accion si y sélo si supp p C ./iv/'c

Ahora demostraremos una propiedad dinamica de suma relevancia, probaremos que las

érbitas en el conjunto de Mané (o Aubry) son asintéticas al conjunto de Mather.

3.4.8 Proposicion. St v : R — M es una curva c-semiestdatica, entonces

lim inf d(~v(t), M.) = 0.

t—+o0

DEMOSTRACION. Sea T > 1 y consideremos la medida de probabilidad py unifor-
memente distribuida a lo largo de la curva {(y(¢),¥(t)) : t € [0,T]} (como se hizo en la
Proposicién 3.1.2). Probemos que las acciones Lagrangianas de éstas medidas son equiacota-

das, para ésto usemos la hipdtesis de que 7 es semiestatica, obteniendo que

Alor) = 3 [ B = 20D g

max gbnc Ln)(x y) —c(Ly) < oo.

IN
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Se sigue que, ésta familia de medidas es precompacta con respecto a la topologia débil*.
Por lo cual, podemos tomar una subsucesiéon pg, — p, con 7, — 400, donde p resulta ser

invariante (ver nuevamente la demostracién de la Proposicién 3.1.2) y

¢77,c(Ln) (7(0)7 V(Tk))

[ = i [ Lot = Jim SRR )
= (L) = —a(o)
Por lo tanto, y4 es una minimizante de la c-accién. 0

Es momento de probar el resultado mas importante de ésta teoria, la propiedad del gréafico
de Mather y Aubry, propiedades (5) y (6) respectivamente en el Teorema 3.4.1. Debido a la
inclusion probada en la Proposicion 3.4.6, es suficiente con demostrar la propiedad del grafico
solo para el conjunto de Aubry. Antes de enunciar tal resultado es necesario dar el siguiente

lema probado por Mather en [22], al que remitimos al lector para un demostracién completa.

3.4.9 Lema (Lema del cruce). Sea K > 0. Ezisten ,0,9,C > 0 tal que si o, B : [—e,¢e] = M
son soluciones de la ecuacion de Buler-Lagrange con ||(a(0),(0))| < K, |[(8(0), (0))| < K

Y
Aa(0),80) <6y d((af0),6(0)),(3(0), 50))) > C(a(0), B(0),
entonces existen curvas a,b : [—e,e] — M de clase C*, con puntos finales a(—¢) = a(—¢),

a(e) = B(e) y b(—<) = B(—2), b(e) = ale) tal que

Az (@) + Ar, () — Ar, () — Ar, (8) > 9 (a(0), 6(0)), (5(0), 5(0))) > 0.

3.4.10 Teorema (Teorema del grafico de Mather, propiedad (6)). Sea A. el conjunto de
Aubry de clase de cohomologia c. Afirmamos que 7T|jc es un mapeo inyectivo de JZC en M,

cuya (7|7 )" A — A, es Lipschitz.

DEMOSTRACION. Veamos cémo usar el Lema 3.4.9 para probar la propiedad Lipschitz.
Escojamos a K := mix 3 [|(z,v)| la cual es finita, ya que, A. es compacta y || - || continua,
sean €,9,9,C como en el Lema 3.4.9, vamos a probar que si (z1,v1), (z2,v2) € A, son tales
que d(z1,z2) < 6, entonces d((z1,v1), (22,v2)) < Cd(z1, x3).

Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que d((z1,v1), (x2,v2)) > Cd(x1, 2)
y consideremos las lineas de flujo a través de éstos puntos, definamos a(t) = ®L(xy,v;)

vy B(t) = ®F(xy,v5). Por como definimos a K, es ficil notar que las curvas a y 3 que
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Oé(—é‘) a 5(‘5)

B(—e¢) b a(e)

Figura 3.1: Representacion grafica del cruce entre las curvas o y 5.

definimos anteriormente satisfacen la hipotesis del Lema 3.4.9, por lo tanto, podemos deducir

la existencia de otras dos curvas a,b : [—e,¢] — M, con puntos finales a(—¢) = a(—¢),
a(e) = B(e) y b(—¢) = B(—¢), b(e) = a(e) tal que

A, (a) + A, (0) < A, (@) + AL, (),

con la conclusion anterior y notando que tanto o como (3 son curvas c-estaticas por como las

definimos, obtenemos que

Dne(ry)(a(—€),a(e)) + Pyer,) (b(—€), b(e)) Ap,(a) + Ag, (b) + 4 - c(Ly)
ALn(a) + ALn(ﬂ) +4e - ¢(Ly)

—Pne(ry)(@(€); (=€) = Pne(ry) (B(€), B(=€))-

JANVAN

Ahora, usemos la desigualdad anterior y las propiedades que cumplen las curvas a y b en

los puntos finales, ademads de la desigualdad del triangulo para ¢, .z, (ver Proposicién 3.2.9
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(1)), con lo cual obtenemos

Pne(Ly)(a(=€), B(e)) = Pnew,(al—e), ale))
< =[Gy (0(=2), b(2)) + Gz, (@), a—2))
+0n,e(y) (B(e), B(—€))]
= —[Pnew, (B¢ )04(8))+¢n,c(Ln>(Oé(€)’a(—€))
+0n.er,) (B(e), B(—€))]
- [%c(L,,)(ﬁ(—E), (=€) + Gne(ry) (B(e), B(—e))]
—One(r,)(8(e), al=¢)),

IN

IN

que es equivalente a ¢y, oz,)(a(—<), B(€)) + Oner,)(B(e), a(—¢)) < 0, la cual contradice la
Proposicién 3.2.9 (5), por lo tanto, (7|3 )~" es Lipschitz.

Para demostrar que 7| 4. ©s inyectivo, procederemos por contradiccion, supongamos que
el ker(m| 7 ) # 0, lo cual implica que existen (z1,v1) # (22,v2) € A, tal que 7((zy,v1)) =
7((zg,v2)), como (lec)_l es Lipschitz tenemos que d((z1,v1), (x2,v2)) < Cd(xy, x2), ya que,
d(xy,29) = d(m((x1,v1)), 7((x2,v2))) = 0, entonces tenemos que d((x1,v1), (z2,v2)) = 0, lue-

g0 (w1,v1) = (x2,v2), lo cual es una contradiccion, por lo tanto, 7|z es inyectivo. O
C

Notemos que, por como definimos a K en la demostraciéon anterior, las graficas de los
conjuntos de Aubry (o conjuntos de Mather) corresponden a conjuntos compactos con su

respectiva clase de cohomologia, los cuales resultan ser equi-Lipschitz.

Hemos observado que los conjuntos de Mather, al ser el soporte de medidas de probabilidad
invariantes resultan ser recurrentes bajo el flujo. Esta propiedad ya no es necesariamente cierta
para los conjuntos de Aubry y Mané, veremos que éstos conjunto satisfacen otras propiedades

interesantes. Para ésto es necesario dar la siguiente definicion.

3.4.11 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y ¢ un flujo en él, decimos que
existe una e-pseudo érbita entre dos puntos x,y € X si podemos encontrar {z,}  C X y
tiempos positivos t1,..., ¢k > 0, tales que zop = , 2. =y vy d(¢,,, (), i41) < € para todo
i=0,... k.

Con la definicién anterior es posible dar las propiedades que satisfacen los conjuntos de
Aubry y Mané respecto a las e-pseudo Orbitas, tales propiedades no las demostraremos aqui,

pero puede consultar la demostracién del mismo en [9, Teorema V.
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3.4.12 Proposicién. Sea (M,d) un espacio métrico compacto, tenemos que

(i) @L\ﬁc es una cadena transitiva, es decir, para cada € > 0 y para todo (z,v), (y,w) € N,

eziste una e-pseudo orbita para el flujo ®F que los conecta.

(1) @L\gc es una cadena recurrente, es decir, para cada € > 0 y para todo (x,v) € A,

existe una e-pseudo orbita para el flujo ®L que los conecta (x,v) consigo mismo.
Como consecuencia del inciso (i), tenemos el siguiente resultado.
3.4.13 Corolario. FEl conjunto de Mané es conezxo.

DEMOSTRACION. Por el (i) de la Proposicién 3.4.12, tenemos que para cada € > 0y
para todo (x,v), (y,w) € N.., existe una e-pseudo 6rbita para el flujo ¥ que los conecta, por

lo cual basta con hacer tender € a 0, para obtener el resultado deseado. 0

En el Capitulo 4 veremos mediante el ejemplo de un Lagrangiano mecanico, que el con-

junto de Aubry en general no es conexo.
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Capitulo 4
Ejemplo: Lagrangiano Mecanico

En éste capitulo deduciremos los conjuntos de Mather, Aubry, Mané, ademas de las fun-
ciones a y 8 de Mather, para un ejemplo especifico: el Lagrangiano mecanico con energia
potencial U, la cual, satisface ciertas condiciones dadas, éstas determinaran la dindamica de
nuestro problema. Veremos también como nuestro ejemplo generaliza en gran manera el co-

nocido péndulo simple mostrado en [30, Secciones 3.5 y 4.3].

4.1. Conjuntos de Mather, Aubry y Mané para un po-

tencial negativo
Sea L el Lagrangiano mecanico, definido por

L:TS! — R
1
(x,v) +— §\v|2—U(a:), (4.1)

cuya energia potencial U satisface las siguientes condiciones:

—_

) U ecCo,1],

) U0)=U(1) =0, (4.2)
) Ux) <0,Vz €)0,1],
)

w N

4 U tiene n puntos criticos sin puntos de inflexién en ]0, 1.

Notemos que, como consecuencia de la condicién 4) podemos garantizar que los puntos criti-
cos son maximos ¢ minimos, més ain, por la condicién 2) y 3) tenemos que éstos ocurren

de manera secuencial, es decir, primero un minimo y después un maximo sucesivamente,
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denotaremos por {z;}}_, = X, al conjunto ordenado de tales puntos maximos o minimos
determinados por 4). En la Figura 4.1 mostramos la grafica de un potencial U que satisface

las condiciones (4.2).

Figura 4.1: La gréfica de una energia potencial U con 4 puntos minimos y 3 puntos maximos
en |0, 1[.

Veamos que la ecuacién de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (4.1), proporciona exac-

tamente la 2* Ley de Newton

i%(x,v) = 8—L(»Ta“) = v=-U(z) = {

V=1,
dt Ov ox Z+U'(x)=0.
Asociado al Lagrangiano anterior, tenemos el Hamiltoniano (o energia) H : T*S' — R,

definido por

1
H(z,p):=HoLy(x,v)=p-v—L(x,v) = §|p|2 + U(x).

En éste caso la transformada de Legendre esta dada por (x,p) = Lp(z,v) = (z,v), por lo

cual podemos identificar los haces tangente y cotangente, por lo cual, consideraremos a partir
de ahora TS! ~ T*S' ~ S!' x R e identificar H'(S*;R) ~ H,(S";R) ~ R.
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4.1.1. Medidas de probabilidad invariantes del sistema

Observemos que (0,0), (x1,0),. .., (z,,0) son puntos fijos para el sistema, cuyas primeras
coordenadas son puntos maximos y minimos sucesivamente para la energia potencial U, por
Teorema [2, Teorema 5.B.1] éstos son puntos de equilibrio inestable y estable respectivamente
(ver Figura 4.2), por la Proposicion A.1.12, tenemos que la medida de Dirac concentradas
en cada uno de éstos puntos fijos son medidas de probabilidad invariantes. Con ésto, hemos

encontrado las (n + 1)-primeras medidas de probabilidad invariantes: d(0,0), 0(z1.,0), - - - s O(z,0)-

Puntos de equilibrio inestables

Puntos de equilibrio estables

Figura 4.2: El espacio fase para el potencial U de la Figura 4.1.

Dado que tales medidas estan concentradas en los puntos de equilibrio, entonces todas
ellas tienen vector de rotacién cero (puesto que éstos son puntos fijos del sistema), es decir,
p(60,0) = p(8@r0) = -+ = p(d(zn,0) = 0. Por otro lado, éstas medidas estan contenidas
en los siguientes niveles de energfa, los cuales, estan dados por E(d()) = H(0,0) =0y
E(0(z;0)) = H(z;,0) = U(x;) <0, con i = 1,n. Observemos que éstos niveles de energfa no
pueden contener otras medidas de probabilidad invariantes, mas atin, no descartamos el caso
en el cual algunas de las medidas anteriores puedan estar en los mismos niveles de energia,

puesto que podria darse el caso en el que U(z;) = U(xy) con zj,z, € X,y j # k.

Busquemos ahora en los niveles de energia positivos, es decir, £ > 0, cuyos niveles de
energfa estdn determinados por E(z,v) = {H(z,v) = E}, donde H(z,v) := 3|v|* + U(x)

es la energia total del sistema, para éstos niveles de energia tenemos dos dérbitas periddicas

73



4.1. CONJUNTOS DE MATHER, AUBRY Y MANE PARA UN POTENCIAL
NEGATIVO

(ver Figura 4.3) homotépicamente no triviales, es decir, tales 6rbitas no son contraibles en

el cilindro TS!, denominados como movimientos de rotacion, los cuales estdn determinados

Pi = {(x,v) v =+/2[E — U(x)],Vz € S'}.

por:

Figura 4.3: Las orbitas 7?;5 con energia 2 > 0 para el potencial U de la Figura 4.1, donde

. e —— Z :t
haciendo abuso de notacién Py := limg_,o Py .

Denotemos por ,u% a las medidas de probabilidad uniformemente distribuidas, como se
hizo en la demostracion de la Proposicion 3.1.2, a lo largo de las érbitas 7725, mas aun tales

medidas de probabilidad resultan ser medidas invariantes del sistema. Definimos por

1
1
T(B) = / da (4.3)
0 \2[F —U(x)]
el periodo de tales 6rbitas, entonces tenemos que p(uf;) = j:ﬁ. Observemos que la funcion

T :]0, 400[—]0, +00[, asocia a cada nivel energia E el periodo de las correspondientes érbi-
tas 7325, notemos que el argumento de la integral en (4.3) nunca se anula, puesto que, estamos
en el caso F > 0, por lo cual, la funcién T es continua y estrictamente decreciente. Ademas,

T(E) — oo cuando E — 0, ésto es facil de notar, ya que, los movimientos en las separatrices?

1Una separatriz es un limite entre dominios con comportamiento dindmico distinto (curvas fase) en un

sistema dindmico.
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toman un tiempo infinito para conectar 0 con 1 =0 méd 1. Por lo tanto, p(u%) — 0 cuando
E — 0.

Busquemos ahora en los niveles de energia restantes, los cuales estan contenidos entre los

siguientes valores

U, = min U(x) < £ <0,
z€[0,1]

cuyos niveles de energia estan determinados por E(z,v) = {H(x,v) = E}, éstos consisten de

una o mds 6rbitas periédicas, en algunos casos con unipuntuales de la forma (z;, U(x;)) con

x; € X,. Definamos por
Ppi={(z,0) : 0> =2]E - U(x)] y Uz) < E,Vz € S},

a las érbitas pertenecientes al nivel de energia E, notemos que ain no hemos descartado a
los unipuntuales, en el caso de que existiera alguno, veamos como excluir a éstos sin alterar a
las orbitas periddicas, definamos al conjunto de orbitas peridédicas con energia E excluyendo
los unipuntuales (ver Figura 4.4), como

Pp =P\ {(z,v) € Pg: lim ®L(z,v) = (2,0)0 lim ®F(z,v)=(%,0) con # € X,}.

t——+o0 t——o0

Figura 4.4: Las orbitas Pg con energia 0 > E > U,.

5



4.1. CONJUNTOS DE MATHER, AUBRY Y MANE PARA UN POTENCIAL
NEGATIVO

Notemos que, por como hemos definido a Pg, tenemos los siguientes dos casos:

1) Pg es conexo, entonces definimos pp como la medida de probabilidad uniformemente
distribuida a lo largo de ésta orbita, la cual, es una medida de probabilidad invariante del

sistema.

2) En caso contrario, denotemos por N, al nimero de componentes conexas de Pg (las
cuales son finitas, puesto que, |X,| < oo ), tales componentes los denotaremos por P, con
1 < i < N, es decir, Py = U, Pi. Definimos a {u% Y, como el conjunto de medidas
de probabilidad uniformemente distribuida a lo largo de su respectiva érbita Pg, las cuales
resultan ser medidas de probabilidad invariantes del sistema como en la demostracién de la
Proposicién 3.1.2. Cada una de éstas medidas tienen vector de rotacion 0, puesto que cada

Pi, = supp p’y es contrictil en el cilindro (ver Figura 4.5).

Figura 4.5: El espacio fase para un potencial U con 4 puntos minimos y 3 puntos maximos
en ]0,1[, en el haz tangente TS* ~ S! x R.

Las medidas anteriores son las tinicas medidas de probabilidad invariantes, ya que, hemos
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buscado en cada nivel de energia admitido, las cuales, son medidas ergddicas del sistema,
puesto que son medidas de Dirac 6 medidas de probabilidad uniformemente distribuida sobre

su correspondiente érbita (soporte completo).

4.1.2. Medidas minimizantes

Ahora veamos cuales de las medidas obtenidas anteriormente son minimizantes de la ac-

cién para alguna clase de cohomologia.

Comencemos observando que para el caso U, < E < 0, el soporte de la(s) medida(s)
e (ps's) no es(son) un grafico sobre S', por lo tanto, no minimiza(n) la accién para ninguna
clase de cohomologia, ya que, se contradiria el Teorema del grafico de Mather 3.1.16, pues
T, DO serfa inyectivo para ninguna clase de cohomologia c. Entonces, todas las medidas
minimizantes de la accion estaran contenidas en los niveles de energia correspondientes a la

energia no negativa, se sigue del Teorema 3.1.17 que «(c) > 0, Ve € R.

Probemos que en éste caso la funcién « es par. Primero definamos a
7:S'xR—=S'xR
T(z,v) = (x, —v),

y observemos que si p es una medida de probabilidad invariante, entonces 7% := u(7) sigue
siendo una medida de probabilidad invariante, ésto se cumple de forma directa al usar el
Teorema de Tonelli-Fubini [3, Teorema 5.2.1], sabiendo que si A C R es p-medible, entonces
w(A) = p(—A). Mas atin, 7*9M(L) = M(L), puesto que, cada pu € M(L) es ®F-invariante.
Luego para cada u € M(L), [(L —c-v)dp= [(L+c-v)dr*p, pues L(z,v) = L(x, —v); con
lo cual, concluimos que
ale) = fut [(L—covdu=—fuf [(L+cvpdru—a(-o)

Probemos que, por ser a par y convexa (Proposicién 3.1.22), entonces el ming a(c) = «(0).

En efecto, como « es convexa, tenemos que

N T4y Scv(z)—i—oz(y)7 i,y € R,
2 2
al tomar y = —x en la desigualdad anterior, obtenemos
0(0) = o (x ; x) < a(x) +2a(—:c) a par a(x) 42— a(x) _a(z), VreR
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Por lo tanto, «(0) < af(c), VceR.

Ahora, centremos nuestra atencién en las medidas minimizantes de la 0-accién, es decir,

medidas de probabilidad invariantes que minimizan la accién de L sin ninguna correccion.

Dado que L(z,v) > 0, para todo (z,v) € S' x R, entonces Ap(u) = [;,, Ldp > 0,
Vi € M(L). En particular, Az(600) = 0, ya que, —Ey 4+ 0 - p(60,0)) = Ar(d0,0)), donde
Ey = H(0,0) = 0. Entonces, (o) es la medida minimizante de la 0-acciéon y «(0) = 0,
puesto que, no hay otra medida de probabilidad invariante admitida en el nivel de energia

E(z,v) = {H(z,v) = 0} (la separatriz), por lo cual, podemos concluir que
Mo ={(0,0)}.

Investiguemos que sucede para las otras clases de cohomologia.

Sea FE > 0 y consideremos la drbita periédica P}, y la medida de probabilidad invariante
ik, distribuida uniformemente sobre Pj. Notemos que la gréafica de ésta dérbita puede verse
como la gréfica de una 1-forma cerrada definida por 7;, := \/de, cuya clase de
cohomologia es dada por

(5= o) = [ VAAE=U@lds, (4.4

la cual, puede ser interpretada como el drea (signada) entre la curva y el semieje positivo
x; puesto que E > 0, tenemos que la funcién ¢ es continua y estrictamente creciente con

respecto a F, mas aun, cuando £ — 0 tenemos que

lim ¢ (F) = /0 V2[-U(x)]dx = \/5/0 VI=U(x)|de =: cg,,

E—0
por lo tanto, ¢ define una funcién invertible de |0, 4+o00[ en Jcg,, +00].

Demostremos que u}; es la minimizante de la ¢ (F)-accién. La prueba serd andloga a la

demostracion de la Proposicién 2.2.2.

Consideremos el Lagrangiano L, + (z,v) := L(z,v) — n}(z) - v, entonces, usando la de-
sigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) (en el soporte de u};, debido a nuestra eleccién de 1}

tenemos una igualdad en vez de una desigualdad, ya que, el soporte de pf es de hecho la
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grafica de n}):

[ Liseodnt = [ Liww) - i) - vdut

:/ —H (2, (x))dus —/Ed,u;g:—E.

Ahora, sea v otra medida de probabilidad invariante y apliquemos de nuevo el mismo pro-
cedimiento que el anterior (ésta vez la desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17) ya no es una
igualdad):

[ Lo — /( v) = k(@) - vdv

> / —H(x ))dv —/Edu:—E.

Por lo tanto, podemos concluir que p}; es la medida minimizante de la ¢™( E)-accién. Como la
proyeccién del soporte de pf; es todo S, se deduce del Teorema del grafico de Mather 3.1.16

que ésta es la unica, por lo cual,

Mes gy = Pi = {(z,v) : v = /2[E — U(x)], Yz € S'}.

Similarmente, podemos considerar la érbita periddica P, y la medida de probabilidad
invariante 1 uniformemente distribuida en ésta. Nuevamente, notemos que la gréfica de ésta
érbita puede verse como la grafica de una 1-forma cerrada 1y, := —+/2[E — U(z)]dz = —n},

cuya clase de cohomologia es ¢~ (E) = —cT(E), entonces:

Mgy =Py = {(z,v) : v = —/2[E — U(z)], V& € S'}.

Lo que queda por estudiar es qué sucede para las clases de cohomologia no nulas en el intervalo
[—cg,, cg,]. Primero notemos que a(c*(E)) = E, pues a(c*(E)) = — min: conp) AL77§ (ng) =
—(—F) = E. Entonces, de la continuidad de v y de ¢* se sigue que

I'm a(c*(F)) = a(+cg,) = 0.

E—0

Més ain, por la convexidad de « y sabiendo que min.cg a(c) = a(0) = 0, entonces tenemos
que a(c) = 0 en [—cg,, cg,|. Por lo cual, los conjuntos de Mather correspondientes a las clases
de cohomologias ¢ € [—cg,, cg,] estardn en el nivel de energia cero. Del desarrollo previo, se
deduce que en éste nivel de energia hay una tinica medida de probabilidad invariante, es decir

5(070), y consecuentemente

M, ={(0,0)} paratoda —cp <c<cp.
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4.1.3. Conjuntos de Mather

Recordemos que en (4.3) y (4.4) hemos introducido dos funciones:
T :]0, 400[—]0, +-00] y ¢t 10, +oo[—]cg,, +00],

las cuales representan respectivamente el periodo y la cohomologia de la orbita periddica
superior de energia FE. Estas funciones (para las cuales tenemos una férmula explicita en
términos de E) son continuas y estrictamente monétonas (decreciente y creciente, respecti-
vamente). Por lo tanto, podemos definir sus funciones inversas, las cuales proporcionan la
energfa de la érbita periddica en el tiempo T' (para todos los periodos positivos) ¢ la energia
de la érbita periddica con clase de cohomologia ¢ (para |c| > cg,), las cuales denotaremos
por E(T) y E(c) (observe que ésta tltima cantidad es exactamente «(c)), entonces tenemos

que los conjuntos de Mather estan determinados por:

{(0,0)} si —cg, <c<cp,
M, = PE(C) sl ¢ > cp,

P si ¢ < —cg,.

4.1.4. Funciones a y 3 de Mather

También podemos proporcionar una expresién para las funciones o y  de Mather (ver
Figura 4.6) en funcién de las cantidades introducidas anteriormente, las cuales quedan de-
terminadas por:

)_{0 si —cg, <c<cg,
D= B skl > en

Esta ltima igualdad, la obtuvimos de

B0 = 3(p(0) = min Au(u0 = Asluth) = (e = B (3 ) = (£ (5) )= B (3)

peMh (L)

Observemos que la funcién a es C*. De hecho, los tinicos puntos donde a podria no ser

diferenciable serian en ¢ = *£cp,, pero en éste caso a resulta ser diferenciable con derivada 0.
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a(c)

_CIEQ CE, C

Figura 4.6: Esbozo de las graficas de las funciones o y 5 de Mather.

Por otro lado, 3 es estrictamente convexa (como consecuencia de que « es C'), pero 3
es diferenciable en todas partes excepto en el origen. De hecho, en el origen hay un pico y el
conjunto de subderivadas (es decir, las pendientes de las lineas tangentes) es determinado por

06(0) = [—cgy, cry), lo cual estd relacionado con el hecho de que « es plana en éste intervalo.

4.1.5. Conjuntos de Aubry y Mané

Ahora es momento de obtener los conjuntos de Mané y Aubry para el Lagrangiano mecani-

co dado por (4.1), cuya energia potencial satisface (4.2).

Para poder obtener los conjuntos minimizantes restantes, es necesario que recordemos el

siguiente resultado.

4.1.1 Proposicién. Sea A una grifica Lagrangiana c-invariante (Lipschitz) en T*M, en-

tonces la proyeccion en TM de cada orbita de A es c-semiestdtica.

La demostracién es analoga a la prueba de la Proposicién 2.3.1, estd sigue siendo vélida en
el caso de c-graficas Lagrangianas Lipschitz, es decir, secciones Lipschitz que son localmente
la grafica de 1-formas cerradas de clase de cohomologia c. De hecho, también en el caso de

ser Lipschitz, el Hamiltoniano se mantiene constante en las graficas invariantes [29, Lema 3.6].

Como antes distinguiremos los siguientes casos:
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e Caso ¢ > cp,.

Por la Proposicién 4.1.1, tenemos que el conjunto de Mané satisface la siguiente inclusién:

Nie 2 {(z,v) v =+v/2[a(c) — U(z)],Vz € S'} = M_..

Puesto que {(z,v) : v = £4/2[a(c) — U(x)],Vz € S'} es una grafica Lagrangiana, lo cual,

—~

se debe a que My, es la grafica de una 1-forma cerrada #+/2[a(c) — U(z)]dz de clase de

cohomologia £c. Mas aun, dado que Nie es conexo (Corolario 3.4.13) y esté contenido en el
nivel de energia a(+c), entonces Ny, = M. Por lo tanto, recordando las inclusiones del

Teorema 3.4.1, podemos concluir que

Nie=Ase = Mic para todo ¢ > cg,.

e Caso [c| < cg,.

Hagamos un analisis previo para los conjuntos de Aubry y Mané con clase de cohomologia
lc| < cg,. Notemos lo interesante de la definicién del conjunto Pg en la Subseccién 4.1, en ésta
definicién descartamos a las curvas homoclinicas (estaticas) y heteroclinicas (semiestéticas),
las curvas homoclinicas fueron descartadas porque no cumplen con el teorema grafico de
Mather 3.4.10, pues su proyeccién en S! no serfa inyectiva (ver la Figura 4.7, en la cual
mostramos en color azul, las curvas homoclinicas, de igual manera éstas son heteroclinicas),
por otro lado, las heteroclinicas fueron descartadas pues no cumplirian la propiedad de ser
conexas, debido a que siempre tendriamos al conjunto M, = {(0,0)} C N.,V|¢| < cg,, con
lo cual, tendriamos una disconexién de /VC

Por lo tanto, tenemos que para |c| < cg, todos los conjuntos de minimizantes corresponden
al mismo nivel de energia, es decir, el nivel de energia a(c) = 0 que tienen las separatrices,

en éste nivel de energia hay exactamente 3 dérbitas (ver Figura 4.8 ), éstas son:
» El punto fijo (0,0), es decir, yo(t) = 0.
= La separatriz superior v, , dada por la parametrizaciéon siguiente
T4(t) = T(BE(1/2, /=20 (1/2))).
» La separatriz inferior v_, dada por la parametrizacion siguiente

Y- (t) = m( @y (1/2, =/ =20 (1/2))).
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Figura 4.7: En azul, las curvas homoclinicas para el potencial U de la Figura 4.1.

T+

,lfb'

Y-

Figura 4.8: En rojo la separatriz superior y en azul la inferior.

Observemos que debido a la simetria de L y las parametrizaciones elegidas, tenemos que
Y4 (t) = v_(—t), para todo t € R.
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En primer lugar, vamos a demostrar lo siguiente.

4.1.2 Proposicién. Si |c¢| < cg,, entonces las separatrices definidas por v, y v— no son

curvas c-semiestdticas.

DEMOSTRACION. Consideremos una 1-forma cerrada 7. cuya grafica estd contenida en
la regién entre las separatrices, ésto es posible ya que |¢| < ¢g, y la cohomologia representa
el drea signada de la regién entre la curva y el eje . Nuevamente, como |c| < cg,, habra un
subconjunto de S' de medida positiva en el que H(z,n.(z)) < 0, puesto que la separatriz estd

contenida en el nivel de energia 0.

Procedamos por contradiccién, supongamos que v, es c-semiestética (andlogamente para
7-), entonces 74 es asintética (t — +00) a 0 (Proposicion 3.4.8), més ain, ya que, a(c) = 0,
el potencial de Mané ¢, o es Lipschitz continuo (Proposicién 3.2.9 (3)) y recordando la

desigualdad de Legendre-Fenchel (1.17), tenemos que

¢77570(0’ 0) = TETOO ¢nc,0(7+(_T)v'Y+(T))

= Tl—l/>r-ir—loo . Ly (v4(8), v+ (2))dt
> TEIEOO . Me(v+(1)) - 4+ (1) — H (v (), ne(v+(2)))] dt
= - lm . H(v+(t), me(v+()))dt > 0,

donde la tltima igualdad se deduce del hecho de que existe un subconjunto de S' de medida
positiva en el que H (74 (t), n.(7+(f))) < 0. Lo cual lleva a una contradiccion, ya que la accién

de una curva constante ,(t) es cero, es decir, Az, (79) = 0. O

Por lo tanto, del Teorema 3.4.1, hemos demostrado que
N, = A, =M, ={(0,0)}, para todo |c| < cg,.

e Caso cy = *cp,.

Como se mencioné anteriormente, se sigue de la Proposicién 4.1.1, tomando las gréficas

de las separatrices como las graficas Lagrangianas invariantes, que

Noy ={(z,v) v =+/—2U(z),Vz € S'} D M.,.
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Observemos que ésta vez el conjunto de Mather esta contenido propiamente en el conjunto de

Mané, queremos demostrar que .ZC . =N, para ésto es necesario dar el resultado siguiente.
4.1.3 Lema. Para todo x,y € S, tenemos que ¢y, o(x,y) = — ¢, o(y, x).
DEMOSTRACION. Denotemos por ni la 1-forma cerrada dada por las graficas de la

separatriz superior e inferior, respectivamente. Ya hemos senalado que [ni] = c4.

Notemos que el lema siempre es cierto si = y (ver la Proposicién 3.2.9 (4)). Supongamos

sin perdida de generalidad que = < y, sea S > T tal que

1 (S)=xz=7(=8) vy (D) =y=7(-T1)

ésto es cierto solo para la parametrizacién que elegimos anteriormente, entonces, sabiendo
que éstas curvas son semiestaticas, la relacion que cumplen las 1-formas n, = —n_, la relacion

entre v, con ~y_ y la simetria de L, tenemos que
T
bneol) = [ LO4050) =m0 (0) (0] d

_ / L (), - (=) + 1 (1 (=) - (—4(—t))] dt

= —/_ [L(7-(5), =7-(5)) = n-(7-(s)) - 7-(s)] ds

S

. / S L= (5),7-(8)) = n-(7=(5)) - ()] ds
- —¢n_,0(33',y)-

Por otro lado, tomemos la cuarta y quinta igualdad en el procedimiento anterior

—¢p_0(z,y) = —/_ [L(7-(s),7=(s)) = n-(7y=(s5)) - 7-(s)] ds

s
-3
= [ IO 4- () =6 (5] ds
= ¢n_,0<ya LL‘)
Para concluir con la demostracién nos faltaria probar que también ¢,, o es estatica, de hecho,
basta con tomar ¢, o(z,y) = —¢,_o(z,y) e intercambiar = con y, de lo cual obtenemos que
Gny 0¥, ) = —Pn_0(y, ) = =y, o, y). [

Anteriormente demostramos que las separatrices no solo eran semiestaticas si no que

también eran estaticas, por lo cual, hemos demostrado lo siguiente.
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4.1.4 Proposicién. Si cy = *cg,, entonces .Zci = ./Vci.

Por lo tanto, hemos obtenido los siguientes conjuntos de minimizantes, los cuales estan

clasificados por su correspondiente clase de cohomologia.

» Para c > cp,:

Nie=Are =My, = {(z,v) : v = ++/2[a(c) — U(z)],Vz € S'}.

» Para |c| < cg,:

» Para cy = £cp,:

Noy = Aoy = {(z,v) : v = £1/=20(x), Yz € S'} > M., = {(0,0)}.

N \\\:///(///4’/' RNTAAL
\ \\4//‘////,\{\\\»\/‘/ 1z

Figura 4.9: El gréafico de los conjuntos de Mather, Aubry y Mané con clases de cohomologia

:l:CEO.
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4.2. Conjuntos de Mather, Aubry y Mané para un po-

tencial mas general

Para esta seccion generalizaremos atin més el ejemplo del Lagrangiano mecanico deter-

minado por (4.1), cuya energia potencial U satisface las condiciones siguientes:

1) UecC',1],

2)  U(0)=U(1) =0, (4.5)
3)  Ux) <0,Vx €]0,1],

4) U tiene n puntos criticos sin puntos de inflexién en |0, 1[.

Al conjunto ordenado de puntos en 4) lo seguiremos denotando por {zj}}_; = X,, notemos
que aqui modificamos la condicién , U(z) < 0,Vx € (0,1), la cual fue fundamental para que
tanto el péndulo simple mostrado en [30, Secciones 3.5 y 4.3] como el ejemplo de la seccién

anterior, no difieran en dinamica.

Procedamos con el andlisis de nuestro ejemplo sujeto a las condiciones (4.5) de la siguiente

manera:

4 Supongamos que existe un unico z* € X, tal que U(z,) = 0, notemos que, z* es un
maximo global de U; entonces basta hacer el procedimiento visto en las Secciones 4.1 y 4.1.5,
el cual se haria a trozos, primero para el intervalo [0, 2*] y luego para el intervalo [z*, 1], para

obtener los conjuntos de Mather, Aubry, Mané siguientes(ver Figura 4.10):

» Para c > cp,:

Nie=Are = My, ={(z,0) : v=+v/2[a(c) — U(x)],Vz € S'}.

» Para |c| < cg,:

» Para cy = £cp,:

N, = {(z,v) 1 v =4+/—2U(x),Vz € S'} D .Zci = //Vlvci = {(0,0), (z*,0)}.
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]\;t/c:lz — -'Zc:l: NC—

Figura 4.10: El grafico de los conjuntos de Mather, Aubry, Mané con clase de cohomologia

+cg, en el caso de un sélo punto z*.

Faltaria mencionar dos puntos importantes:

1.- Para el caso |c| < cg,. Notemos que aun cuando en los trozos [0, z*] y [z*, 1], encontra-

mos que los conjuntos de Mather, Aubry y Mané coinciden, es decir,
Ne=A.=M.={0,0} vy No=A =M.={@"0)}

al tomar como variedad total a S!', el punto (2*,0) no es considerado, de hecho, si
suponemos que N, = A, = M. = {(0,0), (z*,0)} sobre todo S', contradecirfamos el

hecho de que el conjunto de Mané es conexo.

2.- Para el caso cx = +cg,. Notemos que aun cuando en los trozos [0, z*] y [z*, 1], encon-

tramos que

Noy = A, = {(z,0) 1 v = £/=2U(z),Vz € [0,2]} D M., = {(0,0)}

Noy = A, ={(m,0) 10 = £/—20(2),Vz € [2*,1]} D M., = {(=*,0)},
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pues en éstos estan identificados 0 con x* y x* con 1. A diferencia de lo que ocurre al

considerar a S' como nuestra variedad total, pues en éste caso obtenemos

Noo = {(z,v) : v =+/—=20U(z),Vz € S'} D A, = M,. = {(0,0), (z*,0)},
dado que los tinicos puntos identificados en S'son 0 con 1.

Estas 2 observaciones siguen siendo validas ain cuando hay més de un méaximo global de U'.

¢ Supongamos que existen {#;}¥_; € X, ordenados con 1 < k < [%], tal que U(%;) =0,

Vi = 1, k, notemos que, los {#;}¥_| es un méximos globales de U; entonces nuevamente basta
hacer el procedimiento visto en las Secciones 4.1 y 4.1.5, el cual se harfa nuevamente a trozos,
para los subintervalos [0, 71], [#1, Z2], [Z2, @3], - . - [k, 1], de los cuales al considerar a S' como
la variedad total obtendriamos los conjuntos de Mather, Aubry, Mané siguientes (ver Figura
4.11):

Para ¢ > cg, :

Nie=Ase = Mye = {(z,v) : v = £/2[a(c) — U(x)],Va € S'}.
Para |c| < cg, :

N, =A. = M. ={(0,0)}.

Para cs = +cp, :

Noy = {(z,v) : v = £/—20(z),Vz € $'} D A, = M., ={(0,0), (21,0),..., (2 0)}.

Todo el desarrollo anterior nos es de utilidad para justificar el siguiente teorema.

4.2.1 Teorema. Sea L : TS' — R el Lagrangiano de Tonelli determinado por (4.1), cuya
energia potencial U satisface (4.5), entonces tenemos que los conjuntos de Mather, Aubry y

Manié estan determinados por (H) donde los &; € X,,, el conjunto de mdximos globales de la

energia U.
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v C
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Figura 4.11: El grafico de los conjuntos de Mather, Aubry, Mané con clase de cohomologia
+cp, en el caso de 7 puntos.
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Conclusiones

Como mostramos anteriormente, muchos de los resultados que dedujimos a lo largo del
trabajo son de suma importancia, puesto que, éstos nos ayudan a discernir los elementos que
conformarédn los conjuntos de Aubry, Mather y/o Mané para alguna clase de cohomologia,
siempre y cuando éstos satisfagan la propiedad grafica (Teorema del Grafico de Mather
3.4.10) en el caso de los dos primeros tipos de conjuntos y en el caso de ser Mané éste debe
de ser conexo (Corolario 3.4.13). Més atin, presentamos un teorema (Teorema 4.2.1), en el
cual clasificamos a los conjuntos de Mather, Aubry y Mané, para un Lagrangiano mecanico,
cuya energia potencial estd sujeta a ciertas restricciones dadas, con ésto hemos aportado
un resultado relevante a la basta teoria de Aubry-Mather. Este trabajo a sido sumamente
satisfactorio, puesto que obtuvimos resultados muy gratos, los cuales ayudan a la comprension

del aspecto geométrico de la teoria de Aubry-Mather.
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Apéndice A
Teoria Ergddica y otros conceptos

A.1.1 Definicion. Sea F una o-algebra de X y sea f: X — Y. Entonces la coleccion
{BCY:fYB)eF} (A1)
es llamado el push-forward de F por f enY.
A.1.2 Definicién. Sea G una o-algebra de Y y sea f: X — Y. Entonces la coleccién
[f7(B): Be g} (A2)
es llamado el pull-back de G por f en X.

A.1.3 Proposicién. Las colecciones dadas por (A.1) y (A.2) son una o-dlgebra de subcon-

jguntos de Y y X, respectivamente.

A.1.4 Definicién. Sea (X, F,u) un espacio de medida y f : X — Y. Consideremos la
o-dlgebra G en Y dada por (A.1), el push-forward de F por f en Y. Definimos

v(B) = u(f'(B), Beg. (A.3)
Este es llamado el push-forward de p por f enY.

A.1.5 Definicién. Sea (Y, G, v) un espacio de mediday f : X — Y biyectiva. Consideremos
la o-algebra F en X dada por (A.2), el pull-back de G por f en X. Definimos

w(A) = v(f(4)), A€F. (A4)
Este es llamado el pull-back de v por f en X.
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A.1.6 Proposicién. v y u definidas en (A.3) y (A.4) son medidas en (Y,G) y (X,F),

respectivamente.

A.1.7 Definicién. Denotaremos por f*uy f.u, al pull-back y push-forward, respectivamente
cuando f : (X, F,u) — (X, F, ).

A.1.8 Observacion. Recordemos que en el caso del pull-back, f tiene que ser biyectiva.

A.1.9 Definicién. Sea (X, F,u) un espacio de medida, un conjunto medible S € F es lla-
mado un conjunto nulo si u(S) = 0, y llamado conjunto despreciable si éste esta propiamente
contenido en uno nulo. La medida p se dice completa si todo conjunto despreciable es medible

y por lo tanto, nulo.

A.1.10 Definicién. Diremos que una aplicacion entre espacios medibles
T: (X,]-",,u) — (Kg>y)7
es medible si para cada A € G, T"'(A) € F.

A.1.11 Definicién (T-invariante). Sea T': X — X medible, decimos que T" preserva p 6
que p es T-invariante, si VA € F, T~1(A) € F se tiene que

u(A) = u(T7(A)). (A.5)

A.1.12 Proposicién. Sea T : X — X un aplicacion medible y p un punto fijo de T, es

decir, T(p) = p, entonces la medida de Dirac de p es invariante.

DEMOSTRACION. Sea A € F un conjunto medible arbitrario, tenemos que probar que

Counsideremos dos casos:

» Supongamos que p € A, entonces d,(A) = 1. En este caso p € T'(A), puesto que
T(p) =p € A, luego 6,(T'(A)) =1 con lo cual (%) es cierta.

» Supongamos que p ¢ A, entonces 0,(A) = 0 y también tenemos que p ¢ T '(A), ya
que si p € T7(A), tenemos que p = T(p) € T(T~*(A)) C A, i.e., p € At Por lo tanto
p & T HA), luego 6,(T'(A)) =0, y (%) es cierta nuevamente. O

A.1.13 Definicién. 7 : X — X es un endomorfismo si
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i) T es sobreyectiva.
ii) T es medible.
iii) Cumple (A.5).

A.1.14 Definicién (p ergddica). Decimos que un endomorfismo es ergddico (p ergddico) si

se cumple que

T7'A=A = pu(A)=061.

A.1.15 Definicién (Soporte). Sea p una medida no negativa en un espacio medible (X, F).

Definimos el soporte de p como:

supp p:={A € F | u(A) > 0}.

A.1.16 Teorema (Teorema ergddico de Birkhoff). Sea (X, F, u,T) un sistema que preserva
la medida. Para cualquier f € .,iﬂul (X),

1
lim —
n—oo n,

S FoTi(w) = f(2)

converge casi en todas partes a una funcion T-invariante f € 3,} (X), donde

/deuz/xfdu,
/deu—f-

A.1.17 Definicién (Punto genérico). Sea (X,T') un sistema dindmico topolégico. Un punto

y si T es ergodica

r € X es genérico para una medida de Borel p € P(X) medida positiva, si satisface la

conclusion del teorema ergédico para cada funciéon continua.

A.1.18 Definicién (Transformaciones Deck). Sea X un espacio topolégico y C' el cubriente

universal de X. Una transformacion Deck o automorfismo de una cubierta
p:C— X
es un homeomorfismo f : C' — C' tal que
pof=p.

El conjunto de todas las transformaciones Deck de p forma un grupo bajo composicién, éste

es llamado el grupo de transformaciones Deck y denotado por Aut(p).
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