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Introduccion

La teoria de los anillos conmutativos, mejor conocida como algebra con-
mutativa, tuvo sus origenes en la teoria de invariantes, la geometria alge-
braica y en la teoria algebraica de nimeros y a su vez ha sido aplicada
principalmente a estas areas. Los ideales constituyen la subestructura mas
importante de un anillo y la clase més importante de ellos es la formada por
los ideales primos. La importancia que tienen los ideales primos es tan des-
tacable que han sido muchos los trabajos que se han dedicado por completo
a dar generalizaciones de ellos. Aunque no mencionamos una lista precisa de
esos trabajos mecionaremos por ejemplo [4] y [2], destacando que este dltimo
trabajo ha tenido un gran seguimiento. Son dos los principales objetivos de
esta tesis:

1. Desarrollar [2], el cual es uno de los trabajos més recientes que genera-
liza el concepto de ideal primo, mostrando cada detalle de la manera
mas precisa posible y, en algunos casos, reescribiendo el orden en el
que aparecen sus resultados de manera que la lectura sea mucho mas
digerible.

2. Realizar nuestras propias aportaciones.

Una de las metas que se plantearon durante la realizacién del presente
trabajo fue que en él estuviesen los elementos necesarios para hacer su lectura
amigable y para evitar, en la medida de lo posible, buscar fuera de él la
informacién que permita el adecuado seguimiento de su contenido. El trabajo
consta de tres capitulos y dos apéndices.

En el capitulo 1 se realiza un estudio del espectro primo de un anillo
asi como de algunas propiedades topoldgicas que posee, asi mismo se pre-
sentan resultados que son indispensables para el desarrollo de los capitulos
siguientes.

En el capitulo 2 se introduce el concepto de ideal 2-absorbente como una
generalizacion de los ideales primos y se presentan algunas de sus propie-
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dades bésicas, mismas que son utilizadas en algunos ejemplos del capitulo
3.

Los capitulos 3 y 4 son la parte central del trabajo, en él se estudian
los ideales n-absorbentes que son una generalizacién natural de los ideales
2-absorbentes y por tanto de los ideales primos. Este capitulo a su vez consta
de 5 secciones. En la seccién 3.1 se presentan propiedades basicas que tienen
los ideales n-absorbentes y se da una interpretacién geométrica del teorema
3.10 (el cual es el equivalente al teorema 2.10 para el caso de los ideales
2-absorbentes). En la seccién 3.2 se estudia la estabilidad de los ideales
n-absorbentes bajo la construccién de nuevos anillos. En la seccién 3.3 se
estudian los ideales n-absorbentes en anillos especiales como los dominios
de Dedekind, los casi dominios de Dedekind, los anillos noetherianos, los
dominios de valuacion y los dominios de Priifer. En el capitulo 4 se realiza
un estudio de ideales con distintos tipos de absorbencia. En la seccién 4.1
se estudia el concepto de ideal fuertemente n-absorbente. En esta seccién se
conjetura que la n-absorbencia y la fuertemente n-absorbencia son conceptos
equivalentes y se muestra que en la clase de los dominios de Priifer esta
conjetura es cierta (corolario 4.11). La seccién 4.2 surge de manera natural
al preguntarse si los ideales 2-absorbentes son los tinicos que satisfacen la
propiedad de que z? € I para todo z € /I y se muestra mediante un
ejemplo que la respuesta a esta pregunta es no. A los ideales que satisfagan
la propiedad = € /I implica 22 € T se les ha dado el nombre de ideales
rad-2ab y se asume que el concepto es nuevo y por tanto, que hay una linea
nueva de investigacion a seguir.

El apéndice A fue planeado para tener a la mano aquellos resultados
que fuesen necesarios para una mejor comprension de la secciéon 3.3, especi-
ficamente de la estructura de los dominios de Priifer y los casi dominios de
Dedekind. Dado que estos anillos localmente son anillos de valuacién (va-
luacién discreta en el caso de los casi dominios de Dedekind), el apéndice
también presenta resultados importantes de los anillos de valuacién, domi-
nios de valuacion discreta y una pequeiia parte estd dedicada también a los
ideales fraccionarios.

En el apéndice B se hace un pequefio pero importante estudio de los
grupos abelianos ordenados, surgié con la necesidad de establecer una rela-
cién entre el niimero de subgrupos aislados de un grupo abeliano ordenado
G y los ideales primos de un anillo de valuacién con grupo de valores G.
Esta relacién es necesaria para exhibir anillos de valuacién con dimensién
m € NU {oo} tales que sus tnicos ideales n-absorbentes sean sus ideales
primos.




Notacion

En la siguiente lista R denotara un anillo no trivial.

N Conjunto de los nimeros naturales.

A Anillo de los nimeros enteros.

R Campo de los niimeros reales.

Q Campo de los niimeros racionales.

N, Conjunto de los primeros m nimeros na-
turales.

nZ = (n) Ideal de Z generado por n € Z.

Zn =7/07 Enteros médulo n € Z.

aR = (a) Ideal de R generado por a € R.

(a1,...,an) R Ideal de R generado por ai,...,a, € R.

=(ay,...,an)

Spec(R) Conjunto de todos los ideales primos de
R.

Ming(I) Conjunto de los ideales primos de R que
son minimales sobre el ideal propio I de
R.

XI



Notacion

Max(R) Conjunto de todos los ideales maximales
de R.
Q(R) Campo de cocientes del dominio entero R.

Si S C R es un sistema multiplicativo e I es un ideal de R entonces:

SR Anillo de fracciones definido por S.
S Ideal generado por la imagen de I en
S~IR.

Para el caso especial en el que S = R\ p se usard la siguiente notacion.

R, Anillo de fracciones definido por R\ p.

I, = IR, Ideal generado por la imagen de I en Ry.
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Capitulo 1

La geometria de Spec(R)

En el presente trabajo todos los anillos se consideraran conmutativos con
elemento unitario 1 # 0.

Un ideal de un anillo R es un subconjunto no vacio I de R que es cerrado
bajo sumas y multiplicacion por elementos de R. Los ideales suelen denotarse
por I,J, ..., el ideal trivial cero se denotard simplemente por 0. Un ideal
propio I de R se dice primo si cada que ab € I, a,b € R, se tiene que
a € I obien b € I, y se dice maximal si cada que J sea otro ideal de R tal
que I C J C R, se tiene que J = I o bien J = R. Los ideales primos se
denotaran por las letras p, q, mientras que un ideal maximal se suele denotar
por la letra m. En [17, lema 3.3, p.38] se muestra que un ideal m de R es
ideal maximal de si y solo si R/m es un campo, y en [17, lema 3.23, p.43]
se muestra que un ideal p de R es ideal primo si y solo si R/p es dominio
entero. Como todo campo es dominio entero se sigue que todo ideal maximal
es ideal primo.

El primer resultado de este capitulo garantiza la existencia de ideales
primos en anillos no triviales.

Teorema 1.1. (de Krull)[17, proposiciéon 3.9, p.40] Si R es un anillo no
trivial entonces R posee al menos un ideal maximal.

El siguiente es una variante del teorema anterior

Corolario 1.2. Si [ es un ideal propio de un anillo R entonces existe un
ideal maximal m de R tal que m D [.

Si @ € R no es una unidad entonces (a), el ideal generado por a, es
propio, por lo que también se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.3. Si a € R no es unidad entonces existe un ideal maximal de
R que contiene a a.



CAPITULO 1. LA GEOMETRIA DE SPEC(R)

1.1. El espectro primo

Definicién 1.4. Sea R un anillo.

1. El espectro primo de R, denotado por Spec(R), es el conjunto de todos
los ideales primos de R, es decir

Spec(R) = {p C R|p es ideal primo}.

2. Para un subconjunto E¥ C R cualquiera definimos

V(E) = {p € Spec(R)|p D E}.

Note que Spec(R) # () por el teorema de Krull.
El siguiente lema nos dice que basta considerar sélo los casos en los que
F sea un ideal de R.

Lema 1.5. Sean R un anillo y E, F C R subconjuntos cualesquiera
1. Si E C F entonces V(E) D V(F).
2. Si I = (E) es el ideal generado por E entonces V(E) = V(I).
Demostracion.

1. Si p € V(F) entonces p D F' y como F D E, se tiene también que
p D E, por lo que p € V(E) y por tanto V(F) C V(E).

2. Claramente se tiene que E C I, y por el inciso anterior se sigue que
V(E) D V(I). Sélo falta ver que V(I) D V(E) para tener la igualdad.
Sip € V(F) entonces p D E 'y como p es ideal se tiene que p D (E) = 1,
por lo que p € V(I).

O
Observacién 1. Note que
1. V(R) = () pues no hay ideales propios de R que contengan a R.
2. V(0) = Spec(R) pues 0 € I para todo ideal I de R.

3. Si I es un ideal propio de R, por el corolario 1.12, existe un ideal
maximal, y por tanto primo, m de R tal que m D I, de donde V(1) # 0.




1.1. EL ESPECTRO PRIMO

Dado un subconjunto E de un anillo R, se define su radical, denotado
por v E, mediante

VE = {x € R|z™ € E para algin m € N}.

Si E es un ideal entonces vE es también un ideal, este hecho cldsico pue-
de consultarse en [17, lema 3.46, p.51]. Obsérvese que para subconjuntos
arbitrarios £ y F' de R se tiene que

1. Ec VE.
2. Si E C F entonces vVE C VF.

Si un ideal I es tal que I = /T se dice que I es ideal radical. Es claro de la
definicién que todo ideal primo es ideal radical.

Mencionaremos algunas propiedades del radical de un ideal, las cuales
pueden encontrarse por ejemplo en la pagina 10 de [3].

Proposiciéon 1.6. Si I, J,p son ideales de R con p primo entonces se cum-
plen las siguientes afirmaciones

1. VI =+VI.
2. VIJT=VINJ=VInVJ.
3. \/T:RsiysolosiI:R.

4. NT+T=\VI+VJ.
5. 4/p™ = p para todo n € N.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la que menciona-
mos a continuacion.

Corolario 1.7. Si m es un ideal maximal de R entonces vm" = m para
todon € N.

La siguiente proposicién nos una definicién alternativa del radical de un
ideal.

Proposicién 1.8. [17, lema 3.48, p.52]. Si I es un ideal de R entonces
Vi= ) ».

peV()




CAPITULO 1. LA GEOMETRIA DE SPEC(R)

Recordemos que un elemento a de un anillo R se dice nilpotente si a™ = 0
para algin n € N. El conjunto de todos los elementos nilpotentes de R, que
de hecho es un ideal (véase [3, proposicién 1.7, p.3]), se denota por Nil(R).
Se tiene la siguiente caracterizacién de Nil(R).

Corolario 1.9. El nilradical de un anillo R satisface Nil(R) = ﬂ .
peSpec(R)

Demostracion. Por definicién Nil(R) = /0, y por la proposicién 1.8 y la

observacion 1 v/0 = ﬂ p= n p O
peV(0) peSpec(R)

Estas definiciones de v/I y Nil(R) nos serviran para estudiar algunas
propiedades de los conjuntos V(I), donde I es un ideal arbitrario de R, an-
tes de mencionarlas, enunciaremos algunos resultados relacionados a ideales
primos, entre ellos el llamado teorema de evasion de primos.

Teorema 1.10. (Teorema de evasién de primos)[3, proposicién 1.11 i), p.9]
n
Sip1,...,pn € Spec(R) e I es un ideal tal que I C U p;, entonces I C p;

=1
para algin i.

Teorema 1.11. [17, lema 3.55, p.54] Sea p € Spec(R) y sean Iy,..., I,
ideales. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. p D I; para algin j.

2.pD ﬂI]

Jj=1

n
3.p2 [ L
j=1

Observacion 2. Del teorema anterior se sigue que si p, I son ideales de R,
con p € Spec(R), entonces p D I"™ siy solosip D 1.

Corolario 1.12. Sean I3, ..., I, ideales de un anillo R. Si p € Spec(R) es

n
tal que p = ﬂ I;, entonces p = I; para algun j.
j=1

Tenemos ya los resultados suficientes para enunciar las propiedades de
los conjuntos V(I).




1.1. EL ESPECTRO PRIMO

Proposicion 1.13. Sean I, J ideales del anillo R.
1. V(IJ)=V({InJ).
2. V(1) =V (VI)
3. V(I) =V (I") para todo n € N.
4. V(I) = Spec(R) si y solo si I C Nil(R).
Demostracion.

1. Dado que IJ C INJ, por 1. del lema 1.5 se sigue que V(I.J) D V(INJ).
Falta ver que V(IJ) C V(INJ). Sip € V(IJ) entonces p D I.J, como
p es primo, por el teorema 1.11 podemos suponer que p D I. Dado que
I>INnJsesiguequepdINJyasipe V(INJ).

2. Como I C VI, del lema 1.5 se tiene que V(I) D V (\ﬁ) Por otro

lado, si p € V(I) entonces p O I y entonces p = /p D V1, de donde
peV (\ﬁ), y por tanto V(I) C 'V (\/f)

3. Sea n € N. Se tiene que p € V(I) si y solo si p D I, como p es primo,
esto ocurre si y solo si p D I™; es decir si y solo si p € V (I™).

4. Si V(I) = Spec(R) entonces para todo p € Spec(R) se tiene I C p, de

donde IC () p=Nil(R).
peSpec(R)
Reciprocamente, supongamos que I C Nil(R). Sea q € Spec(R). Se
tiene entonces que I C Nil(R) = ﬂ p C q; es decir I C q. Asi
peSpec(R)

q € V(I) y por tanto Spec(R) C V(I). La otra contencién siempre es
cierta.

O
El siguiente lema permitird definir una topologia para Spec(R).

Lema 1.14. Sean I, J ideales de Ry {I,}aca una familia de ideales de R.
Se tiene que

1. V(I)UV(J)=V(IJ)=V({InJ).

2. (1 VUa) =V (Z Ia)

a€eA aEA




CAPITULO 1. LA GEOMETRIA DE SPEC(R)

3. V(I) c V(J) siy solo si VI 2 VJ.
Demostracion.

1. Sip e V(I)UV(J) entonces p D I o bien p O J. En cualquier caso se
tiene que p D I.J y de esta manera p € V(I.J).
Reciprocamente, si p € V(IJ) entonces p D IJ. Como p es primo
podemos suponer sin pérdida de generalidad que p D I. Se tiene asi
que p € V(I) y por tanto p € V(I) U V(J).
Hemos mostrado que V(IJ) = V(I)UV(J),y como V(INJ) = V(IJ),
segun la proposiciéon 1.13, se tiene el resultado.

2. Dado p € ﬂ V (1,), se tiene que p D I, para toda o € A y por
a€el

tanto p D Z I,, de donde p € V Z I, |. Reciprocamente, si p €
aEA acl

aEA aeA
tiene

\% (Z Ia> , se tiene que p D Z I,. Ahora bien, para todo 5 € A se

IzC > I,Cp

acA

por lo que p € V (Ig) para todo 3 € A y asi

pe VL) = N V).

BeEA aEA

3. Si V(I) € V(J) entonces v = ﬂ p D ﬂ p = V/J. Reciproca-

pev () peV(J)
mente, si VI O v/J entonces vINVJ = +J, pero
VINVI=VInJ

por lo que VI N.J = +/J y por tanto V (I N.J) = V (J). Por 1 de este
lema, ya sabemos que V (I'NJ) = V(I)UV(J), asi que V(I)UV(J) =
V(J), de donde V(I) C V(J).

O]

El lema anterior nos dice que los conjuntos V(I), donde I es un ideal de
R, satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados en una topologia. Enuncia-
mos este hecho a manera de proposicion.




1.1. EL ESPECTRO PRIMO

Proposicién 1.15. Existe una topologia 7, para Spec(R) cuyos conjuntos
cerrados son los conjuntos V(I), donde I es un ideal de R.

Demostracion. Sea 1, = {Spec(R) \ V(I)| I es ideal de R}. Se tiene que 7,
es una topologia para Spec(R):

1. Spec(R) = Spec(R) \ V(1) y 0 = Spec(R) \ V(0).
2. Si {U,} es una familia en 7, entonces U, = Spec(R) \ 'V (I,), asi que

JUa = J(Spec(R) \ V (In)) = Spec(R) \ [V (Ia)

pero por el lema 1.14 se tiene

Spec(R) \ [V (Ia) = Spec(R) \ V (Z Ia>

07

de donde U Uy = Spec(R)\'V <Z Ia> €T,

3. Si Uy,Us € 1, entonces probemos que U; N Us € 7,. Tenemos que
U; = Spec(R) \ V (I;), donde I es ideal de R para j = 1,2. Asi

UrnUz = (Spec(R)\'V (I1)) N (Spec(R)\ 'V (I2))

= Spec(R)\ (V (1)) UV (1))
\

R
R)\'V (L1 ]5)

~— ~—

= Spec(
de donde U1 NUs € 7.
O

Definiciéon 1.16. La topologia 7, descrita en la proposicién anterior es
llamada la topologia de Zariski para Spec(R).

Un subconjunto muy particular de Spec(R) es el formado por todos
los ideales maximales de R y aunque en este trabajo no seréd tratado como
subespacio, si usaremos la siguiente notacién para referirnos a sus elementos.
Notacién. Para un anillo R dado denotamos por Max(R) al conjunto de
todos los ideales maximales de R, es decir,

Max(R) = {m C R : m es ideal maximal} .

Daremos ahora una base para la topologia de Spec(R). Para cada f € R,
denotamos D(f) := Spec(R) \ V(f).




CAPITULO 1. LA GEOMETRIA DE SPEC(R)

Proposicién 1.17. La familia {D(f)} rer forma una base para la topologia
de Zariski de Spec(R).

Demostracion. Sea U un abierto de Spec(R). Se tiene entonces que U =
Spec(R) \ V(I) para algin ideal I de R. Dado p € U se tiene que p 2 1,
por lo que existe f € I'\ p, note que entonces (f) € p y por tanto p € D(f).
Afirmamos que D(f) C U. Observe que si q € V(I) entonces q D I > fy
asi ¢ O (f) y por tanto q € V(f); es decir V(I) C V(f) y de esta manera

U = Spec(R) \ V(I) 5 Spec(R) \ V(f) = D(f)
O

Los conjuntos D(f) son llamados abiertos bdsicos. Algunas propiedades
de estos abiertos son las siguientes.

Proposiciéon 1.18. Sean f,g € R.

L. D(f) N D(g) = D(f9g).
2. D(f) =0 siy solosi f es nilpotente.

3. D(f) = Spec(R) si y solo si f es una unidad.
4. D(f) = D(g) siy solo si \/(f) = /(g).

Demostracion.
1.
D(f)nD(g) = (Spec(R)\ V(f)) N (Spec(R)\ V(g))
= Spec(R) \ (V(f)UV(g))
= Spec(R)\ V(fg)
= D(f9)

2. Es claro por el inciso 4 de la proposicién 1.13.

3. Si D(f) = Spec(R) entonces V(f) = 0. Si f no fuese unidad, existiria
un ideal maximal, y por tanto primo, m de R tal que (f) C m, y asi
V(f) # 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto f es unidad.
Reciprocamente, si f es unidad entonces (f) = R, por lo que V(f) =
V(R) =0y asi D(f) = Spec(R) \ V(f) = Spec(R).

4. D(f) = D(g) si y solo si V(f) = V(g), lo cual ocurre si y solo si
V) = V().
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1.2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE SPEC(R)

1.2. Propiedades topolégicas de Spec(R)

Ya que se le ha dado estructura de espacio topoldgico a Spec(R) es
natural preguntarse acerca de las propiedades topologicas que pueda posser,
algunas de ellas son la quasi-compacidad, conexidad y la irreducibilidad,
ademas de ciertos axiomas de separacién. Debido a la importancia de la
irreducibilidad, la siguiente seccién serd exclusiva para su estudio.

Teorema 1.19. Sea R un anillo. Si p,q € Spec(R) son puntos distintos
entonces existe un abierto de Spec(R) que contiene a p o a ¢ pero no a
ambos.

Demostracion. Como p # q, se tiene que p € q o ¢ € p. Supongamos sin
pérdida de generalidad que p ¢ q. Existe entonces f € p\ q. Con esto
(f) Cp, de donde p € V(f) y asi p ¢ Spec(R) \ V(f) = D(f). Afirmamos

que q € D(f). Como f ¢ q, entonces (f) ¢ q, por lo que q ¢ V(f) y por
tanto q € Spec(R) \ V(f) = D(f). O

Se dice que un espacio topoldogico X es un espacio Ty si para cualesquiera
z,y € X tales que = # y, existe un abierto U de X tal que x € U ey ¢ U.
El teorema anterior dice que Spec(R) es un espacio topolégico Tp.

Un espacio topolégico X se dice quasi-compacto si toda cubierta abierta
de X posee una subcubierta finita. Si X es quasi-compacto y Hausdorff
diremos que X es compacto.

Proposicién 1.20. Cada D(f) es quasi-compacto, en particular Spec(R)
es quasi-compacto.

Demostracion. Sea f € Ry sea {Uy}taca una cubierta abierta de D(f).
Como {D(g)}4cr es base para la topologia de Spec(R), podemos suponer
que Uy = D (ga) = Spec(R) \ V (ga), con g, € R. Tenemos entonces

D(f) = J (Spec(R)\'V (9a))

acA

= Spec(R)\ [ V(ga)

a€N

= Spec(R)\V (Z (ga))

a€el

yasi V(f) =V (Z (ga)) y por tanto \/(f) = Z (9a)- Existe entonces

acl a€A

n € N tal que f" € Z (ga); €s decir f™ = gq, + - -+ + ga,. De esta manera
acl
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s

(fM C Z (gaj), asi que

Jj=1

y asi
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asi que de (1.1) se tiene D(f) C U D (gaj).
j=1
En particular, si f = 1 entonces Spec(R) = D(f) es quasi-compacto. [

Dado un espacio topoldgico X, una separacion de X es un par de sub-
conjuntos cerrados, ajenos y no vacios E, F de X tales que X = EF U F.
El espacio X se dice conexo si no existe una separacién de X. Antes de es-
tudiar la conexidad del espacio topolégico Spec(R) mencionaremos algunas
definiciones y resultados previos.

Se dice que dos ideales I, J de un anillo R son primos entre st si I+ J =
R. Equivalentemente, I y J son primos entre si, si y solo si existen a € I,
b€ J tales que a + b = 1.

Los ideales primos entre si se usaran con frecuencia en este trabajo, es
por ello que daremos una manera sencilla de mostrar que dos ideales dados
son primos entre si.

Proposicién 1.21. Si I, J son ideales de R tales que vI++/J = R entonces
I+J=R.

10



1.2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE SPEC(R)

Demostracion. Por 3. y 4. de la proposicion 1.6 tenemos que I+ J =

\/VI ++VJ =+vR = R. Nuevamente por el inciso 3 de dicha proposicién se
sigue que I + J = R. O

El siguiente resultado sera usado frecuentemente en un capitulo poste-
rior.

Corolario 1.22. Simy,...,m,, € Max(R) son distintos entonces m; +m; =
R para todo i # j. Més ain m}" + m7" = R para todos i # j y n;,n; € N.

Demostracién. Dado que m; # m; se tiene que m; C m; 4+ my, y como m; es
ideal maximal se sigue que m; + m; = R. Para mostrar la otra afirmacién

note que, por el corolario 1.7, se tiene R = m; + m; = /m"! + \/m?j y de
la proposicién 1.21 se sigue que m;" + m?j =R. O

Recordemos que si Ry, ..., R, son anillos el producto cartesiano
n
HRj:Rl X - X Ry
j=1

es anillo si se definen las operaciones suma y producto coordenada a coor-
denada. Este nuevo anillo es llamado el producto directo de Ry, ..., Ry,. No
n

es dificil verificar (véase por ejemplo [1]) que los ideales de R := H R; son

j=1
de la forma [ := Iy x --- x I, donde I; es ideal de R;, y que
p1 X Reg X -+ X Ry,
Spec(R) = ¢ p; € Spec (R))
Ry x -+ X Rp_1 Xpp
De manera particular, si I,..., I, son ideales de un anillo R se tiene el

producto directo R/I; X --- x R/I,. Consideremos ahora la funcién
¢:R— R/I} X --- X R/I,

definida mediante ¢ (a) = (a + I1,...,a + I). Es claro que ¢ es morfismo
de anillos. Respecto a este morfismo se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.23. (Teorema chino del residuo)[3, proposicién 1.10, p.8].

n n
1. Si I e I; son primos entre si cuando j # [, entonces H I; = ﬂ I;.
Jj=1 Jj=1

11
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2. ¢ es suprayectivo si y solo si I; e I; son primos entre si cuando j # [.
n
3.  es inyectivo si y solo si ﬂ I; =0.
j=1

El siguiente corolario sera de gran utilidad en la demostracién del criterio
de conexidad de Spec(R).

Corolario 1.24. Sean I,...,I, ideales de R tales que I; + I; = R para

todo i # j. Se tiene que R/ ﬂ I; = R/I} x --- x R/IL,.
j=1

Demostracion. Por 2. de la proposicién anterior el morfismo

¢:R— R/I} X --- X R/I,

dado por ¢ (a) = (a+ I1,...,a + I,) es suprayectivo. Es claro ademas que

ker(p) = Iy N --- N I,. Del primer teorema de isomorfismo se tiene que
n

R/ (L= R/Ii x -+ x R/I,. O
j=1

Mencionamos ahora el criterio de conexidad para Spec(R).

Proposiciéon 1.25. Dado un anillo R, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. Spec(R) es disconexo.

2. Existen elementos ej,ea € R no cero, tales que ejeq = 0, e% = e,
e% = e9 y e1 + eo = 1. Tales elementos son llamados idempotentes
ortogonales.

3. R es isomorfo al producto directo R; X Ro, donde R; y Ro son anillos
no cero.

Demostracion.

1.=2. Supongamos que Spec(R) = V(I) U V(J), donde I,J son ideales de
R, con V(I),V(J) # 0y V(I) "N V(J) = (). Tenemos entonces que
I,J # R, ademds ) = V(I)N'V(J) =V ([ +J) y entonces [ +J = R,
de donde existen i € I, j € J tales que i+ j = 1. Nétese que 4,5 # 0, 1.
Por otro lado, dado que Spec(R) = V(I) U V(J) = V(IJ), se tiene
que IJ C Nil(R) y por tanto (ij)™ = 0 para algin m € N. Como

12
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2.=3.

3.=1.

1.3.

i+ j = 1 entonces (i + j)?*™ = 1. Usando la férmula del binomio de
Newton podemos escribir

1= (i445)*" = ai™ 4 bj™

para algunos a,b € A. Sean e; = ai™ € I y e = bj"™ € J. Nétese que
e1es = abi™j™ = 0. Sélo hace falta ver que e? = e1 y €3 = e5. Como
e1 +es =1, se tiene que e% + 2ej1e0 + e% =1, pero ejeo = 0, y entonces
e? +e2 =1, de aqui

e2=1-¢2 (1.2)

De e1 + ez = 1 se tiene €3 = 1 — 2e1 + €2, asf que sustituyendo en (1.2)

se tiene 2 (61 - 62) = 0 y por tanto e% = e1. Analogamente se muestra
2 _

que e5 = e3.

Sean Iy = (e1), Is = (e2), los ideales generados por e; y ey. Observe
que I1,Is # (0) pues ej,e2 # 0,y 1 ¢ I;, de lo contrario e; seria
unidad y la igualdad ejes = 0 implicaria es = 0 lo cual no es posible.
De la misma manera 1 ¢ I y asi R/I1, R/I> no son triviales. Ahora,
como e] + eg = 1, entonces I1 + Is = R, asi que por el corolario 1.24
tenemos R/I1 NIz = R/I; x R/I,. Ahora, dado que ejeq = 0, entonces
1115 = 0, asi que de 1 de la proposicién 1.23 se sigue I1 NIs = 1115 =0
y por tanto R = (R/I;) x (R/I2)

Si R = Ry x Ry, donde R; son anillos no cero, entonces
Spec(R) = {p x Ra, Ry X q|p € Spec (R1),q € Spec (R2)}

Observe que entonces F; = {p x Ry : p € Spec (R1)} = Spec (R1) X Ra
y 5 = R; x Spec (R2) forman una separacién de Spec(R), por lo que
Spec(R) no es conexo.

O]

Irreducibilidad

Como se dijo anteriormente, en esta seccion se estudiard a fondo la irre-
ducibilidad de Spec(R) y de sus subespacios. Comenzamos con la siguiente
definicién.

Definicion 1.26. Un espacio topologico no vacio X se dice irreducible si
cada que X = FUF, donde E, F son cerrados de X, se tiene que X = F o
bien X = F. Un subespacio Y de X es irreducible si lo es bajo la topologia
de subespacio.

13
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A continuacién proporcionamos otros criterios de irreducibilidad.

Teorema 1.27. Sea X un espacio topoldgico no vacio. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. X es irreducible.

2. Para cada par de abiertos no vacios U,V de X se tiene que UNV # ().

3. Si U es un abierto no vacio de X entonces U es denso en X.
Demostracion.

1.=2. Sean U,V abiertos no vacios de X. Si ) = U NV entonces
X=(X\U)u(X\V) (1.3)

Como U, V son abiertos no vacios, X \U y X \V son cerrados propios de
X, asf que (1.3) contradice la irreducibilidad de X, por tanto UNV # ().

2.=3. Es claro.

3.=1. Supongamos que X no es irreducible. Existen entonces dos cerrados
propios E, F de X tales que X = EUF, asi que ) = (X \ E)N (X \ F).
Observe que X \ E'y X \ F son abiertos no vacios. Por hipétesis, el abierto
no vacio X \ E es denso en X y por tanto, para el abierto X \ F se tiene
que (X \ E)N (X \ F) # 0, asi que se tiene una contradiccion. O

Dado un espacio topolégico X y un subespacio Y de X, Y denotard a
la cerradura de Y en X. Respecto a la irreducibilidad de los subespacios de
un espacio topoldgico se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.28. Sea X un espacio topoldgico y sea Y # () un subespacio de
X. Se tiene que Y es irreducible si y solo si Y es irreducible.

Demostracién. Supongamos que Y es irreducible. Sean U,V C Y dos abier-
tos no vacios de Y. Debemos ver que U NV # (). Tenemos U =Y N U’
y V =Y NV, para algunos abiertos U’, V' de X. Como U es no vacio,
existe p€ X conp €Y y p € U', de donde U’ NY # (). De manera analo-
ga V'NY # (). Con esto, U'NY y V' NY son dos abiertos no vacios del
subespacio irreducible Y, asi que

0#¥nU)nEnV)c(Ynu)n(Ynv)=unv.

14
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Reciprocamente, sean U,V abiertos no vacios de Y. Se tiene que U = Y NU’
y V = Y NV’ para algunos abiertos U’,V' de X. Ahora Y NU' C Y y
YNV’ CY son abiertos en Y y son no vacios pues ) AU =Y NU' c Y NU’
y de la misma manera ) # V =Y NV’ C Y NV'. Dada la irreducibilidad de
Y se tiene que

Yo nv)=(Ynu)n(¥nv)+o.
Por tanto, podemos tomar
RQeYNUNV'). (1.4)

Observe que, como U’ y V' son abiertos en X, U’ NV’ es abierto en X. De
(1.4) se tiene que Q € Y y U' NV’ es un abierto que contiene a Q, por lo
que

0£UNVINY =UNnY)Nn(V' nY)=UNV

por lo que Y es irreducible. O

Los siguientes resultados y definiciones seran de suma importancia al
estudiar la irreducibilidad de los subespacios de Spec(R).

Definicién 1.29. Dado un subconjunto E de Spec(R), el ideal de E en R
estd definido por I(E) = ﬂ p.
peE

Es claro que I(F) efectivamente es un ideal de R. Algunas propiedades
de estos ideales de R se mencionan en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.30. Sean E y F' dos subconjuntos de Spec(R). Se tiene que

1. Si E C F entonces I(E) D I(F).
2. (EUF) = I(E)NI(F).
3. 1(V(J)) = v/J para cualquier ideal J de R.
4. EC V(I(E)).
Demostracion.

1. Supongamos que E C F. Si a € I(F) entonces a € p para todo p € F,
en particular se tiene que a € p para todo p € E, lo que muestra que
aclI(E).

15
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2. Dado que E, F' C EUF, por el inciso anterior I(E), I(F) D I(EUF), de
donde I(E)NI(F) D I(EUF). Reciprocamente, dado f € I(E)NI(F)
se tiene que f € p para todo p € E y para todo p € F', de donde f € p
para todo p € EU F, luego, f € ﬂ p=IEUF).
peEUF

3. Por definicion I (V(J)) = ﬂ p lo cual coincide, segtin la proposicién
peV(J)
1.8, con v/J.

4. Si q € E entonces q D ﬂ p = I(E), es decir ¢ € V(I(E)) y por lo
peE
tanto £ C V (I(E)).

Observacion 3.

a) Sip € Spec(R) entonces p es ideal radical, asi que de 3. de la proposi-
cién anterior se tiene que I (V(p)) = p.

b) Si E C Spec(R) entonces I(E) es un ideal de R, asi que V (I(E)) es
un cerrado de Spec(R) y de 4. de la proposicién anterior se sigue que

EcVIE) =V (I(E)).

En la siguiente proposicién se da la manera de calcular cerraduras de
subespacios del espectro primo de un anillo, dicha proposicién completa la
observacion previa.

Proposicién 1.31. Para cualquier subconjunto E de Spec(R) se tiene que
E=V(I(E)).

Demostracién. Solo hace falta ver que V (I(E)) C E. Dado que E es un

cerrado de Spec(R), tenemos que E = V(J) para algtin ideal J de R y dado

que E C E, se sigue que para todop € E, p D J, de donde J C ﬂ p=1I(F)
peE

y por tanto V(J) D V (I(E)); es decir E D V (I(E)). O

Mencionaremos a continuacién una caracterizacion de irreducibilidad de
los subespacios cerrados de Spec(R) en términos algebraicos.

Teorema 1.32. Un subconjunto cerrado E de Spec(R) es irreducible si y
solo si I(E) € Spec(R).

16



1.3. IRREDUCIBILIDAD

Demostracion. Supongamos que el cerrado E es irreducible. Sean f,g € R
tales que fg € I(E) = ﬂ p, entonces para todo p € E se tiene p € V(f) o
peE
p € V(g). Lo anterior muestra que F = (ENV(f))U(ENV(g)). Como E
es irreducible se tiene que, digamos, E = ENV(f), de donde E C V(f), de
aqui que f € p para todo p € E y por tanto f € ﬂ p = I(E). Esto concluye
peE
la prueba de que I(FE) es un ideal primo. Reciprocamente, supongamos que

I(E) € Spec(R). Sean Ej, Fs C E cerrados tales que E = Ej U Es. De la
proposicién 1.30 se tiene

I(E) =1 (El U EQ) =1 (El) NI (EQ) .

Como I(E) es primo, por el corolario 1.12 podemos suponer que I(E) =
I (E1), pero entonces E = V (I(E)) = V (I1(E;)) = E1, esto por la proposi-
cién 1.31, y como E, E; C Spec(R) son cerrados se sigue que F; = E. Esto
muestra que E es irreducible. ]

Una consecuencia del teorema anterior y de la observaciéon 3 es el si-
guiente.

Corolario 1.33. V (p) es irreducible para todo p € Spec(R).

Fijaremos ahora nuestra atencién a ciertos subespacios irreducibles de
un espacio topolégico. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.34. Sea X un espacio topoldgico.

1. Cada subespacio irreducible de X estd contenido en un subespacio
maximal irreducible de X.

2. Los subespacios maximales irreducibles de X son cerrados y forman
una cubierta para X.

Demostracion.

1. Sea Y un subespacio irreducible de X y sea
Y ={Z C X| Z es irreducible y Z D Y},

ordenado parcialmente por inclusion. Observe que ¥ es no vacio pues

Y € ¥. Sean {Z,}aepn € ¥ un subconjunto totalmente ordenado y

Z = U Zo. Note que Y C Z. Mostraremos ahora que Z es irreducible.
a€A
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Sean U,V C Z abiertos no vacios. Tenemos U = UNZ = U (UNZ,)
aEA
yV = U (VNZ,). Como U y V son no vacios, existen o, € A

acl
tales que UNZy # 0y VN Zg # 0. Como {Z,}aen estd totalmente

ordenado, sin perder generalidad, podemos suponer que Z, C Zg, de
donde ) # UNZ, C UNZg. Con esto, UNZg,V N Zg son dos abiertos
no vacios de Zg, y como Zjg es irreducible se tiene que

DAUNZ)N(VNZg)=UNV)NZg

Como (UNV)NZg C UNV se tiene que U NV # . Esto muestra
la irreducibilidad de Z y por tanto Z € ¥, y como Z, C Z para todo
a € A, se tiene que Z es una cota superior en X de {Zy},cp. Por el
lema de Zorn se sigue que X tiene al menos un elemento maximal, el
cual debe ser irreducible maximal de X conteniendo a Y.

2. Sea C un subespacio maximal irreducible de X. Por el eorema 1.28
C es también irreducible. Como C C C y C es maximal, se tiene
que C = C o bien C = X. Si C = C se tiene que C es cerrado. Si
C = X entonces X es irreducible y X es su tnico subespacio maximal
irreducible, de donde C = X = C. En cualquier caso se tiene que C
es cerrado. Observe ahora que, para cada x € X, se tiene trivialmente
que {x} es irreducible y por tanto estd contenido en un subespacio
maximal irreducible C;, ademés X = | J {z} ¢ |J C..

zeX reX
O

Definicion 1.35. Los subespacios maximales irreducibles del espacio topo-
logico X se llaman componentes irreducibles de X.

El siguiente objetivo es investigar cémo son las componentes irreducibles
de Spec(R). Para conseguir esto necesitamos teoria previa, misma que se
usara en un capitulo posterior.

Definicién 1.36. Dado un ideal propio I de R, se dice que p € Spec(R),
con p € V(I), es minimal sobre I si para todo q € V(I) tal que q C p se
tiene que q = I o bien q = p. Decimos que p € Spec(R) es minimal de R si
es minimal sobre 0.

Ya que hemos definido a los primos minimales se enunciaran y probaran
algunos resultados importantes acerca de estos, los cuales serdn utilizados
en secciones posteriores. El siguiente resultado muestra que siempre existen
primos minimales sobre un ideal propio dado.
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Teorema 1.37. Si I es un ideal propio de un anillo R entonces V(I) tiene
al menos un elemento minimal.

Demostracion. Si I € Spec(R) entonces I es minimal sobre si mismo y
terminamos. Supongamos entonces que I ¢ Spec(R) y consideremos

V(I)={p € Spec(R):pDI}

parcialmente ordenado por inclusién. Como I es propio, por el inciso 3 de la
observacién 1, V(I) # (). Ahora, si C = {pa},cp C V(I) es un subconjunto
totalmente ordenado y

P = m Pa

aceA

entonces P es ideal de R y ademds I C P. Veamos que P € Spec(R) y asi
que P € V(I). Sean a,b € R tales que ab € P. Debemos ver que a € P o
bien b € P. Tenemos que ab € p, para todo o € A, y asil @ € p, 0 b € p,
para todo o € A. Si a € p, para todo a € A terminamos. Supongamos
entonces que a ¢ pg para algin € A, esto implica que a ¢ p, para todo
Pa C g, pero asi b € p, para todo p, C pg y por tanto b € p, para todo
po conteniendo a pg. De aqui, b € p, para todo o € A; equivalentemente,
b € P. Esto muestra que P es ideal primo y por tanto que P € V(I). Ahora
bien, dado que P C p para todo p € V(I), se tiene que P es cota inferior de
C en V(I), asi que por el lema de Zorn, V(I) posee al menos un elemento
minimal. O

En general la intersecciéon de ideales primos de un anillo no es necesaria-
mente un ideal primo, sin embargo, la demostracion del teorema anterior da
un caso en el que esto se cumple: Si C es un conjunto totalmente ordenado
de ideales primos de un anillo R entonces P = ﬂ p € Spec(R).

pec
Denotaremos al conjunto de ideales primos minimales sobre el ideal pro-

pio I por Ming(I), el cual es no vacio gracias al teorema anterior. Es claro
que Ming(I) C V(I).

El siguiente resultado es una adaptacién del teorema anterior y juega un
papel muy importante para dar una caracterizacién alternativa del radical
de un ideal. Antes de enunciarlo, debemos recordar (observacién 1) que si I
es un ideal propio de un anillo R entonces V(I) es no vacio.

Corolario 1.38. Si I es un ideal propio de R y p € V(I) entonces existe
q € Ming(I) tal que q C p.
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La proposicién 1.8 dice que el radical de un ideal I es la interseccion
de todos lo ideales primos de R que continenen a [I. El siguiente resultado
muestra que, cuando I es un ideal propio, basta con calcular la interseccion
de todos los ideales primos minimales sobre I para recuperar el radical de
1.

Corolario 1.39. Sea [ un ideal propio de un anillo R. Se tiene entonces

que VI = ﬂ p.

peMing (1)
Demostracién. Dado que Ming(I) C V(I), tenemos

Vi= () pc () » (1.5)

peV(I) pEMing (1)

Por otro lado, por el corolario 1.38, para cada p € V(I) existe q, € Ming(I)
tal que p D qp D I, de esta manera

N pc () wcC () p=VI (1.6)

peEMing (1) pevV(I) peV(I)
De las relaciones (1.5) y (1.6) se tiene el resultado. O

El siguiente es el ultimo resultado de este capitulo. Este nos dice cé-
mo son las componentes irreducibles de Spec(R), conocimiento que serd de
relevancia para interpretar geométricamente una propiedad de los ideales
n-absorbentes (ver los teoremas 2.11 y 3.11).

Teorema 1.40. Las componentes irreducibles de X = Spec(R) son los
conjuntos cerrados V (p) donde p € Spec(R) es minimal de R.

Demostracion. Sea C' una componente irreducible de X. Por 2 del teorema
1.34 tenemos que C' es cerrado y como es irreducible, por el teorema 1.32
I(C) € Spec(R), digamos, I(C) = p para algin p € Spec(R). De esta manera

C=T=V{I0) = V).

Veamos que, de hecho, p es minimal de R. Si q € Spec(R) es tal que q C p
entonces V(q) D V(p) = C. Al ser C' una componete irreducible y V(q)
irreducible, se tiene que V(q) = V(p) o bien V(q) = Spec(R).

1. Si V(q) = V(p) entonces, por 3 del lema 1.14, g = \/q=/p=p

2. Si V(q) = Spec(R) entonces Spec(R) es irreducible y como C = V(p)
es maximal irreducible, se tiene que V(q) = Spec(R) = V(p) y enton-
ces q =p.
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Esto muestra que p es primo minimal de R. Reciprocamente, sea C = V(p)
donde p € Spec(R) es minimal de R. Por el inciso a) de la observacién 3, C
es irreducible. Veamos que C' es maximal, para ello, sea D = V(q), donde
q € Spec(R), otro cerrado irreducible tal que C' C D. Nuevamente por 3.
del lema 1.14 se tiene entonces que p D ¢, y por la minimalidad de p se
tiene que ¢ =p o q = 0, de donde C' = D o D = Spec(R), por lo que C es
maximal. O
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Capitulo 2

Ideales 2-absorbentes

Los ideales primos forman la clase mas importante de ideales en la teoria
de los anillos conmutativos. Los conceptos de primalidad y maximalidad son
parte fundamental en las aplicaciones del dlgebra conmutativa a la geome-
tria algebraica, en ello radica la importancia de conseguir generalizaciones
de estos conceptos. En este capitulo se definiran los ideales 2-absorbentes y
algunas propiedades bésicas de estos. Este concepto formulado por Ayman
Badawi que surgio en el ano 2007, es una de las generalizaciones mas re-
cientes de ideales primos y ha sido base para una gran cantidad de trabajos,
entre ellos [2], el cual serd desarrollado en el capitulo 3. Los resultados que se
muestran en este capitulo forman parte de [4] y serén utilizados, la mayoria,
en el capitulo siguiente.

Definicion 2.1. Se dice que un ideal propio I de R es un ideal 2-absorbente
de R si para todos a,b,c € R tales que abc € I se tiene que ab€ I o ac € I
obcel.

Es claro que todo ideal primo es ideal 2-absorbente. Pero no todo ideal 2-
absorbente es primo, por ejemplo, si R = Z e I = 6Z entonces I no es primo
pues 2-3 =6 € I pero 2,3 ¢ I. Veamos ahora que I es ideal 2-absorbente.
Supongamos que abc € I = 6Z, con a,b,c € Z. Como abc € I C 2Z y 2 es
primo podemos suponer que 2|a. Como también se tiene que abc € I C 37Z
y 3 es primo tenemos dos casos posibles, a saber, que 3|la 0 3 t a. Si 3|a
entonces 6|a, de donde 6|ab y por tanto ab € I. En el caso en que 3 1 a
entonces 3|b o 3|c, de donde 6|ab o 6|ac y asi ab € [ o ac € I.

Este ejemplo muestra que hay mas ideales 2-absorbentes que ideales primos.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente resultado, el cual
proporciona una manera de obtener ideales 2-absorbentes de un anillo.
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Lema 2.2. Si p,q € Spec(R) son distintos entonces p N ¢ es un ideal 2-
absorbente de R.

Demostracion. Si a,b,c € R son tales que abc € p N q, en particular abc € p
y como p es primo podemos suponer, sin perder generalidad, que a € p. Si
a € q entonces a € pMNq y por tanto ab € p N g. Supongamos entonces que
a ¢ qy asi, dado que q es ideal primo y abc € q, se tiene que b € q o ¢ € q,
de donde abe pNgqoacepnyq. O

La siguiente proposicién caracteriza a todos los ideales 2-absorbentes de
un DIP.

Proposicién 2.3. Sea R un dominio de ideales principales. Un ideal propio
I de R es 2-absorbente si y solo si I € Spec(R), o I = (p?) para algin
elemento primo p € R, o bien I = (p1p2), donde p1,p2 € R son elementos
primos distintos.

Demostracion. Supongamos primero que I es ideal 2-absorbente de R. Si
I € Spec(R) no hay nada que hacer, por lo que podemos suponer que I ¢
Spec(R). Dado que R es dominio de ideales principales y ademas I es propio
y no primo, tenemos que I = (a) para algin a € R, a no nulo ni unidad,
y por tanto a = p{'---p%m, donde p1,...,pm € R son irreducibles (por
tanto primos) y ai,...,a;, € N. Veamos primero que m < 2. Si m > 3,
dado que I es 2-absorbente, se tendria p{*p5? € I o p* (p3®---pim) el o
p3? (ps®---p%m) € I. En el primer caso se tendria que p3 es unidad, en el
segundo caso se tendria que po es unidad y en el tercer caso se tendria que
p1 es unidad, en cualquier caso se tiene una contradiccién, lo que muestra

que m < 2. De esta manera a = p{* o a = p7'p5?. Consideremos cada uno
de estos casos.

1. a = pi*. Veamos que en este caso a; = 2. Observe primero que a; # 1
pues I no es primo. Si fuese a; > 3 entonces plplp?lfz el=0p")y
dado que I es 2-absorbente se tendria que p‘f‘l_l €lop?cl,locual

no es posible. Por tanto a1 = 2.

2. Si a = p{'p5? entonces I = (pi'p5?). Mostraremos que en este ca-
so a1 = ag = 1. Si a3 > 2 entonces I no es 2-absorbente, pues
pipP T pS? € I, pero ptt, pips2, pSt 'pe ¢ I, lo cual es una contra-

diccién. Se sigue que a; = 1. De manera analoga se tiene que ag = 1.

Reciprocamente, si I € Spec(R) es 2-absorbente. Si p1, p2 € R son elementos
primos distintos entonces (p1), (p2) € Spec(R) son no nulos y entonces son
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ideales maximales de R, de donde (p1p2) = (p1) N (p2) y por el lema 2.2
se tiene que (pi1p2) es ideal 2-absorbente. Sélo falta ver que si p € R es
elemento primo entonces (pg) es ideal 2-absorbente. Sean a,b,c € R tales
que abc € I = (p2). Como abc € I C (p) y p es primo podemos suponer
que pla. Si p?|a entonces p?|ab y asf ab € (p?), supongamos asf que p? { a.
Se sigue entonces que plb o p|c, luego p?|ab o p?|ac; es decir ab € (p?) o
ac € (p?). O

2.1. Propiedades basicas de ideales 2-absorbentes

En esta seccion se mencionaran algunas propiedades basicas que satis-
facen los ideales 2-absorbentes. La primera propiedad interesante es que el
radical de un ideal 2-absorbente es también 2-absorbente. El siguiente lema
ayudara a probar este hecho.

Lema 2.4. Sea I un ideal 2-absorbente de R. Six € Ry n € N, n > 2, son
tales que ™ € I, entonces 2"~ € I.

Demostracién. Dado que I es ideal 2-absorbente y n > 2, z-z-2" 2 =2" € I
implica que 2 € [ o 2" ! = 2 - 2" 2 € I. Si 2"! € I termimanos, y si
x? € I, dado que I es ideal de R se tiene que 2" ! = 2" 322 € I. O

Teorema 2.5. Si [ es un ideal 2-absorbente de R entonces
1. a2 el para todo a € V.
2. /T es ideal 2-absorbente de R.

Demostracion.

1. Si a € VT entonces a™ € I para algtin m € N. Si m < 2 es claro que
a’> €1, ysim > 2por el lema 2.4 se sigue que a™ ' €I.Sim—1=2
terminamos y si m — 1 > 2 por el mismo lema se tiene que a™ 3 € I.
Aplicando el lema 2.4 las veces que sea necesario se tiene que a® € I.

2. Sean a,b,c € R tales que abc € V/I. Por el inciso anterior se tiene que
a2b?® = (abc)® € 1y, como I es 2-absorbente, (ab)? = a2b® € I o
(ac)? = a®c € I o bien (be)* = b2c2 € I, de donde ab € /T o ac € /T
o be € VI. Esto concluye la prueba de que /I es ideal 2-absorbente
de R.

O]
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Se tiene el siguiente corolario.
2
Corolario 2.6. Si I es un ideal 2-absorbente de R entonces (\/.7 ) c 1.

Demostracion. Sean x,y € v/ 1. Mostraremos que zy € I, es decir, que todos
2

los generadores de (\/.7 ) pertenecen a I.

Por el teorema 2.5 se tiene que 22,y € I, de donde z2y,y%x € I y asi

zy(z+y) =2y +y°z el

Dado que I es ideal 2-absorbente se sigue que 2y € I o 2242y = x(x+y) € I
ozy+yi=ylx+y) el Siax’+ayecloxy+y?cl, dado que 22,y% € I,
se tiene que xy € I, asi que en cualquier caso se tiene que xy € I. ]

El lema 2.8 proporciona una caracterizacion de los ideales primos mini-
males sobre un ideal I y serd de gran utilidad para proporcionar una cota
superior de el nimero de ideales primos que son minimales sobre un ideal
2-absorbente. Recordemos que, por el teorema 1.37, Ming(I) # . Cabe
mencionar ahora que, si p1,...,p, € Ming (/) son distintos entonces estos
son incomparables pues cualquier contencién entre ellos implicaria igualdad
por minimalidad, lo cual no es posible. Enunciamos un resultado previo.

Lema 2.7. Sea p € Spec(R) minimal de R. Si # € p entonces existen
y € R\ pyneN tales que yz" = 0.

Demostracion. Si x = 0 tomando y =1 € R\ pyn =1 € N terminamos,
por lo que podemos suponer que x # 0. Sea

S::{yxk:yeR\pyk‘ENU{O}}.

Es claro que S C Ry 1 =1-2° € S, ademés, si y12*!, yp2* € S entonces
yryozFithe = (ylxkl) (ygxl”) € S pues claramente k; + ko > 0 y como p
es primo y y1,y2 ¢ p entonces y1y2 ¢ p. Veamos ahora que 0 € S. Si 0 ¢ S
entonces ST'R # 0 asi que por el teorema 1.37 existe § € Spec (SflR) que
es minimal de S~!R y por el inciso (iv) de [17, teorema 5.32, p.94] existe
q € Spec(R), con qN S = 0, tal que § = S~'q. Como = € S se sigue que
x ¢ q de donde p # g. Ahora bien, ¢ N S = () implica que ¢ C R\ S y por
otro lado R\ p C S pues para todo y € R\ p se satisface y = yx¥, se sigue
que R\ S CpyasiqCplocual no es posible por la minimalidad de p. Se
tiene entonces que 0 € S, por lo que existen y € R\ p y n > 0 tales que
yz"™ = 0 € p. Para terminar, observe que como y ¢ p entonces n € N. O
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Lema 2.8. Sean I, p ideales de un anillo R tales que p € V(I). Se tiene que
p € Ming([) si y solo si para cada a € p existe b € R\ p asi como n € N
tales que ba™ € 1.

Demostracion. Supongamos que p es primo minimal sobre I y sea a € p. En
el anillo cociente R/I se tiene que p/I es primo minimal y a +1 € p + 1.
Por el lema anterior existen b+ 1 € (R/I)\ (p/I) y n € N tal que ba™ + I =
(b+1I)(a+1I)" =0, de donde ba" € I. Reciprocamente, supongamos que
existe q € Spec(R) tal que I C q C p. Si q C p existirfa x € p tal que = ¢ q,
asi que por hipotesis existen y € R\ p y n € N tales que yz™ € I C q. Dado
que x ¢ q se sigue que y € q y entonces y € p lo cual es una contradiccion.
Se tiene asi que q = p y por tanto p € Ming(]). O

Lema 2.9. Sea I un ideal 2-absorbente de R y supongamos que pi,po €
Ming(I). Si x1 € p1 \ p2 v T2 € p2 \ p1 entonces x1z9 € I.

Demostracion. Como pp es minimal sobre I, por el lema 2.8, existen ¢y ¢ py
y n € N tales que coz] € I. Veamos que de hecho cozq1 € I. Sin =1 la
afirmacion es clara, por lo que podemos suponer que n > 1. Observe que,
para todo m € N, 2" ¢ I pues de lo contrario, como I C py, se tendria que
x1 € p1, lo cual no puede ocurrir. Dado que I es 2-absorbente la relaciéon

clex?_l =cor] €1

implica que cox1 € I 0 czfc’f_l € I o bien z} € I, pero z} ¢ I, asi que
cox1 € 1o CQx’f_l € I. Si cox1 € I terminamos; examinemos entonces el

caso C2$?71 € I. Tenemos dos posibles casos para n — 1 € N, a saber
1.n—1=1;
2.n—-1>1

Si m — 1 = 1 habremos terminado; y si n — 1 > 1 entonces Clex?_2 =
cox?™l € I'y 2?72 ¢ I implican que oz € I 0 ez} 2 € I. Aplicando este
procedimiento inductivamente se tiene que cox1 € I. Ahora, dado que po es
minimal sobre I, se tiene que cizh' € I para algunos ¢; ¢ poy m € Ny
de manera andloga se tiene que cixo € I. Por otro lado, dado que I C p1 v
c1xe € I, se tiene que cyxe € p1, pero xa ¢ p1, asi que ¢1 € p;. Andlogamente
cy €pg,dedonde c; € pr\payca€pa\pryasici+caépryci+cadpo
Ahora bien, como cox1,c1xo € I entonces cox122, c1x122 € I, luego

(c1 + c2) X122 = o122 + 1122 € 1,
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al ser I ideal 2-absorbente, se sigue que (¢ +c2)z1 € T 0o (¢c1+¢2) € I o
x1x9 € I. Para terminar observe que (¢; + ¢2) 1 € I no puede ocurrir, pues
de lo contrario, como I C pa, se tendria (c; + c2) 1 € pa lo cual es una
contradiccién pues c¢1 + c2,x1 ¢ p2. Por razones similares (¢; + c2) z2 ¢ I,
asi que z1xo € I. ]

Teorema 2.10. Si [ es un ideal 2-absorbente de R entonces [Ming(I)| < 2.

Demostracién. Supongamos que |Ming(I)| > 3. Sean pi, p2,ps € Ming(])
tales que p; # p; si @ # j. Por el teorema de evasion de primos tenemos
que p1 € (p2Ups), p2 € (p1Ups) ¥ p3 € (p1Up2), por lo que existen
y1 € p1\ (p2Ups), y2 € p2 \ (P1UP3), y3 € p3 \ (p1 U p2). Por el lema 2.9 se
tiene que y1y2 € I y dado que I C p1 N2 NP3, tenemos y1y2 € ps, lo cual
es una contradiccién pues yi,y2 ¢ p3. Se sigue que |[Ming(I)| < 2. O

El teorema anterior tiene la siguiente interpretacién geométrica intere-
sante.

Teorema 2.11. Si I es un ideal 2-absorbente de R entonces Spec (R/I)
tiene a lo méas dos componentes irreducibles.

Demostracién. Por el teorema anterior R/I tiene a lo mas dos ideales primos
minimales y del teorema 1.40 se sigue el resultado. 0

Ahora que ya se sabe que hay a lo méas dos ideales primos minimales
sobre un ideal 2-absorbente podemos tener una idea mas exacta sobre cémo
es su radical, ya que por el corolario 1.33 VI = ﬂ p, asi que, si 1

peMing (1)
es un ideal 2-absorbente de R entonces v/I = p para algiin p € Spec(R) o

VT = p1 Nps, donde Ming(I) = {p1,p2} y p1 # p2 (recuerde que p; y p2 son
incomparables).

Teorema 2.12. Sea [ un ideal 2-absorbente de R.
1. Si /T =p € Spec(R) entonces p C I.

2. Si+/I = piNpy, donde Ming(I) = {p1,pa} y p1 # pa, entonces pips C I
2
y (\/T) cl.

Demostracion.

2
1. Se sigue directamente del corolario 2.6 pues p? = (\ﬁ ) c I
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2. Por el corolario 2.6 ya se tiene que (\/j)2 C I. Falta ver que p1ps C I.
Mostraremos que todos los generadores de pipo pertenecen a I, para
ello, sean x € p1, y € pa, el objetivo entonces es probar que xzy € I.
Tenemos los siguientes casos, siendo los tltimos dos analogos entre si

a) T € P Npa, y € prNpa,

)

b) z €p1\p2, y € p2\p1,
c) x€PrNpa, yEp2\pi,
d)  €p1\p2, y €p1Npa.

2
En el caso a) se tiene que x,y € V1, por lo que zy € (\ﬁ) y por el

corolario 2.6 se tiene que xy € I. En el caso b) del lema 2.9 se tiene
que zy € I. Supongamos ahora el caso c), es decir que z € py N pa,
y € p2 \ p1. Dado que p; y p2 son incomparables, existe ¢ € py \ po,
nuevamente por el lema 2.9 tenemos cy € I. Ahora bien, dado que
x,c €P1y c ¢ pa, tenemos que x + ¢ € Py \ P2, y como y € pa \ p1, por
el lema 2.9 se concluye que xy + cy = (z + ¢)y € I, de donde zy € I
pues cy € 1.

O]

Los siguientes teoremas describen propiedades muy interesantes que sa-
tisface un ideal 2-absorbente que no es radical.
Dado un ideal I de R, para x € R, denotaremos por .%, al conductor de x
en I, es decir
Ip=I:gpzx):={ye€Rlyzrel}.

Teorema 2.13. Sea I un ideal 2-absorbente de R tal que I # VI = p,
donde p € Spec(R). Para cada x € p \ I se tiene que .#, € Spec(R) y es tal

que p C .#,. Ademds, para cualesquiera x,y € p \ I se tiene que .9, C ., o
bien ., C .Z,.

Demostracion. Sea x € p\ I. Mostraremos primero que p C .#,. Dado a € p,
debemos mostrar que az € I. Notemos que, como z,a € p, ax € p2, por el
inciso 1 del teorema 2.12 se sigue que ax € 1. Asi a € 7, y entonces p C 7.
Veamos ahora que %, € Spec(R). Si £, = p terminamos, supongamos
entonces que p C £, v que ab € .#, para algunos a,b€ R. Sia €pob e p,
como p C .Z,;, entonces terminariamos; supongamos asi que a,b ¢ p y por
tanto ab ¢ p. Al tenerse I C /I = p, se tiene también que ab ¢ I. Como
ab € .7, entonces abr € I, dado que I es ideal 2-absorbente y ab ¢ I, se
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sigue que ar € I o bien bx € I, es decir a € #, 0 b € ¥, lo que muestra
que .7, es ideal primo.
Para mostrar la tltima parte sean x,y € p \ I y supongamos que .7, € .7,.
Mostraremos que %, C .%,. Sea a € I,. Debemos mostrar que a € .. Por lo
demostrado anteriormente, p C .#,, asi que, si pasara que a € p habriamos
terminado. Supongamos asi que a ¢ p. Como &, ¢ .7, existe ¢ € 7, tal
que ¢ ¢ ., y dado que p C .7, ¢ ¢ p. De esta manera ac ¢ p y como antes,
ac ¢ I. Ahora bien, a € .7, y ¢ € .#, implica ay, cx € I, asi que acy, acx € I,
de donde

ac(x +y) = acx +acy € 1. (2.1)

Como I es 2-absorbente y ac ¢ I de la relacién anterior se tiene que a(z+y) €
Tocx+cy=c(zx+y) € I. Larelacion cx +cy = ¢(x+y) € I no se puede dar
pues ¢ ¢ &y y ¢ € F,. Concluimos asi que ax + ay = a(z +y) € I y como
a € Iy, larelacion ax+ay = a(x+y) € I implica ax € I o, equivalentemente,
a€ S,. O

En los teoremas 2.14 y 2.15 se supondra que Ming(I) = {p1, p2}, donde
p1 # po.

Teorema 2.14. Sea I un ideal 2-absorbente de R tal que I C /T = p; Npo.
Sixe \/T\I entonces .7, € Spec(R) y es tal que p1,p2 C 7.

Demostracidn. Mostraremos primero que pi,ps C Fp. Como /I = pi N po,
se tiene que z € p1 y x € po. Por el inciso 2 del teorema 2.12, p1py C 1,
asi que xp; C I y xpo C I y por tanto p1 C F, y p2 C F,.Veamos ahora
que .Z, € Spec(R). Supongamos que ab € .#, para algunos a,b € R. Como
p1,p2 C Fy, sia € (prUpg) o b € (prUp2) entonces a € S, 0b € I, y
terminamos. Supongamos entonces que a,b & p1 y a,b ¢ pa, con esto ab ¢ py
y ab ¢ po y como ademds I C p; N po entonces ab ¢ I. Ahora bien, ab € .7,
implica que abz € I y dado que I es 2-absorbente y ab ¢ I, se tiene que
ax € I o br € I; es decir, a € Z, 0 b € Z,. O

Teorema 2.15. Sea I un ideal 2-absorbente de R tal que I C /I = p; Npo.
Para cualesquiera x,y € v/T \ I se tiene que Sy C Iy 0 bien, S, C 7.

Demostracion. Sean z,y € /1 \I y supongamos que .%, ¢ .%,, mostraremos
que .#, C Z,. Como &, ¢ .7, existe ¢ € .7, tal que ¢ ¢ .7, asi que cx € T
y ¢y & I, notese que cx + cy ¢ I. Por el teorema 2.14, py,p2 C .7, de donde
c¢prycéps Sea a € ., mostremos que a € #,. Como pi,pp C Iy, si
a € p1 0 a € po entonces a € Z, y por tanto terminariamos. Supongamos
entonces que a ¢ p1 y a & pa, con esto a,c & py a,c & pa, ac ¢ p1 y ac & pa
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y entonces ac ¢ I. Tenemos que cx € I y como a € .%,;, ay € I por lo que
acx,acy € I, de aqui que

ac(x +y) = acx + acy € I. (2.2)

Dado que I es 2-absorbente, ac ¢ I y cx + cy ¢ I, tenemos ax + ay =
a(z +y) € I y como a € .9, se sigue que az € I; es decir, a € .%,. Esto
temina la prueba de que .%, C .Z,. O

A continuacién se proporcionan un par de caracterizaciones de ideales
2-absorbentes que no sean radicales, estas dependen del niimero de ideales
primos minimales que el ideal posea.

Teorema 2.16. Sea I un ideal de R tal que NIR= Spec(R) e I C VI. T es
ideal 2-absorbente de R si y solo si .%, € Spec(R) para todo = € VT \ 1.

Demostracion. Si I es 2-absorbente e I C VI =yp, donde p € Spec(R), por
el teorema 2.13 se tiene que .7, € Spec(R) para todo x € v/ \ I. Para la
afirmacion reciproca, supongamos que abc € I para algunos a, b, ¢ € R. Dado
que I C /T =p, entonces abc € p y como p es ideal primo alguno de a, b o ¢
pertenece a p, digamos a € p. Si a € I entonces ab € I y terminamos, por lo
que podemos suponer que a ¢ I y asi, por hipdtesis .7, es ideal primo de R.
Dado que abc € I, se sigue que bc € Z,, de donde b € .7, o ¢ € ¥, es decir,
ab € I o ac € I. Esto concluye la prueba de que I es 2-absorbente. O

Teorema 2.17. Sea I un ideal de R tal que I C /I = p; N py, donde
Ming(I) = {p1,p2} y p1 # p2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. I es ideal 2-absorbente de R.

2. pip2 C I e F, € Spec(R) para todo = € VI I

3. Z; € Spec(R) para todo = € (p1 Upz) \ 1.
Demostracion.

1.=2. Esta implicacion es clara por el inciso 2 del teorema 2.12 y el lema
2.14.

2.=3. Dado z € (p1 Up2) \ I se tiene que x € p1 \ I o z € p2\ I. Supongamos
que x € p1\I. Siz € py entonces x € p1Nps = V1, de donde x € \ﬁ\[
y por hipétesis .#, es ideal primo de R, asi que podemos suponer que
x ¢ pa. Mostraremos que ., = py. Sea y € pg, como x € pp, se tiene
que xy € p1pa C I, de donde y € .#,. Reciprocamente, si y € .7,

31



CAPITULO 2. IDEALES 2-ABSORBENTES

entonces zy € I. Dado que I C VI=piNpyCpayz ¢ pa, se tiene
que y € pa, lo que muestra que .#, = ps. De manera analoga, para el
caso x € po \ I, se tiene que ., = p;. En cualquier caso se tiene que
. es ideal primo de R.

3.=1. Supongamos que abc € I para algunos a,b,c € R. Sia€lobelo
c € I es claro que alguno de ab, ac o be pertenecen a I. Supongamos
entonces que a,b,c ¢ I. Dado que abc € I C p1 N psy, en particular se
tiene que abc € p; y como p; es primo podemos suponer que a € pj.
Tenemos entonces a € (p1 Up2) \ I, asi que por hipétesis .#, es ideal
primo de R. Para teminar, como abc € I se tiene que bc € .7, de
donde b € Z, o0 c € Z,; es decir,abe I o ac € 1.

O]

Corolario 2.18. Si [ es un ideal 2-absorbente de R tal que I C VT entonces
7, € Spec(R) para todo = € v/I\ I y ademds para cualesquiera z,y € v\ I
se tiene que ., C .%, o bien ., C 7.

El siguiente ejemplo ilustra el teorema 2.17.

Ejemplo 1. Sean R = Zz,y], p1 = (2,2) y p2 = (2,y). Veamos que
p1 € Spec(R). Sea ¢ : R —» Zs|y] dada por f(z,y) — f(0,y), donde
f(0,y) denota al polinomio en Zs[y] que resulta de f(0,y) al tomar sus

coeficientes médulo 2. Es claro que v es epimorfismo de anillos: Si Zaﬁyi €
1= 0

Zs[y] entonces g = Zazy € Zly] C Z[z,y| es tal que ¥(g Za,y

Mostraremos ahora que kery = p1. Si f € p1 entonces f = 29 + xh para
algunos g, h € Z[z,y], es claro entonces que ¥ (f) = 0. Reciprocamente, sea
f=ao+a1z+ax®+- - +anz™ € ker ¢, donde a; € Z[y]. Como ¢(f) =0,
entonces ag(y) = 0, de donde los coeficientes de ap son todos multiplos de
2; es decir, ag = 2p para algin p € Z[y| C Z[z,y|. Se sigue que

f:2p+a1x+---+amxm:2p+x(a1+-~-+amxm_l) =2p+2q

donde ¢ = a1 + -+ + apa™ ! € Zlx,y]. Se sigue que f € (2,x) = p1 y
ker ) = py. Por el primer teorema de isomorfismo, se sigue que R/p; = Zs[y],
el cual es dominio entero, y por tanto p; es ideal primo de R. De manera
analoga se muestra que py € Spec(R).

Sea I := pips = (4,2, 2y, xy). Observe que v/I = p;1Npy = (2, zy). Tenemos
un par de afirmaciones:
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1. Para 2 € Z C R se tiene que % = (2,z,y). La contencién (2,z,y) C
S5 es clara. Dado f € % podemos suponer que f = a + xg + yh
para algunos a € Z, g € Z[x,y],h € Z[y]. Tenemos entonces que
2a + (2z)g + (2y)h = 2f € I y asi 2a + (2z)g + (2y)h = 4F; +
2xFy 4+ 2yF3 + xyFy. Dado que Z|z,y| es dominio entero se tiene que
el término de grado cero de 2a + (22)g + (2y)h es igual al término
de grado cero de 4F%; es decir 2a = 4F; o, donde Fy es el término
de grado cero de Fi. De la igualdad 2a = 4F7 g se tiene a = 2F1 o y
asi f = a+xg+yh =2F19+ xg+ yh € (2,z,y). Esto muestra que
F9 = (2,z,y). Observe que .%; es ideal maximal de R pues R/ % = Zs.

2. I, = Fy para todo a € VI\I. Sea a € VI\ I y note que 1 ¢ ., pues
en caso contrario se tendria que a = 1-a € I lo cual no es posible por
la eleccién de a. Esto implica que .%, es ideal propio de R. Dado que
F5 es ideal maximal de R = Z[xz,y] e .%, es propio basta mostrar que
Iy C S, para tener la igualdad. Como a € VT = (2,2y) se tiene que
a = 2g + zyh para algunos g,h € R. Ahora bien, si f € %5 entonces
(2f)g + (zy)hf = af € Foy como 2f,zy € I se sigue que af € I; es
decir f € Z,, lo que muestra que % C Z,.

Por el teorema 2.17 y ya que p1p2 C I, se tiene que I es ideal 2-absorbente
de R.

Recordemos que un ideal I de un anillo R es ideal primo si y solo si para
cada par de ideales I,y de R tales que I1Is C I, se tiene que Iy C I o
I, C I. Si suponemos ahora que I es un ideal de R tal que para cada terna
de ideales I, I, I3 de R con I11s13 C I se tiene que I1ls C I o I1ls C 1 o
IxI3 C I, nos gustaria saber si esto implica que I es un ideal 2-absorbente.
Dados a, b, c € R tales que abc € I, los ideales I} = (a), Iz = (b) e I3 = (¢)
son tales que I1I» I3 C I, asi que por hipétesis se tiene que I1Io C Tol1I3 C 1T
olyl3 CI,dedondeab€e l oacéel obcel, porloque l es2-absorbente.
El siguiente teorema muestra que la afirmacion reciproca también es cierta.
Antes de enunciar dicho teorema enunciaremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.19. Sea I un ideal 2-absorbente no nulo de un anillo R y tal que
IC V1. Para ideales I, I, I3 de R tales que I1 115 C I se tiene que I11s C I
oliIsCclol)sCl.

Demostracion. Supongamos primero que p = /I € Spec(R). Tenemos que
L1113 C I C p asi que por el teorema 1.11 podemos suponer que I; C p.
Observe que si I; C I entonces terminariamos pues en particular I1ls C 1.
Supongamos entonces que I; ¢ I. En este caso vamos a demostrar que vale
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la siguiente afirmacién, a la cual nos referiremos como (*):

Para todo x € I; \ I se tiene que I» C .%, o bien I3 C .%,. Para probar
esto sea z € I; \ I. Se tiene que z € p\ I = /I \ I y por el corolario 2.18
Iy € Spec(R). Como I1I3I3 C I entonces zlals C I, de donde I2l3 C 7, y
por tanto Is C .#, o bien I3 C .#,. Esto concluye la prueba de la afirmacion
().

Supongamos ahora que v/I = p; N py, donde py,ps € Ming(I) y p1 # po.
Tenemos que I1lols C I C pp Npa C py. Por el teorema 1.11 podemos
suponer que Iy C pi. Si Iy C po entonces I11o C pi1ps C I y de manera
analoga se tiene que I113 C I si I3 C po. De esta manera podemos suponer
que I, I3 g po y asi I1lols C I C py Npy C po implica que I1 C po, de
donde I7 C p1 N ps. Si pasara que I; C I entonces I1Io C I y terminamos.
Supongamos asi que Iy C p1 Npo e [g Q 1. Observe ahora que en este caso
también vale la afirmacién (*), pues si z € I; \I entonces x € p1Npa = VI\I
y por el corolario 2.18 .#, € Spec(R). Nuevamente I1I2I5 C I implica que
xlols C I, de donde I2l3 C #, y por tanto Iy C .#; o bien I3 C .. De
aqui en adelante supondremos entonces que I C V1, I; ¢ Iy que para
todo z € I \ I se cumple la afirmacién (*). Continuando con la prueba de
la proposicién, tenemos de acuerdo a (*) los siguientes casos

1. Iy, I3 C Z, para todo x € I} \ I,
2. existe a € I} \ I tal que I C I, e I3 € S,
3. existe a € [} \ I tal que Iy € .9, e I3 C I,.

Caso 1. En este caso probaremos que I1ls C I (de hecho también vale
I1I3 C I). Mostraremos que los generadores de I1Iy pertenecen a I, sean
para esto u € Iy y v € Iy, veremos que uv € I. Si u € I terminamos.
Supongamos entonces que u ¢ I, se tiene asi que u € I \ I y por hipdtesis
I, C Z,, como v € Iy se sigue que v € .#, lo que concluye que uv € I.

Caso 2. Seay € I; \ I tal que I C .9, e I3 ¢ .#,. Vamos a mostrar primero
que Iy C S, para todox € [\ I. Seax € I \ I C \ﬁ\] Del corolario
2.18 se sigue que ¥y C I, 0 S, C Fy. Como I C 7, la afirmacién es clara
si f, C J; supongamos entonces que ¥, C .#,. Como I3 ¢ .#, no puede
darse que I3 C .7, asi que por (*) se tiene que Iy C .#,. Esto concluye la
prueba de la afirmacion. Para terminar veamos que I1lo C I. Sea uv € 111
un generador. Veamos que uv € I. Siu € I claramente uv € [ ysiu € I\
por la afirmacién previa se tiene que Iy C £, de donde v € &, y asi uv € I.
Caso 3. Este caso es andlogo al caso anterior y aqui se muestra que I35 C
1. O
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Teorema 2.20. Sea I un ideal propio no nulo de R. I es ideal 2-absorbente
de R si y solo si cada que I1, I, I3 sean ideales de R tales que I11215 C I,
se cumple I1lo C T o l1I3C 1o lI3CI.

Demostracion. El regreso ha sido probado en la discusién previa al lema
anterior. Supongamos ahora que I es ideal 2-absorbente de Ry que I11315 C
I para algunos ideales I, Is, I3 de R. Tenemos dos casos

1. I =1,
2. I CVI.

La idea de la prueba sera en cada uno de estos casos considerar los subcasos
cuando VT = p € Spec(R) y VI = p; Npa, con p1,pa € Ming(I) y p1 # po.
Caso 1. I = /1.

a) VI = p € Spec(R). Tenemos I1I2I3 C I C p asi que por el teorema
1.11 podemos suponer que I; C p = v/I = I de donde claramente
LI, ClI.

b) VI =p1Npy. Aqui I1IoI3 € I C p1 Np; C py, nuevamente podemos
suponer que I; C pi. Andlogamente I; C po para algin j € {1,2,3}.
Sij=1entonces Iy C p1Npy =+I=1yasi 1J; C 1. Sij#1,
digamos j = 2, entonces I C py y asi I1I, C p1 Npy =1 =1.

Caso 2. 1 C V1. Este caso es justamente el lema anterior. O

El dltimo teorema de este capitulo proporciona un criterio sencillo para
decidir si un ideal primario es 2-absorbente.

Teorema 2.21. Sea [ un ideal p-primario de R. Se tiene que I es un ideal
2-absorbente si y solo si p? C I. En particular, m? es ideal 2-absorbente de
R para todo m € Max(R).

Demostracion. Si I es ideal 2-absorbente por el inciso 1 del teorema 2.12 se
tiene que p? C I.

Reciprocamente, supongamos que p2 C I y que abc € I con a,b,c € R. Si
ag¢pobe¢pocép, como I es p-primario, se tendria bc € I o ac € I o
ab € I y terminamos. Supongamos entonces que a, b, ¢ € p. Dado que p? C I
se tiene que ab € I.

Si m € Max(R) entonces m? es ideal m-primario de Ry por lo demostrado
anteriormente se sigue que m? es ideal 2-absorbente de R. O

Corolario 2.22. Si p € Spec(R), p # 0, entonces la potencia simbdlica
p®? = p2Rp N R es ideal 2-absorbente de R.
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Demostracion. Es bien sabido que p® es ideal p-primario de R, y como
p2 C p@ | por el teorema anterior se tiene que p(? es ideal 2-absorbente de
R. O
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Capitulo 3

Ideales n-absorbentes

En el capitulo anterior se estudiaron los ideales 2-absorbentes, los cuales
son una generalizacién de los ideales primos. En este capitulo se trabajardn
los ideales m-absorbentes, el concepto de la n-absorbencia fue definido de
manera reciente en [2] por David F. Anderson y Ayman Badawi en el afo
2010. Algunos resultados establecidos para los ideales n-absorbentes, con
n > 3, son generalizaciones naturales de resultados establecidos para ideales
2-absorbentes, sin embargo, algunos ejemplos mostraran que propiedades
que tienen los ideales 2-absorbentes dejan de ser ciertas para ideales m-
absorbentes.

Antes de comenzar con el estudio de los ideales n-absorbentes mencio-
naremos la notaciéon y terminologia que sera utilizada de aqui en adelante.
Dado n € N, denotaremos por N,, al conjunto {1,...,n}. Si ai,...,a, son
elementos de un anillo R (recuerde que anillo significa anillo conmutativo
con elemento unitario) entonces aj «--a@; - - a, := Haj. Sif:R— T es

1
un morfismo de anillos entonces f(0) =0y f(1) :7&1. La dimensién de un
anillo es su dimensién de Krull y serd denotada por dim(R).

Definicion 3.1. Un ideal propio I de un anillo R se dice que es un ideal
n-absorbente de R, n € N, si para todos ai,...,an+1 € R, a1---any1 € 1
implica que a1 --- @; - - - a, € I para algin i € N,,.

En la seccién a continuacién se mencionaran propiedades elementales de
los ideales n-absorbentes.

3.1. Propiedades basicas de ideales n-absorbentes

Comenzamos con el siguiente lema.

37



CAPITULO 3. IDEALES N-ABSORBENTES

Lema 3.2. Sean I un ideal n-absorbente de R y m € N tal que m > n. Si
ai,...,a, € R son tales que ay ---a,, € I entonces ay---a;---a,, € I para
algin ¢ € Np,.

Demostracion. Tenemos que a1 -+ an (Gpt1- - am) = a1+ apm € Iy dado
que I es n-absorbente se sigue que, o bien a; ---a, € I, o bien

al...a;...an(an_’_l...am) EI
para algin j. Siay ---a; - - an (@nt1- - @) € I terminamos y siay ---a, € I
entonces @i - -+ Gplnt1 - Gm—1 € I y también terminamos. OJ

Si I es un ideal n-absorbente de Ry ay---a;, € I, donde m € N es tal
que m>nyai,...,ay € R, el lema anterior nos permite suponer siempre
que ai - Am_1 € 1.

Algunas propiedades elementales de los ideales n-absorbentes se mencio-
nan a continuacion.

Teorema 3.3. Sean [ un ideal propio de Ry m,n € N.

1. I es ideal n-absorbente de R si y solo si para cualesquiera ay, ..., a;, €
R, con m > n, tales que a1 ---a,, € I, existen i1,...,i, € N,, tales
que a;, ---a;, € 1.

2. Si I es ideal n-absorbente de R entonces I es ideal m-absorbente de R
para todo m > n.

3. Supongamos que I; es un ideal n;-absorbente de R para cada j =
1,...m.Sil=LNn---NIl,yn=mny+- -+ n,, entonces I es ideal
n-absorbente de R.

4. Si R es dominio entero y py, . ..,pn € R son elementos primos entonces
el ideal principal I = (p; - - py) es un ideal n-absorbente de R.

5. Si I es ideal n-absorbente de R entonces 2" € I para todo = € V1 y
VT es ideal n-absorbente.

Demostracion.

1. El regreso es claro tomando m = n+ 1. Supongamos que aj - -+ am € 1,
con ai,...,a, € R. Por el lema 3.2 se tiene que a1 -a;,—1 € I. Si
m — 1 =n terminamos y si m — 1 > n, aplicando nuevamente el lema
3.2,setienequeay - - ay—2 € I. Sim—2 = n terminamos y sim—2 > n
por el mismo lema aq ---a,_3 € I. Aplicando este procedimiento un
nimero finito de veces se tiene que aj - - - a,, € I y se termina la prueba.
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2. Supongamos que I es ideal n-absorbente. Si m € N es tal que m > n
yai---am+1 €1, con ay,...,am+1 € R, por el lema 3.2 se tiene que
ai---am € I por lo que I es ideal m-absorbente.

3. Sean ai,...,an+1 € R tales que a; - --ap+1 € I. Se tiene entonces que
ai---aps1 € I paratoda j = 1,...,my dado que I; es nj-absorbente
existen ji,...,Jn; € Npi1 tales que aj, ---a;, € I;. Para cada j =

nj
m

1,...,m, definimos A; = {ajl,...,ajnj} y A= U Aj. Obsérvese
j=1

que |A;] < n; y |A] < n. Si consideramos ahora H a, se tiene que
acA
H a € I. Si |A] = n no hay nada que hacer y si |A| < n, podemos

acA
completar el producto hasta conseguir n factores y terminamos.

4. Sean ay,...,an+1 € R tales que a1 ---an41 € 1. Como I C (p;) para
todo j = 1,...,n, existe i; € Nyq; tal que a;; € (p;), de donde
@iy G,y € (P17 D)

5. Sea a € V1. Mostraremos que a” € I. Tenemos que a™ € I para
algin m € N. Si m < n entonces n = m + [ para algtn [ > 0, asi que
a™ = ala™ € I. Por otro lado, si m > n por 1 de este teorema se sigue
que a” € I. Veamos ahora que /I es ideal n-absorbente, para ello,
sean aq,...,an+1 € R tales que ay ---apy1 € I. Se tiene entonces que

af - apyy = (a1 apg1)" € 1.
Dado que I es ideal n-absorbente podemos suponer que
(a1 ap)" =al---a’ eI
y por tanto aj ---ay € V.

O]

Observacion 4. De la demostracion del teorema anterior y debido a que,
en general, cualquier ideal absorbe productos por elementos del anillo, es
suficiente mostrar que el producto de cualesquiera m de los n + 1 elementos
pertenece a I para concluir que es ideal n-absorbente, donde m < n.

Si I es un ideal m-absorbente de un anillo R, para algiin m € N, entonces
el siguiente conjunto

{n € N: I es ideal n-absorbente de R}

39



CAPITULO 3. IDEALES N-ABSORBENTES

es no vacio, por lo que tiene un elemento minimo, tal elemento minimo se
denotard por wg(I). Para que wg(I) esté definido para cualquier ideal I de
R conviene extender la definicién mediante

wR(I) = {

oo si I no es n-absorbente para todo n € N,
0 si ] =R.

Cuando no haya confusién, se escribird w(I) en lugar de wgr(I). Si (a) es un
ideal principal del anillo R escribiremos w(a) en lugar de w((a)).
Las siguientes afirmaciones son claras

1. w(I) e NU{0, 00} para cualquier ideal I de R.

2. w(I) =1siysolosil € Spec(R).

3. w(l)=0siysolosiI=R.

Del teorema 3.3 se tiene el siguiente corolario.
Corolario 3.4. Sea R un anillo.

1. Si I; es un ideal nj-absorbente de R para cada j = 1,...,m enton-
cesw(N---NIy) <w(l)+ -+ w(ly). De manera particular, si
P1,...,Pn € Spec(R) entonces

w(pr N Npp) Sw (p1) + -+ w(pn) = n. (3.1)
2. Si R es dominio entero y p1,...,p, € R son elementos primos entonces

w(pL-pn) <.

3. Si I es ideal n-absorbente de R entonces w (\ﬁ) <w(I).

Observacién 5. Respecto al inciso 2 del corolario anterior, nétese que
(p1---pn) no es ideal (n — 1)-absorbente de R pues pi -+ pp € (p1--+ Pn)
pero para cualquier j € N, se tiene que p1---p;---pp & (p1--+ DPn), pues de
lo contrario p; seria unidad. Con esto wg (p1-- - pn) = n.

Cabe mencionar ahora que la desigualdad (3.1) puede ser estricta: Si R
es un dominio entero y p € R es elemento primo entonces 0, (p) € Spec(R),
asi que w(0) =1=w(p) y

w(0N(p)) =w(0)=1<2=w(0)+w(p).

El siguiente lema muestra que cuando los ideales primos son incomparables
(es decir, incomparables bajo contencién) entonces se da la igualdad.
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Lema 3.5. Sean py,...,p, € Spec(R) incomparables. Se tiene entonces que
wprN--Npy) =n.

Demostracion. La desigualdad w (p1 N--- Np,) < n ya se tiene por el inciso
1 del corolario 3.4. S6lo hace falta ver que w (p1 N ---Npy) > n. En efecto,
por el teorema de evasién de primos se tiene que p; ¢ U p; para todo i =
J#
n
1,...,n, por lo que existe a; € p;\ U p;. Observe ahora que ay - - - a, € ﬂ Pis
i i=1

o~ —~

n n
pero ay---aj---an ¢ ﬂpi pues ai---aj---an ¢ p;. Esto muestra que ﬂ pi

i=1 i=1
no es (n — 1)-absorbente y por tanto w (py N---Npp) > n. O

Es posible enunciar también 4 del teorema 3.3 de manera méas general: Si
R es un dominio entero y ay,...,a, € R son elementos no nulos ni unidades
entonces w(aj - - - a,) > n, de donde w (ay - - - a,) = n.

Daremos a continuacién un ejemplo de un anillo que tiene un ideal n-
absorbente para cada n € N y que también posee ideales que no son n-
absorbentes para cualquier n € N.

oo
Ejemplo 2. Sean R = H Zo eI ={(z;) € R:x9;—1 =0 para todo i € N}.
j=1
Para cada n € N sea [, = {(z;) € R:2; =0paratodoi=1,...,n}. Se
tiene que w (I,) =ny w(l) = oc.

Demostracion. Es claro que I, e I son ideales propios de R.

a) Sea n € N. Veamos que I,, es ideal n-absorbente. Para a € R, (a);
denotaré la i-ésima coordenada de a. Si ay,...,a,+1 € R son tales que
+ q
ai---apy1 € I, entonces

(al)i e (a’VH'l)i = (al T an—‘,—l)i =0

para todo ¢ € N,,. Como Zs es dominio entero, para cada i =1,...,n
existe j(i) € N,,41 tal que (aj(i)>i = 0. De esta manera a;() -+~ a;() €
I, lo que muestra que I, es ideal n-absorbente y por tanto w (I,) < n.
Mostraremos que I, no es (n — 1)-absorbente.

Para cada j < n, sea a; € R tal que

(a;) 1 sii#j,
a;). =
o sii=j.
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Notese que ay - --an € I, pero ay---a;---an ¢ I, pues (a1---an)j =
1 # 0 para todo j = 1,...,n. Esto muestra que I, no es (n — 1)-

absorbente y por tanto w (I,) = n.

b) Supongamos que I es m-absorbente para algin m € N. Para cada
j=1,...,m+1, sea a; € R dado por
0 site>2m+1ot=25—-1,
(aj); =
1 en otro caso.

Se tiene que aj - - amy1 € I pero ai -+ aj- - amq1 ¢ I pues

(a1+++@ - amp1)y =1

Se sigue que w(I) = oo.

Observe ademas que si para algin m € N el ideal 0 fuese m-absorbente
entonces los elementos aq,...,an+1 € R definidos mediante

(), = {1 sii g,

0 sit=j5012>2n+1,

son tales que @i - amy1 € 0 pero aj---aj---amy1 ¢ 0 pues, sil € Nypq
entonces (aj---a; - am41); = 1. Con esto w(0) = oo. O

Antes de continuar enunciando méas propiedades de los ideales n-absor-
bentes, recordaremos a los anillos de Boole: Se dice que un anillo R es de
Boole si para cada a € R se tiene que a?
algunas propiedades de estos anillos, algunas de las cuales seran utilizadas
en un ejemplo posterior.

= a. Mencionaremos a continuacion

Proposicion 3.6. Si R es un anillo de Boole entonces
1. 2a = 0 para todo a € R.
2. Si p € Spec(R) entonces p es maximal.
3. Si I es un ideal finitamente generado de R entonces I es principal.
Demostracion.
1. Sea a € R. Como R es de Boole, para 1 + a € R se tiene que
l+a=0+a)?=14+2a+a>=(1+d*) +2a=(1+a)+2a

y por tanto 2a = 0.
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2. Sea p € Spec(R). Dado que R es de Boole, para todo x € R se tiene
que z(z —1) =22 -2 =0€p, asf que z € p o bien, z — 1 € p, asf que
el dominio entero R/p tiene sélo dos elementos: [0] y [1] con 1 # 0, por
lo que R/p es campo y entonces p es ideal maximal de R.

3. Sea I = (ay,...,a,) un ideal finitamente generado de R. Mostraremos
la afirmaciéon por induccién sobre el ntimero de generadores de I. Si
n = 1 no hay nada que hacer, supongamos entonces que n > 2. Si
I = (aj1,az) observe que b = aj + ag + ajaz € R es tal que b € 1,
ademas

2 2
a1b = ai + ajaz + ajaz = a1 + a1az + a1a2 = a1 + 2a1a2 = a1

y de manera andloga se tiene que ay = agb, por lo que ay,az € (b),
de donde I = (ai,a2) C (b) C I. Se sigue que I = (b), es decir, I
es principal. Supongamos ahora que J = (ai,...,a,—1) = (d) para
algin d € R. Dado que I = J + (a,,), por hipdtesis de induccién se
tiene que I = (ap,d) y, aplicando la base de induccién se sigue que
I = (an+ d+ and), de donde I es principal.

O]

Observaciéon 6. Dado que en un anillo de Boole todo ideal primo es maxi-
mal, se tiene que la dimesién de Krull de un anillo de Boole es 0.

2 =@, es claro que para

En el ejemplo 2 y dado que en Zy se tiene que @
todo x € R, 22 = x y por tanto R es de Boole.
Los teoremas 3.7 y 3.8 son generalizaciones de hechos bien conocidos

acerca de ideales primos y primarios.

Teorema 3.7. Si I es un ideal n-absorbente de R y S C R es un sistema
multiplicativo tal que I NS = () entonces S~'I es un ideal n-absorbente de
STIR y ademds wg-1x (S71) < wr().

Demostracién. Notemos primero que, como INS = (), entonces ST es ideal
. _ a1 An4-1 _ ay - Gptl

propio de S™1R. Ahora, sean —, ..., — € $7IR tales que —— L =
S1 Sn+1 81 Sn+1

a a
L 2l e 91T Existe entonces u € S tal que

S1 Sn+1
(uar)ag - apty1 =u(ay - any1) € 1.
Como [ es n-absorbente se tienen, sin pérdida de generalidad, dos casos: que
(uay)ay---an € I obien ag---anpy1 € I. Si (uaj)ag---a, € I entonces
ay - Qp al (0799 uaq (0799

:7.7:7..76571]’

S§1-Sn S1 Sn UuUS1 Sn
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i az  Gpy1 G2 Aptl _
ysiag---apt1 € I entonces — - - - ntl = ntl o g

S9 Sn+1 82 Sptl
caso se obtiene que S~'I es ideal n-absorbente de S~ R. O

7. En cualquier

El siguiente ejemplo muestra que la desigualdad del teorema anterior
puede ser estricta.

Ejemplo 3. Sean R = H Zso, I e I, como en el ejemplo 2. Dado que [ e I,
1€N

son ideales propios de R, por el teorema de Krull existen ideales maximales

m,m, de R tales que I C me I, C m,. Se tienen las siguientes afirmaciones:

L. (In)y, € Spec(Ru,), de donde wg,, ((In)mn) =1.
2. I, € Spec (Rn), por tanto wg,, (Im) = 1.
3. Si J es el ideal trivial entonces Jy, € Spec (Ry) para todo m € Spec(R).

Demostracion. Mostrar que (I,), € Spec(Run,), In € Spec(Rm) ¥y que,

para todo m € Spec(R), Ji € Spec (Ry,) son todos anédlogos, por lo que sélo
a b a a b

mostraremos que Iy, € Spec (Ry). Sean 3 € Ry, tales que Pl € I.
s s s

Existe entonces u € R\m tal que uab € I. Para ua € R tenemos dos posibles

casos: ua € m o ua ¢ m. Si ua € m, como u ¢ m, entonces w = u + ua ¢ m
y es tal que wa = ua +ua? = ua +ua =0 € I, de donde — € I,. Si ua ¢ m
s

b
es inmediato que 7 € In. Se sigue que wg,, (In) = 1.
En el ejemplo 2 se mostr6é que wg (I,) = n, wr(l) = o0 y wgr(J) = oo, por
tanto wr,, ((In)mn) <wgr (L), wr, (In) < wr(I) y wr, < wr(J). 0

Teorema 3.8. Sea f: R — T un morfismo de anillos.

1. Si J es un ideal n-absorbente de T entonces f~!(.J) es ideal n-absor-
bente de R, ademés wg (f~1(J)) < wr(J).

2. Si f es suprayectivo e I es un ideal de R tal que ker f C I entonces
se tiene que f(I) es ideal n-absorbente de T' si y solo si I es ideal
n-absorbente de R, ademas wrp(f(I)) = wgr([). Esto se cumple, en
particular, si f es un isomorfismo.

Demostracion.

1. Siai,...,ans1 € R son tales que a1 ---any1 € f~1(J) entonces

flar) - flany1) = far---ans1) € J.
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Como J es n-absorbente se tiene que

flar---an) = flar)--- f(an) € J,

de donde a; - --a, € f~1(J) y por tanto f~1(J) es ideal n-absorbente
de R. Es claro que wg (f1(J)) < wr(J).

2. Supongamos que f(I) es ideal n-absorbente de T'y que aj - - - ap4+1 € I,
donde aq,...,a,+1 € R. Se tiene entonces que

f(ar)-- flans1) = f (a1 any1) € f(I)

y como f(I) es n-absorbente f(aj---a,) = f(a1) - f(an) € f(I).
Existe entonces = € I tal que f(a1---a,) = f(x),asi a1+ -a, —x €
ker f C I y como =z € [ se sigue que aj---a, € I, de donde I es
n-absorbente.

Reciprocamente, sean by,...,b,4+1 € T tales que by - b1 € f(I).
Como f es suprayectivo, para cada j € N,y se tiene b; = f(a;),
donde a; € R. De esta manera

flar---ant1) = bi---boyr € f(I).

Como antes, esto implica que a1 ---ap+1 —x € ker f C I para algin
x € I y por tanto aj -+ -any1 € I. Ya que I es n-absorbente, se tiene
que a1 ---ap € I, luego

b bp = f(ar---an) € f(I)
y terminamos. Es claro que wr(f(I)) = wr(I).

O]

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior
considerando los morfismos inclusién R < Ty proyeccién R — R/I res-
pectivamente.

Corolario 3.9.

1. Sean R C T una extension de anillos y J un ideal n-absorbente de T'.
Se tiene que JN R es un ideal n-absorbente de R y ademas wr(JNR) <

wT(J).

2. Sean I C J ideales de un anillo R. Se tiene que J es un ideal n-
absorbente de R si y solo si J/I es un ideal n-absorbente de R/I.
Ademés wg/r (J/I) = wr(J).
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Ejemplo 4. Mostraremos que la desigualdad en el inciso 1 del teorema 3.8
(y por tanto la de 1 del corolario 3.9) puede ser estricta y que la hipétesis
ker f C I en el inciso 2 del teorema 3.8 es necesaria.

1. Sean R=Q[z] C T =Q[z,y] y J = (z,y*) T. Se tiene que wr(J) = 2

2. Sean R=Q]z,y], T =Qlz]y f: R — T dada por p(z,y) — p(z,0).
Si 1 = (2 +y) Re Iy = (z,9?) R entonces

a) wr (1) =1y wr(f (1)) =2y por tanto wr (11) < wr (f (I1)).
b) wr(I2) =2y wr (f (I2)) =1, por tanto wg (I2) > wr (f (12)).

Demostracion.

1. Veamos primero que J es 2-absorbente. Si m = (x,y)T" entonces m €
Max(T). Ahora, m? = (22, 2y,y%) C J = (,9°?) C (v,y) = m, de
dondem:\/n?C\/jc\/a:m,esdecir\/j:m,porloquej
es m-primario, y como m? C J, por el teorema 2.21 se sigue que J es
ideal 2-absorbente de T'. Es claro ademés que J ¢ Spec(T'), por lo que
wr(J) = 2.

Noétese ahora que J N R = zR. Dado que x € R es irreducible, es
primo, asi que zR € Spec(R) y asi wr(J N R) = 1. Se tiene asi que
wr(JNR) <wrp(J).

2. Observe primero que f es epimorfismo de anillos y ker f = yR, asi que
ker f € Iy y ker f € L.

a) Dado que 22 +y € R es lineal en y es irreducible y por tanto
primo, de donde I; = (2% + y) € Spec(R), por lo que wg (I;) = 1.
Por otro lado, f (I;) = 22T. Observe que f (I1) ¢ Spec(T), pues
2?2 € f(I) pero x ¢ f(I1). Si q = 2T entonces q € Max(T),

f(I) = q, y como claramente q> C f([;) se tiene, por el
teorema 2.21, que f (1) es ideal 2-absorbente de T'. Se sigue asi
que wr (f (I1)) =2y por tanto wgr (I1) < wr (f (11)).

b) Si Iy = (z,y*) R entonces f (I3) = 2T € Spec(T), por lo que
wr (f (I2)) = 1. Ya se ha mostrado anteriormente que wg, (I2) = 2,
de donde wg (I2) > wr (f (12)).

O]

Como en el caso de los ideales 2-absorbentes, una de las principales
propiedades de los ideales n-absorbentes hace referencia a la cantidad de
ideales primos que son minimales sobre ellos.
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Teorema 3.10. Si [ es un ideal n-absorbente de R entonces |Ming(I)| < n.

Demostracion. Si n = 1 entonces I € Spec(R) y por tanto el tinico primo
minimal sobre I es I. Supongamos entonces que n > 2 y que p1,...,Pn+1 €
Ming(I) son distintos. Como estos ideales son incomparables, en particular,

para cada i = 1,...,n existe a; € p; \ ((U pj) U pn+1) y por el lema 2.8
J#i

existen b; € R\ p; y n; € N tales que b;a;" € I, para cada i = 1,...,n.

Como sélo hay un ntmero finito de n;, podemos suponer que existe m € N

tal que b;a]" € I para todoi =1,...,n. Observe ahora que, como I C pp41,

entonces aé ¢ I para cualquier entero no negativo [. Tenemos dos posibles

casos param € Nem <nom > n.

1. Sim < n entonces b;ja}’ € I. Como I es n-absorbente y al ¢ I, se tiene
que bm?fl el

2. Sin < m, por el inciso 1 del teorema 3.3, se tiene que bia?fl clo
bien al' € I, pero al' ¢ I, asi que bia?_l el

En cualquier caso se tiene que bia?_l € I, de donde

bia?fl e anil e an_l c I’

1 n
esto para cada ¢ = 1,...,n, y por tanto
(by + -+ by)al™ta eI (3.2)

Ahora bien, dado i € N,,, se tiene que, para todo j # 1, l)ia’;*1 €1 Cpj,

pero a; ¢ p;, asi que b; € p; y por tanto b; € ﬂpj \ p;. Si pasara que
J#i

bi+---+b;+--- by € p;, se tendria que b; € p;, lo cual contradice la eleccion

de b;. Se sigue que by + -+ + b, ¢ p; para todo i = 1,...,n. Como ademas

—

a; € p;\ ( (U pj) U pn+1) , se tiene también que a?_l e a?_l cea Tl py,
i
de donde (by +---+by)a} ™t a?t- - a1 ¢ p; y por tanto

)

—

(b1+---+bn)a’f*1---a?*l---ag‘l¢I

para todo ¢ = 1,...,n. Al ser I n-absorbente, (3.2) implica

b+ +by)al ™t ear gt e T
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para algtin ¢ € N, o bien a?*l ---a""! € I. Por el argumento previo se sigue

que a?_l <-a 1 eI Cpyi1, de donde a; € p,i1 para algin i # n+ 1, lo
cual es una contradiccién. Se sigue que [Ming(I)| < n.
Observe ademas que [Ming(I)| < wgr(I). O

El teorema anterior también puede interpretarse geométricamente como
sigue.

Teorema 3.11. Si I es un ideal n-absorbente de R entonces Spec (R/I)
tiene a lo mas n componentes irreducibles.

Es importante mencionar que la cantidad de ideales primos que sean
minimales sobre un ideal n-absorbente I puede ser estrictamente menor que
n, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Sean R =7Z e I} = (27),12 = (18),I3 = (30) ideales de R. Se
tiene que w (I;) =3 y |Ming (I;)| = j.

Demostracion. Sélo mostraremos que w (I2) = 3 y que [Ming (I2)] = 2,
pues los demas casos son andlogos. Note que Iy = (2 -3 - 3), asi que por la
observacién 5 se tiene que w (I2) = 3. Por otro lado, si p1 = (2) y p2 = (3)
entonces p1, p2 € Spec(R) son tales que Io C p1, pao. Si existiera q; € Spec(R)
tal que Is C q1 C p1, como q; es maximal pues R es DIP e Iz # 0, se
tendria que q; = p;. De manera andloga se tiene que, si qa € Spec(R) es
tal que Iy C qo C po entonces qa = po. El trabajo previo muestra que
p1,p2 € Ming (I2). Veamos ahora que de hecho Ming (I2) = {p1,p2}. Una
contencién ya se tiene, para la otra, sea ¢ € Ming (I2) y supongamos que
q#p1yq#p2. Como 0 # I C q se tiene que q es ideal maximal, asi que
g p1yqd pey por el teorema de evasién de primos q € (p1 Upsz). Sea
acqtalquea ¢ p; =(2)ya¢ps=(3). Porel lema 2.8 existe b € Z\ q asi
como n € N tales que ba" € I = (2-3%). Dado que Iy C (2) entonces 2|ba"
y como 2 1 a se tiene que 2|b, es decir, b € (2). Tenemos también que 3%|ba™
y 31 a", por lo que 3%b y asi b € (3%). Con esto b € (2) N (3%) = (2-3?),
la dltima igualdad por el corolario 1.22. Esto implica que b € I y por tanto
b € q, que es una contradiccion. Se sigue que q = p; 0 q = po.

De manera analoga se tiene que el tnico ideal primo de R que es minimal
sobre I es (3), y los tres ideales primos de R que son minimales sobre I3
son (2),(3) y (5). O

Si R es un DIP, p1,...,pm € R son elementos primos, ni,...,n, € N
el = (pi*---plm) y ademds n = ny + -+ + n,, entonces w(l) = n por
la observacién 5. Definiendo ahora p; := (p;), j = 1,...,m, podemos usar
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argumentos analogos a los usados en el ejemplo anterior para mostrar que

Ming(I) = {(p1),--.,(pm)}. Enunciamos estos resultados en el siguiente
teorema.

Teorema 3.12. Sean R un DIP, p1,...,pn € R elementos primos distintos,
Niyeooym ENyn=nj+---+np. SiI=(p* - plm) entonces wr(I) =n

y MinR(I) = {(pl) RN (pm)}

Ya se ha visto que la interseccién de n ideales primos es un ideal n-
absorbente. Investigaremos ahora cuando el producto de n ideales primos es
un ideal n-absorbente. El siguiente teorema es un caso trivial en el que el
producto de n ideales primos de un anillo es n-absorbente.

Teorema 3.13. Sean pi,...,p, € Spec(R) tales que p; + p; = (1) para
todos ¢ # j. Se tiene entonces que I = p; - - - p,, es ideal n-absorbente de R.
Ademas w(I) = n.

Demostracion. Como p; +p; = (1) entonces [ =p1---pp, =p1N---NPp y
por el lema 3.5, se concluye w(I) = n. O

En general, el producto de n ideales primos, con n > 2, no es n-absor-
bente, como se muestra a continuacién.

Ejemplo 6.

1. Sea R = Z[ZL‘,y] + GZZ[JJ,y,Z] - Z[ZL‘,y, Z] y sean p1 = xZ[m,y] +
62Z[x,y, 2], p2 = yZ[z,y| + 62Z]x,y, z]. Se tiene que
a) p1,p2 € Spec(R) y son incomparables.
b) I = p1p2 no es ideal 2-absorbente de R.

c) p?,p3 no son ideales 2-absorbentes de R.
2. Sea R =Z[x,y,z]. Se tiene que

a) p1 = (2,2),p2 = (2,v),p3 = (2, 2) € Spec(R) son incomparables.
b) I = pipaps = (8,4x,4y,4z,2xy, 2x2,2yz, xyz) no es ideal 3-ab-
sorbente de R.

Demostracion.

1. a) Para ver que p; € Spec(R), definimos ¢ : R — Z[y| mediante
flx,y)+6zh(x,y,2) = f(0,y). Es claro que ¢ es epimorfismo de
anillos y que p1 C ker ¢, veamos que de hecho se da la igualdad. Si
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f=q(z,y)+6zh(zx,y, z) € ker ¢ entonces ¢(0,y) = 0. Escribiendo
q(z,y) = ap + a1z + - - - + apx™, con ag,...,any € Zlyl, tenemos
que ag = q(0,y) = 0, de donde ¢(z,y) = x (ay + -+ + apa™1).
Con esto ¢(z,y) € xZ[z,y] y por tanto f € p;. Por el primer teo-
rema de isomorfismo se tiene que R/p; = Z[y], el cual es dominio
entero, de donde p; € Spec(R).

De manera andloga se muestra que pa € Spec(R).

p1 y P2 son incomparables pues x € p1 \ p2 y ¥y € p2 \ p1-

Para ver que I = pi1p2 no es ideal 2-absorbente de R, nétese
que 2 -3-6z2 € I. Por cuestiones de grado, es claro que 6 =
2.3 ¢ I. Veamos que 1222 = 2622 ¢ [y 1822 = 3-622 ¢ I.
Sélo mostraremos que 1822 ¢ I pues 1222 ¢ I es anélogo. Si
1822 € I = p1py entonces

m

1822 = (z-pi+62-f;) (y ¢ +62-9),
=1

donde p;,q; € Zlz,y| y fi,9i € Z|z,y,z]. Evaluando en (0,0, 1)
n

tenemos 18 = 362 £i(0,0,1)g;(0,0,1), de donde
i=1

n
1=23_ £i(0,0,1)g:(0,0,1),
i=1
pero esto no puede ocurrir en Z. Se sigue que 1822 ¢ pips = I.

Un argumento andlogo al del inciso anterior muestra que p? y p3
no son ideales 2-absorbentes.

Mostrar que p1,p2,p3 € Spec(R) es andlogo al ejemplo 1. En
este caso R/p1 = Zsly,z|, R/p2 = Zs|x,z] y R/ps = Zalz,y].
Veamos ahora que I no es ideal 3-absorbente de R = Z[x,y, 2].
Consideremos los polinomios fi =2, fo =z 4+y+2,fs=x+ 2+
2, fi=y+2z+2¢€Zlx,y,z]. Se tiene que

fifofafs = 222y + 22y + 122y + dzyz + 2y°2 + 12y2 + 4y?
+16y + 2222 + 1222 + 2222 + 2y2% + 42 4 162
+42” + 162 + 16
= 284 (r+3y+32+4)dx+ Bz+y+4)dy
+H(z+4)dz+ (x +y)22y + (v + 2)222
+(y + 2)2yz + 4 - vyz,
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de donde fifofsfs € I. Veamos que ninguno de fif2f3, f1fef4,
Jifsfa y fafsfa pertenece a I. Que fifofs, fifafa, fifsfa & 1

son todos andlogos, por lo que s6lo mostraremos que fi fofs & I.
Tenemos

fifofs = 22 + 2xy + 8x + 2wz + 2yz + 4z + 4y + 8.

Dado que 2xy + 8x + 2xz+2yz +4z+4y+8 € I, si fifofs el
entonces 222 € I. Veamos que esto no puede ocurrir. Supongamos
que 222 € I y que

22% = 8hy +4xhy + dyhs +4zhy + 2xyhs + 2xzhg + 2yzhy + xyzhsg

para algunos hi,...,hs € Z[z,y, z]. Evaluando en (z,0,0) tene-
mos que 222 = 8H; + 4xHs, donde H; := hj(x,0,0) € Z[z], y
entonces 2 = 4H;4+2xH,. Escribiendo H; = ap+ai1z+- - -+amz™
y Hy =by 4+ b1z + -+ + bpx™, tenemos que

2% = dag + (4ay + 2bo) x + (dag + 2by) 2% + - - + 2b, ™!
asi que se debe resolver el sistema de ecuaciones

4a0 =
daq 4+ 2by =
4aos +2b1 =

4ay, + 2bp—1 =

2b,, =
Sin embargo la ecuacién 4as + 2b; = 1 no tiene soluciones enteras
pues MCD(4,2) = 21 1, por lo que 222 ¢ I y por tanto fi fof3 & I.

Por ultimo veamos que faf3f4 ¢ I. Haciendo las cuentas necesa-
rias, tenemos que

fofsfr = x2y + ny + yzz + 2y2 + 2%z
+22? 4+ 222 + y22 + 222
+8 4 8x 4 8y + 8z 4 b6xy + 62z + 6yz + 2xy2.

Dado que 8 + 8x + 8y + 82 + 6ay + 6xz + 6yz + 2zxyz € I, si
tuvieramos fs f3fs € I, se tendria

Pyt o+ yie+ 20 e b a2 4 227yt 4220 e,

51



CAPITULO 3. IDEALES N-ABSORBENTES

asi que 22y + zy? + 22 + 2% + 222 + 122 4+ 222 + y2? + 222 =
8hi +4xhs + 4dyhs 4+ 4zhg + 2xyhs + 2x2hg + 2yzhy + xyzhg para
algunos hi,...,hs € Z[z,y, z]. Evaluando la igualdad anterior en
(0,0,z2), se tiene 222 = 8H; + 4zHy, donde H; := h;(0,0,z2) €
Z[z]; es decir 22 = 4H; + 2zH4 y como en la parte anterior, esto
lleva a una ecuacién que no tiene soluciones enteras.

Lo anterior muestra que I no es ideal 3-absorbente.

O]

Podemos preguntar ahora céomo se comparan wgr(lJ), wr(I) v wgr(J)
cuando I, J son ideales propios del anillo R. Los ejemplos anteriores mues-
tran que wr(IJ) > wr(l) + wgr(J) atun cuando I,J € Spec(R) . Si I =J €
Spec(R) es idempotente entonces wr(IJ) = wr (I?) = wr(l) =1 < 2 =
wr(I) +OJR(J).

Si pedimos ahora que los ideales primos sean maximales entonces el pro-
ducto de estos resultard n-absorbente. Enunciamos este hecho a continua-
cién.

Lema 3.14. Si my,...,m, € Max(R) son distintos entonces I = my ---m,
es ideal n-absorbente de R.

Demostracion. Por el corolario 1.22 se tiene que m; +m; = (1) y del teorema
3.13 se sigue que I = my ---m, es ideal n-absorbente de R. O

Mostraremos que de hecho el producto de cualesquiera n ideales maxi-
males es ideal n-absorbente. Tenemos un par de lemas previos.

Lema 3.15. Sean R un anillo y J un ideal propio de R. Si J"*! C J" enton-
ces existen ay,...,a, € J tales que ay ---a, € J*\ J"Tly ap---aj---an ¢
J" 1 para todo j € N,,.

Demostracion. Si aj---a, € J*T! para todos a1, ...,a, € J entonces J” C
Jnt1 C J" lo cual no es posible. Por otro lado, si ay - - - a, € J"\J" !y para
algin 5 € N,, se tuviera que a;j - - 6; --a, € J" entonces a; - --a, € J"
que es una contradiccion. O

El lema anterior dice que si .J es un ideal propio de R tal que J"t! C J»
entonces w(J) > n.

Lema 3.16. Sean R un anillo, m € Max(R) y n € N. Se tiene que m" es
ideal n-absorbente de R, ademds w (m") < ny w(m") =n si m"*! C m".
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Demostracion. Supongamos que aj ---apt1 € m”, donde ay,...,an+1 € R.
Siag,...,a,41 € m terminamos, asi que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a, 41 ¢ m. Como a1 ¢ m entonces m C m + (ap4+1) y como
m es maximal se sigue que m + (a,41) = R, pero asfi vm™ + /(an11) = R
y por tanto m” + (ap4+1) = R. Existen entonces x € m", y € R tales que
T+ yany1 =1y asi

at -Gy — (alan)l
ar - an (T + yan+1)

= xai---Ap +Yai- - Aplpil

y COMO T, aq -+ - Gpy1 € M™, se sigue que ag -+ - a, € m". Con esto w (m") < n.
Supongamos ahora que m" ! C m”. Por el lema 3.15 se tiene que w (m™) > n
y por tanto w (m") = n. O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del lema anterior.

Corolario 3.17. Si R es un DIP y p € R es un elemento primo entonces
(p™) es un ideal n-absorbente de R con w (p") = n.

Demostracion. Sip € R es un elemento primo entonces (p) es un ideal primo
no nulo del DIP R, as{ que es maximal, ademas, dado que (p"*1) C (p")

=

por el lema anterior se tiene que w (p™) = n. O

Teorema 3.18. Si my,...,m, € Max(R) entonces I = my---m, es ideal
n-absorbente de R. Ademés w(I) < n.

Demostracion. Mostraremos que si my, ..., m,, € Max(R) son distintos y
ni,...,nm € N son tales que ny + - -+ 4+ n,, = n, entonces I = my*---mm
es ideal n-absorbente de R. Sean ¢ # j. Por el corolario 1.22 tenemos
m + m?j = R. Por el lema 3.16, m; es n;-absorbente y por 3 del teorema
3.3 se tiene m* N---Nml es n = (ng + - - - + nyy,)-absorbente. Como m;"
y m?j son primos entre si, se tiene que my* - -mm =m* N - OAmln = I.

Es claro ahora que w(I) < n. O

El siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior y de la pri-
mera parte del teorema 3.8.

Corolario 3.19. Sean pi,...,p,n € Spec(R) incomparables y sea [ =
piteppmoconny € Nyng+ -4 np =n.SiS =R\ (prU---Upp)
entonces S(I) := {z € R:x/1 € S7'I} es un ideal n-absorbente de R. En
particular, la potencia simbélica p(™) = § (p™) es un ideal n-absorbente de R

para todo p € Spec(R). Méas atn wr(S(I)) < wgr(l) y wr (p(")) < wg (p™).

53



CAPITULO 3. IDEALES N-ABSORBENTES

Demostracion. Es claro que S es un sistema multiplicativo. Sea
f:R— S7'R

el morfismo natural, el cual estd dado por r — r/1. Note que S(I) =
f~1(S7I). Dado que py, ..., pm € Spec(R) son incomparables se tiene que
P1,...,Pm son elementos maximales del conjunto {pi,...,pm}, asi que por
[5, proposicién 17 a), p. 93] los tinicos ideales maximales de S™'R son pre-
cisamente S™1py,..., S !p,, v por el teorema 3.18 se sigue que

(S—1p1>n1 .. (S‘lpm)"m _ g1 (P71 plm) = g-1g

es ideal m-absorbente de S~'R. Por el inciso 1 del teorema 3.8 tenemos
S(I) = f~1(S7I) es ideal n-absorbente de R.

Por otro lado, si p € Spec(R) entonces p, es el unico ideal maximal de R,
y por tanto (p")p = (pp)" es ideal n-absorbente de R,. De la primera parte
del teorema 3.8 tenemos que p(™ es ideal n-absorbente de R.

Falta ver que wr(S(I)) < wgr(I); notemos que si, para todo n € N, I no es
n-absorbente entonces wr(I) = oo > wr (S(I)). Si I es k-absorbente para
algin k£ € N, por 1 del teorema 3.8 se tiene que

wr (S(1)) < wg-1p (S71) (3.3)

y del teorema 3.7
ws-1 (S71) < wr(I). (3.4)
De (3.3) y (3.4) se tiene el resultado. Es claro ahora que wg (p(")) < wpgr (p™).
0

Ejemplo 7. Las desigualdades en el corolario anterior pueden ser estrictas.
Sean R = 2, y] + 622lz,y, 2] C Zl,y, 2], b1 = 22z, 4] + 622z, , ], p> =
yZ[z,y| + 62Z[z,y, 2] e I = p1p2. En 1 b) del ejemplo 6 se mostr6é que I no
es 2-absorbente, por lo que wr(I) > 2. En 1 a) del mismo ejemplo se mostrd
que p1, p2 € Spec(R) son incomparables, de esta manera, si S = R\ (p1 U p2)
entonces S es un sistema multiplicativo y S~'R es un anillo quasi-local, con
ideales maximales S~'p; y S~1py ([5, proposicién 17 a), p.93]), por el lema
3.14 se tiene que

SIS e =57 (pape) = ST

es ideal 2-absorbente de S™!R, por tanto S(I) es ideal 2-absorbente de R,
de donde wgr(S(I)) < 2. De hecho wr(S(I)) = 2: Dado que p; y p2 son
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incomparables, existen a € p1 \ p2 y b € pa2 \ p1, asi que % e Sy y

b _ , a _ . e
— € S7py, nétese que 1 ¢S Iho, pues en caso contrario existiria s € S =

R\ (p1 Up2) tal que sa € py, pero esto no puede ocurrir pues po es ideal

b
primo y s,a ¢ ps. De manera andloga se tiene que 1 ¢ S~ 1p;. Con esto

a€S(p1)\S(p2) ybe S(p2)\S(p1). Ahora
ab _a b -1 -1 _ (o1 —1 _ o1
T_I'IE<S pl)ﬂ<5 p2>—(5 p1>(S p2>—5 I
por lo que ab € S (I) peroa ¢ S(I)y b¢ S(I); es decir, S (I) ¢ Spec(R) y
por tanto wr(S(I)) = 2. Lo anterior muestra que wr(S(I)) =2 < wgr(I).

Del ejemplo 6 también se tiene que p? no es ideal 2-absorbente, por lo que
wr (p1) > 2. En el anillo local Ry, , con tnico ideal maximal (p1),,, , se tiene

2
que (p%)pl = ((pl)m) es ideal 2-absorbente, de donde p§2) = S (p?) es ideal

2-absorbente de R. Con esto wg (pﬁ”) <2< wpg (p%)

El siguiente objetivo es mostrar que si un ideal n-absorbente I de R
es tal Ming(I) = {p1,...,pn}, con |[Ming(I)| = n, entonces pj---p, C I
(ver teorema 3.23). Observe que si p; ..., p, € Spec(R) son incomparables
el =pN---Np,entonces VI =T, w(l)=nyp-p, Cp1N---Np, = 1.
Esta inclusion puede ser estricta. Por ejemplo, si R = Z[z,y| v p1 = (2, z),
p2 = (2,y), siguiendo la misma idea del inciso 2 a) del ejemplo 6 se puede
probar que p1,p2 € Spec(R) y que son incomparables, pero si I = pj N pa
entonces (4,2x,2y,xy) = p1p2 S I pues 2 € T\ p1ps.

El siguiente lema sera de utilidad en el corolario 3.22.

Lema 3.20. Sean R un anillo, n € N, n > 2,y p1,...,p, € Spec(R)
incomparables. Sea ademdas I un ideal n-absorbente de R tal que I C
pr N Npp. Sioaf™---a' € I para algunos n; € Ny z; € p; \ Upj

J#i
entonces xj - - -, € I. Consecuentemente, si p1,...,p, € Ming(I) son dis-
tintos entonces x1 - - -z, € 1.

Demostracién. Como 7" - -z € I e I es ideal n-absorbente, se tiene que
Iy

Ty xﬁ{l € I, donde ly,...,l, sontalesque 0 < ; <n;yli+---+ 1, =n.
Si l; = 0 para algtn ¢ entonces xlll .- xiz coeglh € T Copyy oast T; € p; para
algin j # 7, lo cual es una contradiccién. Se sigue que z; - - -z, € I. Si ahora
P1,-..,Pn € Ming(I) son distintos entonces

T T €p1 N Npy =V,
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asi que por el inciso 5 del teorema 3.3 se tiene que 27 ---z) € I y de la

O]

primera parte se concluye que x1---x, € I.

A continuacién se presentan un par de resultados técnicos que seran de
utilidad en la prueba del teorema 3.23.

Proposicién 3.21. Seann € N, n > 2, py,...,p, € Spec(R) incomparables
y jo € Ny,. Dado a € pj,, existen d € pj, \ U p; asi como b € R tales que

i#Jo
z=bd+acpj\ (Jp.
i#Jo
Demostracion. Como pq, ..., p, son incomparables, para cada ¢ # jg existe
ci €pi\ U p;. Tenemos dos posibles casos para a € pj,:
I#i
1. ac€ U p;. En este casosead € pj,\ U p;, el cual existe pues p1,...,pn
730 i7#jo
son incomparables. Resta encontrar b € R tal que bd+a € pj; \ U pi.
i#jo
Sean

F = {meN,:ad¢pn}
D = {meN,:m%#jo,ac€pn}

y nétese que FND =0y FUD =N, \ {jo}. Definimos entonces

H &) si F' 75 @,
b=1<icF
1 en otro caso.

Queremos ver que x € pj, v = ¢ p; para todo i # jo.

- Si F = ) entonces D = N, \ {jo}, b =1y = = d+ a. Dado
m € D, se tiene que a € p,, y m # jo, por lo que d ¢ p,,, por
tanto x = d + a ¢ p.,, esto para cada m € D.

- Si F # () entonces b = H ¢. Param € Ny, \ {jo} se tienen dos

leF
subcasos
a) m € F. Aqui, dado que dH ¢ € Pm y @ & Pm, entonces
leF
z ¢ P
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b) m € D. En este caso a € p,, y como m # jo, se tiene que
d ¢ pm; como ademds ¢; ¢ p,, para todo | € F, tenemos

bd=d ][] ci ¢ pmyasizépnm.
leF

Lo anterior muestra que = ¢ p,, para todo m € F U D; es decir,
x ¢ U pi. Por otro lado, como d € pj,, entonces bd € pj,, asi que
i#Jo
a € pj, y bd € pj, implica z = bd+a € pj,, por lo cual z € pj, \ U P;.
i#Jo

2. a ¢ U p;. En este caso tomamos d = a y b = 0. Claramente d €

1#50
Pjo \ U piyx=>bd+ac€pj\ € U D
i#j0 i#3j0
O
Notacion: Dados p1, ..., p, ideales de un anillo R, se denota y define

ijcZ-: {chi:aepj}.

i i#]

Corolario 3.22. Sean n > 2 e I un ideal n-absorbente de R tal que
Ming(I) = {p1,...,pn}, donde p; # p; si ¢ # j. Sean ademds j, € N,
y, para cada i # jocon 1 <i<m, ¢; € pi\Upl. Se tiene que pj, H c; C1I.
1#4 i#jo
Demostracion. Sea a € pj,. Dado que p1,...,p, son incomparables, por la
proposicién 3.21 existen b € Ry d € pj, \ U p; tales que © = bd + a €
i#jo
Pio \ U p;. Como ademas ¢; € p; \ U p;, de la segunda parte del lema 3.20
i#j0 I#30
se tiene que x H ¢; € I. De manera andloga se tiene que d H ¢; € 1. Por
i#jo i#3jo

ultimo observe que

chi:(bd+a) Hci—deci:chi—b(dHCi) el
i#jo i#jo i#jo i#Jo i#jo

de donde pj, H c; C I. O]
i7#jo
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El siguiente teorema es la generalizacién de un resultado ya establecido
para los idales 2-absorbentes (ver segunda parte del teorema 2.12).

Teorema 3.23. Sea I un ideal n-absorbente del anillo R tal que Ming () =
{p1,...pn}, donde p; # p; si i # j. Se tiene que p;---p, C [ y ademas
w(l) =n.

Demostracién. Si n = 1 entonces I € Spec(R) y trivialmente se tiene la
afirmacion. Supongamos entonces que n > 2. Mostraremos que todos los

generadores de p; ---p, pertenecen a I. Para cada ¢ = 1,...,n, sea a; €
n

p;. Tomando jo = 1 en el corolario 3.22, se tiene que a; Hci € 1 para

=2

cualquier eleccién de ¢; € p; \ (pl U (U m)). Supongamos ahora que
J#i
para algun k € N,,_; se tiene que (aj---ag) H ¢; € I para cualquier
i=k+1

eleccion de ¢; € p; \ (p1 U (U pj> ) , con k+ 1 < i < n; mostraremos que
J#i
n
(a1 ags1) H ¢; € I para cualquier eleccion de ¢; € p;\ (pl U (U p]))
i=k+2 i
con k+ 2 < i < n. Por la proposicién 3.21, existen digi1 € Prr1 \ U pj
jAk+1
asi como bgy1 € R tales que bpi1dki1 + akr1 € Pra1 \ U p;. Sea cpy1 =

jAk+1
bit1dk+1 + ax41 y observe que

n n
(@---ar) I & = (@1-ar)ewn I @

i=k+1 i=k+2

n
= (a1 ag) (bps1dpr + ap1) ] @
i=k+2

n n
= (bgsra1---apdis1) [] i+ (a1 ann) [ @
i—h4-2 i=k+2

n
Por hipdétesis se tiene que (aq - - - ay) H ¢i € Iy, dado que di11 € pry1 \
i=k+1

n
U p;, también por hipdtesis se tiene que (bytia1 - - apdii1) H ci €1,
j#k+1 i=k+2
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n
por lo cual (aj---ags1) H ¢; € I. De manera particular, si k = n — 1
i=k+2
entonces (ay -+ -ap—1) (bndn + an) € I y por lo tanto ay ---a, € I, de donde
se sigue que py---py C 1.
Falta ver que w(I) = n. Ya tenemos que w(I) < n pues I es n-absorbente.
Para ver que w(I) > n, sean z; € p; \ U p;. Tales elementos existen pues
1
los ideales primos pi,..., P, son incomggrables. De la primera parte de la
demostracién se tiene que xy---x, € p1---pn, C I, pero, para todo j =
1,...,n, setiene que 1 - - - T; - - - &, ¢ I pues de lo contrario xy ---z; -+ -z, €
p; v asi z; € p; para algin ¢ # 7, lo cual es una contradiccién. Se sigue que
w(I) > n y por tanto w(I) = n. O

El siguiente corolario proporciona varios casos en los que la contencion
mencionada en el teorema anterior es impropia.

Corolario 3.24. Sea [ un ideal n-absorbente de R tal que Ming(l) =
{p1,...,pn}, IMing(l)] = n. Si p; + p; = (1) para todos i # j entonces
I =p;-pp,ademds w(l) = n. En particular, esto se cumple si p; € Max(R)
para todo ¢ € N,,, dim(R) = 0 o R es dominio entero con dim(R) < 1.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos py---p, C I, pero I C
VI=piN---Np,yasipr---pp C I CpiN---Np,. Ahora, como pi+p; = (1)
para todos i £ j, entonces p1 N --- NP, = p1--- Py, de donde se sigue que
Del teorema anterior también se sigue que w(/) = n. Por otro lado

a) Si p; € Max(R) para todo i € N,, entonces p; +p; = (1) y asi I =
pl o e pn'

b) Sidim(R) = 0 entonces todo ideal primo de R es maximal, asi que por
el inciso anterior I = p;---p,.

c) Si R es dominio entero con dim(R) < 1 entonces todo ideal primo no
nulo es maximal, o bien, todo ideal primo es maximal, en cualquier
caso se tiene que I =py---py.

O]

Corolario 3.25. Sea [ un ideal n-absorbente de R tal que Ming(I) =
{p1,...,pn}, [Ming(Z)| = n. En Ry, se tiene que I, = (pi)p,-
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Demostracion. Sin = 1 entonces I € Spec(R) y la afirmacion es clara, asi
que podemos suponer que n > 2. Sea j € Nj,. Como I C pj, en Ry, se tiene
que Iy, C (p;)p,- Para la otra contencion, sea a € p; y, para cada i € N, \ {j},

sean ¢; € p; \ U pr, tales elementos existen pues los p.s son incomparables.

ki
Sic= H ¢; entonces ¢ € R\ pj y asi ca € py---pp. Por el teorema 3.23 se
7 a ca
sigue que ca € I, de donde — = — € I, para todo s € R\ p;, por tanto
s cs
(Pi)p; = Ip;- O

El siguiente teorema proporciona un criterio sencillo para mostrar que
un ideal primario es n-absorbente.

Teorema 3.26. Si p € Spec(R) e I es un ideal p-primario de R tal que
p"™ C I para algiin n € N entonces [ es ideal n-absorbente de R con w(I) < n.
En particular, si p™ es ideal p-primario de R entonces p™ es ideal n-absorbente
de Rconw(p") <nyw(p") =nsiptt Cpm.

Demostracion. Sean ay,...,an+1 € R tales que aj---ant1 € I. Si para
algin j € N,y se tuviera que a; ¢ VI = p, como I es p-primario, se
tendria que a1 ---aj---ap41 € I y terminamos. Supongamos entonces que
ai,...,0n11 € Py asi se tiene que ag - - - a, € p”, y como p" C I se sigue que
aj---ap € I. Es claro ahora que w(I) < n.

Ahora bien, si p™ es p-primario es claro que p™ es n-absorbente y asi w (p™) <
n. Por otro lado, si p"™! C p™ entonces, por el lema 3.15, w (p) > n y por
tanto w (p") = n. O

El teorema anterior resulta ser muy ttil en la clase de los anillos noethe-
rianos (ver teorema 3.62).
Es posible ahora enunciar el ejemplo 4 de manera mas general.

Ejemplo 8.

1. Sean R =Qz|, T = Qlz,yl y J = (z,y") T, n > 2. Sim =: (x,y)T
entonces m € Max(T') y ademéds J es ideal m-primario de T' tal que
m” C J, por el teorema anterior J es ideal n-absorbente de T. No es
(n — 1)-absorbente pues y" € J pero y"~! ¢ J, asi que wr(J) = n.
Dado que JNR = zR entonces wr(JNR) = 1y asiwg(JNR) < wr(J).

2. Sean R = QJz,y], T = Qz] y f : R — T es el morfismo dado por
p(z,y) — p(x,0). Si 1 = (2" +y)R e I = (z,y")R, con n > 2,
entonces f es epimorfismo de anillos con ker f = yR y ker f € I,
ker f ¢ I, ademads
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a) wgr (I1) = 1 pues z™ + y es irreducible. Dado que f (I;) = 2"T,
2T € Max(T) y 2"T C 2™T, por el teorema 3.26 se tiene que
7 (f (I1)) = n, asi que wg (I1) < wr (f (I1)).
b) f (I2) = 2T € Spec(T), de donde wy (f (I2)) = 1 y por el inciso
anterior n = wp (I2) > wr (f (12)).

Mostraremos ahora que si un ideal n-absorbente tiene radical primo divi-
dido entonces es primario (teorema 3.29). Tenemos definiciones y resultados
previos.

Definicién 3.27. Sean R un anillo y p € Spec(R).
a) Se dice que p es ideal primo dividido si p C (z) para todo x € R\ p.

b) R dominio dividido si es dominio entero y todo ideal primo de R es
ideal primo dividido.

El lema 3.28 produce ejemplos de dominios divididos.

Observacién 7. Si p € Spec(R) es un ideal primo dividido entonces p es
comparable con cualquier ideal de R. En efecto, sea J un ideal de R tal
que J ¢ p, existe asi € J\ p y como p es primo dividido se tiene que
pS(x)cd.

Daremos ahora ejemplos de anillos en los cuales todo ideal primo es ideal
primo dividido, debemos recordar primero los anillos de valuacion. Se dice
que un dominio entero R es un anillo de valuacion si para todos z,y € R
tales que x,y # 0, se tiene que z|y o y|x (en R). En la seccién A.2 del
apéndice A se mencionan otras definiciones equivalentes de los anillos de
valuacién asi como algunas propiedades que estos poseen.

Lema 3.28. Todo anillo de valuacion es dominio dividido.

Demostracion. Sean p € Spec(R) y a € R\ p. Debemos mostrar que p C (a).
Como a ¢ p, es claro que p # (a) y a # 0. Sea = € p, si z = 0 entonces
x € (a) y terminamos, por lo que podemos suponer que x # 0. Como R es
anillo de valuacién se tiene que x|a o a|z. No puede ocurrir que z|a, de lo
contrario @ = rz para algin r € R y asi a € p lo cual es una contradiccion.
Se tiene entonces que a|z y por tanto z € (a). O

Teorema 3.29. Si p es un ideal primo dividido de un anillo R e I es un
ideal n-absorbente de R con v/I = p, entonces I es un ideal p-primario de
R.
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Demostracion. Sean a,b € R tales que ab € I C p pero b ¢ /I = p, tenemos
entonces que b"~! ¢ p, como p es primo dividido se sigue que p (b"fl) y
ademés, dado que ab € p y b ¢ p entonces a € p y asi a = rb"~!, de donde
rb" = ab € I. Como I es n-absorbente y b" ¢ I, tenemos a = rb"~ ! € I.
Esto muestra que I es primario y como ademds v/I = p se tiene también
que [ es p-primario. O

Teorema 3.30. Sea R un anillo tal que Nil(R) es ideal primo dividido.
Si p € Spec(R) es ideal primo dividido tal que Nil(R) C p entonces p™ es
un ideal p-primario de R. Por tanto, p™ es ideal n-absorbente de R con
w (p™) < n para todo n € N. Ademds w (p") = n si p"*! C p™.

Demostracion. Tenemos +/p™ = p. Veamos que p"* es primario. Sean a,b € R
tales que ab € p™ pero b ¢ /p™ = p. Debemos mostrar que a € p"™. Como
k

ab € p™ entonces ab = Z 2i1%i2 " ** Zin, CON Zj; € P, y como p es ideal primo

=1
dividido y b ¢ p entonces p C (b), de donde z;; € (b); es decir z;; = r;;b para
algunos 7;; € R, de hecho r;; € p: Como 7450 = z;; € p y b ¢ p entonces
rij € p, de esta manera z;1 - - - zip = 0" (131 -+ T4p), Si 83 = ry1 - - - Ty, entonces

k k k
s; €ptyasiab= Z bs; = b" Zsi =b"s, donde s = Z s; € p™. Con esto
i=1 i=1 i=1
b(a—0b""1s) =0 € Nil(R) € p y dado que Nil(R) € Spec(R) y b ¢ p, se
sigue que
a—b""'s € Nil(R). (3.5)

Ahora bien, Nil(R) C p, asi que existe = € p tal que = ¢ Nil(R) y dado que
Nil(R) es ideal primo y dividido se sigue que 2™ ¢ Nil(R) y Nil(R) C (z") C
p", asi que de (3.5) tenemos a — b" " 's € p", como b "ls € p" pues s € p”
se tiene que a € p™. Esto muestra que p” es ideal p-primario.

Para terminar, por el teorema 3.26 se sigue que p" es n-absorbente con
w (p") < ny ademds w (p™) = n si pn Tt C p”. O

Dados un ideal I de un anillo R y x € R investigaremos cuando el
conductor de z en I; (I :g z) := {y € R : yx € I}, es un ideal n-absorbente
de R.

Teorema 3.31. Sea I un ideal n-absorbente de R. Si x € R\ I entonces
(I :g ) es también ideal n-absorbente de R. Ademds w (I :g ) < w([) para
todo = € R.

Demostracion. Si ai,...,an+1 € R son tales que aj---ap41 € (I :g ) en-
tonces ay---ap (apt1z) € I, dado que I es ideal n-absorbente se tiene
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que aj---a, € I, en cuyo caso aj---apx € I y asi a1---a, € (I :gx),
o bien, reagrupando de ser necesario, as---ay, (ap+12) € I, en cuyo ca-
S0 a2---ap+1 € (I :px). En cualquier caso se tiene que (I :p ) es n-
absorbente.

Ahora, dado = € R tenemos dos posibles casos

1. z € I. En este caso (I :gx) = R, asi que w(I :pz) = w(R) =0 <
w(I).

2. z € R\ I. Como I es w(I)-absorbente, por la primera parte de la
demostracién tenemos que (I :g x) es w([)-absorbente y por tanto
w({l:gpz) <w().

O]

El ejemplo 10 muestra que la desigualdad del teorema anterior puede ser
estricta para todo x € VI \ 1.

Teorema 3.32. Sean n > 2 e I un ideal n-absorbente de R tal que I C V.
Sean ademés z € VT \ I y m € N el minimo entero tal que 2™ € I. Se tiene
que (I :g ™) es un ideal (n — m + 1)-absorbente de R.

Demostracion. Por el inciso 5 del teorema 3.3 se tiene que z™ € I, como
n > 2 entonces 2 < m < n, por loque n—m > 0y entonces n —m +1 > 1.
Siai,...,an—m+2 € R son tales que aj - apn—ms2 € (I :r xmfl) entonces
2™ Yay - ap_my2 € I, de donde 2™ 1ay - - “@j - Ap—m+2 € I para algin
j € Ny_mao2, 0 bien, 2™ 2a1 - ap_mi2 € I, esto pues I es n-absorbente.
Si xm_1a1~--a}~~an_m+2 € I entonces aj---apn—m+1 € ([ g xm_l) y
terminamos. Supongamos entonces que z™ lay - - “Qj - Gp—myo ¢ I pa-
ra todo j € Nj_mt2, ¥y por tanto ™ 2q, - ~+p—m+2 € I. Observe aho-
ra que, como x'™ € I entonces x™ay - apn—m+1 € I y como por hipdtesis
2™ Yay - ap_myo € I, se tiene que 2™ a
1, pero

1" Gpemy2+2"a1 - Gp_my1 €

m—1 m m—1
€ a1 Ap-m+2 +2 Q1" Q1 = at - Op—m+1 (an—m+2 + I‘)

1

por lo que 2™ *aq - - ap—m+1 (An—m+2 + ) € I; dado que I es n-absorbente
m—1

y & ay - ap—my1 & I se sigue que

-2
2™ ay - a1 (An—my2 + ) € 1,

es decir

-2 -1
"% Ay 1Gn—ma2 27 A1 Ay € 1. (3.6)
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Como 2™ 2a1 - -+ Gp—mi10n—ms2 € I, la relacién (3.6) implica que

™ gy An—m+1 € 1
lo cual es una contradicciéon. Esta contradicciéon se obtuvo al suponer que
g - @ Ap—m+2 ¢ I para todo j € Ny_pp 0. O

Se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 3.33. Sean n € N, n > 2, e I un ideal n-absorbente de R tal
que I CVI.SixzeI\Iya"clIperoaz" ! ¢ I, entonces (I:ra" ) e
Spec(R) y es tal que VT C (I :g 2"71).

Demostracién. Por el teorema anterior (I :g 2™~ 1) es un ideal (n — n + 1)-

absorbente de R, es decir, 1-absorbente y asi un ideal primo. Dado que

IC (I:ga™ ) entonces VI C\/(I:ga™ 1) =(I:5a""). O

Corolario 3.34. Seann € N, n > 2, e I un ideal n-absorbente de R que
es ideal p-primario para algin p € Spec(R). Si z € VI \ I y n es el menor
natural tal que 2" € I entonces (I :g 2"~ 1) = p.

Demostracion. Como I es p-primario se tiene que v'I = p y por el corolario
anterior se sigue que p = VI C (I:r :r”_l). Para la otra contencion, sea
y € (I :gr 2" 1) entonces "1y € I. Como I es primarioy "' ¢ I entonces
y € VI =y, por lo que (I :g 2" ') Cpy portanto (I :g ") = p. O

Los teoremas 3.35 y 3.36 a continuacién consideran los casos en los que
(I :r x) contiene un subproducto de los ideales primos minimales sobre 1.

Teorema 3.35. Sean n € N, n > 2, e I un ideal n-absorbente de R tal que
I CVIyMing(I)={p1,...,pn}, pi # p; sii # j. Supongamos ademds que
x € VI\ 1y m es el menor natural tal que 2™ € I. Si X C Ming(I) es tal
que | X[ =n—m+ 1 entonces [[ p C (I ‘R xm_l).

pex

Demostracion. Observe primero que m < n, asi que n —m +1 > 1. Si
Y = Ming(I) \ X entonces |Y| = m — 1. Como = € VI = ﬂ p, en

peMing(])
particular tenemos que = € q para todo q € X, de donde

e ] a (3.7)

qey
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Note ahora que (H q) (H p) = H p, asi que por el teorema 3.23

qeyYy peX pEMing(I)
se tiene que H q H p | C I,asiquede (3.7) se sigue que "1 H pe
qey peX peEX
I, luego HpC(I :Rxm_l). O

peX

Teorema 3.36. Sean n € N, n > 2, I un ideal n-absorbente de R tal
que I C VT y Ming(I) = {p1,...,pn}, [Ming(I)] = n. Siz € VI\Iy
E C Ming([) es tal que |E| = n — 1 entonces H pC (I:gux).

pEE
Demostracion. Sea q el tnico primo tal que p € Ming(I) \ E, tal elemento
existe pues |E| = n — 1. Como en el teorema anterior, dado que z € /T,

se tiene que x € ¢, también por el teorema 3.23, q H p C I, de donde
peE

prCI;esdecierC(I:Rx). O
peE peE

Con el siguiente resultado se dan por teminadas las propiedades mas
bésicas de los ideales n-absorbentes.

Teorema 3.37. Sea [ un ideal p-primario de un anillo R tal que p™ C I
para algin n € Ny sea € p\ I. Si 2™ ¢ I para algin m € N entonces
(I :p ™) es un ideal (n — m)-absorbente de R.

Demostracion. Notemos que m < n, pues en caso contrario ™ € I, lo cual
es una contradiccién. Se sigue entonces que n—m > 1. Veamos que (I :g ™)
es ideal p-primario.

1. \/(I ‘R :Iim) =p.
Como I C (I:ga™) entonces p = I C /(I :g ™). Para la otra
contencién, sea a € /(I :g ™), entonces a' € (I :g ™) para algin
I €N,y asf ala™ € I. Dado que I es p-primario y 2™ ¢ I entonces
al € VI =p y al ser p ideal primo se concluye que a € p.

2. (I :gr ™) es primario.
Sean a,b € R tales que ab € (I :g ™) pero b ¢ (I :g ™). Tenemos
que
a (bz™) = (ab)z™ € I. (3.8)

Dado que b ¢ (I :g ™) entonces bx™ ¢ I y como I es primario de
(3.8) se tiene que a € VI =p = /(I :g 2™)
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Mostraremos ahora que p"~™ C (I :g ™). Dados a1, ..., ap—m € p se tiene
que ai---ap_m € PP y por tanto x™ay - -an_m € p* C I, de donde
p"~™ C (I :gx™).

Por ultimo, dado que (I :g ™) es p-primario y p"~™ C (I :g ™), por el
teorema 3.26 se concluye que (I :g ™) es (n — m)-absorbente. O

Notese que el ideal I del teorema anterior es n-absorbente por el teorema
3.26.

En esta seccién se mostré que las propiedades 22 € I para todo z € VT
y pip2 C I, donde Ming(I) = {p1,p2} v p1 # p2, que poseen los ideales
2-absorbentes, se generalizan para ideales n-absorbentes, donde n > 2. En
el capitulo 2 se mostrdé que si I es un ideal 2-absorbente que no es radical
entonces w (I :g x) < w(I) para todo x € /T \ I, para un ideal n-absorbente
I, donde n > 2, esta desigualdad no necesariamente es estricta si z € R\ I,
sin embargo, se mostraron ejemplos de ideales n-absorbentes, no radicales, en
los cuales la desigualdad es estricta para todo z € VT \ I. Otras propiedades
que tienen los ideales 2-absorbentes es que contienen al cuadrado de su
radical y que, cuando contienen al producto de tres ideales, continen a algtin
producto de dos de dichos ideales, la propiedades andlogas para ideales n-
absorbentes seran estudiadas en la seccién 4.1 del capitulo 4.

3.2. Extension de ideales n-absorbentes

En la seccién 3.1 se estudidé la estabilidad de los ideales n-absorbentes
bajo localizaciones y morfismos de anillos. En esta seccidon se estudiard el
comportamiento de los ideales n-absorbentes bajo ciertas construcciones de
anillos a partir de otros. Comenzamos con el producto directo de un niimero
finito de anillos. Recordemos que los idelaes del anillo Ry x Ry tienen la
forma Iy x I, donde I; es ideal de R;.

Teorema 3.38. Si I; es un ideal nj-absorbente de Ry e Iy es un ideal
ng-absorbente de Ry entonces I; x Iy es un ideal (nj + ng)-absorbente de
R; X Ro; ademas WRy x Ry (Il X _[2) = WR, ([1) + WR, (IQ)

Demostracion. Sea N = nj+ng+1y supongamos que (a1,b1) --- (an,by) €
Iy x I, donde (aj,b;) € Ry x Ry. Tenemos entonces que ai---ay € I y
b1---by € Iy. Dado que I; es nj-absorbente, reagrupando de ser necesaro,
podemos suponer que aj - --an,, y como Iz es ng-absorbente se tiene que
bj, -+ bj,, € I2. De esta manera (a;,b;), (aj,b;) € I1 X Iy para todos i =

1,...,n1yl=1,...,n9. Si
X:{(ai,bi),(ajl,bjl)2i:1,...,n2,l:1,...,n2}
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entonces | X| < ny + no, H (ak, b)) € I X I y terminamos.
(ak,br)EX

Supongamos ahora que 1 < wg, (I1) =n1 < ooy 1 < wg, (I2) = ng < oco.
Lo anterior muestra que wr,xr, (I1 X I2) < ny + no = wg, (I1) + wg, (I2).
Existen ademas x1,...,2n, € R1, Y1,...,Yn, € Ro tales que z; ---x,, € I,
Y1+ Yny, € I2 pero ningin subproducto propio de los z}s pertenece a I
y ningun subproducto propio de los yg»s pertenece a I, de esta manera
(x1,1), ..y (ny, 1), (L,y1) -+ (1, Yny) sOn ny + no elementos de Ry x Ry
tales que

(@1,1)  (@ny, 1) (Lyn) - (Lyny) € It X I
pero ningun subproducto propio pertenece a I; X I, lo que muestra que
WRy xRy (L1 X I2) >y 4+ ng = wg, (I1) + wr, (I2).
De la prueba anterior se tiene que si wgr, (I1),wr, (I2) < co entonces

WR; xRy (Il X IQ) < 0

equivalentemente, si wr,xr, (I1 X I2) = oo entonces wg, (I1) = oo o bien
WR, (I2) = 0.
Supongamos ahora que wg, (I1) = 00 y que I; x Iy es m-absorbente para

algiin m € N. Como I; no es m-absorbente, existen ay,...,an+1 € R tales
que ajp - - - a1 € I1 pero ningiin subproducto propio pertenece a I, de esta
manera (a1,0),...,(am+1,0) € R1 X Ry son tales que

(al "‘am+1a0) = ((Ll,O) (aerl’O) € x I

pero ningtn subproducto propio pertenece a I1 X I; es decir, I1 X I3 no es m-
absorbente, lo cual es una contradiccién. Se sigue que wpr, xr, (11 X I2) = oc.
De manera andloga, si wg, (I2) = co entonces wr, xr, (I1 X I2) = co. O

Una consecuencia inmediata del resultado anterior se enuncia a conti-
nuacion.

Corolario 3.39. Sean Rj,..., R, anillos y para cada j = 1,...,m, sea
I; un ideal de R;j. Si R = Ry X --- X Ry, entonces wg (I1 X -+ x I;,) =
WR, (11) + -+ wg, (Im)

Corolario 3.40. Sean I1,..., I, ideales de R tales que I;+I; = (1) siempre
que j # . Se tiene que

wR(Ilﬂ---ﬂIn) :wR(Il---In) :wR(Il)—i—---—i—wR(In).
En particular, si my, ..., my € Max(R) son todos distintos entonces
w (M) - mpk) = wp (W) + -+ wg (M)

donde nq,...,n; € N.
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Demostracion. Argumentando inductivamente es suficiente mostrar el caso
n = 2. Sean I, J ideales de R tales que I 4+ J = (1). Por el corolario 1.24 se
tiene que R/IJ = R/I x R/J y entonces

wr (IJ) = wpr/rs(0) =wpr/rxr/s(0 x0)
= wpr/(0) + wgrys(0) = wr(I) + wr(J).

Para terminar, sélo hace falta observar que wr(IJ) = wr(I N J) pues I.J =
InJ. O

Los resultados del siguiente lema seran utilizados en la pruebla del co-
rolario 3.42, antes de enunciarlos daremos la notacién que estos utilizan.
Sea R un dominio de Krull con campo de cocientes K y sea

XWR = {p e Spec(R) : ht(p) =1} .

Recuérdese que {Rp}pe x) g es la menor familia de dominios de valuacion
discreta que definen a R (véase [14, teorema 12.3, p.87]); es decir

peXOR

b) Para cada a € R, a # 0, existe una cantidad finita de R, tales que a
no es unidad en Rj.

Observe que si p,q € X (DR son distintos entonces son incomparables.
Lema 3.41.
1. Sea R un dominio de Krull.

a) [14, teorema 12.1, p.86] Si S C R es un sistema multiplicativo
entonces S™'R es también un dominio de Krull.

b) [11, teorema 43.16, p.536] R es dominio de Dedekind si y solo si

dim(R) = 1.
2. [9, corolario 5.7, p.26] Sea R un dominio de Krull. Si J es un ideal
fraccionario de R entonces (J _1)71 = ﬂ p(™). donde n, € Z es
peXMR

tal que J, = (py)"™*.

3. [9, corolario 13.4, p.58] Si R es un dominio de Dedekind tal que el con-
junto X (DR es finito entonces R es un dominio de ideales principales.
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Si J es un ideal entero del dominio de Krull R y p € Spec(R) entonces
Jp = (pp)"™ para algtin n, € NU {0} y asi p(™) es un ideal entero de R y
por 2 del lema anterior se tiene que (J _1)_1 es ideal entero de R.

Corolario 3.42. Sean R un dominio de Krull y pi,...,p, € X(MR. Si
P =pi---p, entonces I = (P‘l)f1 es ideal n-absorbente de R. Mas atin
w(l) =n.

Demostracion. Por el comentario previo ya tenemos que I es ideal de R.
Escribamos P = q{* - - - q;.*, donde q; € XWR son tales que q; # qj sii#j
y n1 4+ -+ ng = n. Por el inciso 2 del lema anterior

I= () pi. (3.9)
peXMR

Dado p € X(UR se tienen dos casos:

- Caso 1. p # q; para todo j = 1,..., k. Como q; y p son incomparables
nj s My Nk
entonces q;” ¢ p y asi q;7 ---q* < p, con esto

Py=(q"--- qZ’“)p = Ry = (py)°,
de donde ny, = 0 y por tanto p() = p(0) = (pg) NR=R.
- Caso 2. p = q; para algtn i € {1,...,k}. Dado que q; € g; para todo
j # i se tiene que q?j ¢ q; y asi (q?j) = Ry;. De esta manera
qi
Py = (@ -q i),
= (@")g, (@), o ("),
= Ry ((@)y,) - Ba,
((ai)g,)"
= (pp)™-
(ns)

)

Con esto np, = n; y pl™) =q
Por todo lo anterior la ecuacion (3.9) queda

k k
I — (ﬂ qgm)> N (ﬂ R) _ ﬂ qgm)
=1 i=1

p#£q;
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(ni)

Del corolario 3.19 se tiene que q; ' es nm;-absorbente y por el inciso 3 del
teorema 3.3 se tiene que I es ideal n-absorbente de R.

Mostremos ahora que w(I) = n; de la primera parte de la demostracién ya
tenemos que w(I) < n, por lo que sélo hace falta ver que n < w(I). Sea
S=R\(q1U---Uqg). Es claro que S es un sistema multiplicativo asi que
por el inciso 1 a) del lema anterior S~' R es un dominio de Krull. Ya que los
ideales primos q; son incomparables, como en la demostraciéon del corolario
3.19, los ideales maximales de S™!'R son precisamente S~'qi,..., 5 'q, de
donde S~ lq?] = (S71q;)" es ideal n;-absorbente de S™!R por el lema 3.16.
Ahora bien

S = s (a"™ - g™
(57) v (57
= (7)) ( o)
(57a)-- (57

la dltima igualdad es porque, por el corolario 1.12, S~1q}" —|—S*1q;~1j =S 'R
para todo ¢ # j. Tenemos las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 1. Spec (S7'1R) \ {0} = {S7'q1,..., S 1qi}.

Una contencién es clara. Por otro lado si 0 # p € Spec (S™1R) entonces
p = S~ !p para algin p € Spec(R) tal que p Z0 y p C q1 U--- U qp, asi que
por el teorema de evasién de primos se tiene que p C q; para algin j, de
donde p = q; pues q; es de altura 1 y por tanto p = S‘lqj.

Dado que todo ideal primo no nulo de S™'R es maximal se tiene que
dim (S _IR) =1y como ST!R es dominio de Krull, por el inciso 1 b) del
lema anterior se tiene que S~'R es dominio de Dedekind.

Afirmacién 2. ht (S71q;) = 1 para todo j = 1,..., k.

Si p € Spec(S7IR) \ {0} es tal que p C S~!q; entonces p = S~!q; pa-
ra algtin i y S~'q; C S71q;. De la maximalidad de S'qg; se sigue que
p=S"1q; = S7q;, de donde ht (S~1q;) = 1.

Afirmacién 3. XM (S7IR) = {S71qq,..., S qx ).

Ya tenemos una contencién por la afirmacién 2. Por otro lado, si p €
Spec (ST'R) es tal que ht (p) = 1 entonces p # 0 asi que por la afirma-
ci6én 1. se tiene que p = S‘lqj para algtn j.

De las afirmaciones 2 y 3 tenemos que X (1) (S~1R) es finito, por el inciso
3 del lema anterior se sigue que S 1R es dominio de ideales principales. De
esta manera S~ lqn7Jrl c st q y por la segunda parte del lema 3.16 se
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tiene que wg-1p (S _1q;-lj ) = n;. Concluimos por el corolario anterior que

Wg-1R (S_lf) = Wg-1R ((S_lq?l) o (S_lqzk)) =ni+--+ng=n.

Para terminar, el teorema 3.7 implica que n = wg-1z (S71) < wr(l) =
w(I). O

El corolario 3.40 dice que w(IJ) = w(I)+w(J) si I, J son ideales primos
entre si. El ejemplo 6 muestra que, aunque I,.J sean ideales primos de R
puede darse que w(IJ) > w(I) + w(J). Un ejemplo en el que se dé la otra
desigualdad estricta es cuando I = J es un ideal primo idempotente pues
en tal caso w(IJ) =w (I?) =w(l) =1<2=w(l) +w(J).

Recordemos que

Spec (Ry x Rg) ={p X Re, Ry X q:p € Spec (R1),q € Spec (R2)} .

Es claro que si P € Spec (R; X Ry) entonces wr, xr,(P) = 1y reciproca-
mente, del teorema 3.38 se tiene que si el ideal I1 x Is de Ry X Ry es tal
que Wr, xR, (I1 X Iz) = 1 entones wg, (I1) = 0 0 wg, (I2) = 0, es decir,
I = Ry o Iy = Ry de donde I; x Iy € Spec (R; x R3), asi que el teorema
3.38 generaliza este hecho.

Si R es un anillo y M es un R-mdédulo se puede construir un nuevo anillo
a partir de Ry M, denotado por R(+)M y conocido como la idealizacion de
M y R. Como conjunto, se define R(+)M := R x M,y para (a,m), (b,n) €
R(+)M se definen las siguientes operaciones

» Suma: (a,m) + (b,n) = (a + b,m + n).
» Producto: (a,m)(b,n) = (ab,an + bm).

Es claro que (a,m) + (b,n), (a,m)(b,n) € R(+)M. Estas operaciones dan
estructura de anillo conmutativo a R(+)M con elemento unitario (1,057) y
neutro aditivo (Og,037). En la siguiente proposicién se mencionan algunas
propiedades de R(+)M. Debido a la sencillez de sus pruebas, estas son
omitidas.

Proposicion 3.43. Sean R un anillo y M un R-médulo.

1. Si (a1,m1),...,(a;,m) € R(+)M entonces
l

I
11 (ai,mi) = (ar-'al,zal“'@'“almi)
i=1

i=1

En particular (a, m)* = (ak, kakilm).
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2. Si I es un ideal de R entonces I(+)M es un ideal de R(+)M.
3. Si N es un submdédulo de M entonces 0(+)N es ideal de R(+)M.

4. Si Ny, Ny son submédulos de M tales que N; C Ny entonces 0(+) Ny
y 0(+)N2 son ideales de R(+)M tales que 0(+)N; C 0(4)Na.

5. Si N es un submddulo de M y J es un ideal de R tal que J C (N :p M)
entonces J(+)N es ideal de R(+)M.

6. (0(+)M)* = 0. De esta manera (0(+)M)* C I para todo ideal T de
R(+)M.

El siguiente lema estudia la absorbencia de los ideales de R(+)M cuando
se tiene un ideal n-absorbente de R.

Lema 3.44. Sean R un anillo y M un R-moédulo. Si I es un ideal n-
absorbente de R entonces I(+)M es ideal n-absorbente de R(+)M, ademés

wr(ym(L(+)M) = wr(I).

Demostracion. Sean (a1,m1),...,(apt1,Mps1) € R(+)M tales que

n+1 n+tl
<a1an+1’2a1a/;Lan+1mZ>:H(a“mz)€I(+)M
i=1 =1

Se tiene entonces que aj ---ap41 € I, como I es m-absorbente, sin perder
generalidad, podemos suponer que a;j - - - a, € I, pero asi

n
(al...an’Zal...é\i...anmi> EI(+)M7
=1

de donde I(+)M es n-absorbente. Se sigue que wr(yyar (I(+)M) < wgr(I).

Supongamos ahora que wr(I) = n. Existen entonces x1,...,x, € R tales
que x1 - - -, € I pero ningin subproducto propio de los x;s pertenece a I,
de esta manera (z1,0),...,(x,,0) € R(+)M son tales que

(1 2n, 0) = (21,0) -+ - (2, 0) € [(+)M

pero ningin subproducto propio pertenece a I(+)M, lo cual muestra que
wr)m (I(+)M) = n=wgr(]). O

Se tiene el siguiente resultado.

72



3.2. EXTENSION DE IDEALES N-ABSORBENTES

Teorema 3.45. Sean D un dominio entero, R = D(+)D e I un ideal de D
tal que wp(I) = n. Se tiene que 0(+)I es un ideal (n + 1)-absorbente de R.
Mas atn, wg (0(+)I) = wp(I) + 1.

En particular, si p € Spec(D) entonces 0(+)p es ideal 2-absorbente de R.

Demostracién. Veamos primero que 0(+)/ es ideal (n+ 1)-absorbente de R,
para ello, supongamos que ¢; = (a1, m1),...,cnt2 = (Ant2, Mpt2) € R son
tales que

n+2
<a1‘--an+1,za1'”C?i”'an+1mz‘> =c1 - Cnpa € 0(+)1,

de donde se tienen las siguientes relaciones

ay - apy2 =0, (3.10)

n+2
Z aj - “Qpypom; € 1. (3.11)

Como D es dominio entero, de (3.10), algin a; = 0, digamos a2 = 0,
asi que de (3.11) se sigue que aj - - ap (App1Mpt2) = a1 App1Mpt2 € 1,
y como I es ideal n-absorbente de D se tienen, en general, dos casos, a
saber ag - - ay (any1mpi2) € I o bien aj---a, € I. Si ag---apapmpyy2 € 1
entonces

€2 CpglCny2 = a27m2) (@nt1, Mnt1) (Qny2, Mpy2)

(
(

= a2 an+17mn+1) (Ovmn+2)
n+1
= *Qp+1, Z a - anJrlmz) (0, mn+2)

= (0,a2-- an+1mn+2)60( ).

Por otro lado, si aj - --a, € I entonces aj - -+ apnMmpi2 € 1
c1e  Cplntz = (a1,my)--- (an, M) (@nt2, Mn42)
= < U, Z ai - anmz> (0, mp42)
= (0,ay--- anmn+2) € 0(+)1,

por lo que 0(+)7 es ideal (n + 1)-absorbente de R.
Mostraremos ahora que 0(4)I no es ideal n-absorbente de R. Dado que
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I no es ideal (n — 1)-absorbente de D, existen dy,...,d, € D tales que
dy ---dy € I pero ningiin subproducto propio pertenece a I, nétese ademés
que esto implica que d; # 0 para todo j, pues si d; = 0 para algun j entonces,
para todo i € N, \ {j} se tendria que H d; =0 € I lo cual es imposible. De

1£i
esta manera 1 = (d1,0),..., 2, = (dy,0), 2,41 = (0,1) € D(+)D = R son

tales que

Tl TpIntl = (dl,O) cee (dn,O) (
(dl e dna 0) (07 1)
= (0,dy---dy) € O(+)T

0,1)

Sin embargo, es claro que 1 -+ x, = (dy - - dy,0) € 0(+)I y que, para todo
j=1...n, (x1---Zj - xp) Tnp1 = (O,dl---c/ig--'dn) ¢ 0(+)I, por lo que
0(+)I no es n-absorbente y por tanto wgr (0(+)I) =n+1=wp(I) + 1.

Si p € Spec(D) entonces wp(p) = 1, asi que, por lo demostrado anterior-
mente, se tiene que 0(+)p es ideal 2-absorbente de R. ]

El siguiente ejemplo ilustra el teorema anterior.

Ejemplo 9. Sea R = Z(+)Z. Observe que, como Z es dominio entero,
0 € Spec(Z) y, por el lema 3.44, 0(+)Z € Spec(R).

1. Sea I = py---pnZ, donde p1,...,p, € Z son primos no necesariamente
distintos. De 4 del teorema 3.3 se tiene que I es un ideal n-absorbente
de Z. Este ideal no es (n—1)-absorbente por la observacién 5, de donde
wz(I) = ny, del teorema 3.45, wr(0(+)I) =n + 1.

2. Sea I un ideal p-primario de un anillo T tal que p™ C I para algin
m € N. Si I es un ideal n-absorbente de T' que no es (n—1)-absorbente
entonces, por el teorema 3.26, wr(I) = n < m. Sin embargo, para cada
n € N, n > 2, por el inciso anterior, el ideal I, = 0(+)p1 - pp—1Z de
R es tal que wg (I,) = n, ademés p = /I, = 0(+)Z € Spec(R) y
p? C I,,, de donde I,, no es p-primario si n > 3.

El siguiente ejemplo, ademas de ilustrar el teorema 3.45, muestra que la
desigualdad del teorema 3.31 puede ser estricta para todo z € /T \ I

Ejemplo 10. Sea R = Z(+)Z. Como en el ejemplo anterior se tiene que
0(+)Z € Spec(R).
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1. Si p € Z es un primo positivo entonces pZ es ideal primo de Z. Sea
J = 0(+)pZ. Observe que v/J = 0(+)Z por lo que J no es radical.
Sea x € v/J \ J. Vamos a mostrar que (J :g =) = (pZ)(+)Z. Note que
(pZ)(+)Z € Spec(R) por el lema 3.44. Supongamos que = = (a,m).
Dado que z € V/J se tiene que @ = 0 y, como = ¢ J, m ¢ pZ. Sea
y = (byn) € (J:gx). Se tiene entonces que (0,bm) = xzy € J =
0(+)pZ, de donde b € pZ, por lo que y = (b,n) € (pZ)(+)Z. Para ver
la otra contencién, sea y = (rp,n) € (pZ)(+)Z. Se tiene entonces que
xy = (0,7pm) € 0(+)pZ = J y asi y € (J :g x). Con esto

wr(J rx)=wr((PZ)(+)Z) =1 < 2 =wpr(J).

2. Si p1,p2 € Z son primos distintos, dado que Z es un DIP, wy, (p1p2Z) =
2, asi que por el teorema 3.45, J = 0(4)p1p2Z es un ideal de R tal que
wr (0(4+)p1p2Z) = 3. No es dificil verificar que v/.J = 0(+)Z, por lo que
J no es radical. Sea = = (0,n) € v/J \ J y note que n ¢ pip2Z. Para
los casos: n € Z\ (p1Z U paZ), n € poZL\ pip2Zy n € piZ\ pip2Z, se
tienen las siguientes afirmaciones, siendo las tltimas dos andlogas.

a) Sin € Z\ (p1Z U psZ) entonces (J :g x) = (p1p2Z) (+)Z.
Dado y = (a,b) € (J :g ) tenemos (0,an) = (a,b)(0,n) = yx €
J = 0(+)p1p2Z, de donde na € p1psZ C p17Z y entonces a € p1Z
pues n ¢ piZ. De manera andloga se tiene también que a €
p2Z. Dado que p1, p2 son distintos, se sigue que a € py1psZ y por
tanto y = (a,b) € (p1p2Z) (+)Z. Reciprocamente, si (pipar,b) €
(p1p2Z) (+)Z entonces

(p1p2r,b) x = (p1p2r, b) (0,n) = (0,p1pern) € O(+)p1p2Z = J,

de donde (p1por,b) € (J :g ).

b) Sin € poZ\p1p2Z entonces (J :gp x) = (p1Z) (+)Z. Siy = (a,b) €
(J :r x) entonces (0,an) = yzr € J = 0(+)pip2Z y asi an €
p1p2Z C p1Z, de donde a € p1Z pues n ¢ p1p2Z. De esta manera
y = (a,b) € (;mZ) (+)Z. Para ver la otra contencién sea (pir,b) €
(1Z) (+)Z. Se tiene entonces que (pir,b)x = (p171,b) (0,n) =
(0,p1rn) C 0(4)p1p2Z pues n € poZ.

¢) Sin € p1Z\ p1p2Z entonces (J :g x) = (p2Z) (+)Z.

Observe que estos ideales no estan ordenados linealmente.

Antes de terminar haremos una tltima observacién. Por la proposicion
2.3, o bien, por la observacién 5, se tiene que wyz (p1p2Z) = 2, ademés
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wz, (p1Z) = wyz, (p2Z) = 1, asi que usando el lema 3.44 tenemos que para
todo z € vV J\ J, wr (J:rx) = 2, 0 bien, wg (J :g *) = 1, mientras
que wr(J) = 3, es decir, wg (J :g ) < wr(J) para todo z € V/.J \ J.

Los teoremas 2.13 y 2.15 dicen que si I es un ideal 2-absorbente de anillo
R que no es radical entonces (I :g ) € Spec(R) para todo 2 € VI\ Iy
ademds {(I :g ¥)},. JT\7 €8 un conjunto totalmente ordenado, sin embargo,
el ejemplo anterior muestra que esto no es necesariamente cierto si I es un
ideal n-absorbente de R y n > 3.

Sean T' una extension del dominio entero D y R = D(+)T. Si p €
Spec(D), no necesariamente es cierto que 0(+)p es un ideal 2-absorbente de
R. Tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11. Si R = Z(+)Q entonces I = 0(+)2Z es un ideal de R con
wR(I) = OQ.

Demostracion. I esideal de R por el inciso 3 de la proposiciéon 3.43. Observe
que I ¢ Spec(R) pues (0,1)2 = (0,0) € I pero (0,1) ¢ I. Supongamos que
I es m-absorbente para algin m € N, m > 1. Para cada ¢ = 1,...,m, sea
;i =(2,0) y Typy1 = (O, 27%1) entonces

1
Tl Tm+l = (27 O)m (07 2m—1>

1
0’ 2m—1>

= (0,2) el

- (2m’ 0)

pero ry - Tm = (Qm,(]) ¢ I Yy xo:Tmy1 = (2m—1’0) (Oa Qm%l) = (07 1) ¢
I, de donde I no es m-absorbente. Esto muestra que wr(I) = co. En parti-
cular I no es 2-absorbente, aunque 2Z es ideal primo de Z. O

Consideraremos ahora extensiones de ideales n-absorbentes en el anillo
de polinomios R[z].
Teorema 3.46. Sea I un ideal R. Se tiene que (I, x) es ideal n-absorbente de
R[z] si y solo si I es ideal n-absorbente de R, ademas wg(,) (I, 7)) = wr(l).

Demostracién. Por 2 del corolario 3.9 se tiene que (I, x) es ideal n-absor-
bente de R[z] siy solo si (I,z)/zR[x] es ideal n-absorbente de R[z]/xR[z];
es decir si y solo si I es ideal n-absorbente de R. De esta manera

WRlz] (1, 7)) = WRw)/2Rl2) (L, 2) [2R[x]) = wr(]).
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Para un ideal I de R se define
Iz] = {ag+ a1z + -+ a2 € Rlz] : n € Nya; € I'}.

No es dificil verificar que, bajo el morfismo natural de anillos ¢ : R — RJ[z],
I[x] = I¢, donde I¢ es el ideal generado por 1(I) en R[z]. Si se define ahora
la funcién

¢ Rlz] — (R/I) [x]

mediante ag + a1z + - +apz™ — (ap+ 1)+ (a1 + Dz + -+ (an + ) 2",
se tiene que ¢ es un epimorfismo de anillos con ker ¢ = I[z], de donde
Rlz]/I[x] = (R/I)]z]. Se sigue que I[z] € Spec(R[z]) si y solo si [ €
Spec(R).

El siguiente objetivo es mostrar la afirmacién equivalente para ideales
2-absorbentes (teorema 3.52) y los lemas 3.48, 3.49, 3.50 y 3.51 permitiran
alcanzar el objetivo. El siguiente lema hara uso de algunas propiedades de
la extensiéon de un ideal. Aunque la extensién de un ideal satisface varias
propiedades importantes e interesantes, usaremos especificamente un par de
ellas, las cuales pueden encontrarse en la pagina 12 de [3].

Proposicion 3.47. Sea f : R — T un morfismo de anillos y sean I, J
ideales de R. Se cumplen las siguientes relaciones

1. (IJ)e =1I¢Je.
2. (\/T)e c VIe.
Lema 3.48. Sea I un ideal de R tal que I C /1.

1. Si VI = p € Spec(R) entonces /I[z] = p[x] y por tanto /I[x] €
Spec (R][z]).

2. Si VI =yp;Npsy pipe C I, donde p1,ps € Ming(I) son distintos,
entonces \/I[z] = p1[z] N p2[z] y pa[a]pa[2] C I[z].

Demostracion.

1. Dado que I C p entonces I[z] = I¢ C p¢ = p[z]. Por otro lado, como
p[x] = p, por 2 de la proposicién 3.47 se tiene

pla] = p° = (VI)" c VIe = \/1]a].
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2. Observe primero que p1[z], p2[x] € Spec (R[z]) al ser p1,ps € Spec(R).
Como I C p; entonces I[x] C pi[z], de donde \/I[x] C \/p1[z] = p1]].
De manera analoga /I[x] C peo[z], y por tanto \/I[z] C p1[x] N pa[x].
Para la otra contencién, si f = ag + a1z + - -+ + apz™ € p1[z] N paz]
entonces a; € p1Nps = VI paratodo j =0,...,n,asique f € VI[z] =
(1) < i it
So6lo hace falta ver que pi[z|p2[z] C I[z], pero esto también es claro
pues, como pi1p2 C I, de 1 de la proposicion 3.47 se sigue

p1[z]pa[z] = pips = (p1p2)° C I¢ = I[z].
O

Lema 3.49. Sean I un ideal de R que no es radical. Para todo g € \/I[z]\
I[x] existe g € (\/j [x]) \ I[z] tal que g — g € I[x]; consecuentemente

(I 2] :Ria) 9) = (I 2] : R ?J)-

Demostracidn. Sea g = ag + a1z + -+ + apma™ € /I[z] \ I[z]. Definimos
J={j:a; ¢ I}. Note que J # () pues g ¢ I. Sea f' = Zajx], claramente
i¢J

[’ € I[x]. Definimos g = g — f’; es rutinario verificar que (I 2] : Ra): g) =
(I[x] Rla] g). Vamos a mostrar que § € (\/j[x]) \ I[z]. Supongamos que § =
ag+arx+---+apa™ € \/I[z]\ I]x] es tal que aj ¢ I para todo j =0,...,n.
Como g € \/I[z], se tiene que g™ € [[z] para algin m; € N. Mostraremos
que a; € V1 para todo j = 0, ...,n. Ahora bien §™ = ay't + gy para algin
g1 € R[z], de donde a{" € I y asf ag € V/I. Con esto

x(a1+a2x+‘-~+anx”*1):g—age\/m,

si hacemos g2 = a1 + asx + - - - + a, 2" tenemos que
™ gy € Ix] (3.12)

para algin mo € N . Dado que el coeficiente de ™2 es 1, se tiene que los
coeficientes de 2™2 g5 son precisamente los coeficientes de g5'%, asi que de
(3.12) se tiene que a]™® € I 'y ay € V1.

Supongamos que hy = ag + a1z + - + agz® € /I[z] \ I[z], para algin
0<k<mn,yqueag,...,a € V1. Mostraremos que ap41 € V1. Tenemos
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$k+1gk+l =g — hk; S \/m, donde gk+1 = ak+1 + ak+293 + o+ anxn—k—l‘
Observe que el término independiente de gi11 es agr1. Como antes

m(kﬂ)m’““g,ﬁ“fl € I[x]

para algin mgy1 € N; los coeficientes de x(k“)mk“g,::ff ! coinciden con los

coeficientes de g;n_ff ' y por la relacién anterior el término independiente de

gt pertenece a I, es decir ay " € I, de donde ajy1 € V1. O
Lema 3.50. Sea I un ideal de R y supongamos que =,y € R son tales que
x+y € l. Se tiene que (I :z) = (I : y).

Demostracion. Si a € (I : x) entonces ax € I y como x + y € I se cumple
también ax + ay € I, asi que ay € I; es decir a € (I : y).
La otra contencion es analoga. O

Lema 3.51. Sea I un ideal de R que no es radical tal que (I :g x) € Spec(R)
para todo z € v/I\ I y supongamos que f € (\ﬁ\[) [x]; es decir, f es un
polinomio cuyos coeficientes pertenecen a /I \ I. Dado g = by + b1z + - - - +
byx™ € R|x], se tiene que g € (I[:c]  Rla] f) si y solo si b; € (I[:p] Rla] f)
para cada j =0,...,m.

Demostracion. Supongamos que f = ag + a1x + - -+ + a,z". Es claro que

g € (1[2] iy f) si by € (I[a] ipg £) -

Antes de mostrar la afirmacién reciproca, notemos que, como a; € I\ I

entonces (I :r a;) € Spec(R) para todo i =0,...,n.

Supongamos que g € (I (2] ‘R[] f), es decir gf € I[x]. Mostraremos por

induccién que bga; € I para todo i = 1,...,n. Sabemos que fg = cha:l,
l

donde ¢; = Z a;b;j, y como fg € I[x] entonces
i+j=l

c = Z aibj el, (3.13)
i+j=l

esto para todo [, de donde agby = ¢y € I. Para ver que bgpa; € I, observe
que biag + bpar = ¢1 € I, asi que por el lema 3.50 se tiene que (I :g brag) =
(I :g bpay), ahora bien by (biag) = by (bpag) € I pues bpay € I, con esto
by € (I ‘R blao) = (I ‘R boal), asi bg S (I ‘R al), de donde by € (I ‘R al)
pues (I :g a1) € Spec(R), por lo que bpa; € I. Ahora, sea h € N, h < n, tal
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que boa; € I para todo ! € {0,...,h}. Veamos que bpap11 € I. De la relacion
(3.13) tenemos

bhy1ao 4+ bpar + -+ + brap + boan+1 = cpy1 €1

Sit = bpyria0 + bpai + - - - + bray, entonces t + bpap4+1 € I, por el lema 3.50
(I :gt)=(I:R boapy1). Dado que bpag, boa, - . .,bpan € I entonces

bot = bo (bp+1a0 + brai + -+ -+ biay)
= bp11 (boao) + by, (boal) + -4 b (boah) cl

de donde by € (I :rt) = (I :g boap11); es decir b3 € (I :g apy1) y por tanto

boah_H el.
Supongamos ahora que bga;, ...,bra; € I para algin k tal que 0 < k <
m y para todo ¢ = 0,1,...,n. Mostraremos que biyi1a; € I para todo 1.

Nuevamente de la relacién (3.13) se tiene que

br+1ao + bray + - - 4+ brag + boar41 = cx41 € 1

pero por hipétesis bgai,...,bpagr1 € I, de donde se tiene que byiia9 € I;
esto muestra que by € ([ :gag). Sea h € N, h < n—k — 1, tal que
bry1a; € I para todo I € {0,...,h}. Debemos ver que biiiapy1 € I. De la

relacion usada anteriormente se tiene que

boagini2 + -+ bgapyo + bpr1anr1 + brpoan + -+ bpypi200 = Cpppi2 €1

y como bja; € I para todo j € {0,...,k} y para todo ¢, de la relacién
anterior se tiene que byt1ap4+1 +bpr2an+- - - +bprhi2a0 = Cprptr2 € I. Como

antes, definimos t := bgyoap + - -+ + bgrpioap y entonces t + byriap41 €
I y nuevamente por el lema 3.50 tenemos (I :gt) = (I :g bxyri1ap+1). Por
hipétesis de induccién biayp, ..., brag € I, asi que

brp1t = by (bry2an + -+ + bprni2a0)

= bpyo (bps1an) + -+ + bpyni2 (bry1a0) € 1.

Se sigue que bi11 € (I :g t) y por tanto b%H € (I :g aps1), de donde bgq €
(I :gaps)- O

Teorema 3.52. Dado un ideal I de un anillo R, se tiene que I[z] es ideal
2-absorbente de R[z] siy solo si I es ideal 2-absorbente de R.
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Demostracion. Si I[z] es ideal 2-absorbente de R[z]|, por el primer inciso
del corolario 3.9 se tiene que I = I[x] N R es ideal 2-absorbente de R.
Reciprocamente, supongamos que I es ideal 2-absorbente de R. Dado que
I[x] € Spec(R[z]) si y solo si I € Spec(R), podemos suponer que I ¢
Spec(R). Por el teorema 2.12 se tiene que I = p y p?> C I para algin
p € Spec(R), o bien, VI = p1Npa, p1p2 C I 'y (\/f)2 C I, donde Ming(I) =
{p1,p2} con p; # pa, de donde, por el lema 3.48, se tiene en particular
que /T[z] = p[z], o bien, /Tz] = pi[z] N p2[z] y p1falpefz] C I[z]. En
cualquier caso es evidente que I[z] no es radical. Debido a los teoremas
2.16 y 2.17 basta mostrar que para todo f € /I[z]\ I[z] se tiene que
(I [2] R f) € Spec (R[z]) para concluir que I[z] es ideal 2-absorbente de
R[z]. Sea f = ap+ a1z +- - +anz™ € /I[z]\ I[z], por el lema 3.49 podemos
suponer que a; € /1 \ I para todo i = 0,...,n. Por los teoremas 2.13 y
2.15 el conjunto {({ :g a;) : i =0,...,n} estd ordenado linealmente, asi que
existe k, 0 < k < n, tal que (I :rar) C (I :r a;) para todo i = 0,...,n.
Dado que I es 2-absorbente v a; € V1 \ I, por los teoremas 2.16 y 2.17
(I :g ag) € Spec(R) y por tanto (I :r ay)[z] € Spec (R[z]). Mostraremos
ahora que (I[az] 'Rla] f) = ([:pag)[x]. Si g = by +bix+ -+ bpz™ €
(I :r ay) [z] entonces

fg= Z ( Z aibj) 2!

1 \i+j=l

Como ademas b; € (I :g ai) C (I :g a;) entonces a;b; € I para todos i =
0,...,n,7=0,...,m; se sigue que fg € I[z] y asi g € (I[x] R[] f) Falta
ver que (I[:U] ' Rla] f) C (I :gr ag) [z]. Para esto sea g = bg+bjx+- - -+bya™ €

(I[:c] Rla] f) Por el lema 3.51 tenemos que b; € (I[x] Rla] f); es decir,
a;b; € I. Con esto b; € (I :g a;) para todos i =0,...,n, j =0,...,m, en
particular b; € (I :g ay), de donde g € (I :g a) [x]. O

Hasta este punto, sabemos que para n = 1,2 la afirmacién siguiente es
cierta:
I[z] es ideal n-absorbente de R[x] si y solo si I es ideal n-absorbente de R.

Notese que, para cualquier n € N, la ida siempre es cierta por 1 del
corolario 3.9, asi que se tiene la conjetura de que la afirmacién anterior
es cierta para todo n € N. Aunque atin no se tiene una prueba de esta
afirmacion en general, avances recientes y soluciones parciales de ella pueden
encontrarse en [8], [12] y [15].
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La ultima parte de esta seccion esta dedicada a estudiar los ideales n-
absorbentes de cierta clase de anillos; en la literatura estos anillos son co-
nocidos como la "D + m construcciéon'. Supongamos que T es un dominio
entero que puede escribirse en la forma 1" = k£ + m, donde k es un subanillo
de T que ademads es campo y m € Max(7') es no nulo. Si D es un subanillo
de k, con Q(D) = k, entonces R = D + m es un subanillo de T y es tal
que Q(R) = Q(T), es decir, Ry T tienen el mismo campo de cocientes. Es
claro que Q(R) C Q(T). Para ver la otra contencién necesitamos el siguiente
lema.

Lema 3.53. Sea R = D + m un subanillo de T = k + m, donde D es un
subanillo del campo k y Q(D) = k. Para cada = € T existe ¢ € k\ {0} tal
que cx € R.

Demostracion. Como x € T entonces © = a + m donde @ € k' y m € m.
Sia =0 entonces ¢c =1 € k\ {0} es tal que cx = =m € m C R. Si
a # 0 entonces a es unidad en k, en este caso ¢ = a~! € k\ {0} es tal que
cx=1+cm e R. O

Para mostrar que Q(T') C Q(R), sea T e Q(T), donde z,y € T'y y # 0.
)

Por el lema anterior existen c1,co € k\ {0} tales que c1z,coy € R, de esta
manera ¢ = cicg € k \ {0} es tal que cx,cy € Ry asi

x cxr c2
TS AT Q) QR) C Q(R)
Y cy c1 2y
El primer resultado exhibe a los ideales n-absorbentes de R = D +m
que contienen a m.

Lema 3.54. Sea T'= k + m un domino entero, donde k£ es un subanillo de
T que ademads es campo y m € Max(7T') es no nulo de 7', y sea R = D+m un
subanillo de T', donde D es un subanillo de k. Dado un ideal I de D, se tiene
que I + m es ideal n-absorbente de R si y solo si I es ideal n-absorbente de
D; més atn wg (I +m) = wp(I).

Demostracion. De la segunda parte del corolario 3.9 tenemos que I + m es
ideal n-absorbente de R siy solo si I + m/m es ideal n-absorbente de R/m,
es decir, si y solo si I es ideal n-absorbente de D.

Del mismo resultado se sigue que wg (I +m) = wp(I). O

PRECAUCION.
Es importante mencionar que aunque m es ideal maximal de T'= k + m, no
lo es necesariamente en R = D + m, donde D es subanillo de k. Si D es un
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dominio entero que no es un campo entonces R/m = D y por tanto m no es
ideal maximal de R. Por otro lado, es claro que si D es un subanillo de &
que ademas es campo entonces m si es ideal maximal de R.

Quizé el ejemplo mas sencillo de estos anillos es k[[z]], el anillo de series
de potencias con coeficientes en un campo k, es claro que k[[z]] = k+ zk[[z]]
y que zk[[z]] € Max (k[[x]]) es no nulo, de hecho estos anillos serdn el objeto
de estudio de esta ultima parte.

En el siguiente lema se caracterizan los ideales de R = D + xk[[z]] que
son comparables respecto a la inclusién con zk[[z]]. Supondremos que R =
D + xk|[[z]] es subanillo de T' = k + zk[[z]], donde D es un subanillo del
campo k.

Lema 3.55.

1. Los ideales de R que contienen a zk[[z]] son de la forma I + zk[[z]],
donde I es un ideal de D.

2. Los ideales no nulos de R que estan contenidos en xk[[x]] son de la
forma Wz + 2""1k[[z]], donde W es un D-submédulo de k y n € N.

Demostracion.

1. Es claro que si I + xk[[z]] es un ideal de R etonces zk[[z]] C I. Sea
J un ideal de R y consideremos al subconjunto de D definido por
I; = {a € D: existe h € zk[[z]] tal que a + h € J}. Es claro que I;
es un ideal de D y ademés J = Ij + xkl[z]].

2. Sea J un ideal no nulo de R contenido en m = zk[[z]]. Recordemos
que, si f = Z anz™ € k[[z]] entonces el oden de f estda definido

neNU{0}
por

ord(f) =min{n e NU{0} : a, # 0y a; = 0 para todo j < n}.

Sea N = min{ord(f): f € J}. Observe que N > 1 pues J C m.
Ahora bien, dado f € J, podemos escribir f = ayz™ + ayp1zV T +
an422¥N T2 4+ ... donde ay € k puede ser cero. Definimos

W = {a € k : existe g € k[[z]] tal que az™ +2N*lg € J}.

Es claro que W es un grupo aditivo abeliano y que es cerrado bajo
multiplicacién por elementos de D, por lo que W es un D-subméddulo
de k. Tenemos entonces que J C Wz + 2V F1k[[z]]. Veamos que de
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hecho se da la igualdad. Sea p € Wa¥ + 2N *1k[[z]]. Se tiene enton-
ces que p = wr’¥ + 2N f para algunos w € Wy f € k[[z]]. Como
w € W existe h € k[[z]] tal que g = wz™ + 2N*1h € J, de donde

(wajN + 2N +1h) R C J. Mostraremos primero que wz € J mostran-

do que waN € (wa + xN‘Hh) R. Tenemos

g =wz + 2V h = waN + b 4 b N2 e T

donde podemos suponer que by # 0. Buscamos F' = ag + a1z + ax? +
azxz® +--- € R tal que Fg = wa', es decir

(ao+a1x+a2m2+-~~>(w+box+b1x2+b2x3+---):w.

Si w = 0 tomamos F' = 0. Supongamos que w # 0. Los coeficientes

ag € Dy ay,as,as, - € k deben satisfacer las siguientes relaciones
apw = w
apbp +aiw = 0
apb1 + a1bg + was = 0
apby + a1by + asbp +azw = 0

De este modo ag = 1 y las demés ecuaciones son ecuaciones lineales
que se pueden ir resolviendo recursivamente, por lo que tienen soluciéon
tnica en k. Se sigue que wz € J. Ahora bien, wzN + zNtlh =
g € J y como ya vimos que wa’ € J se sigue que zVth € J.
Ahora mostraremos que V11 € J mostrando nuevamente que 2Vt €
(wa:N + l‘N+1h) R. Como antes, buscamos G = cg+ci1z+cpx’+--- €

N+1 - es decir

R tal que Gg ==«
(co Tzt o - ) (wa T boz VL 4 by N2 ) — N+
Si w = 0 tenemos que resolver

(c0+c1x+c2az2+~-)(b0+b1x+ng2~--):1,

pero como by # 0 entonces h es unidad de k[[z]] y asi G = h~!. En el
caso en el que w # 0 debemos resolver

(co+clx+02x2+-~)(w+boa:+b1m2+~--):a;
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de donde se tienen las siguientes ecuaciones
cow =
coby +wep =
cob1 + c1bg + cow =

o O = O

coby + c1b1 + cabg + csw =

Se sigue que ¢y = 0, ¢; = 1/w y las demés ecuaciones se van resolviendo
recursivamente, por lo que todas tienen solucién en k. Lo anterior
muestra que 2Vt € J y asi p = waN + 2N TLf € J.

O

Lema 3.56. Sea n € N. Si R = D + xk[[z]] es subanillo de T' = k + zk[[z]]
entonces wr (z"k[[z]]) = wr (z"k[[z]]) = n.

Demostracion. Observe que m"” = z"k[[z]] C R. Por 1 del corolario 3.9
se tiene que wr (M") = wr (RNm") < wr(m™) = n, la dltima igualdad
debido a que m es un ideal maximal de T tal que m"*! C m”. Falta ver
que wr (M™) > 0. Como wyp (m™) = n, existen Fy,...,F, € T tales que
F---F, € m" pero Fll/*”;Fn ¢ m” para todo j € N,. Por el le-
ma 3.53, existen ci,...,¢, € k\ {0} tales que f; = ¢;F; € R, ademés
fi-++ fn_€ m". Si pasara que fl---ﬁ--~fn € m" entonces Fy -+ F,...F, =

cl_lu'cl-_l-~c;1f1-~fi~-fn € m", lo cual no es posible. Se sigue que

wgr (M™) = n. O

En el siguiente teorema usaremos el hecho de que el anillo k[[z]] es domi-
nio de valuacién discreta. Este hecho es sencillo de verificar como veremos
a continuacién. Sea

L= {Z apz” ia, €ky {n€Z:a, # 0} estd acotado inferiormente}
neL

y sea K = L U {0}. Es claro que K es anillo y de hecho es campo pues
si f= Z anz" € L entonces existe N € Z tal que f = zVg, para algtin

neEL
g € k[[z]] con término independiente no nulo. Se sigue que g es unidad en

k[[z]] y por tanto 27N g~! es el inverso de f. Se tiene ademds que el campo
de cocientes de k[[z]] es K. Definiendo v : L — Z mediante

Zana:” — min{n € Z: a,, # 0}
ne’
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se tiene que v es una valuacion discreta para L.
El tinico ideal maximal de k[[z]] es zk[[z]] y por la proposicién A.7 todo
ideal propio no nulo de k[[z]] es una potencia natural de xkl[[z]].

Teorema 3.57. Sean D un subanillo del campo k' y R = D + xk[[x]].

1.

Si D es campo entonces todo ideal propio de R es ideal n-absorbente
para algin n € N.

. Si D es subanillo propio de k con Q(D) = k, entonces los ideales

n-absorbentes no nulos de R tienen alguna de las siguientes formas:

a) I + xk[[z]], donde I es ideal n-absorbente de D.
b) z™k[[z]], donde m € N,,.

Ademas wg (I + zk[[z]]) = wp(I) y wgr (z™k[[z]]) = m.

Demostracion.

1.

Si D = k entonces R = k+azk[[z]] = k[[z]] y por el comentario previo a
este teorema todo ideal propio no nulo de R es de la forma 2" k[[z]] para
algiin n € N, por lo que es ideal n-absorbente. Supongamos entonces
que D es un subcampo propio de k. Observe que R = D + zkl[[z]] es
anillo local con tnico maximal m = zk[[z]]. Si I es un ideal propio
no nulo de R, por el lema 3.55 se tiene que I = Wax™ + 2" 1k[[x]]
para algin n € N y algtin D-submédulo W de k. Ahora bien, m"t! =
" E[[z]] € I, de donde m C /T y como m € Max(R) se sigue que

I = m, de donde I es m-primario, y como m"*t! C I, del teorema
3.26 concluimos que I es (n + 1)-absorbente.

. Supongamos que D C k'y Q(D) = k, de esta manera D C Q(D) = k.

Si J es un ideal n-absorbente de R entonces J es comparable con m =
xk[[z]]. Sim C J entonces J = I+zk[[z]] para algin ideal I de D. Dado
que I +xk|[[x]] es ideal n-absorbente de R, por el lema 3.54 se tiene que
I es ideal n-absorbente de D y terminamos. Podemos suponer entonces
que J C m. Por el lema 3.55 se tiene que J = Wa™ + 2™ 1k[[z]], para
algin D-submoédulo W de k y algin m € N. Si W C k, existen a,d €

D, a,d # 0 tales que a € W pero % ¢ W y de hecho, por induccién se

a
tiene que 7 ¢ W para todo i € N. Observe ahora que para cada i € N

di
d' ¢ J, por lo que J no es ideal i-absorbente de R para todo i € N,

se tiene que d* (a:cm> = ax™ € J, pero g:z:m = d! (me> ¢Jy
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lo cual es una contradiccion. Concluimos entonces que W = k y asi
J = 2™k[[z]]. Dado que zk[[z]] es ideal maximal de R se sigue que J
es ideal m-absorbente, con 1 < m < n.

Por el lema 3.54 tenemos wr (I + xk[[z]]) = wp(I) y por el lema 3.56
se tiene wr (M) = m.

O]

El siguiente ejemplo ilustra los dos casos del teorema anterior.
Ejemplo 12.

1. Sea R = Q + zR][z]]. Observe que R es anillo local con tnico ideal
maximal m = zR[[z]]. Si I es un ideal propio no nulo de R entonces
I = Wa"+2" " R][z]] para algin Q-subespacio W de R y algtin n € N.
Como en la pruebla del teorema anterior, se tiene que I es ideal m-
primario de Ry wr(l) <n+1. Si W =R entonces I = 2"R[[z]] y asi
wr(I) =n,ysi W # R, se tiene que wr(I) = n + 1; para ver esto, sea
a€eR\W,cona>0,ysea f§ = an. Observe que (Bx)"*t e T pero
(Bx)" = az™ ¢ I.

2. Sea R = Z + xQ][z]]. El ideal I = 2R = Zx + 2?Q[[z]] no es ideaal
n-absorbente para todo n € N. En efecto, si suponemos que I es m-

x
absorbente para algin m € N, tenemos que 2™ <2m> = € I, pero

1
2m ¢ Iy 2% ¢1.
Por el inciso 2 del teorema 3.57 un ideal n-absorbente no nulo de R
tiene alguna de las siguientes formas:

a) I = pt* - p™Z + 2Q|[z]], donde p1,...,ps € Z son primos y
ni,...,ns € N son tales que ny + --- + ns = n.

b) I = 2™Q|[x]], donde m € N,,.
Ademés wr (I1) =n1+ -+ +ns =ny wg(lz) =m.

3. Sea D un subanillo de un campo k con D C Q(D) = F C k. Los ideales
no nulos de R = D + zk[[z]] contenidos en xk[[x]] tienen la forma I =
Wa™ + 2™ E[[z]] para algin D-submédulo W de k y algtin m € N.
Si W C k entonces I puede o no ser ideal n-absorbente de R para
algtin n € N. Por ejemplo, si [} = Dz + 22k[[z]] e Iy = Fx + 22k[[x]]
entonces wr (I1) = 00 y wgr (I2) = 2.
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Demostracion. Supongamos que I; es ideal n-absorbente para algin
a
n € N. Existen a,b € D, a,b # 0, tales que 7 € F\ D. Observe que

b\" (a™ \ b\" a
. b—n$ =ux € I, pero . ¢y gaz ¢ I;. Esto muestra que

wr (I1) = occ.

Veamos ahora que Iy es ideal 2-absorbente de R. Sean f,g,h € R
tales que fgh € I». Supongamos que ag, by, ¢y son los términos inde-
pendientes de f, g, h respectivamente. Notese que fgh € Is implica
aobpcy = 0 y dado que D es dominio entero podemos suponer que
co = 0. Con esto h = cx + 22k’ para algunos ¢ € D C k y h' € k[[z]],
de donde h € I. Se sigue que gh € I y por tanto Is es ideal 2-
absorbente de R. Por ltimo veamos que I ¢ Spec(R). Por hipétesis,
existe a € k '\ F', observe que en particular se tiene a # 0. Ahora bien
(ax) - % =1z € I pero aw,% ¢ I, lo que muestra que Is ¢ Spec(R) y
por tanto wg (I3) = 2. O

3.3. Ideales n-absorbentes en anillos especificos

Esta seccién estd dedicada a estudiar ideales n-absorbentes en varias
clases especiales de anillos conmutativos. Comenzaremos caracterizando los
dominios de Dedekind en términos de sus ideales n-absorbentes (ver teorema
3.59). Recordemos que un dominio entero noetheriano de dimensién uno
es un dominio de Dedekind si es enteramente cerrado. Observe que en un
dominio de Dedekind todo ideal primo no nulo es maximal. En [16, teorema
13, p.275] se muestra que un dominio entero R es un dominio de Dedekind
si y solo si cada ideal no nulo de R se puede escribir como producto (finito)
de ideales primos. Usando esta definicién alternativa, en [13, teorema 6.20,
p.137] se presenta una lista en la cual se caracterizan a los dominios de
Dedekind de entre todos los dominios enteros noetherianos y aunque esta
lista es larga, sélo presentamos aquellas que ayudan en la prueba del teorema
3.59.

Teorema 3.58. [13, teorema 6.20, p.137] Si R es un dominio entero noe-
theriano entonces las siguientes afirmaciones son quivalentes:

1. R es un dominio de Dedekind.

2. Si I,J, K son ideales de R tales que IK = JK y K # 0 entonces
I=1J.
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3. Para cada m € Max(R) se tiene que, si J es un ideal de R tal que

m? C J C m entonces J = m o bien J = m2.

Teorema 3.59. Sea R un dominio entero noetheriano. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. R es dominio de Dedekind.

2. Si I es un ideal n-absorbente no nulo de R entonces I = my---m,,
para algunos my, ..., m,, € Max(R) y m € N,,.

Ademas, si I = my---m,, donde my,...,m, € Max(R) y R es dominio de
Dedekind R que no es un campo, entonces w(I) = n.

Demostracion.

1.=2. Si I es un ideal n-absorbente no nulo de R en particular es propio,
por lo que I = p; - - p,, para algunos pi, ..., P, € Spec(R). Dado que
I # 0 se tiene que p; # 0 para todo j y por tanto p; € Max(R). Ahora
bien, si m € Max(R) es no nulo entonces m"*! C m™ por el teorema
3.58 y por el lema 3.16, w (m™) = n. De esta manera, si escribimos
I=p!" ---pZ’“, donde nq,...,ni € N son tales que n; + -+ - +ng = m,
por el corolario 3.40 tenemos que w(I) = m y por tanto m < n.

2.=1. Sea m € Max(R). Observe primero que si J es un idel de R tal que
m2 C J C m entonces v.J = m, por lo que J es m-primario, como
ademds m? C J, del teorema 2.21 se sigue que J es 2-absorbente, asi
que por hipoétesis se tiene que J = m; o bien J = mymsy para algunos

mp, My € Max(R).

- Caso 1. J = my. En este caso tenemos m; = J C m y como mj es
maximal se sigue que J = m; = m.

- Caso 2. J = mymy. En este caso mymg = J C m y por el teorema
1.11 podemos suponer que m; C m, pero entonces m; = m pues
my es maximal. Ahora bien, m = NI Jymimy = /mmy =

mNmo, de donde m C my y por tanto m = ms. Con esto J = m2.

Lo anterior muestra que J = m o bien J = m?. Por el teorema 3.58 se
sigue que R es dominio de Dedekind.

Para terminar, si R es un dominio de Dedekind que no es un campo e

I'=my---m, =m{" - -m* es un ideal de R, donde my,...,m; € Max(R)
son distintos y n1,...,nt € N son tales que n; + --- + ny = n, como en la
prueba de 1.=2. se tiene que w(l) = n. O
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El siguiente lema ayuda a caracterizar los ideales n-absorbentes de un
casi dominio de Dedekind (teorema 3.61). La definicién de estos anillos asi
como resultados necesarios acerca de estos se encuentran en el apéndice A.

Lema 3.60. Sea I un ideal propio de un anillo R tal que que Ming([) =
{my,...,mp} C Max(R) y m; # m; si ¢ # j. Supongamos que existen
ni,...,ng € N tales que Iy, = (m?l)ml SiJ =m{"---m* entonces [y = Jn
para todo m € Max(R). Consecuentemente [ = J.

Demostracién. Sea m € Max(R). Tenemos dos casos posibles para m:

- Caso 1. m # m; para todo ¢ = 1,..., k. Mostraremos en este caso que
Jw = R = In. Para todo i se tiene que m; ¢ m, por lo que, para todo
i, existe a; € m; tal que a; ¢ m. Note que a = af* ---a;* € J\m, de
donde J € m, por el inciso 1 a) del teorema A.9 se sigue que Jy = Rp.
Falta ver que I, = Rn. Observe que, si I C m existiria m;, tal que
I C my, C my de la maximalidad de m,;,, se tendria que m;, = m,
lo cual no puede ocurrir. Se sigue que I ¢ m y por el inciso 1 a) del
teorema A.9, se concluye que Iy, = Rpy.

- Caso 2. m = m,;, para algin igp € Nj. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que ¢g = 1. En este caso

ni

Ju = (gt o) = (), (g (3.14)

Note que my? - --m}* ¢ my pues m; € m; para todo j # 1, por lo que

(my? - -mp*) = Ru,. De (3.14) se sigue que Jun = (my") = In, =
I.
De los casos anteriores se concluye que I, = Jy, para todo m € Max(R). O

Teorema 3.61. Sea R un casi dominio de Dedekind y sea I un ideal propio
no nulo de R. I es ideal n-absorbente de R si y solosi I =my ---m,,, donde
my,...,my, € Max(R) y m € N,. Ademés w (my ---m,,) = m.

Demostracion. Supongamos primero que I es ideal n-absorbente de R para
algin n € N. Por el teorema 3.10 se tiene que Ming(Il) = {p1,...,px}
con k < n, por el teorema A.21, p1,...,pr € Max(R). Como R es casi
dominio de Dedekind, Ry, es anillo de valuacién noetheriano para cada i =
1,...,k, y por el teorema A.8 se concluye que R, es dominio de valuacién
discreta, observe que el tinico ideal maximal de Ry, es (p;),, . Del inciso 3 de

la proposicién A.7 tenemos que I, = ((pi)pi)m = (p;"),, para algin n; € N.
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Sea J = pi*---p*. Por el lema anterior se sigue que I = J; es decir, I es
producto de ideales maximales de R. Reciprocamente, si I = my - - - m,, para
algunos my, ..., m, € Max(R), por el teorema 3.18 se tiene que I es ideal
n-absorbente de R.

Sea m € Max(R). Si m"*! = m™, por el teorema A.21 se tendria que m = R,
lo cual no es posible. Se tiene entonces que m"*! C m” para todo n € N,
por el lema 3.16 se sigue que w (m") = n. Para terminar, si [ = my ---m,, =
my'---m* donde my,...,my € Max(R) son todos distintos y ni+- - -+nj =
m, por el corolario 3.40 se tiene que w(l) = w (M7!)+---+w (Mp*) =m. O

Hemos visto anteriormente que existen anillos que poseen ideales propios
que no son n-absorbentes para todo n € N (ver ejemplo 2). El siguiente
teorema muestra que cuando el anillo es noetheriano, cada ideal propio es
n-absorbente para algin n € N.

Teorema 3.62. Sea R un anillo noetheriano. Para cada ideal propio I de
R existe ny € N tal que I es ideal nj-absorbente de R.

Demostracion. Observe primero que si q es un ideal p-primario de R por
[17, lema 8.21, p.156] se tiene que p™ = (,/q)™" C q para algin mq € N,
y del teorema 3.26 se concluye que q es ideal mg-absorbente de R. Ahora
bien, si I es un ideal propio de R, por [17, corolario 4.35, p.78] se tiene que
I =q1N---Ngq, donde q; es ideal p;-primario. Por el comentario anterior se
tiene que q; es m -absorbente para algiin m; € Ny por el inciso 3 del teorema
3.3 tenemos que I es ideal nj-absorbente de R, donde ny = mq+---+m,.. [

Debemos aclarar que el ejemplo 6 no contradice al teorema anterior, lo
que podemos concluir entonces es que, en el inciso 1, w(I),w (p?) ,w (p3) > 2
y w(I) > 3 en el inciso 2.

El siguiente objetivo es caracterizar los ideales n-absorbentes de un anillo
de valuacién (teorema 3.65). Tenemos una definicién y un lema previos.

Definiciéon 3.63. Un anillo R es un anillo de Bézout si todo ideal finita-
mente generado de R es principal. Un dominio de Bézout es un anillo de
Bézout que ademas es un dominio entero.

Del inciso 2 de la proposicion A.4 se sigue que todo anillo de valuaciéon
es dominio de Bézout.

Lema 3.64. Si R es un anillo de Bézout, I es un ideal n-absorbente de R
v p € Spec(R) es tal que v/I = p entonces p” C I. En particular esto se
cumple si R es un anillo de valuacién.
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Demostracion. Sean ay,...,a, € p. Mostraremos que a;---a, € I. No-
te que (ai,...,a,) C p y dado que R es anillo de Bézout se sigue que
(a1,...,an) = (a) para algin a € p. De esta manera a; ---a, = a"b para

algin b € R. Como a € p = /I, por el inciso 4 del teorema 3.3 tenemos que
a*e€lyasiay---a,=a"bel.

Si R es un anillo de valuacién entonces es un dominio de Bézout y la afir-
macion es clara. O

Teorema 3.65. Sean R un anillo de valuacion y n € N. Dado un ideal I de
R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I es ideal n-absorbente de R.

2. I es ideal p-primario de R para algin p € Spec(R) y p"™ C 1.

3. I = p™ para algunos p € Spec(R) y m € N tal que m < n.
Ademés, si p € Spec(R) no es idempotente y n € N entonces w (p") = n.
Demostracion.

1.=2. Supongamos que I es un ideal n-absorbente de R. Como I es ideal
propio, por el corolario A.3 del apéndice A, se tiene que VI = p para
algiin p € Spec(R), ademas, por el lema 3.28, p = VT es ideal primo
dividido. Del teorema 3.29 se sigue que I es ideal p-primario de R y
por el lema 3.64 se tiene p™ C I.

2.=3. Por hipdtesis se tiene que M = {r e N: p"” C I} # (. Sea m = min M
y observe que 1 < m < n. Veamos que I C p™. Como p™~! ¢ 1
y R es anillo de valuacién, se tiene que I C p™~!, por lo que existe
yepm i\, asi
(y) cp™ (3.15)
y ademés (y) € I, de donde I C (y). Si consideramos J = (I : y), por
el lema A.5, se tiene que J - (y) = I. Observe que si a € J entonces la
igualdad anterior implica que ay € I, por lo que a € VT = p pues I es
primario, de donde J C p. De esta tltima relacién y de (3.15) se sigue
que I =J-(y) Cpp™ ! =p™ Conestop™ CICpmyasil=p™

3.=1. Primero observe que, como R es dominio entero, entonces Nil(R) =0 €
Spec(R). Si I = 0 terminamos por lo que podemos suponer que I # 0.
Dado que I es ideal propio, por el corolario A.3, se tiene que VI €
Spec(R). Ahora bien Nil(R) = 0 € /T son ideales primos divididos de
R y del teorema 3.30 se sigue que I = p" es ideal m-absorbente de R
y como m < n se tiene también que I es ideal n-absorbente de R.
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Para concluir la demostracién, si p € Spec(R) no es idempotente entonces
p2 Cpy asf p* C p™. Del teorema 3.30 se sigue que w (p*) = n. O

El ejemplo 13 (ver més abajo) muestra que la hipétesis de ser noetheriano
es necesaria en los teoremas 3.59 y 3.62. En la segunda parte de dicho ejemplo
haremos uso de los hechos que citamos a continuacién.

Observacion 8. Sea R un anillo de valuacion con campo de cocientes Q(R)
y valuacién asociada v : Q(R) — G U{oc}. Recuerde que v es epimorfismo
y ademas si v(z) = v(y), z,y € R, entonces = uy para alguna unidad u
de R.

1. SilTesunidealde Ry = € I es tal que v(x) < v(ab) para todos a,b € T
entonces = ¢ I2.

2. Sean p € Spec(R) y p € p. Si existen u, m € R tales que u es unidad y
p= um? entonces pE p2.

3. Sean p € Spec(R) y G’ un grupo abeliano ordenado.

a) SiG=QaG yp e pestal que v(p) = (r,0), con r > 0, entonces
p € p?.

b) SiG=G®Qypepestal quev(p) = (0,7), con r > 0, entonces
pEp.

Demostracion.
n
1. Si z € I? se tendrfa = = Zaibi, donde a;,b; € I. Si, digamos,
1=
v(aiby) = min{v (a;b;)}, entonces v(x) > v(aiby) > v(z) los cual
(2
es una contradiccién, de donde se sigue que x ¢ I2.

2. Como um? = p € p y u es unidad se sigue que m? € p, de donde
m € p, m? € p? y entonces um? € p?; es decir, p € p.

3. Antes de realizar la pueba de las afirmaciones correspondientes a este
inciso debemos recordar que toda suma directa de grupos abelianos or-
denados es un grupo abeliano ordenado cuyo orden es el lexicografico.
En tal caso se tiene que

R=v'{(z,y)eG:z>0)Ur 1 ({0,y)eG:y>0})
m=v"t({(z,y) €G:2>0)Ur ! ({(0,y) €G:y >0}

donde m es el tinico ideal maximal de R.
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a) Como 7 > 0 entonces § > 0y asi (§,0) € m. Dado que v es
epimorfismo existe z € m tal que v(z) = (§,0). Observe ahora
que v (2?) = v(z) + v(z) = (r,0) = v(p) de donde p = ux? para
alguna unidad u de R. Del inciso 2 de esta observacion se sigue
que p € p2.

b) Este inciso es andlogo al inciso anterior.

Ejemplo 13.

1. Sea R un anillo de valuacién con ideal maximal m y dim(R) = 1.
Observe que si J es un ideal propio no nulo de R entonces vJ = m
pues R es uno-dimensional y local, por lo que todo ideal propio no
nulo de R es m-primario.

a) Si m es principal entonces R es dominio de valuacién discreta
y para cada ideal propio I de R, existe n € N tal que I es n-
absorbente.

b) Si m no es principal entonces m? = m y los tnicos ideales n-

absorbentes de R para cualquier n € N son 0 y m.

2. Sea R un anillo de valuacién con dim(R) = 2 y grupo de valores G.
Sean p C m los tnicos ideales primos no nulos de R (véase observacion
13), K = Q(R) y v : K — G U {oo} la valuacién determinada por
R, de manera que R={x € K :v(z) >0} ym={z € K : v(z) > 0}.
Dado n € N, se tienen las siguientes afirmaciones.

a) Si G = Z @ 7Z entonces p? # p y m? # m. Por lo que los tinicos
ideales n-absorbentes de R son 0, p¥ y m¥, para algin k € N,,.

b) Si G = Q @ Q entonces p?> = p, m?> = m y los tnicos ideales
n-absorbentes de R son 0,p y m.

c) Si G = Z @ Q entonces p?> # p, m®> = m y los tinicos ideales
n-absorbentes de R son 0, m y p* para algin k € N,,.

d) Si G = Q@ Z entonces p?> = p y m? # m, ademds los tinicos
ideales n-absorbentes de R son 0,p y m*, donde k € N,,.

Demostracion.

1. a) Supongamos que m = (a) con a # 0. Observe que m? C m pues
de lo contrario a = ra® para algin r € R, de donde 1 = rq;
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es decir, a es unidad y asi m = R. Del inciso 2 teorema A.6
se tiene que el conjunto de todos los ideales m-primarios de R es
{m"}, cn ¥ por tanto el conjunto de todos los ideales propios de R
es {0} U{m"}, _y. Se sigue que todo ideal propio es una potencia
de su radical y del corolario A.12 se sigue que R es dominio de
valuacion discreta.

Dado un ideal propio I de R se tienen dos casos:

a) I =0. En este caso I es ideal 1-absorbente, es decir, un ideal
primo.

b) I # 0. En este caso I = m™ para algiin m € N, por lo que I
es ideal m-absorbente. De hecho w(I) = n pues m™*t C m™.

Supongamos que m no es principal. Como m? C m basta ver
que m C m2 Sea a € m y supongamos que a ¢ m?. Dado que
m no es principal tenemos (a) € m y como a ¢ m? en particu-
lar se tiene que a # 0, por lo que se tiene la cadena de ideales
0 € (a) € m, dado que dim(R) = 1 se sigue que (a) ¢ Spec(R).
Existen entonces x,y € R tales que ry = ar para algin r € R
pero z,y ¢ (a). Observe que r # 0 pues en caso contrario x € (a)
o y € (a) lo cual no ocurre. Por otro lado, x,y ¢ (a) implica que
x,y # 0 y ademés z,y no son unidades de R, por lo que z,y € m
y asi ar = xy € m%. Si r ¢ m entonces r seria unidad de R y
la relacién ar € m? implicaria que a € m?, lo cual es una con-
tradiccién, por tanto r € m. Tenemos ademds que (a) C (), (y)
y entonces a = xa, y a = ya, para algunos a.,a, € R. Usando
nuevamente la relacién ar = xy, de las igualdades anteriores se
tiene que y = a,r y * = ayr. Si, digamos, a, fuese unidad en-
tonces (y) = (r), de donde zy = ar = a(zy) y como y # 0 la
igualdad anterior implica que x = az; es decir, z € (a) lo cual
no puede ocurrir. Lo anterior muestra que a, no es unidad y de
manera andloga se tiene que a, no es unidad, asi que a;, a, € m.
Ahora bien, ar = zy, * = ayr, y = a,r y r # 0 implican que
a = raza, € m3 C m?, de donde a € m?, que es una contradic-
cién. Se sigue que m? = m.

Como w(0) = w(m) = 1 es claro que 0 y m son ideales n-
absorbentes de R para cualquier n € N. Si J es un ideal tal
que 0 € J C m entonces v/.J = m. Si .J fuese ideal n-absorbente
de R para algin n € N, por el teorema 3.65, se tendria que
J = (ﬁ)m =m"™ para algin m € N tal que 1 <m <n y como
m es idempotente se tiene que J = m, lo cual no es posible. Esto
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muestra que los tnicos ideales n-absorbentes de R son 0 y m.

2. Consideremos en cualquiera de los incisos a), b), ¢) y d) a los conjuntos

A = {(z,y) €G:x2>0}

B = {(0,y) eG:y>0}

¢ = {0,y)eG:y>0}
)

es claro que m = v} (A) Uv~Y(B) y R = v~ 1(A) Uv=1(C). Observe
ademds que AN (BUC) =01y (z,y) > (0,z) para todos (z,y) € A,
(0,z) e BUC.

a) Mostraremos que p? C p para todo p € Spec(R) \ {0}. Conside-
remos los siguientes casos.

- Caso 1. v 1(B)Np # 0. En este caso el conjunto
{z € N: existe p € p con v(p) = (0, 2)}

es no vacio y entonces posee un elemento minimo, digamos,
y. Sea p, € p tal que v (py) = (0,y). Afirmamos que v(ab) >
v (py) si a,b € p. Dados a,b € p C m se tiene que v(a) =
(Ta,Ya),v(b) = (xp, 1) € AU B y ademas

v(ab) = (zq + T, Ya + ) -

Sizy > 00 x, > 0; es decir, si v(a) € A o v(b) € A en-
tonces x4 + xp > 0, asi que v(ab) = (x4 + T, Yo + Yp) >
(0,y) = v (py) y terminamos; podemos suponer entonces que
v(a),v(b) ¢ Ay por tanto x, = 0 = x3 € Yy, yp > 0. Con esto
Ya + Yb > Ya > y, de donde v(ab) > v (py). De la observacién
anterior se sigue que p, ¢ p>.

- Caso 2. v~ }(B)Np = (). En este caso se tiene que p C v~1(A4),
por lo que v(p) C A y ademads el conjunto

{z € N: existe p, € p con v (p.) = (2,t)}

es no vacio y tiene un elemento minimo, digamos, x. Sea p, €
p tal que v (p;) = (z,y). Por otro lado, dados a, b € p se tiene
que v(a) = (Za,Ya),v(b) = (v, 4p) € p asi que zq, 2 > 0,
por lo que x4 + xp > x, > x v asi

V(ab) = (xa + 2y, Yo + yb) > (.CL‘, y) =V (pm) :

Como en el caso anterior se sigue que p, € p \ p°.
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De los casos anteriores se concluye que p? # p para todo p €
Spec(R).Ahora, si I es un ideal n-absorbente no nulo de R en-
tonces v/I = p para algin p € Spec(R), por el teorema 3.65 se
tiene que I = p¥ para algin k € {1,...,n}. Dado que todo ideal
primo no nulo de R es no idempotente se tiene que w (p"™) = n,
ademds w(0) = 1.

Mostraremos que p?> = p para todo p € Spec(R), p # 0, para
ello, sélo hace falta ver que p C p2. Dado p € p se tiene que
v(p) = (zp,yp), aqui p,y, € Q. Como p C m entonces v(p) € A
o v(p) € B; es decir, a:p>00bien zp =0y yp > 0, de donde

m?>Oob1en %—O 2>0 porloque(?,%)éAUB.
Sea m € m tal que v(m) = ($2p’ y2p) y note que v (m?) = v(p)

por lo que p = wm? para alguna unidad u de R. De la observacion

anterior se sigue que p € p2 y por tanto p C p2. En particular se
tiene que m? = m.

En este caso, si I es un ideal n-absorbente no nulo de R, por el
teorema 3.65, se tiene que I = (\ﬁ)m para algiin m € N tal que
1 < m < n. Dado que VI = po VIi=m y todo ideal primo
de R es idempotente, se tiene que I = p e I = m son los tinicos
ideales n-absorbentes no nulos de R para todo n € N. Ademés

w(0) = w(p) = w(m) = 1,
Veamos primero que m C m2. Si a € m entonces v(a) = (x,y)
donde = € Z es tal que x > 0. Consideremos los siguientes casos:

1. z = 0. En este caso v(a) = (0,y) cony € Q ey > 0. De la
observacién 8 se sigue que a € m?.

2. x = 1. En este caso v(a) = (1,y) y tenemos los siguientes
subcasos
i) y > 0. En este caso v(a) = (1,y) = (1,%) + (0, )
entonces existen b,c € m tales que v(b) = (1,%) ,v(c
(0,%), ademés v(a) = v(bc). Con ebto a = ubc, con u
unidad de R, y es claro que a € m?.
ii) y = 0. Aqui v(a) = (1,0) = (1,-1) + (0,1) = v(d) +
v(e) = v(de) para algunos d, e € m. Nuevamente a = ude
para alguna unidad u y por tanto a € m?.

||<<

iii) y < 0. En este caso —y > 0 y ademés si f € m es tal
que v(f) = (0,—y) entonces f # 0 (en caso contrario
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v(f)=00)y
v (%) =@ —v(n = 12 € 4

dedonde%:zemyasia:fzemQ.

3.2 > 2. Sea b € m tal que v(b) = (1,%) € A y note que
v (b*) = (z,y) = v(a). Se tiene entonces que a = ub”, con u
unidad y como z > 2, b* € m?, de donde a € m?.

En cualquiera de los casos anteriores se tiene que a € m?, de
donde m C m? y por tanto m? = m.

Veamos ahora que p?> C p. La contencién p C m implica que
v(p) C AU B por lo que existe

x=min{z € NU{0} : (2,—) = v(p) para algin p € p}.

Sea py € p tal que v (py) = (x,q). Si x = 0 entonces v (p;) = (0, q)
con ¢ € Qy g > 0. Dado que (0,4) € A existe m € m tal que
v(m) = (0,%) y ademés v (m?) = v (ps) por lo que m? = up para
alguna unidad u y asi m € p. De esta manera m € p es tal que
v(m) = (0,%) < (0,9) = v (ps) lo cual no puede ocurrir. Esto
muestra que x > 0.
Observe ahora que si a € p entonces (n,t) = v(a) > (x,q) de
donde n > = > 0. Sean a,b € p; veamos que v(ab) > v (pg).
Se tiene que v(a) = (4, Ya), v(b) = (24, yp) y por el comentario
previo se tiene que x4, xp > 0y como x4 + Ty > T4 > X Se sigue
que

v(ab) = (Ta + b, Ya + Yb) > (2,q) = v (pa).
De la observacién 8 se concluye que p, ¢ p? de donde p? C p.
Dado que VI = p o /I =m para todo ideal propio no nulo de R
y m es idempotente, tenemos que si I es n-absorbente entonces
I=p" conl<m<n,obien I =m (teorema 3.65), asi que los
tinicos ideales n-absorbentes no nulos de R son p* y m. Ademaés
w0) =wm) =1y w(p") =n.
Antes de realizar la prueba de este inciso haremos una observacion
importante. Dado que (0,1) € B existe a € m tal que v(«a) =
(0,1). Veamos que a ¢ p. Supongamos que o € p y sea m € m.
Tenemos que v(m) = (r,t) conr € Qy r > 0.

i) Sir =0 entonces t € N y ademas

v(m) = (0,t) =t(0,1) = tv(a) = v (at)
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por lo que, para alguna unidad u de R, m = ua! € p.

ii) Si r > 0 hay tres posibles casos para t € Z, a saber t < 0,
t =0yt >0, en cada uno de los cuales u denotara una
unidad de R.

Sit <0 entonces —t >0y

v(m) = (r,2t) + (—=t)(0,1) = v(a) + v (oft) =v (aoft> ,

donde a € m es tal que v(a) = (r,2t). Se sigue que m =
uaa™t € p.
Si t = 0 entonces v(m) = (r,0), ademas

v(m) = (r, 1)+ (0,1) = v(b) + v(a) = v(ba),

donde b € m es tal que v(b) = (r, —1). De la igualdad anterior

se tiene que m = uba € p.

Si t > 0 entonces v(m) = (r,0) +¢(0,1) = v (ca'), donde

c € mes tal que v(c) = (r,0). Tenemos asi que m = uca' € p.
En cualquiera de los casos anteriores se concluye que m € p, de
donde m C p lo cual no puede ocurrir. Esto muestra que a ¢ p.
Veamos ahora que m? C m. Nétese que (0,1) < (0,n) < (r,t)
para todos (0,n) € By (r,t) € A. Sean a,b € m; mostraremos
que v(ab) > v(a). Tenemos que v(ab) = (x4 + xp, Yo + Yp). Si
xq = 0 = x3 entonces y,, yp € N de donde y,+y, > 1y asi v(ab) =
(0,94 +up) > (0,1) = v(«) y terminamos. Si, digamos, z, > 0
entonces x, + Tp > z, > 0 de donde v(ab) = (x4 + T, Yo + yp) >
(0,1) = v(a). De la observacién 8 se sigue que o ¢ m? y por tanto
m? C m.
Falta ver que p C p2. Dado p € p se tiene que v(p) = (z,y) con
z € Qy x > 0. No puede ocurrir que x = 0 pues en tal caso
v(p) = (0,y) con y € Ny asi

v(p) = y(0,1) = yv(a) = v (a¥),

de donde oy =up € py a € p lo cual hemos visto anteriormente
que no ocurre. Esto muestra que = > 0.

Como v(p) = (x,y) y > 0 hay tres posibles casos para y € Z:
y<0,y=0ey > 1, en cada uno de los cuales u serd una unidad
de R.

e Siy < 0 entonces —y > 0 y ademas

v(p) = (2,0) + (=y)(0,1) = v(a) + (=y)v(a) = v (aa""),
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donde a € m es tal que v(a) = (z,0). Tenemos asi que
uaa™¥ = p € py como u, ¢ p se sigue que a € p y por
la observacion 8 a € p2, de donde es claro que p € p.

e Siy = 0 entonces v(p) = (x,0) y por la observacién 8, p € p.

e Siy > 1 entonces (%, 1) € A.Sea b € m tal que v(b) = (%, 1)
y observe que v (bY) = v(p) por lo que ub¥Y = p € p, con
locual b € p. Si y > 2 es claro que bY € p? y entonces
p € p2. Por otro lado, si y = 1 entonces v(p) = (z,1) y
v(p) = (z,0) +(0,1) = v(ac) con a € my v(a) = (z,0). Con
esto uaa =p € p y como u,« ¢ p, a € p. Nuevamente por la
observacién 8 se sigue que a € p? y por tanto p € p2.

El analisis previo muestra que p C p>.

Si I es un ideal propio no nulo de R, como en los incisos ateriores,
se tiene que VI = p o VI = m. Si ademés I es n-absorbente
entonces I = p¥ = p o bien VI = m™, donde 1 < m < n, asi
que los tinicos ideales n-absorbentes de R son 0,p y m”, donde
1 <m <n.Ademés w(0) =w(p) =1y w(m™) =m.

O

En el inciso 2 b) del ejemplo anterior R es un anillo de valuacién de
dimension 2 tal que sus tnicos ideales n-absorbentes son sus ideales primos.
De hecho, para cada m € NU{0} es posible dar un anillo de valuacién R tal
que dim(R) = m y sus unicos ideales n-absorbentes son sus ideales primos,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14. Para cada m € NU {co} existe un anillo de valuaciéon R tal
que dim(R) = m y sus Unicos ideales n-absorbentes son sus ideales primos
para cada n € N.

Demostracion. En efecto, dado m € NU{oo}, si R es un anillo de valuacién

m
con grupo de valores G = @ Q, por la observacion 13 del apéndice B, se tie-

=1
m

ne que dim(R) = m. Seav : K —» @ @ la valuacién asociada a R. Como en
i=1
el ejemplo anterior el ideal maximal de Resm = {a € R:v(a) > 0} y dado

m
que G = @@ tiene el orden lexicogréfico, denotando A = {7 € G : x; > 0}
i—1
y (2
B={Te(G:existek>1conz; =0sii<k—1,y x>0},
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donde z; es la i-ésima coordenada de T € G, es claro que m = v~ (4) U
-1

v~ (B).

Para mostrar que para cualquier n € N los tinicos ideales n-absorbentes de

R son sus ideales primos, sea p € Spec(R) con p # 0 y veamos que p C p°.

Como p C m, dado a € p se tiene que v(a) =p € AU B, por lo que p; > 0

o bien, para algin k > 1, p1 = --- = px_1 = 0y px > 0. Definiendo g € G

mediante ¢; = % es claro que § € AU B, por lo que g = v(b) para algin

b € my dado que v(a) = v (b?) tenemos que a = ub® para alguna unidad u
de R. La igualdad anterior implica que b € p por lo que b? € p? y por tanto
a = ub® € p2. Lo anterior muestra que p? = p, es decir, todo ideal primo de
R es idempotente.

Para terminar, es claro que todo ideal primo de R es n-absorbente para todo
n € N. Por otro lado, si I es un ideal n-absorbente de R, por el teorema

k
.69, se tiene que I = para algin k e Ntalque 1 <k <n. Si [l =
3.65 1 VI lgin k € N tal 1<k Sil=0

entonces I € Spec(R) y terminamos; supongamos entonces que I # 0. Al ser
R anillo de valuacién se tiene que vI € Spec(R) y por tanto es idempotente,

k
con esto [ = (\ﬁ) = /T asi que I € Spec(R). O

Obsérvese que si un anillo de valuacién R tiene grupo de valores G =
m

@Q, m > 2, entonces R no es noetheriano pues en caso contrario, al ser
i=1
anillo de valuacion, seria dominio de valuacion discreta y entonces tendria
dimensién uno lo cual no es posible pues hemos mostrado que en este caso
dim(R) = m. Esto muestra que la hipdtesis de noetherianidad en el teorema
3.62 es necesaria. Por otro lado, un anillo R como en el ejemplo 13 1 b)
no es noetheriano pues de serlo serfa de valuacién discreta y entonces m? #
m. Dado que R no es noetheriano no puede ser dominio de Dedekind; sin
embargo la afirmacién 2 del teorema 3.59 es valida pues, por lo demostrado
en dicho ejemplo, el inico ideal n-absorbente no nulo de R es I = m que es
claramente un producto de ideales maximales. Esto muestra que la hipotesis
de noetherianidad del teorema 3.59 es necesaria.

Como siguiente paso, se van a caracterizar los ideales n-absorbentes de
los dominios de Priifer. Definiciones y resultados necesarios acerca de estos
anillos se encuentran en la seccién 3 del apéndice A.

Teorema 3.66. Sea R un dominio de Priifer. Un ideal propio I de R es
n-absorbente para algiin n € N si y solo si I es producto de ideales primos de
R. Ademés, si p1,...,pr € Spec(R) son incomparables y ni,...,ni € N son
tales que n; = 1 si p; es idempotente entonces w (py* -+ pp*) = ni+- - - +ny.
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Demostracion. Sea I un ideal n-absorbente de R. Si I = 0 terminamos,
asi que podemos suponer que I # 0. Supongamos ademas que Ming(/) =
{p1,....,pr}, donde k < nyp; #p;sii#j. Alser I un ideal n-absorbente
de R e I C p; por el teorema 3.7 se tiene que I, es ideal n-absorbente del
anillo de valuacién Ry, asi que por el teorema 3.65 existe n; € N, n; < n,
tal que I, = (\/I,,)"". Afirmamos ahora que /I, = (pi)y,- Para todo j # i
se tiene que p; y p; son incomparables, asi que en particular, para j # i se
tiene que p; N (R \ p;) # 0 y entonces (0j)y, = Rp,- De esta manera

L, = (V1)

k3

Pi
(P10 NN N g,

7

Tenemos asi que Iy, = (p;),’ = (p?")pi. Sea J = pi*---py* y sea m un ideal
maximal de R. Mostraremos que I, = J,. Tenemos dos posibles casos para
m:

-Caso 1. m ;é I. En este caso I, = Ry y ademés existe a € [ tal
que a ¢ m. Dado que I C pj, se tiene que a™ € p?j \ m, de donde
a™ Tt e J\ m, por lo que Jy = Ry = .

- Caso 2. m D I. En este caso existe p; tal que m D p; D I. Sean
p1,...,pr € Ming(I) los tnicos ideales primos tales que p; C m, j =
1,...,7, r < k. Como antes, I, es ideal n-absorbente del anillo de
valuacion Ry, asi que por el teorema 3.65 se tiene que

o= (VE) = (G100 0p0)! = ((r 0209,

para algin [ € N tal que I < n. Usando el inciso 5 del teorema A.14 y
el hecho de que pY y p;-w son primos entre si para todos N, M € N se

sigue que I, = (pll . -pi)m. Por otro lado

T = (- plE) = (p - plr),, -

Supongamos que pi,...,Ps, s < 7, no son idempotentes. Dado que
(Im)pj = Iy, (véase [3, ejercicio 3, p.50]) se sigue que

(), = I =y, = ((0),), = ((©2),),,)

_ ((Pj)pj)l = (pé-)pj .
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Dado j € Ny, sil < nj, como ! + 1 < nj, entonces

(62,) = (), = (), < (7)< (), = (o,,) -

I+1 !
Con esto ((p j)pj) = <(p ;) pj) en el anillo de valuaciéon R,. Dado que
I+1 1 N e . m . . .
(p ; )p]_ ) (pj>pj son (pj)pj primarios la Ultima igualdad implica que

pltl — pé y por la proposicién A.17 se sigue que p; es idempotente,

lo cual es una contradiccion. Un razonamiento andlogo muestra que
tampoco puede darse que n; < [, luego n; = [ para todo j € Ny y por

tanto (pé)m = (p?j>m. Note ahora que si algin p; fuese idempotente

l-) . Se sigue que Iy = Jy.
m

)

entonces p;* = pl; de donde (p"), = (p

De los casos anteriores se concluye que I = J, es decir, I es producto de
ideales primos.

Reciprocamente, supongamos que I es producto de ideales primos de R. Por
el inciso 3 b) de la proposicién A.19 podemos suponer que I = pi'*---pi*
donde p; y p; son incomparables si i # j y n1,...,n; € N son tales que
n =mnj + -+ ng. Por el inciso 3 a) de la misma proposiciéon tenemos que
pi ¥ p;j son primos entre si siempre que ¢ # j y asi, por la proposicién 1.21,
se tiene que p; + p;-lj = R. Con esto I = pi*---p¥ = p* N---Npk.
Para terminar, por el inciso 2 de la proposicién A.19, se tiene que p;" es
ideal p;-primario de R luego, por el teorema 3.26, se tiene que p;" es ideal
n;-absorbente de R. Del inciso 3 del teorema 3.3 se sigue que [ es ideal n-
absorbente de R.

Sip1,...,pr € Spec(R) son incomparables y ni,...,n; € N entonces p;* +
p;” = R si ¢ # j (proposiciéon A.19 y proposicién 1.21). Del corolario 3.40
se tiene que w (pI* -+ ppF) = w (p) + -+ + w (pp*). Si p; es idempotente

entonces w (p;") = w(p;) = 1 = n; y si p; no es idempotente entonces
p;”“ C p;", ademds, como p;" es ideal p;-primario, del teorema 3.26 se
sigue que w (p'*) = n; y por tanto w (pi* -+ pF) = ng + - + ny. O

Ya se ha visto que todo ideal propio de un anillo noetheriano y de ciertos
anillos de valuacién es n-absorbente para algin n € N, por lo que tiene
sentido definir, para cualquier anillo R, el siguiente conjunto

Q(R) = {wgr(I) : I es ideal propio de R}.

Observe que {1} C Q(R) C NU {oo}.
En el ejemplo y teoremas siguientes se dan los posibles valores para Q(R)
en varias clases de anillos.
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Ejemplo 15.

1. Sin € N, p € Z es un primo positivo y R = Z,» entonces Q(R) =

N,,. En efecto, si J es un ideal propio de R, por el teorema de la
correspondencia, existe un ideal propio I de Z con p"Z C I, tal que
J =1/p"Z y por el corolario 3.9 inciso 2 se tiene que wr(J) = wz(I).
De la relacién p"Z C I se tiene que pZ = /p"Z C /I y como en
7Z todo ideal primo es maximal se sigue que I es pZ-primario. Del
teorema 3.26 se tiene que wz(I) < n, de donde wgr(J) < ny por tanto
Q(R) C N,,. Por otro lado, si m € N,, entonces J = p"Z/p"7Z es un
ideal propio de R con wgr(J) = wz (p™Z) = m pues el ideal maximal
pZ de Z es tal que p™TZ C p™Z.

. Sean =pj*-- 'pZ’“, donde p1, ..., pr € Z son primos positivos distintos

y ni,...,n; € N. Sean ademés R = Z,, y, paracada j = 1,...,k, R; =

anj. Se tiene entonces que € (Z,) = N,,,, donde ny +---+ng = m. En
j

efecto, si I es un ideal propio de Z,, entonces I = I; X - -- x I, donde

I; es un ideal de R; y algtin I; # R;. Por el teorema 3.38 y el inciso

anterior se tiene que

wr(l) =wr, (1) + -+ wgr, Ix) <ni+---+np=m,

de donde wr(I) € N,,. Para ver la otra contencién sea s € N,,,. Existen
entonces l e N, [ <k, yte N, t <njq1,talesques=ny+---+n;+t.
Por el inciso anterior, para cada j = 1,...,[ + 1, existen ideales I; de
Rj tales que wg, (I;) = n; sij € Ni, y wr,,, (Ii31) =t. Sea

I=1 x - Xy xI1;1 X Rpyog X -+ X Ry

y note que I es un ideal de R tal que wg(I) = s.

. Sea R = Z (o cualquier DIP que no sea un campo). Por el inciso 4 del

teorema 3.3 se tiene que Q(R) = N.

. Sea R = H Zo y sean I, I, como en el ejemplo 2. Recordemos que

€N
w(l,) = n para todo n € Ny w(l) = oo. Es claro entonces que
Q(R) =NU{oo}.

. Sea R un anillo local con ideal maximal m y de dimension cero tal que

m"*t!1 C m” para todo n € N. Por el lema 3.16 se tiene que w (m") = n,
asi que N C Q(R).
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6. Sean T' = Q+ zR[[z]], m = zR[[z]] y n € N. Por el inciso 1 del ejemplo
12, se tiene que Q(7T') = N. Si R = T'/m"™ entonces Q(R) = {1,...,n}
por el corolario 3.9 inciso 2.

El inciso 5 del ejemplo anterior muestra que el reciproco del siguiente
teorema es falso, pues un anillo local R con dim(R) = 0 puede tener Q(R)
infinito.

Teorema 3.67. Sean R un anillo y n € N tal que todo ideal propio de R
es n-absorbente. Se tiene que dim(R) =0y |[Max(R)| < n.

Demostracién. Supongamos que dim(R) > 1. Existen p,q € Spec(R) tales
que p C q. Sean x € q\ p e I = 2" R. Dado que I es ideal n-absorbente se
tiene que 2" € I y asi 2" = 2"ty para algtin y € R, de donde 2" (1 — zy) =
" — "ty = 2" — 2" = 0 € p; como p es primo y 2" ¢ p se sigue que
1—a2y € p C q. Dado que =z € q la relacion 1 — xy € q implica que 1 € q
lo cual es imposible. Esto muestra que dim(R) = 0 y por tanto todo ideal
primo de R es maximal. Ahora bien, por hipétesis el ideal trivial 0 es n-
absorbente, por lo que hay a lo més n ideales primos y entonces maximales
de R que son minimales sobre 0. Por tanto, si m es un ideal maximal de R
entonces 0 C m, asi que existiria un ideal primo minimal sobre 0 contenido
en m y de la maximalidad de los ideales primos se concluye que m es un
primo minimal sobre 0, lo que muestra que los ideales maximales de R son
los primos minimales sobre 0. 0

El teorema 3.69 concluye con los resultados de esta seccién y da los
posibles valores para Q(R). El siguiente lema ayudara a alcanzar el objetivo.

Lema 3.68. Sea m € Max(R) finitamente generado. Si m” = m"*! para

algin n € N entonces ht (m) = 0. En particular, si R es noetheriano con
dim(R) > 1 entonces existe un ideal maximal m de R tal que m"*t C m"
para todo n € N.

Demostracién. Supongamos que ht(m) > 1. Existe entonces p € Spec(R) tal
que p C m. En el anillo local Ry, se tiene que py € My v ademdas mym]; = mJ}.
Como my, es finitamente generado, por el lema de Nakayama, se tiene que
m]) = 0, pero entonces m, C Py con p,, € Spec (Ry), de donde mpy C pm y
como My, € Max (Ry,) se tiene que my = Py, lo cual es una contradiccién. Se
concluye asi que ht(m) = 0.

Supongamos que R es noetheriano con dim(R) > 1 y que para todo ideal
maximal m de R existe n € N tal que m™*! = m™. Como m es finitamente
generado, por lo demostrado en la primera parte se tiene que ht(m) = 0.
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Por otro lado, dado que dim(R) > 1, existen p, q € Spec(R) tales que p C q,
observe que q no es ideal maximal. Por el teorema de Krull existe m €
Max(R) tal que q C m, pero asi p C q € m lo cual contradice el hecho de
que ht(m) = 0. O

Hemos llegado al altimo resultado de esta seccion.

Teorema 3.69. Sean R, R, Ry anillos.

1. Si |[Max(R)| = n, n € N, entonces N,, C Q(R). Si |[Max(R)| = o0
entonces N C Q(R).

2. Si I es un ideal propio de R entonces Q (R/I) C Q(R).

3. Q(R) C Q(R]x]).

4. Q (Rl X RQ) =0 (Rl) +Q (RQ), donde

Q (Rl) +Q (RQ) = {w1 +woiwy €1 (Rl) ,wo € ) (Rg)} .

5. Si M es un R-médulo entonces Q(R) C Q (R(+)M).

6. Sea T = k + m un dominio entero, donde k£ es un subanillo de T" que
ademds es un campo y m € Max(T'), y sea D un subanillo de k. Se
tiene que Q(D) C Q(D + m).

7. R es un campo si y solo si Q(R) = {1}.

8. Si R es un anillo artiniano entonces Q(R) = {1,...,n} para algin
n € N.

9. Si R es noetheriano con dim(R) > 1 entonces Q(R) = N.

10. Supongamos que R es un anillo de valuaciéon que no es un campo. Si
R es un dominio de valuacion discreta entonces 2(R) = N. Si R no es
dominio de valuacién discreta entonces

a) Q(R) = {1,000} si todos los ideales primos no nulos de R son
idempotentes.
b) Q(R) = NU {oo} si R posee ideales primos no nulos que no son
idempotentes.
Demostracion.
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. Supongamos primero que |Max(R)| = n. Dado m € N,, se tiene que,
si my,...,m,, € Max(R) son distintos entonces I = mj - --m,, es ideal
propio de R y ademaés, por el teorema 3.13, w(I) = m, de donde
m € Q(R) y por tanto N,, C Q(R). De manera analoga se muestra que
N C Max(R) si |[Max(R)| = oc.

. Sin € Q(R/I) entonces n = wg/; (J/I) para algin ideal propio J de
R tal que J D I, pero por el inciso 2 del corolario 3.9 se tiene que

n = wgr(J), de donde n € Q(R).

. Sean € Q(R). Se tiene entonces que n = wg(I) para algtin ideal propio
I de Ry por el teorema 3.46 se tiene que n = wgp,)(/,z), de donde
n € Q(R]z]).

. Si wr,xr, (I1 X I2) € Q(R; X Ry), por el teorema 3.38 se tiene que
WRy xRy (11 X I2) = wpr, (I1) + wr, (I2) € Q(R1) + Q2 (R2). Para ver la
otra contencién, si n +m € Q (Ry) + Q (Ry) existen ideales propios I;
de Rj, j = 1,2, tales que wg, (I1) = n y wg, (I2) = m, luego el ideal
propio I x Iy de Ry X Ry es tal que wr, xR, (I1 X I2) = n+m (teorema
3.38 nuevamente), de donde n +m € Q (R; x Ra).

. Sin = wg(I) para algtn ideal propio I de R, por el lema 3.44, se tiene
que n = wryp (I(+)M), por lo que Q(R) C Q(R(+)M).

. Sin =wp(I) para algin ideal propio I de D, por el lema 3.54 se tiene
que n = wpim(l +m) y por tanto n € Q(D + m).

. Una implicacién es clara. Por otro lado, si Q(R) = {1} entonces todo
ideal propio de R es primo. Nétese que R es dominio entero pues por
hipétesis el ideal 0 es primo. Sea x € R, x # 0. Veamos que x es unidad.
Si (z%) = R la afirmacién es clara, por lo que podemos suponer que
(z%) € R. Como (2?) es ideal primo y 22 € (z?) entonces x € (z?) y
asi x = az? para algin a € R, como ademés = # 0 se sigue que ax = 1
y por tanto = es unidad. Lo anterior muestra que R es un campo.

. Supongamos primero que R es un anillo artiniano local con tinico ideal
maximal m # 0 (si m = 0 entonces R es campo y asi Q(R) = {1}).
Se tiene entonces que m™ = m™*! para algin m € N. Dado que R
es artiniano en particular es noetheriano, asi que m es finitamente
generado y por el lema de Nakayama se sigue que m™ = 0. Sea M =
min{m € N: m™ = 0} y observe que si n € Nj;_; entonces, por el
lema 3.16, m™ es un ideal propio de R tal que wg (m™) = n, de donde
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10.

Nar—1 € Q(R). Por otro lado, si J es un ideal propio de R, como
dim(R) = 0 y m es el tinico ideal maximal de R, entonces v.J = m,
asi que J es m-primario y ademas m™ = 0 c J. Del teorema 3.26 se
sigue que wr(J) < M y entonces Q(R) C Nj;. Lo anterior muestra que
Nar—1 C Q(R) C Ny, por lo que Q(R) = Nj/—1 o bien Q(R) = Nyy.

Si R es artiniano, por [3, Teorema 8.7, p.100], se tiene que R =
Ry x -+ X Ry, donde k € Ny R; es un anillo artiniano local. Por
lo demostrado anteriormente, para cada j = 1,...,k existe n; € N tal
que Q (R;) = Np;. Afirmamos que Q(R) = N,,, donde n = nj+- - -+ny.
SiJ=J; X - % J es un ideal propio de R, por el corolario 3.39 te-
nemos que

wr(J) = wr, (1) + -+ wp, (Jo) <ny+ - +ng =n,

de donde wr(J) € N,,. Para ver la otra contencién, dado m € N,
existen ] € N 1 yt €N, cont <[+ 1, tales que

m=mny+---+mn +t,

asf como ideales propios I; de Ry, j = 1,...,1+1, tales que wg, (I;) =
njsij=1,...,1,y wr,,, (Ii31) = t. De esta manera el ideal propio
I'=1 x---xIj141 X Rjgg X -+ X R, de R es tal que wgr(I) = m, por
lo cual m € Q(R).

. Si R es noetheriano entonces, por el teorema 3.62, todo ideal propio

de R es n-absorbente para algin n € N, de donde 2(R) C N. Ahora,
dado n € N por el lema 3.68 existe m € Max(R) tal que m"*! C m" y
por el lema 3.16 se tiene que w (m™) = n, de donde N C Q(R).

Supongamos primero que R es un dominio de valuacién discreta. Sea m
su dnico ideal maximal. Dado que R es dominio de valuacién discreta
es noetheriano, asi que si se tuviera m” = m"*! = m™m para algin
n € N el lema de Nakayama implicaria m™ = 0 y por tanto m = 0; es
decir, R es campo lo cual es una contradiccién. Se sigue que m"+! C m»
para todo n € N. De esta manera, si I es un ideal propio de R entonces
I = m"” para algin n € Ny w(l) = w(m") =n € N, lo que muestra
que Q(R) C N. La otra contencién es clara, pues si N € N entonces

m! es un ideal propio de R con w (mN) =N yasi N € Q(R).

Supongamos ahora que R no es dominio de valuacion discreta.

a) Si todo ideal primo de R es idempotente veamos que Q(R) =
{1, 00}. Dado un ideal propio I de R se tienen dos casos
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a) I esideal primo. En este caso wr([) = 1.

b) I no es ideal primo. En este caso en particular se tiene que
I # 0. Si I fuese n-absorbente para algin n € N por el
teorema 3.65 se tendria que I = p™ para algin m € N tal
que 1 < m < ny algin p € Spec(R). Dado que p? = p,
p™ = p? = p y entonces I = p lo cual es una contradiccién.
Se sigue que wr(I) = oco.

De los casos anteriores se concluye que Q(R) C {0,00}. Para
ver la otra contencién observe primero que 1 € Q(R) pues si
p € Spec(R) es arbitrario entonces wgr(l) = 1. Si suponemos
que todo ideal propio de R es n-absorbente para algin n € N,
del teorema 3.65 se tendria que todo ideal propio de R es una
potencia de un primo y por hipétesis se concluye que todo ideal
propio de R es ideal primo, por lo que R es campo, lo cual es
una contradiccion. Existe entonces un ideal propio J de R tal
que wgr(J) = oo.

Supongamos que existe p € Spec(R) tal que p? # p. Para mostrar
que en este caso Q(R) = NU{oo} sélo hace falta ver que NU{oo} C
Q(R) pues la otra contencién siempre es cierta. Como p? C p se
sigue que p"*t! C p” para todo n € N. Dado N € N, pVV es
ideal p-primario de (teorema A.6 inciso 2) y por el teorema 3.26
se tiene que wg (pN> = N y asi N € Q(R). Si suponemos que
todo ideal propio de R es n-absorbente para algiin n € N, del
teorema 3.65 se tiene que todo ideal propio de R es una potencia
de su radical y entonces, del corolario A.12, R es un dominio de

valuacién discreta, lo cual no es posible. Existe asi un ideal propio
J de R tal que wg(J) = oo, de donde 0o € Q(R).

O]

Las contenciones del teorema anterior pueden ser estrictas, como se mues-
tra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16.

1.

i)

Si R = kl[z]], donde k es un campo, entonces R es local con
unico ideal maximal m = xk[[z]], asi que |Max(R)| = 1. Ahora
bien, para cada n € N se tiene que m"*! C m”, por lo que n =
wr(m™) € Q(R) \ {1} para todo n > 2.
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ii) Si R = HZQ es claro que [Max(R)| = oo. En el ejemplo 2 se
1€N
mostro que el ideal propio

I ={(z;) € R:x9,_1 =0 para todo ¢ € N}

de R es tal que wgr(I) = oo, de donde N C Q(R).

. Si R =7, p € Z primo positivo y n € N entonces, por los incisos 1 y 3

del ejemplo 15 y el inciso 2 del teorema anterior, 2 (Zy») =N, C N =
Q7).

. Sea R cualquier anillo artiniano. Por el inciso 8 del teorema anterior

Q(R) es finito. Por otro lado R es noetheriano y dim(R) = 0, asi que
R[z] es noetheriano y dim (R[z]) = 1 ([14, teorema 15.4, p.117]), asi
que Q(R[z]) = N por el inciso 9 del teorema anterior. Note que si
R es noetheriano con dim(R) > 1 entonces R[x] es noetheriano con
dim (R[z]) > 2 y por el inciso 9 del teorema anterior se tiene que
Q(R) =N = Q(R][z]).

. Sean R =7y M = Q. Por el ejemplo 11, el ideal propio I = 0(+)2Z

de Z(+)Q es tal que wyzyyo(I) = oo ¢ N = Q(Z), de donde Q(Z) C
QZ(+)Q).

. Si R = 7Z + xzQ[[z]] es subanillo de T' = Q + zQ[[z]] entonces, por el

inciso 2 del ejemplo 12, el ideal propio I = xR = Zx + 2°Q[[z]] de R
es tal que wr(l) = 0o ¢ N = Q(Z), por lo que QZ) € Q(Z + zQ[[z]]).
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Capitulo 4

Otros tipos de absorbencia

Ademas de la n-absorbencia se han estudiado otros tipos de absorbencia,
como la absorbencia fuerte, la cual serd estudiada brevemente en la siguiente
seccion. En la ltima seccién de este capitulo se definird el concepto de
ideal rad-2-absorbente (denotado por rad-2ab), el cual no ha sido estudiado
previamente, hasta donde nos es conocido.

4.1. Ideales fuertemente n-absorbentes

En esta seccién del se estudiard el concepto de ideal fuertemente n-
absorbente, donde n € N.

Definiciéon 4.1. Decimos que un ideal propio I del anillo R es un ideal
fuertemente n-absorbente si cada que Ii,...,I,11 sean ideales de R tales
que I ---I,y1 C I, se cumple que Iy ---Ij--- 1,11 C I para algiin j € N, 1.

Algunas observaciones importantes son las siguientes.
Observacién 9.
1. Un ideal es fuertemente 1-absorbente si y solo si es un ideal primo.

2. Si I es un ideal fuertemente n-absorbente e Iy ---1,, C I para idea-
les Iy,...,I,, de R con m > n, de manera analoga al caso de los
ideales m-absorbentes se puede mostrar que I;, ---I;, C I para algu-
nos ji,...,Jn € Ny, distintos. En tal caso, supondremos siempre que
L---1I,ClI.

En el primer resultado de esta seccién es el siguiente.
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Teorema 4.2. Sea R un anillo.

1. Si I es un ideal fuertemente n-absorbente de R entonces I es ideal
n-absorbente.

2. Sipi1,...,pn € Spec(R) entonces I = pyN---Np, es ideal fuertemente
n-absorbente.

Demostracion.
1. Sean ai,...,apy1 € R tales que aj---any1 € I. Para cada j =
1,...,n+1,sea I; = (a1). Tenemos entonces que I - - - I,41 C I y como

I es fuertemente n-absorbente I; --- I, C I y por tanto ay ---an+1 € 1.

2. S8i Ii,...,I,41 son ideales de R tales que I ---I,y1 C I entonces,
por el teorema 1.11, para cada [ = 1,...,n, existe j; € N1 tal que
I, C p;, de donde

Ly L, cLyn---NIL, CpiN---Npy,=1.

O

De manera analoga al caso de los ideales n-absorbentes, si I es un ideal
fuertemente m-absorbente para algin m € N, podemos definir

wr(I) =min{n € N: I es ideal fuertemente n-absorbente de R},

en caso de que I no sea fuertemente m-absorbente para ningin m € N
definimos wh (1) = oo. Si definimos ademés wf(R) = 0 se tiene que wi (/) €
N U {0, 00} para cualquier ideal I de R.
Se define también Q*(R) = {w}(I) : I es ideal propio de R}.

Los ideales fuertemente n-absorbentes tienen propiedades andlogas a las
de los ideales n-absorbentes y por tanto hay afirmaciones para wj, andlogas
a las de wg, sin embargo, solo mostraremos la siguiente.

Teorema 4.3. Supongamos que [; es ideal fuertemente nj-absorbente de
Rparatodoj=1,....m.Sin=ny+---+n,, entonces I =11 N---N 1,
es ideal fuertemente n-absorbente de R. Consecuentemente

wr(l) Swp (I) + -+ wg (Im) -

Demostracion. Sean Ji,...,Jy+1 ideales de R tales que Ji---Jpp1 C I =
Iy n---N1I,. Dado que I; es fuertemente nj-absorbente, para cada j =
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1,...,m, existen J;,...,J;, tales que Jj, ---J;, C I;. Definimos A; =

"j "5

m
{Jll,...,Jlnj}, ji=1,....m,y A= UlAj. Observe que |A;| < nj, [A] <n
J:
yademésHJCI. O
JeA

Como ya se ha mencionado en el capitulo 2, un ideal I de un anillo R
es primo si y solo si para cada par de ideales I, Is de R tales que I11s C I,
se cumple I1 C I o Is C I; en el teorema 2.20 se mostré que I es ideal
2-absorbente de R siy solo si I1I213 C I, con Iy, Is, I3 ideales de R, implica
que I1lo C T oI1I3 C I olsl5 C I; es decir, los conceptos de n-absorbencia y
fuertemente n-absorbencia coinciden para los casos n = 1,2, mientras que,
en general, la fuertemente m-absorbencia implica n-absorbencia (teorema
4.2). Estos hechos refuerzan la siguiente conjetura.
Conjetura 1. Sean R un anillo y n € N. Un ideal propio I de R es
fuertemente n-absorbente si y solo si I es ideal m-absorbente; es decir,
wr(l) = wi(I) y por tanto Q(R) = Q*(R).

Por otro lado, en el teorema 2.12 se mostré que si un ideal I es 2-

absorbente entonces (\/.7 )2 C I. La afirmacion analoga a los ideales 1-ab-
sorbentes (los ideales primos) es trivialmente cierta. Esto nos lleva a la
siguiente conjetura.

Conjetura 2. Sean R un anillo y n € N. Si I es un ideal n-absorbente de
R entonces (\/T)n c .

Mostraremos ahora que la conjetura 1 implica la conjetura 2, esto es
justamente el siguiente teorema.

Teorema 4.4.n Sin € Ne I es un ideal fuertemente n-absorbente de R
entonces <\ﬁ) clI.

Demostracion. Supongamos que n > 2. Sean ai,...,a, € VI y sea J =
(a1 ---an) C VI. Del inciso 3 del teorema 3.3 se tiene que af € I. Vamos a
ver que J"" C I mostrando que cada generador de J"" pertenece a I. Un
generador tipico de J*" tiene la forma ai" ---apm, donde my+- - -+my, = n".

Observe que no puede darse que m; < n para todo j pues en ese caso
n

ij < n? < n" lo cual es una contradiccién. Se tiene entonces que
i=1

m; > n para algtn i y asi @™ ---a"" - - - ™ € I. Esto muestra que J"" C [
y como I es fuertemente n-absorbente se sigue que J" C I. O
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Los tres resultados que siguen son algunas consecuencias que se tendrian
si la conjetura 1 y la conjetura 2 resultaran ser ciertas.

Teorema 4.5. Sean n € N e I un ideal fuertemente n-absorbente de un ani-
llo R tal que Ming(I) = {p1,...,Pm} con m < n. Se tiene que py* - --plm C I
para algunos nq,...,n,, € N tales que ny + - - - + n,, = n. De manera parti-
cular, si v/T = p € Spec(R) entonces p™ C I.

Demostracion. Sea J = /1. Se tiene entonces que J = p1 N --- NP, ¥ por
el teorema 4.4

pr P =P p) C (1N Npy)" =J" C T

y dado que I es fuertemente n-absorbente existen ni,...,n,, > 0 tales que
ni+--+n, =nypit--oplm C 1. Si para algin i € N, se tuviera que
n; = 0 se tendria que p*---p;---pm C I C p; y ast p; C p; para algin

j # 1, lo cual no puede ocurrir, por lo que n; > 1 para todoi=1,...,m.
Si /T = p € Spec(R) entonces Ming(I) = {p} y de la primera parte se sigue
que p™ C 1. O

El teorema anterior extiende al teorema 3.23 y se cumple para ideales
n-absorbentes si la conjetura 1 es cierta.

Teorema 4.6. Sean p € Spec(R), n € N y supongamos que la conjetura 2
es cierta.

1. Si p™ es ideal p-primario de Ry p™ C p"~! entonces w (p") = n.
2. Sip € Max(R) y p" C p" ! entonces w (p") = n.

3. Sea I un ideal p-primario de R. Si p™ C I y p"~ ! ¢ I entonces w(l) =
n.

Demostracion.

1. Del teorema 3.26 ya tenemos que w (p™) < n. Siw (p™) < n—1 entonces
p™ es m-absorbente para algin m < n — 1 asi que por la conjetura 2
se tendria que p™ = (/p™)™ C p" y entonces p"~! C p”, de donde
p™ C p"~! C p" lo cual no puede ocurrir. Se sigue que w (p") > n 'y
por tanto w (p™) = n.

2. Sip € Max(R) entonces p" es ideal p-primario de Ry como p" C p™~ 1,
por el inciso anterior, se tiene que w (p™) = n.
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3. Como I es ideal p-primario y p™ C I entonces w(l) < n (teorema
3.26). Como en el inciso anterior, si w(l) < m para algin m < n — 1,

m
de la conjetura 2 se tendrfa p"~! C p™ = (\ﬁ) C I, lo cual es una

contradiccién. Se tiene asi que n > w(I) > n, es decir, w(I) = n.
O

Observacion 10.

1. El teorema anterior mejora la condicién para w (p™) = n de p™+1 C p”
a p" C p"~! expresadas en el lema 3.16 y en los teoremas 3.26 y 3.30.

2. Si m es el ideal maximal de un anillo local R con dim(R) = 0 tal
que m"*t1 C m™ para todo n € N y la conjetura 2 es cierta entonces
w(0) = oo. En efecto, dado que dim(R) = 0 y m es el tnico ideal
maximal de R entonces /0 = m. Si 0 fuese ideal m-absorbente para
algiin m € N de la conjetura 2 se tendria m™ = (\@)m C 0, de donde

m™ = 0 lo cual no puede ocurrir. Esto muestra que w(0) = oo.

Teorema 4.7. Sean n € N y R un anillo tal que el ideal trivial 0 es
fuertemente n-absorbente. Todo ideal propio de R es n-absorbente si y so-

lo si existen m € N, m < n, anillos locales Ry,..., R, con ideales ma-
ximales my,...,m,, respectivamente, asi como ni,...,n,, € N tales que
ni+--+n, =nym! =0paratodoi=1,...,m.

Demostracion. Supongamos que todo ideal propio de R es m-absorbente.
Por el teorema 3.67 se tiene que dim(R) = 0 y R tiene exactamente m
ideales maximales, para algin m < n, digamos Max(R) = {Mi,..., M, }.
Dado que 0 es fuertemente n- absorbente, es n absorbente y Ming(0) =
{M, ..., M,}. Del teorema 4.5 se tiene que M;" --- M'™ = 0 para algunos
ni,...,ym € N tales que ny + --- +n,, = n. Para cada j = 1,...,m, sea
R; =R/M Jn 7. Note que R; es anillo local con tnico ideal maximal m; = M;

y ademads m?j =M jn 7 = 0. Por otro lado, por el corolario 1.22 se tiene que

m
M + M;j = Ry del corolario 1.24 se tiene R/ [ | M = Ry X -+ X Ry,
m m Z:1
pero ann’ zl_IMznZ =0, de donde R=Z Ry X -+ X Ry,.
i=1 i=1
Supongamos ahora que R = T = R; X -+ X R, donde m < n, R; es
anillo local con tnico ideal maximal m; y ny,...,n,, € N son tales que
g _ i _

n+--+ny,=nym,; 0. Dado i € N,;, y un ideal propio J de R;, m;
0 C J C m; y entonces v/J = m; por lo que J es ideal m;-primario y como
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m;"" C J del teorema 3.26 se sigue que wg, (J) < n;. Como ademés wg, (R;) =
0 < n; se sigue que wg,(J) < n; para todo ideal de R;. Si Ji X --- X Jp, es
un ideal propio de T' entonces, por el corolario 3.39, wrp (J1 X -+ X Jp) =
wry (J1)+- - +wr,, (Jm) < ni+---+npy, = n; es decir, todo ideal propio de T
es n-absorbente y por tanto todo ideal propio de R es también n-absorbente
(teorema 3.8, inciso 2). O

El siguiente teorema, el tltimo de esta seccién, proporciona un caso en el
que los conceptos de fuertemente n-absorbencia y n-absorbencia coinciden.

Teorema 4.8. Sean I un ideal p-primario de R y n € N. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. I es ideal n-absorbente de R y p" C I.

2. I es ideal fuertemente n-absorbente de R.
En particular, si p” es p-primario entonces p” es fuertemente n-absorbente.
Demostracion.

1.=2. Sean Iy,..., I, ideales de R tales que I ---I,+1 C I y supongamos
que Il"‘j\j"'ln+1 ¢ I para todo j = 1,...,n. Si I; € p para algin
J existiria b € I; tal que b ¢ p = VI. Para todo a; € I;, i # j, se tiene
que ai---b--apnp1 €Iy I Iy C I, comobdp=+Telesp-
primario se sigue que a; - - b “On41 v ast Iy -- IAJ <o+ Iny1 C 1 lo cual
es una contradicciéon. Se sigue que I; C p para todo j =1,...,n+1,
pero entonces I --- I, C p™ C I que es una contradiccion.

2.=1. Es claro por el teorema 4.5 (también por el teorema 4.2).

Si p™ es ideal p-primario entonces, por el teorema 3.26, p™ es n-absorbente
y por la afirmacién 1.=2. mostrada anteriormente se tiene que p” es fuer-
temente n-absorbente. O

Observe que en el inciso 1 del teorema anterior, la hipdtesis de que I es
ideal n-absorbente es redundante por el teorema 3.26.
El teorema anterior tiene algunas consecuencias interesantes.

Corolario 4.9. Si my,...,m, € Max(R) entonces I = my---m, es ideal
fuertemente n-absorbente de R.
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Demostracién. Supongamos que my,...,m,, € Max(R) son todos distintos
de Ry ni,...,n, € N son tales que ny + --+ 4+ n,, = n. Veamos que

I =mj* .- -mlm es ideal fuertemente n-absorbente de R. Dado que m?j es

. . TLJ . .
mj-primario y m;? C mj; se tiene que m; es ideal n-absorbente y del teorema
anterior se tiene que m; es ideal fuertemente n;-absorbente. Ahora bien,
dado que m;" + m?j = R para todo j # i entonces I = mj!-.-mlm =
myt N---Nmpe y del teorema 4.3 se tiene el resultado. O

Corolario 4.10. Si R es un anillo noetheriano entonces todo ideal propio
de R es fuertemente n-absorbente para algin n € N.

Demostracion. Si q es un ideal p-primario de R, dado que p"* C q para
algin m € N, se tiene que q es ideal m-absorbente y por el teorema 4.8, q es
ideal fuertemente n-absorbente. Para terminar, si I es un ideal propio de R
entonces I = g1 N--- Ny, donde q; es pj-primario y por tanto fuertemente
n;-absorbente para algtin n; € N. La conclusion es clara del teorema 4.3. [

Corolario 4.11. Sean R un dominio de Priifer y n € N. Un ideal propio I de
R es ideal fuertemente n-absorbente de R si y solo si [ es ideal n-absorbente
de R, més aun w(l) = w*(I).

Demostracion. Una implicacion ya se tiene atin no siendo el anillo un domi-
nio de Priifer. Como en el teorema 3.66 podemos suponer que I = pj* - -pZ’“
donde pq,...,p € Spec(R) son primos incomparables, nq,...,n; € N son ta-
les que n; = 1 si p; es idempotente y nq + - - - +ny = n. Como p;" + p?j =R
sii # j entonces I = pi*N---Np.* y dado que p?j es ideal p;-primario (pro-
posicion A.19 inciso 2) entonces p?j es ideal nj-absorbente (teorema 3.26);
del teorema 4.8 se tiene que p?j es fuertemente n;-absorbente y del teorema
4.3 se tiene que [ es ideal fuertemente n-absorbente.

Supongamos ahora que w(I) = n, I = p7* -+ p;* como en el parrafo anterior.
Ya se tiene que w(I) < w*(I) y de los teoremas 4.3 y 3.66 tenemos que

W) =w" (pI* N Npp*) <w™ () + -+ w (pr*) <n =w(I).
O

El corolario anterior muestra que los conceptos de n-absorbencia y fuer-
temente n-absorbencia coinciden en la clase de los dominios de Priifer.

Como en la conjetura de la seccion 3.2, avances recientes y soluciones
parciales a las conjeturas 1 y 2 de esta seccién pueden encontrarse en [6],

(7], (8] v [12].
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4.2. Ideales rad-2ab

En el capitulo 2 se mostré que si un ideal I es 2-absorbente entonces
x € /T implica que 22 € I. Una pregunta natural que puede hacerse es
si los ideales 2-absorbentes son los tinicos que satisfacen esta propiedad; es
decir, si I es un ideal tal que 22 € I para todo = € v/T jes necesariamente I
un ideal 2-absorbente? Para contestar esta pregunta consideremos R = Z e
I = 2232527, observe ahora que /I = (2-3-5)Z y asi, si z € v/I entonces
x = 2-3-5y para algin y € Z, de donde x? = 22325%y? € I pero I no es ideal
2-absorbente por la proposicion 2.3. Este hecho ha motivado la definicién de
nuevos ideales que satisfagan la condiciéon pedida y en el presente capitulo
se harda un pequefio estudio de estos ideales llamados ideales rad-2ab que
ademas son un generalizacién de los ideales 2-absorbentes. Hasta el momen-
to no se tiene conocimiento de bibliografia en donde se haga referencia a
estos ideales, por lo que suponemos que los resultados aqui presentados son
originales.

Definicion 4.12. Un ideal propio I de un anillo R se dice que es un ideal
rad-2ab si para todo x € /I se tiene que 22 € I.

Ejemplo 17.
1. Todo ideal 2-absorbente es ideal rad-2ab.

2. Todo ideal radical es ideal rad-2ab pues si x € /I = I entonces 22 € I.
En particular todo ideal primo es ideal rad-2ab.

3. Ya se ha mostrado que el ideal I = 22325%Z de Z es ideal rad-2ab

El siguiente par de resultados generalizan las propiedades ya establecidas
anteriormente para los ideales n-absorbentes, donde n > 1.

Teorema 4.13. Sea f: R — T un morfismo de anillos.
1. Si J es un ideal rad-2ab de T entonces f~1(J) es un ideal rad-2ab de
R.
2. Si ademads f es suprayectivo e I es un ideal rad-2ab de R tal que
ker f C I entonces f(I) es un ideal rad-2ab de T
Demostracion.

1. Se sabe que \/f~1(J) = f~1 (\/j), as{ que dado x € /f~1(J) se

tiene que f(z) € VJ, y como J es ideal rad-2ab esto implica que
f(z?) = (f(2))? € J; es decir, 22 € f~1(J), lo que muestra que
f71(J) es ideal rad-2ab de R.
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2. Sea y € /f(I). Se tiene entonces que y" = f(a) para algin n € N
y para algin a € I, como ademas f es suprayectivo existe x € R
tal que f(x) = y, se sigue que f(z") = (f(x))" = y™ = f(a). Con
esto £ —a € ker f C I y por tanto 2" € I pues a € I, de aqui
que z € VT luego, dado que I es ideal rad-2ab, 22 € I y entonces

2= (f(x) =f (z%) € f(I), que era lo que querfamos probar.

O]

Teorema 4.14. Sean R un anillo y S C R un sistema multiplicativo. Si
es un ideal rad-2ab de R tal que INS = () entonces S~'1 es un ideal rad-2ab
de S7!R.

Demostracién. Como I NS = () entonces S™'I es un ideal propio de R y

dado que VS—1I = S~1/T, si € V' S—1I entonces existe u € S tal que

ux € VI, por lo que u?z? = (uz)? € I. Como u € S se sigue que u> € S’y
2
la relacién u?x? € I implica que (%) € SI. O

Mostraremos ahora que el producto y la interseccién de dos ideales pri-
mos son ideales rad-2ab, antes mostraremos un hecho un poco mas general.

Lema 4.15. Si I, J son dos ideales rad-2ab del anillo R entonces I N J es
ideal rad-2ab de R.

Demostracion. Sea x € R tal que x € vVINJ = VINAJ. Como I,J son
ideales rad-2ab la relacién anterior implica que z2 € I N J, lo que muestra
que I N J es ideal rad-2ab de R. O

Proposicién 4.16. Sea R un anillo y sean p1,p2 € Spec(R) no necesaria-
mente distintos. Si I = p1po vy J = p1 NP entonces 1, J son ideales rad-2ab
de R.

Demostracion. Que J sea ideal rad-2ab viene del lema anterior y del hecho
de que cada ideal primo es radical. Veamos que [ es ideal rad-2ab. Si x € R
es tal que z € VI = \/p1p2 = p1 N P2 entonces © € p1 y = € pa, de donde
2 € pipy = 1. O

El siguiente resultado muestra que el conductor de ciertos elementos en
el complemento de un ideal primario y rad-2ab es también un ideal rad-2ab.

Teorema 4.17. Sea I un ideal primario y rad-2ab de un anillo R. Si z ¢ I
entonces (I :g x) es ideal rad-2ab.
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Demostracion. Observe que (I :g x) es propio pues x ¢ I. Siy € R es tal
que y € /(I :p x) entonces y"x € I para algin n € N. Dado que x ¢ I e I
es ideal primario se sigue que y” € v/I, el cual es un ideal primo de Ry por
tanto y € v/I. Con esto y2 € I pues I es ideal rad-2ab y entonces y?z € I;
es decir, y? € (I :g ). O

El siguiente teorema proporciona condiciones necesarias para que el con-
ductor (I :g x) sea un ideal primo minimal sobre I.

Teorema 4.18. Sea [ un ideal rad-2ab de un anillo R. Six ¢ [ 'y (I :g ) €
Spec(R) entonces (I :g x) € Ming(I).

Demostracion. Sea p = (I :g x), donde p € Spec(R). Como I C p, por el
corolario 1.38 existe q € Ming([) tal que I C q C p. Veamos que de hecho
p C g. Si esto no ocurriera existiria y € p \ q, de donde yx € I C q. Como q
es ideal primo y y ¢ q entonces x C q = (I :g z) por lo que 22 € I; es decir,
x € VT lo cual no puede ocurrir. O

Teorema 4.19. Sea [ un ideal rad-2ab de R y supongamos que Ming(])
es finito. Para cada = ¢ U p se tiene que (I : x) es ideal rad-2ab y

pEMing (1)
VI x) =VI

Demostracion. Dados x ¢ U pey € /(I:x) se tiene que y"x € T
peMing (1)

para algin m € N. Como I C py = ¢ p para todo p € Ming(I) entonces

ym™ e ﬂ p= \ﬁ, asi y € VI y por tanto 42 € I. Lo anterior muestra

pEMing (1)
que
1. /(I:x) c VI, de donde /(I :z) = /I, pues siempre se tiene que
Ic(I:x).

2. y? € (I : x) para todo y € /(I : x), por lo que (I : z) es rad-2ab.

Se tiene la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 4.20. Sea I un ideal rad-2ab de R. Si /I = p € Spec(R) entonces
para cada z ¢ p se tiene que (I : x) es ideal rad-2aby /(I : =) = p.

Lema 4.21. Sea R un anillo tal que 2 es una unidad de R. Si I es un ideal
2
rad-2ab de R entonces (\ﬁ) cI.
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2
Demostracion. Vamos a ver que que los generadores de (\/j ) pertenecen

a I. Sean a,b € /1. Tenemos a?,b%, (a + b)? € I, de donde 2ab = (a + b)? —
a’? — b € I y como 2 es unidad se concluye que ab € I. O

Proposiciéon 4.22. Sea R un anillo tal que 2 es unidad y sea p € Spec(R)
tal que I = p™ es ideal rad-2ab, donde m > 3. Se tiene que p" = p" 1 =1
para todo n € N.

2
Demostracién. Del lema previo se tiene que p? = (\/.7) CI=9p"ycomo
m > 3 también se tiene que p™ C p?, de donde p? = p™ = I. M4s atin, se
tiene que p* = p2 para todo k = 3,...,m. De manera inductiva se tiene el
resultado. O

Con el resultado anterior damos por terminado este capitulo y el trabajo
de tesis. Tenemos la certeza de que los resultados de esta dltima parte son
originales y aun no han sido publicados, por lo que esto puede abrir un
camino para futuros proyectos.
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Apéndice A

Dominios de Priifer y casi
dominios de Dedekind

En este apéndice se realizard un estudio de los dominios de Piifer y
casi dominios de Dedekind y se mostraran los resultados necesarios para
facilitar la lectura de la seccién 3.3. Un estudio més extenso de los temas
aqui presentados, asi como de temas relacionados, puede encontrarse en [11]

y [13].

A.1. Ideales invertibles

Comenzamos esta seccion repasando algunas propiedades basicas de los
ideales invertibles. Dichas propiedades son de gran utilidad para el desa-
rrollo de las siguientes secciones. Dado un dominio entero R con campo de
fracciones K, todo R-submdédulo I de K para el cual existe d € R, d # 0,
tal que dI C R, es llamado ideal fraccionario de R. Es claro que todo ideal
de R es ideal fraccionario. Para evitar confusiones, los ideales “ordinarios”
de R, en algunas ocasiones, son llamados ideales enteros. Si I, J son ideales
fraccionarios de R su suma y su producto se definen a continuacién.

- Suma: [+J={a+b:acl,be J}.

- Producto: IJ = {Zaibi:neN,ai el b e J}.

=1

Es claro ademas que [/ :J] := {z € K:2J C I} es un R-médulo y que
[I : J] es un ideal fraccionario.
Un ideal fraccionario I de R es invertible si existe un ideal fraccionario J
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de R tal que JI = R. Si un ideal fraccionario I es invertible, su inverso es
tnico y coincide con [R : I].

Observacién 11. Sean R es un dominio entero e I un ideal de R.

1. Si I = (x), x # 0, entonces I es invertible con inverso I~! = 271 R.

2. Si Jy,...,J, son ideales fraccionarios invertibles de R entonces J =
Ji -+ Jp es invertible si y solo si Ji, ..., J, son invertibles. En tal caso
J =gt gk

Proposicion A.1. Sea R un dominio entero con campo de cocientes K.

1. Si I es un ideal invertible de R entonces I es no nulo y es finitamente
generado como R-médulo.

2. Si I,J son dos ideales fraccionarios de R tales que I C J y J es
invertible entonces existe un ideal entero C de R tal que I = JC.

3. Un ideal fraccionario I de R es invertible si y solo si existe un ideal
fraccionario J de R tal que IJ es principal con generador una unidad
de K.

Demostracion.
1. Como I es invertible existe un ideal fraccionario J de R tal que IJ = R,

n
por lo que 1 = Zaibi, donden € Nya; € I,b; € J. Paracadaxz €1
i=1 .
se tiene que xb; € Ry asi x = Z a; (zb;); es decir, ay, .. .,a, generan
i=1
a I como R-médulo. Ahora bien, como J es ideal fraccionario, existe
de R,d#0, tal que dJ C R, dedonde d € dR=dIlIJ C IR =1, por
lo que I # 0.

2. Como J es invertible existe un ideal fraccionario B de R tal que JB =
R, de donde I = JIB. Si C' = IB entonces C' C R pues I C J por lo
que C es entero, ademéas JC = JIB = 1.

3. Si x € K es una unidad y J es un ideal fraccionario de R tal que
IJ = (z) entonces I (z7'J) = R, por lo que I (z~1J) es invertible y
por tanto I es invertible. Reciprocamente, si J es invertible entonces
JG = R para algun ideal fraccionario G de R. Dado que G es también
invertible, por el inciso 1 se tiene que es finitamente generado, asi que
podemos escribirlo en la forma G = %B para algin ideal entero B de

Ry algin u € R\ {0}. Se sigue que J (%B) = R, de donde JB = uR.
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A.2. Anillos de valuacion

En esta seccién daremos algunas propiedades que satisfacen los anillos
de valuacién. Se presentaran una serie de resultados que seran ttiles en las
pruebas de los resultados del resto de este capitulo asi como en las de algunos
de la seccién 3.3.

Como ya se mencioné en la secciéon 3.1 un dominio entero R es un anillo
de valuacién si para todos z,y € R, x,y # 0 se tiene que z|y o y|z (en R).
Es claro que esto es equivalente a que para todo a € Q(R) \ {0} se tiene que
a € Roa"! € R. En el siguiente resultado se presentan otras equivalencias
de este concepto, las cuales seras usadas a lo largo de la presente seccion.

Teorema A.2. [11, teorema 16.3, p.175] Sea R un dominio entero con cam-
po de cocientes K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Siae€ K\ {0} entonces a € Roa™! € R.

2. El conjunto de ideales principales de R esta totalmente ordenado por
inclusion.

3. El conjuto de ideales estd totalmente ordenado por inclusién.

De esta manera, si R es un anillo de valuacién e I es un ideal propio de
R en particular se tiene que Spec(R) y V(I) son conjuntos de ideales primos
de R totalmente ordenados asi que de la demostracion del teorema 1.37 se
tiene que el siguiente corolario.

Corolario A.3. Si R es un anillo de valuacién e I es un ideal propio de R
entonces Nil(R), /T € Spec(R).

Otras propiedades sencillas pero importantes que poseen los anillos de
valuacién se mencionan en la siguiente proposicion.

Proposicién A.4. Sea R un anillo de valuacién.
1. Si p,q € Spec(R) son tales que p C g entonces pq = p.
2. Si I, J, K son ideales no nulos de R entonces I(JNK) =I1IJNIK.
3. Para un ideal propio J de R se valen las siguientes afirmaciones:

a) Si J es finitamente generado entonces J es principal.
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b) Si P = ﬂ J™ entonces P € Spec(R). Si para algin k € N se
neN
tiene que J* = J*+1 entonces J es idempotente.

c) Sip € Spec(R) es tal que p C J entonces p C P.

d) Si I es un ideal de R tal que J C /T entonces J™ C I para algin
m € N.

Demostracion.

1. La contencién pq C p es clara. Para ver la otra contencion sea a € p. Si
a = 0 entonces a = 0-0 € pq y terminamos. supongamos entonces que
a # 0. Dado que p C q existe x € q tal que x ¢ p. Como R es anillo
de valuacion se tiene que (a) C (z) o bien (z) C (a). Observe que no
puede darse (z) C (a) pues en caso contrario y dado que (a) C p, se
tendria que x € p, lo cual no puede ocurrir. Se sigue que (a) C (z) y
entonces a = rx para algin r € R. Nuevamente tenemos que (r) C (a)
o (a) C (r).

- Caso 1. Si (r) C (a) entonces r € (a) C py asi a = rx € pq.

- Caso 2. Si (a) C (r) entonces a = rt para algin ¢ € R. Dado que
a € p la relacién rt = a implica que r € p o t € p. Si pasara que
t € p entonces tendriamos rt = a = rz. Note que t # x pues t € p
y « ¢ p. Como R es dominio entero la igualdad rt = rz implica
que r = 0 y entonces a = rz = 0 lo cual es una contradiccién. Se
tiene entonces que r € p y asi a = rz € pq.

En cualquier caso se tiene que a € pq, lo que muestra que p C pq.

2. Como R es anillo de valuacién podemos suponer que J C K, de donde
JNK =Jyademés IJ C IK luego I(JNK)=1J=1JNIK.

a) Sea J = (ay,...,a,) un ideal finitamente generado de R. Como R
es anillo de valuacién el conjunto {(a;) :i=1,...,7} de ideales
principales de R estd totalmente ordenado, por lo que existe [ €
{1,...,r} tal que (a;) C (a;) paratodoi € {1,...,r} yasi (a;) C
J=(a1,...,a;) C (a;),de donde J = (a;); es decir, J es principal.

b) Sean z,y € R\ ‘B. Existen entonces n,m € N tales que = ¢ J"

ey ¢ J" y dado que R es anillo de valuacién esto implica que
J" C (x) y J™ C (y). Multiplicando la primer relacion por el
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ideal principal (y) y la segunda por J" obtenemos J" (y) C (zy)
y JTH C J" (y). Con esto J™™ C (zy) y asi xy ¢ B.
Si para algtin k € N se tiene que J*¥ = J**1 entonces P = J* y
dado que P es ideal primo también se tiene que = J, de donde
J C J¥, por tanto J = J*¥ = J¥*1. Para terminar observe que
J = Jk1 c J? C J; es decir, J? = J.

¢) Note primero que, para todo n € N, J” ¢ p pues de lo contrario,
por el teorema 1.11, se tendria que J C p C J. Lo anterior implica
que p C J" para todon € Ny asi p C m J"=R.

neN

d) Probaremos la afirmacién contrapositiva. Supongamos que J" ¢
I para todo n € N. Se tiene entonces que I C J" para todo n € N;
de esta manera I C B y entonces VI C P C J, por lo que no
ocurre que J C V.

O

No podemos dejar de mencionar ahora que los dominios de valuacion
proporcionan ejemplos menos triviales en los cuales w(IJ) < w(I) + w(J),
ademas de los mencionados en los comentarios posteriores al ejemplo 6: Si R
es un anillo de valuacién y p, q € Spec(R) son tales que p C g, por el inciso
1 de la proposicién anterior se tiene que pq = p, de donde w (pq) = w(p) =
1<2=w(p)+w().

Mostraremos un resultado que habla acerca de los ideales primarios de
un anillo de valuacién. Tenemos el siguiente lema previo.

Lema A.5. Si [ es un ideal de un anillo R e y € R es tal que I C (y)
entonces (I :y) - (y) = 1.

Demostracion. La contencion (I :y) - (y) C I es clara. Sea a € I. Por hi-
potesis se tiene que a = ry para algiin » € R y como ry = a € I entonces
re(l:y)yportantoa=ry e (I:y)-(y). O

Teorema A.6. Sea R un anillo de valuacién y sea p € Spec(R), p # 0.
1. Si g es un ideal p-primario y si « € R \ p entonces q = (x)q.

2. Si q1,q2 son dos ideales p-primarios de R entonces qiqs es ideal p-
primario de R. En particular p™ es ideal p-primario de R para todo
n € N. Ademas, si p no es idempotente entonces todo ideal p-primario
es una potencia de p.

Demostracion.
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1. Dadoque z ¢ py q C p entonces x ¢ qy como R es anillo de valuacién
se tiene que q C (x). Si J = (q: x) es claro que q = J y por el lema
anterior tenemos que q - () = q.

2. Es claro que /qiq2 = p. Sean x,y € R tales que zy € qiq2 y = ¢ p,
observe que, como q; C p, esta dltima relacién implica que = ¢ qq,
y dado que R es anillo de valuacién se sigue que q; C (z). Como
en el inciso anteior q; = (q; : ) es tal que q; - (xR) = q1. Con esto

n n

(zy) C qug2 = (z)qqe y asi ay = Y _arib; = « (Zrz‘bz), donde
i=1 i=1
ri € Ry b € qiqa. Dado que z # 0 (pues = ¢ p) se sigue que

n

Yy = Z?“z‘bi € (192, lo que termina la prueba de que qi1qo es ideal p-
i=1

primario.

Si p no es idempotente entonces p C p. Si q es un ideal p-primario
de R entonces p? C /9 y por el inciso 3 d) de la proposicién A.4 se
tiene que (p?)" C g. Sea k el minimo natural tal que p* C q; es decir,
pF Cqyph! ¢ g. Existe entonces y € pF~1 tal que y ¢ q, de donde
q C (y). Se tiene entonces que q = (gr : y) es tal que q = q(y) y como
qCp, q=2q(y) Cply) Cpp¥~' = p¥, lo que muestra que q = p¥.

O]

Dado un campo K y un grupo totalmente ordenado H, con la operacion
compatible con el orden, una valuacion de K con valores en H es una funcion
suprayectiva v : K \ {0} — H que satisface las siguientes condiciones:

1. v(zy) = v(x) + v(y), es decir, v es morfismo de grupos.
2. v(z+y) > min{v(z),v(y)}.

El morfismo v se puede extender a todo K adjuntando un elemento a H,
denotado por oo, tal que co + 00 = oo y ademas h < oo, h + 00 =
para todo h € H, y definiendo ademas v(0) = co. En tal caso el conjunto
R, = {x € K : v(z) > 0} es un anillo, llamado anillo de valuacion de v; el
conjunto m, = {x € K : v(x) > 0} es el tnico ideal maximal de R,, por lo
que R, es anillo local. No es dificil verificar ademés que R, es un dominio
entero noetheriano y que todo ideal propio no nulo de R, es de la forma m~
donde k € N y, como consecuencia, dim (R,) = 1.

Una wvaluacion discreta de un campo K es una valuacién suprayectiva
v: K — G U{oo}, donde G es un grupo isomorfo a Z. Un dominio entero
R es un dominio de valuacion discreta si existe una valuacion discreta de
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Q(R), el campo de cocientes de R, de tal manera que R es el anillo de
valuaciéon de la valuacion discreta. De esta manera, un dominio de valuacion
discreta es un anillo local noetheriano de dimensién uno. Algunas de las
caracterizaciones mas conocidas de los dominios de valuacién discreta son
las siguientes.

Proposicién A.7. [3, proposicién 9.2, p.105] Sea R un dominio entero local
noetheriano de dimensién uno y m € Max(R) su dnico ideal maximal. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R es un anillo de valuacién discreta.
2. m es un ideal principal.
3. Todo ideal propio no nulo de R es una potencia de m.

En el siguiente resultado se caracterizardn a los dominios de valuacién
discreta de entre todos los anillos de valuacion.

Teorema A.8. Sea R un anillo de valuacién. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

1. R es un dominio de valuacién discreta.
2. R es un dominio de ideales principales.
3. R es noetheriano.

Demostracion. Dado que R es anillo de valuacién es local. Sea m el tinico
ideal maximal de R.

1.=2. Supongamos que R es un dominio de valuacion discreta y observe que,
por la proposicién anterior m = (a) para algin a € R, a # 0. Si J es
un ideal propio no nulo de R, por la proposicién anterior se tiene que,
para algin k € N, J =mF = (a)k = (ak); es decir, J es principal.

2.=3. Esta afirmacion es clara.

3.=1. Dado que R es noetheriano se tiene que todo ideal de R es finitamente
generado y por el inciso 2 de la proposicién A.4 se sigue que R es un
dominio de ideales principales, por lo que todo ideal primo no nulo
de R es maximal; es decir, dim(R) = 1. De la proposicién anterior se
sigue que R es dominio de valuacién discreta.

O]
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Los resultados anteriores seran de gran ayuda para mostrar algunas pro-
piedades que satisfacen aquellos anillos que localmente sean anillos de va-
luacién tales como los dominios de Priifer y los casi dominios de Dedekind.
Dichas propiedades son de suma importancia durante el desarrollo de algu-
nos resultados de la seccién 3.3.

Recordemos la correspondecia biyectiva que existe entre Spec (S _1R) y
{p € Spec(R) : pN S =0}, donde R es un anillo y S C R es un sistema
multiplicativo, asi como la correspondencia biyectiva que existe entre los
ideales primarios de ST!R y los ideales primarios de R que no intersectan a
S, especificamente el siguiente teorema.

Teorema A.9. Sean R un anillo y sea S C R un sistema multiplicativo.
1. [17, teorema 5.32, p.94]
a) Sip € Spec(R) es tal que p NS # ) entonces p¢ = S~ R.
b) Sip € Spec(R) y pN S = 0 entonces p¢ € Spec (S71R).
c¢) Si P € Spec (ST'R) entonces P¢ € Spec(R) y P = P.
2. [17, teorema 5.37, p.95]

a) Si q es un ideal primario de R tal que qN S # () entonces q° =
SR

b) Si q es un ideal p-primario de R y q NS entonces q° es un ideal
p®-primario de S™'R.

c) Si @ es un ideal P-primario de S™!R entonces Q° es un ideal
P¢-primario de Ry Q% = Q.

En algunos resultados posteriores usaremos la siguiente notacién: Sea R
un anillo, S C R un sistema multiplicativo y considérese el morfismo natural
R— S7'R.

a) Si I es un ideal de R, I¢ denotard la extensién de I en S™!R.
b) Si J es un ideal de S™'R, J¢ denotar4 la contraccién de J en R.

Recuerde que en general el morfismo f : R — S™'R no es inyectivo,
sin embargo la inyectividad se garantiza cuando R es un dominio entero.
Algunos hechos importantes que usaremos frecuentemente son los siguientes:

i) (INJ)°=1I°nJe.
i) (IJ)¢ = I°Je.
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iit) (V)" = VT,
iv) I =S 'Rsiysolosi INS #0

Estas propiedades son bien conocidas y pueden encontrarse, por ejemplo, en
[17, lema 5.31, p.92].

Por otro lado, si {S)},c, es una familia de sistemas multiplicativos de R e
I,J son ideales de R y S/\_lR respectivamente, entonces

a) I®* denotard la extensién de I en S 'R.
b) J denotard la contracciéon de J en R.

En muchos de los resultados de este apéndice consideraremos el caso espe-
cial en el que los sistemas multiplicativos sean los complementos de ideales
primos.

La teoria anteriormente desarrollada nos permite regresar brevemente
a los anillos de valuaciéon. Si R es un anillo de valuacién con tunico ideal
maximal m que ademds es dominio de valuacién discreta en particular se
tiene que dim(R) = 1 y por tanto todo ideal propio no nulo de R es m-
primario. De la proposicién A.7 se tiene que si I es un ideal propio no nulo
de R entonces I = m” para algin n € N y por tanto todo ideal propio de R
es una potencia de su radical. Mas adelante mostraremos que de hecho esta
es una condicién suficiente para que un anillo de valuacién sea dominio de
valuacién discreta. El siguiente lema serd de utilidad.

Lema A.10. Sea R un anillo de valuacién tal que cada ideal propio de R
es una potencia de su radical. Si p € Spec(R), p # 0, es minimal sobre algin
ideal principal no nulo (z) entonces p es ideal maximal de R.

Demostracién. Como p es minimal sobre (z) entonces, en el anillo de frac-
ciones Ry, py es el tnico primo minimal sobre (x)Ry asi que (/(z)Rp, =pp ¥y
dado que p, es ideal maximal de R, se sigue que (x)R, es ideal p,-primario
de Ry, por lo que, bajo el morfismo natural R — Ry, ((z)Ry)" es ideal p-
primario de R y por hipdtesis se tiene que ((x)Ry)° = p™ para algin n € N.
Con esto (z)Ry = ((z)Rp)™“ = (p™)° = (pp)". Afirmamos que p, es inverti-
ble. Sin =1 es claro y si n > 1, como x es unidad en el campo de cocientes
de R pues x # 0, del tltimo inciso de la proposiciéon A.1 se sigue que p,
es invertible, esto implica que pg # pp pues de lo contrario se tendria que

pp = Ry lo cual no puede ocurrir. Tenemos asi (p%)c C (pp)° =py dado

que R es anillo de valuacién, p? es p-primario (teorema A.6 inciso 2) asi que
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p? = (pg)c Cyp.Seana € p\p?ybec R\p. Note que (ab) C p pues a € p
y como ademds p? C p entonces p? 4 (ab) C p y por tanto \/p? + (ab) C p.

Por otro lado p = /p2 C /p? + (ab), con lo cual \/p? + (ab) = p. Por hi-
pétesis tenemos que p? + (ab) = p™ para algtin m € N. Si m > 3 entonces
p™ C p? C p? + (ab) = p™; es decir, p™ = p? para todo m > 2, de donde
se sigue que p2 + (ab) = p o bien p? + (ab) = p%. Si p? + (ab) = p? en-
tonces (ab) C p? lo cual no puede ocurrir pues p? es p-primario, a ¢ p? y
b ¢ p=+/p2 Se tiene entonces que p? + (ab) = p. Como a € p entonces
a = c + rab, para algunos ¢ € p?, r € R, y entonces a (1 —rb) = ¢, de
donde a (1 — rb) € p2. Por ser p? ideal p-primario y a ¢ p? se concluye que
1—7rb=dparaalgind € p. Con esto 1 € p+(b) y por tanto p+(b) = R, esto
para todo b € R\ p. Si p no fuera ideal maximal existirfa un ideal maximal
m de R tal que p C m, por lo que existirfa z € m \ p. Por lo demostrado
anteriormente, R = p+ (z) C m, lo cual no es posible. Se sigue que p es ideal
maximal. O

Proposicion A.11. Si R es un anillo de valuacion tal que todo ideal propio
de R es una potencia de su radical entonces dim(R) = 1.

Demostracion. Sea p € Spec(R) no nulo. Existe entonces a € p con a # 0.
Como (a) C p existe p’ € Spec(R) minimal sobre (a) tal que (a) C p’ C p. Por
el lema anterior se tiene que p’ es maximal, luego p = p’ y p es maximal. [J

Estamos en condiciones de dar una nueva caracterizacion de los dominios
de valuacién discreta que ya eran anillos de valuacién.

Corolario A.12. Sea R un anillo de valuacién. R es anillo de valuacién
discreta si y solo si todo ideal propio de R es una potencia de su radical.

Demostracion. Una implicacién ya ha sido discutida previamente. Por otro
lado, si R es un anillo de valuacién en el que todo ideal propio es una potencia
de su radical, por la proposicién anterior se tiene que dim(R) = 1. Si m es
en unico ideal maximal de R, de lo anterior se sigue que todo ideal propio no
nulo de R es m-primario y por tanto, el conjunto de todos los ideales propios
de R es {0} U{m"}, _y. De esta manera toda cadena ascendente de ideales
de R debe ser finita y entonces estacionaria, por lo que R es noetheriano.
Del teorema A.8 se tiene el resultado. O

A.3. Dominios de Priifer

En Ia seccién A.1 se demostré que si un ideal es invertible entonces es
finitamente generado. Esta seccién estda dedicada al repaso de los dominios
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enteros para los cuales se d4 la afirmacién reciproca.

Definicion A.13. Un dominio entero R se dice dominio de Priifer si cada
ideal finitamente generado no nulo de R es invertible.

En el siguiente teorema se enlistan una serie de caracterizaciones de los
dominios de Priifer.

Teorema A.14. Sea R un dominio entero. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1.

2.

5.

6.

R es un dominio de Priifer.
Cada ideal no nulo de R generado por dos elementos es invertible.

Si I,J, K son ideales de R tales que I # 0 es finitamente generado e
IJ =IK entonces J = K.

Ry, es un anillo de valuacién para cada p € Spec(R).
Si I, J, K son ideales de R entonces I(JNK)=I1JNIK.

Si I, J son ideales de R entonces (I + J)(INJ)=1J.

Demostracion. Mostraremos primero que 1. y 2. son equivalentes. La afir-
macién 1.=2. es clara.

2.=1.

Para ver que R es dominio de Priifer sea I = (ay,...,a,) un ideal
finitamente generado no nulo de R y supongamos que a; # 0 para todo
i =1,...,n. Mostraremos por induccién sobre n que I es invertible. Si
n =1, como I # 0, es claro que I es invertible con inverso I~! = (i)
Si n = 2 por hipdtesis se tiene que I es invertible. Supongamos que
n > 2y que todo ideal no nulo generado por m — 1 elementos es
invertible. Sean A = (a1,...,an-1), B = (ag,...,an), D = (a1,a,) y
ademés F = a;A~'D™! + 4, B~'D~!. Tenemos entonces que

IE = (I+(an) @AD" 4 (ay + B)a,B~'D™!
= oD '+ a,00A7 ' D' + aya,B"'D" ' + a,D!
= aD ' (R+a,B™) +c,D7 (R+ A7),

Dado que a,B~' C Ry a;A~! C R de la igualdad anterior se sigue que
IE=c;D '+ ¢,D7! = (a1,a,) D~! = R, de donde I es invertible.
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1.=3.

3.=4.

4.=5.

Supongamos que I, J, K son ideales de R tales que I # 0 es finitamente
generado e IJ = I K. Como R es dominio de Priifer se tiene que I es
invertible y entonces J = I"'1J = I"'IK = K.

Notemos primero que si I,J, K son ideales de R tales que I # 0 es
finitamente generado e IJ C IK entonces IJ + [K = IK, de donde
IK = I(J + K) y como [ es finitamente generado de la afirmacion
3 se sigue que K = J + K, por lo que J C K. Hemos motrado que
si I,J, K son ideales de R tales que I # 0 es finitamente generado e
1J C IK entonces J C K.

Sea p € Spec(R). Mostraremos que si 2,2 € R, entonces (2) R, C
(%) R, o bien (%) R, C (%) Ry. Dado que s,t ¢ p entonces 1,1 son
unidades de Ry, por lo que basta mostrar que (§) R, C (%) R, o
(%) R, C (%) Ry. Sia=0o0b=0 esto es claro, supongamos enton-
ces que a,b # 0. Observe que (a?b+ ab?) C (a3 + a®b + ab® + b?), de
donde (ab)(a,b) C (a?,b%) (a,b) y como a,b # 0 del comentario previo
se sigue que (ab) C (a2, 62) y entonces ab = za? + yb? para algunos
x,y € R. Notese ahora que

(by)(a;b) =

de donde (by) C (a). De esta manera by = au para algin u € Ry
ab = za? + uab o equivalentemente za = b(1 —u) pues a # 0. Siu ¢ p

entonces § = by — by ¢ (%) R, y si w € p entonces 1 —u ¢ p, de
donde & = 4 = 4L ¢ (4) R,.
Sea p € Spec(R). Por hipétesis R, es anillo de valuacién asi que,
usando el inciso 3 de la proposicion A.4 y las propiedades del morfismo
natural R — Ry, se tiene que

I(JNK)), = L (JNK,)

= LJ,NK,

(I)p N (IK)p
= ([JNIK),.

La conclusién es clara ahora.
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5.=6. Si la afirmacion 5 se cumple entonces
I+J)(INnJ)y=UI+NNINn({I+J)JDIJ.
La otra contencién siempre se cumple.

6.=2. Sea I = (aj,a2) un ideal no nulo de R. Si a; = 0 0 az = 0 es claro
que I es invertible. Supongamos entonces que ai,as # 0, de donde
A = (a1) y B = (a2) son ideales invertibles de R y ademads

R=ABB'A' = (A+B)(ANB)B'A™' =1(AnB)B A}

de donde I es invertible.

Se tiene el siguiente corolario.

Corolario A.15. Un dominio entero R es un dominio de Priifer si y solo si
Ry, es un anillo de valuacién para todo ideal maximal m de R.

El siguiente lema sera de utilidad en el siguiente par de resultados.

Teorema A.16. Sea I un ideal del anillo R y supongamos que Max(R) =
{mxr}aca- Se tiene que I = ﬂ I,
AEA

Demostracion. Una contencién es clara, por otro lado si x € ﬂ I en-
AEA
tonces, para todo A € A, existe yy € R\ my tal que zy) € I y asi (I : z) es

un ideal de R con yy € (I : z) y entonces (I : z) € my para todo A € A, de
donde se sigue que (I : ) = R, de donde z € I. O

La siguiente es una propiedad de los anillos de valuacién que sigue siendo
valida para los dominios de Priifer.

Proposicion A.17. Sea R un dominio de Priifer. Si I es un ideal propio
de R tal que I* = I*+1 para algtin k € N entonces I es idempotente.

Demostracion. Si k = 1 la afirmacion es clara. Supongamos entonces que
k > 2. Observe que ([k) = (IkH) para todo m € Max(R) por lo que Iy
m m

es ideal idempotente de Ry, (segunda parte del inciso 3 b), proposicién A.4).
Se sigue que I C ((Ik) )C para todo m € Max(R) y asi I C ﬂ ((Ik) )C =
m m m

I* latltima igualdad por el teorema A.16. Tenemos asi que I = I* C I? C I;
es decir I? = I de donde I es idempotente. ]
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Los siguientes dos resultados ayudan en la caracterizacién de los ideales
n-absorbentes de los dominios de Priifer (teorema 3.66).

Lema A.18. Sea R un anillo y sea Max(R) = {my},.5. Si I es un ideal de
R con radical primo p y si I, es un ideal py,-primario de Ry, para cada
A € A tal que p C my entonces I es ideal p-primario de R.

Demostracion. Sea q la componente p-primaria aislada de I, es decir q = I¢¢
es el ideal p-primario mas pequeno de R que contiene a I. Dado A € A se
tienen dos casos:

- Caso 1. p C my. En este caso se tiene por hipdtesis que I** es un
ideal p-primario de R y ademés contiene a I, por tanto q C 12,

- Caso 2. p € my. Aqui I®** = R y entonces también se tiene que
q C I,

De los casos anteriores se sigue que ¢ C ﬂ I2°) la cual coincide, segun el

AEA
teorema A.16, con I. O

El siguiente resultado dice, entre otras cosas, que el conjunto de todos
los ideales primarios de un dominio de Priifer con mismo radical es cerrado
bajo multiplicacion.

Proposicién A.19. Sea R un dominio de Priifer.

1. Sean p € Spec(R), p # 0, y q un ideal p-primario de R. Si x € R\ p
entonces q = q (q + (x)).

2. Si p € Spec(R), p # 0, y q1,q2 son dos ideales p-primarios de R
entonces (g2 es ideal p-primario. En particular se tiene que p” es
ideal p-primario para todo n € N. Si p no es idempotente entonces
todo ideal p-primario de R es una potencia de p.

3. Sean p,q € Spec(R).

a) Si p,q son incomparables entonces p + q = R.

b) Sip C q entonces pq = p.

Demostracion.
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1. Para mostrar que q = q° + (z)q es suficiente mostrar que ¢n =
(42 + (2)q),, para cada m € Max(R). Si ¢ ¢ m entonces qm = 4% = Rn
y trivialmente se cumple la igualdad deseada. Por otro lado, si ¢ C m
entonces (m es ideal p,,-primario del anillo de valuacion Ry,. Afirma-
mos ahora que § € Ry \ P Si §{ € py existiria v € R\ m tal que
ur € py, como x ¢ p, u€p=,/q. Se tiene entonces que u" € q para
algin n € N, y asf v ¢ m, de donde q¢ € m lo cual no puede ocurrir.
Por el inciso 1 del teorema A.6 se tiene que gy, = qm (%) y como g2 C g

se sigue que q2 C qm = (%) q, de donde

(0 + (@)a) =an+ (f) Gm = (f) G = G-

2. Sea m un ideal maximal de R tal que p C m. Se tiene entonces que

(q1) ¥ (92),, son ideales py-primarios del anillo de valuacién Ry, asi
que por el teorema A.6 (q192),, = (q1), (92),, s ideal pyp-primario de
Ry. Como ademds /q1q2 = p del lema A.18 se sigue que q1q2 es ideal
p-primario de R.
Si p? # p entonces (pp)2 # Py, por lo que en el anillo de valuacién R,
se tiene, por el inciso 2 del teorema A.6, que el conjunto de todos los
ideales py-primarios de Ry es {(pp)"} oy asi que el conjunto de todos
los ideales p-primarios de R es {p"},, e = {(P2) }ren-

3. a) Supongamos que p+q C R. Existe entonces m € Max(R) tal que
p+qgCmyasip,qCm Como R es dominio de Priifer, Ry, es
anillo de valuacién, asi que podemos suponer que p, C gm. Dado
que p, q son ideales primos de R tales que p,q C m la relacién
Pm C qm implica que p = () C (qm)° = ¢ lo cual no puede
ocurrir. Esto muestra que p 4+ q = R.

b) Sea m € Max(R) y observe que si ¢ € m entonces qm = Rn y
asi (pq)y = Pmdm = Pm. Supongamos ahora que q¢ C m. Dado que
p, q € Spec(R) son tales que p, ¢ C m entonces Py, m € Spec (Ri)
Y Pm C gm v como Ry es anillo de valuaciéon, del inciso 1 de la
proposicién A.4 se tiene que (pq),, = Pmlm = Pm. El andlisis
anterior muestra que (pq),, = pm para todo ideal maximal m de
R, de donde se sigue que pq = p.

O

Con la proposicién anterior damos por terminadas las propiedades nece-
sarias para el desarrollo de la prueba del teorema 3.66, aclarando que no son
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todas las propiedades que estos poseen. Un estudio mas profundo de estos
anillos especiales puede encontrarse, por ejemplo, en [11] y [13].

A.4. Casi dominios de Dedekind

En esta secciéon se hara un breve repaso de los casi dominios de Dede-
kind y algunas de sus propiedades. El tnico resultado aqui presentado es
indispensable para el adecuado seguimiento de la demostracién del teorema
3.61.

Definicién A.20. Un dominio entero R es llamado casi dominio de Dede-
kind si Ry es un dominio de valuacién noetheriano para todo m € Max(R).

El siguiente resultado es una caracterizacion de los casi dominios de

Dedekind.

Teorema A.21. Sea R un dominio entero que no es un campo. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. R es un casi dominio de Dedekind.
2. dim(R) = 1 y cada ideal primario de R es una potencia de su radical.
3. Sil,J, K sonideales de R tales que I # 0y JI = K1 entonces J = K.

4. R es un dominio de Priifer con dim(R) = 1 que no tiene ideales maxi-
males idempotentes.

Demostracion.

1.=2. Por el teorema A.8 un anillo de valuacién noetheriano es un dominio de
valuacién discreta por lo que, en particular, es local y tiene dimensién
de Krull uno. Con esto, si R es un casi dominio de Dedekind entonces
dim (Ry) = 1, donde m es el tnico ideal maximal de R. De acuerdo
a la correspondencia biyectiva entre los ideales primos de Ry, y los
ideales primos de R contenidos en m se sigue que dim(R) = 1. Por
otro lado, sea q un ideal primario de R. Si ¢ = 0 entonces \/q = q y
no hay nada que hacer por lo que podemos suponer que q # 0. Dado
que 0 # ,/q € Spec(R) y dim(R) = 1 se sigue que ,/q = m, ademas
qm es ideal my-primario del dominio de valuacién discreta Ry, por lo
que, de acuerdo a la proposiciéon A.7, ¢, = (my)" = (m"), para algin
n € N. Se sigue que q = (qm)° = ((m"),) = m".
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2.=1.

1.=3.

3.=4.

4.=2.

Supongamos que se satisface la afirmacién 2. Sea m € Max(R) y obser-
ve que dim (Rp) = 1. Si @ es un ideal propio no nulo de Ry, entonces
VQ = my, por lo que Q es ideal my-primario y entonces Q° es ideal
m-primario de R asi que por hipétesis Q¢ = m” para algin n € N,
de donde @ = (m"),,. Esto muestra que los tinicos ideales propios no
nulos de Ry, son potencias de my, y por tanto el conjunto de ideales de
Ry, esta totalmente ordenado por inclusion, de donde Ry, es un anillo
de valuacién. Es claro también que toda cadena ascendente de ideales
de Ry debe ser finita y por tanto estacionaria. Lo anterior muestra
que Ry es un dominio de valuacién noetheriano, por lo que R es casi
dominio de Dedekind.

Sea m € Max(R) y observe que, como I # 0, entonces Iy, # 0. Como R
es un casi dominio de Dedekind Ry, es un anillo de valuacién noethe-
riano por lo que my, es principal generado por, digamos x € Ry, \ {%},
y ademés I, = (myp)" = (2") para algin n € N; es decir, Iy, es prin-
cipal, de donde I, es invertible. Por otro lado la relacién JI = KI
implica Jyulm = (JI)m = (KI)m = Knln y como I, es invertible se
sigue que Jy, = Ky; como esto se cumple para todo m € Max(R) se
concluye que J = K.

Si la afirmacién 3 se satisface, en particular, es valida para cuando
I # 0 es finitamente generado. Del teorema A.14 se tiene que R es
dominio de Priifer. Si m € Max(R) y m®> = m = Rm por hipétesis
se tendria que m = R, lo cual no puede ocurrir, asi que R no tiene
ideales maximales idempotentes. S6lo hace falta ver que dim(R) = 1.
Sea p € Spec(R), p # 0,y seax € R\p. Por el inciso 1 de la proposicién
A.19 se tiene que p = p (p + (z)), como p # 0, de la afirmacién 3 se
sigue que R = p + (z). Como esto se cumple para todo x € R\ p se
sigue que p € Max(R).

Sea g un ideal primario. Si ¢ = 0 la afirmacién es clara, por lo que
podemos suponer que q # 0y asi p = /q # 0 y por hipdtesis se tiene
que p es maximal y p? # p, asi que por el inciso 2 del teorema A.6 se
tiene que q = p" = (,/q)" para algtin n € N.

O

Con este teorema concluimos este primer apéndice. Estudios més exten-
sos y profundos de los casi dominios de Dedekind pueden consultarse en [11]

y [13].
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Apéndice B
Grupos abelianos ordenados

En esta tltima parte del trabajo vamos incluimos un pequeio resumen

sobre los grupos abelianos ordenados y de sus subgrupos aislados. De manera
m

particular se van a caracterizar los subgrupos aislados de G = @ Q y como
i=1
consecuencia se sabra la dimensién de Krull de un anillo de valuacién que

m
tenga como grupo de valores a G = @Q.
i=1
Mas resultados relacionados a los temas de este apéndi se pueden encon-
trar en [10] y [13], que fueron la base principal de esta parte.

Definicion B.1. Un grupo abeliano ordenado es un grupo abeliano G sobre
el cual existe un orden total, denotado por <, tal que si a,b,c € Gy a <b
entonces a + ¢ < b+ c.

Si G es un grupo abeliano ordenado y H es subgrupo de G entonces H
es un grupo abeliano ordenado cuyo orden es el inducido por el orden de G.

Sean G1,...,G, grupos abelianos ordenados y sea G = G1 ® - -- ® G,
Dados a = (a1, ...,am),b = (b1,...,b,) € G diremos que a = b si y solo si
a; =b; para todo i =1,...,n. Sia = (ay,...,an),b=(b1,...,b,) € G son
distintos escribiremos a < b si a1 < by o bien, si para algin k£ > 1 se tiene
que a; = b; paratodoi =1,...,k— 1y ar < bg. No es dificil verificar que
la relaciéon sobre G definida mediante a < b si y solosia =b o a < b es
un orden total sobre G, el cual es llamado el orden lexicogrdfico y por tanto
G=G,®---® G, es un grupo abeliano ordenado.

A continuaciéon presentamos una de las definiciones principales de este
apéndice.

Definicion B.2. Sean G un grupo abeliano ordenado y H un subgrupo de
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G. Se dice que H es un subgrupo aislado de G si para todo a € H, con
a >0, larelacién 0 < 5 < «, f € G, implica que g € H.

Note que 0 y G son trivialmente subgrupos aislados de G.
El primer resultado que presentaremos dice que los subgrupos aislados
de un grupo abeliano ordenado estan ordenados linealmente.

Lema B.3. Sea G un grupo abeliano ordenado. Si Hy, Hs son dos subgrupos
aislados de G entonces H; C Hy 0 Hy C Hj.

Demostracion. Supongamos que Hy Q H>. Mostraremos que Hy C Hy. Sea
a € Hy. Sia =0 es claro que a € H;. Supongamos ahora que a > 0. Dado
que Hy ¢ H, existe z € Hy tal que « ¢ Hs, en particular se tiene que x # 0
y asi £ > 0 o bien z < 0, en cualquier caso se tiene que r < a o a < x.

- Si > 0 no puede ocurrir que z < a pues en caso contrario, como Hy
es aislado, se tendria x € Hs lo cual no es posible. Tenemos asi que
0 < a < xycomo H es aislado se sigue que a € H.

- Si z < 0 no puede ocurrir que a < z pues 0 < a < x implica z > 0.
Se sigue que x < a y con esto —a < 0 < —z. Veamos que de hecho
a < —z. Si este no fuera el caso se tendria entonces que 0 < —x < a de
donde —x € Hs que es una contradiccion. Tenemos asi que 0 < a < —x
y por tanto a € H;.

En cualquier caso se tiene que a € Hi.
El caso a < 0 reduce al anterior observando que a € H si y solo si —a € H,
para cualquier subgrupo ordenado. O

Observacion 12. Sean G un grupo ordenado, H un subgrupo aislado de
G y x € H no nulo. Al ser H un subgrupo ordenado se tiene que = > 0 o
x < 0. Como en la demostracién del lema anterior, para mostrar que una
afirmacion es verdadera para z basta con suponer que x > 0 pues en caso
contrario —z > 0 y se puede aplicar un procedimiento andlogo al aplicado a
x para concluir que la afirmacién también es verdadera para —zx, es por ello
que de aqui en adelante trataremos siempre sélo el caso en que x > 0.

m
Dado m € N, seaG:@@yparacadai:1,...,msea
i=1

H;i={0,...,0,24,...,%m) : Ty ..., Tm € Q}.

Es claro que H; es subgrupo de G y que H; = G. A continuaciéon mostrare-
mos que H; es subgrupo aislado de G para todo i =1,...,m.
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Lema B.4. Si G y H; son como en el parrafo anterior entonces H; es
subgrupo aislado de G.

Demostracion. Si i = 1 la afirmacion es clara pues H; = G. Supongamos
entonces que ¢ > 1. Sea a = (0,...,0,a;,...,a,) € H; tal que a > 0 y sea
b= (b1,...,bm) € G tal que 0 < b < a.Sib=0 es claro que b € H; por lo
que podemos suponer que, de hecho, b > 0 y asi by > 0 o bien, para algiin
k>1,b =---=bt,_1 =0y b, > 0, sin embargo no puede ocurrir que
0 < b1 pues como b < a se tendria que 0 < b1 < 0 lo cual claramente no
puede ocurrir. Existe asi k > 1 tal que by = -+ = bp_1 = 0y by > 0. Por
un razonamiento andlogo al anterior no puede ocurrir que k < i por lo que
k > iy asibe H;, lo cual muestra que H; es subgrupo aislado de G. O

Deseamos mostrar ahora que los tinicos subgrupos aislados no nulos de

m
G= @ Q son precisamente los H;, donde i € N,,,. Dado un subgrupo aislado
i=1
H de G,paracadai=1,...,m,seap; : H— Qdadapor (q1,...,qm) — ¢,
la proyeccién en la i-ésima coordenada.

m
Lema B.5. Sean G = @ Q, H un subgrupo aislado no nulo de G e i € N,,,.

i=1

Si p;(H) # 0 entonces existe y = (y1,...,ym) € H tal que si i = 1 entonces
y1 >0ysii>1entoncesy; =---=y;—1 =0ey; >0.

Demostracién. Como p;(H) # 0 existe x = (x1,...,2y,) € H tal que z; =
pi(x) # 0. Supongamos que x > 0. Sea a = |z;| € Q; es decir a = x; si z; > 0
oa=—-x;siz; <0,yseay=(0,...,0,a,2i41,...,Zm) € G. Observe que
y > 0. Veamos ahora que y < . Como x > 0 se tienen dos posibles casos, a
saber, que 1 > 0y que, paraalgin k > 1,z =--- =21 =0y xx > 0, en

tal caso no puede ocurrir que k£ > ¢ pues de lo contrario se tendria que z; = 0,
lo cual no es posible por la elecciéon de z, asi que k < 7. Consideraremos dos
casos para ¢ € Ny,.

- Casol.i=1.Siexistierak >1talquex; =---=a_1 =0y zp > 0,
como se menciond antes, deberiamos tener 1 < k <4 =1 lo cual no es
posible. Por tanto x1 > 0, a = x1 y ademés y = (21,22, ...,ZTm) = T.

- Caso 2.7 > 1. En este caso y = (0,...,0,a,Zit1,. -, Tm)-

a) Sizp > 0 entonces z > y.

b) Supongamos que existe £ > 1 tal que 1 = -+ = x5_1 = 0y
xp > 0. Dado que k < i tenemos dos posibles subcasos: k < iy
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k =1. Si k <i entonces xj, > 0 =y, y como ademés z; = y; =0
para todo 1 < j < k — 1 se sigue que z > y. Si k = i entonces
z; >0y x=(0,...,0,zi,...,2m3) = y.

En cualquiera de los casos anteriores tenemos 0 < y < x y como H es
subgrupo aislado de G se tiene que y € H. ]

Observe que el elemento y € H del lema anterior es estrictamente posi-
tivo, esto es, y > 0.

En la siguiente proposicién usaremos especificamente la forma que tiene
el elemento y = (y1,...,ym) € G que produce el lema anterior.

m
Proposicion B.6. Sean G = @ Q y H un subgrupo aislado no nulo de G.
i=1
Dado i € N, se tiene que p;(H) =00 p;(H) = Q.
Demostracion. Vamos a suponer que p;(H) # 0 y mostraremos que nece-
sariamente p;(H) = Q para ello, sea r € Q. Veamos que r € p;(H). Si
r = 0, tomando h = 0 € H tenemos que r = p;(h) y r € p;(H), por lo
que podemos suponer que 7 # 0. Como p;(H) # 0 por el lema anterior
existe y = (y1,...,Ym) € H tal que y > 0 e y; > 0. Sea N € N tal que
Ny; > |r| y observe que Ny = (Nyy,...,Nyy) € H es tal que Ny > 0. Sea
a=(ai,...,an) € G definido mediante

r sij =i,
a; = .. .
Ny; sij#u.
Vamos a mostrar que a € H, para ello consideremos los siguientes casos para
1 € Npp,.

- Caso 1l.i=1. Enestecasoy; >0y a=(r,Nya,...,Nyp). Sir >0
entonces claramente 0 < a < Ny y al ser H subgrupo aislado de
G se tiene que a € H. Por otro lado, si » < 0 entonces 0 < —a =
(=r,—Nya2,...,—Nypm) < (Ny1,..., Nym) = Ny, de donde —a € H y
asi a € H. Note que pi(a) = r por lo que r € p1(H).

- Caso 2. i > 1. En este caso y = (0,...,0, s, Yit1,---,Ym) cony; >0y
a=(0,...,0,7, Nyit1,...,Nym). Si r > 0 entonces 0 < a < Ny, por
locual a € H. Sir <0 entonces —r >0y

0<—-a=(0,...,0,—7,—Nyit1,...,—Nymn) < Ny

de donde a € H. Observe que r = p;(a) y entonces r € p;(H).
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De los casos anteriores se concluye que Q C p;(H) lo que muestra que

m
En los siguientes resultados vamos a suponer nuevamente que G = @ Q.
i=1

Proposicién B.7. Si H es un subgrupo aislado de G y H # G entonces
p1(H) = 0.

Demostracion. Supongamos que p1(H) # 0. Sea g = (g1,-..,9m) € G,
g > 0. Veamos que g € H. Si ¢ = 0 no hay nada que hacer. Si ¢ > 0 hay
dos posibles casos: g1 > 0 o bien, existe k > 1talque gy =---=gr_1 =0y
gr > 0.

- Caso 1. g1 > 0. Sea r; € Q tal que g1 < r1. Por la proposicién anterior
esiste h = (h1,...,hy) € H tal que p1(h) = r1, es decir, h; = r;. Con
esto

0<g=1(91,---9m) < (ri,ha...;hp) =h
de donde g € H.

- Caso 2. Existe £ > 1 tal que ¢ = (0,...,0, 9%, gk+1,---,Gm) cON
gr > 0. Dado que pi(H) # 0 por la proposicién B.6 existe h =
(W), R, ... h!,) € H tal que 1 = pi(h) = hf, de donde

0<g=1(0,..-,0,0k Gkt1s---+9m) < (L, Ay hi)) =N
por lo que g € H.

Los casos anteriores muestran que G C H y por tanto H = G lo cual es una
contradiccién. O

Si H es un subgrupo aislado propio de G, por la proposicién anterior, el
conjunto

L={ieN,,:pi(H) =0 para todo j < i}

es no vacio y ademaés es finito, asi que tiene un elemento maximo. En el
siguiente resultado [ € N,,, denotaré a tal elemento maximo.

Proposicion B.8. Si H es un subgrupo aislado propio de G entonces
p;i(H) = Q para todo j > I.
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Demostracion. Por definicién de [ se tiene que pj11(H) = Q por lo que
podemos tomar y = (0,...,0,1,y;42,...,Ym) € H. Ahora bien, dados j €
{l+2,....,m} yr; € Qes claro que z; € G dado por

Tosti=1+1,
(), =r; sii=j,

0 en otro caso,

donde (z;); denota la i-ésima coordenada de z;, es tal que 0 < z; < y, de
donde z; € H y ademas p; (z;) = r;. Se sigue que Q C p;(H) por lo que
pi(H) =Q. O

El siguiente resultado ayuda a describir todos los subgrupos aislados de

G=Ppa
=1

m
Proposicién B.9. Si H es un subgrupo aislado no nulo de G = @Q

i=1
entonces H = H; para algin ¢ € N,,,.

Demostracion. Si H = G = H; la afirmacion es clara, por lo que podemos
suponer que H # G. Sea

I =méx{i € Ny, : p;j(H) = 0 para todo j <i}.

Afirmamos que H = H; 1. Por la proposicién anterior ya se tiene que H C
H;.4. Para ver la otra contencién sea x = (0,...,0,741,...,7m) € Hiiq.
Si x = 0 no hay nada que hacer, por lo que podemos suponer que x > 0.
Sea r € Q tal que r > 0y r > ri41. Por la proposicion anterior existe h =
(0,...,0,7, hjso,...,hy) € Hyestal que 0 < x < h,de donde x € H. [

m
El trabajo previo muestra que G = EB Q tiene exactamente m + 1 sub-
i=1
grupos aislados y estan ordenados de la siguiente manera:

G=H DHy2 -2 Hp20 (B.1)

Es un hecho bien conocido que para cualquier anillo de valuaciéon R
existe una valuacién v que tiene a R como su anillo de valuacién (ver por
ejemplo [13, proposicién 5.13, p.108]). Un hecho un poco menos conocido
pero igualmente cierto es que dado un grupo abeliano ordenado G existe
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una valuacién, y por tanto un anillo de valuacién, que tiene a G como grupo
de valores, este hecho puede encontrarse en [10, teorema 3.4, p.12].
n

Sea R un anillo de valuaciéon con grupo de valores G = @ Q. Usaremos
i=1
el hecho de que todos los subgrupos aislados de G se encuentran enlistados

en (B.1) para obtener informacién importante de R, especificamente, su
dimension. Los siguientes resultados seran de utilidad.

Lema B.10. Sea v : K — G U {oo} una valuacién del campo K y sea R
su anillo de valuacion. Si H es un subgrupo aislado de G entonces

Y(H) ={x e K:v(z)>0yv(r)¢ H} € Spec(R).
Demostracion. Es claro que ¢(H) C R al tenerse v(x) > 0 para x € ¢(H).
1. ¥(H) es ideal de R.

a) 0 € Y(H) pues v(0) =00 >0y v(0) =00 ¢ H.

b) Sean z,y € ¥(H) y supongamos que v(z) < v(y). Se tiene en-
tonces que v(x + y) > min{v(x),v(y)} = v(z) > 0 ademas, si
v(z +y) € H la desigualdad anterior implicaria que v(z) € H lo
cual no es posible, por tanto v(z +y) ¢ H.

c) Sir € Ry x € ¢(H) entonces v(r),v(x) > 0y v(re) = v(r) +
v(z) > 0. Ademas, como 0 < v(z) < v(r) + v(z) = v(rz), si
v(rz) € H de la desigualdad anterior se tendria que v(z) € H lo
cual contradice el hecho de que x € ¥(H), asi que v(rz) ¢ H.

Los incisos anteriores muestran que ¢ (H) es ideal de R.

2. ¢(H) € Spec(R). Observe primero que 1 ¢ (H) pues v(1) = 0
H, asi que ¢¥(H) es propio. Sean =,y € R tales que zy € ¥(H)
supongamos que z ¢ (H). Como v(x),v(y) > 0 entonces 0 < v(y)
v(z) +v(y) = v(zy), de donde v(y) € H y por tanto y € ¢(H).

IN < M

O]

Lema B.11. Si G es un grupo abeliano ordenado y Hy, Hs son dos subgru-
pos aislados de G tales que Hy C Hs entonces ¢ (Hy) 2 9 (H3).

Demostracion. Primero veamos que ¢ (Hz) C ¢ (Hi). Si z € ¢ (Ha) enton-
ces v(x) > 0 ademés, si v(z) € H; se tendria que v(x) € Hj lo cual no puede
ocurrir pues = € 1 (Hz), por lo que v(z) ¢ Hy y asi x € ¢ (Hy).
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Sélo hace falta ver que ¥ (Ha) € ¢ (Hy). Como Hy; C Hj existe y € Ha
tal que y ¢ Hi, en particular se tiene que y # 0. Supongamos que y > 0.
Six € K es tal que y = v(x) entonces v(z) > 0y v(z) ¢ Hy, por lo que
x €Y (Hiy), y como v(x) € Ha se tiene también que = ¢ v (Ha). O

Sea v : K — GU{oo} una valuacién del campo K con grupo de valores
G y anillo de valuaciéon R. Si p € Spec(R) y a € R\ p entonces a # 0,
por lo que a es necesariamente una unidad de K y v(a) # oo, con esto
v(R\p) C G. Si definimos p(p) =v (R\p)U{—g:g9 € v(R\p)} tenemos
que

a) 0 € o(p) pues 0 =v(l) € v(R\ p).
b) Si g,h € p(p) se tienen los siguientes casos:

1. g,h € v(R\ p). En este caso g = v(a) y h = v(b) para algunos
a,be€ R\ p,de donde abe R\ py

g+h=v(a)+v(b) =v(ab) € v(R\p)

de donde g + h € ¢(p).

2. g=—xy h=—y para algunos z,y € V(R \ p). Del caso anterior
x+yev(R\p) yasig+h=—(z+y) € p(H).

3. g € v(R\p) y h = —z para algin = € v(R \ p). En este caso
g = v(a) y z = v(b) para algunos a,b € R\py asi g+h = v(ab™1).
Se tienen los siguientes subcasos:

I. ab~! € R. En este caso no puede ocurrir que ab™! € p pues
de lo contrario, como b € R, se tendria que a = (ab™1)b € p
lo que es una contradicciéon. De esta manera ab™' € R\ p,
con lo cual g+ h € v(R\ p).

II. ab~! ¢ R. Como R es anillo de valuaciéon de K y ab=! # 0
entonces a~'b € R y como en el subcaso anterior no puede
ocurrir que a~'b € p, por lo que v (a7 'b) € v(R\p) y g+h =
—v (a™1b).

En cualquiera de los subcasos anteriores se tiene que g+h € ¢(p).

4. g = —y para algin y € v(R\ p) y h € v(R\ p). Este caso es
andlogo al caso anterior.

En cualquier caso se tiene que g + h € ¢(p).

El andlisis previo muestra que ¢(p) es subgrupo de G. A continuacién mos-
traremos que de hecho este es un subgrupo aislado de G.
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Lema B.12. Sea v : K — GU{oco} una valuacién del campo K con grupo
de valores G y anillo de valuaciéon R. Si p € Spec(R) entonces ¢(p) es un
subgrupo aislado de G.

Demostracion. Sea h € ¢(p) tal que h > 0y sea g € G tal que 0 < g < h.
Debemos mostrar que g € ¢(p). Tenemos que g = v(a) para algin a € K
y como v(a) > 0 se tiene que a € R. Para h € ¢(p) se tienen los siguientes
casos:

1. h =v(b) para algin b € R\ p. En este caso, de la desigualdad v(a) <
v(b) se tiene que v (ba™t) = v(b) — v(a) > 0, de donde ba~' € R. Si
a € p entonces b = (ba"!)a € p lo cual no puede ocurrir por lo que
a€ R\p.

2. h = —x para algin x € v(R\ p). En este caso x = v(c) para algin
c € R\ py entonces h = v (c1). De la desigualdad v(a) < v (c71)
se tiene que v (c7ta™1) > 0, de donde c"'a~! € R. Si a € p entonces
¢l = (c7ta!) a € p, pero esto no puede ocurrir pues ¢ € R. Se sigue
que a € R\ p.

De los casos anteriores concluimos que g € v(R\ p) C ¢(p). O

Lema B.13. Sea v : K — GU{oco} una valuacién del campo K con grupo
de valores G y anillo de valuaciéon R. Si p,q € Spec(R) son tales que p C q

entonces ¢(p) 2 ¢(q).

Demostracion. Observe primero que R\ q C R\ p. Dado g € ¢(q) se tienen
dos casos:

1. g = v(a) para algin a € R\ q. En este caso a € R\ p y por tanto
a € v(R\p) C p(p).

2. g = —z para algin z € v(R\ q). En este caso x € v(R\ p) y por tanto
g € p(p).

Lo anterior muestra que ¢(q) C ¢(p). Por otro lado, dado que p C q existe
b € q tal que b ¢ p. Si definimos h = v(b) tenemos que h € ¢(p). Afirmamos
que h ¢ ©(q). Si suponemos lo contrario tenemos nuevamente dos casos:

I. h € ¥(R\ q). En este caso h = v(a) para algin a € R\ q, asi que
v(a) = v(b) y por tanto a = ub para alguna unidad v de R. Dado que
b € q se sigue que a € ¢, lo cual es una contradiccién.
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II. h = —x para algin z € V(R q). En este caso x = v(c) para algun
¢ € R\ q, luego v(b) = —v(c) y entonces v(bc) = v(b) + v(c) = 0, de
donde bc = u para alguna unidad u de R. Dado que b € g, la igualdad
anterior implica que u € q que es también una contradiccion.

De los casos anteriores se concluye que h ¢ (q). O

Lema B.14. Sea v : K — GU{oco} una valuacién del campo K con grupo
de valores G y anillo de valuacién R y sea &7 el conjunto de todos los subgru-
pos aislados de G. Las funciones ¢ : &/ — Spec(R) y ¢ : Spec(R) — o
definidas en los lemas B.10 y B.12 son inversas una de la otra.

Demostracion. Sea p € Spec(R). Si a € p entonces p(a) > 0y v(a) ¢ ¢(p),
de donde a € ¥ (p(p)), lo que muestra que p C 9 (p(p)). Para la otra
contencién, si a € R\ p entonces v(a) > 0y v(a) € v(R\ p) C ¢(p), por lo
que a ¢ ¥ (o(p)) v asi ¢ (¢(p)) C p.

Veamos ahora que dado H € & se tiene que ¢ (¢)(H)) = H. Si g € H existe
a € K tal que g = v(a). Note que a # 0 pues en caso contrario g = oo ¢ H.
Dado que a es una unidad de K y R es anillo de valuaciéon de R se tiene que
a€RoaleR.

1. Si a € R entonces v(a

(a) > 0, como v(a) = g € H, entonces a ¢ (H)
por lo que g =v(a) € v

0,
(Y(H)) C @ ($(H)).
)

2. Sia~! € R entonces v (a -1

pue g € H, por lo que a~ 1
entonces h € v(R\ ¢Y(H))
g € o (Y(H)).

De los casos anteriores obtenemos H C ¢ (1)(H)). Para ver la otra contencién
sea g € ¢ (Y(H)). Se tienen los siguientes casos:

H). De esta manera, si h = v (a™!)

(yademasy( N =-ve)=-geH
=v(a) = —v(a~ ):—hdedonde

>0
¢ b
y g

I. g e v(R\¢(H)). En este caso g = v(a) para algin a € R\ ¢(H),
de donde v(a) > 0. Dado que a ¢ ¥(H) y v(a) > 0 se sigue que
g=v(a) € H.

II. g=—hparaalgin h € v(R\ ¢(H)). Por el caso anterior h € H y por
tanto g = —h € H.

Los casos anteriores muestran que ¢ (¢(H)) C H asi que ¢ (¢(H)) =H. O

Teorema B.15. Sean v una valuacién sobre un campo K, G su grupo de
valores y R su anillo de valuacion. Existe una correspondencia biyectiva que
invierte el orden entre los subgrupos aislados de G y los ideales primos de R
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Demostracién. Si denotamos por o al conjunto de subgrupos aislados de R
entonces la funcién 1 : & — Spec(R) definida en el lema B.10 es biyectiva
con inversa 1! = ¢ : Spec(R) — <7, donde ¢ es la funcién del lema B.12;
esta funcién invierte el orden por los lemas B.11 y B.13. O

Concluimos este apéndice con un par de implicaciones medulares para
el ejemplo 14 del capitulo 3; presentamos estas a modo de observaciones.

Observacion 13.

m
1. Sea v : K — G'U{oco} una valuacién con grupo de valores G = @ Q
i=1
y anillo de valuacién R. Ya hemos visto que G tiene exactamente m—+ 1
subgrupos aislados:

G=H DHy2---2Hy,20.

Escribiendo pj_1 = ¢ (Hj) sij = 1,...,m y p, = 9(0), donde 1 :
o/ — Spec(R) es la funcién del teorema anterior, tenemos que

po = ¥%(G)
{reK:v(x)>0yv(z) ¢ G}
{reR:v(z) ¢ G}

= 0

Pm = 1/}(0)
= {zeK:v(x)>0yuv(z)¢{0}}
= {z€R:v(zx)>0}

el cual coincide con m, el ideal maximal de R. Por el teorema B.15 se
obtiene una cadena de ideales primos

0SSP & CPm1 & Ppm=m

=

Tal cadena es de longitud méaxima pues de lo contrario exitirfa un
subgrupo aislado H de G distinto a 0, Hy, ..., H,, lo cual, por la pro-
posicién B.9, no es posible.

El argumento previo muestra que dim(R) = m.
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2. 581G = EDQ los argumentos usados en esta secciéon pueden seguirse

€N
practicamente sin modificaciones para mostrar que los tnicos subgru-
pos aislados no nulos de G estdn ordenados de la siguiente manera

G=H 2H,2H32 20,
donde H; := {(0,...,0, 2, %i11,...) : Tj, Tiyr1,--- € Q} para todo i €
N. Si R es un anillo de valuaciéon con grupo de valores G = @ Q, por

1€N
el teorema B.15 se tiene que

sup {ht(p) : p € Spec(R)} = oo,

por lo que dim(R) = oo.
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