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Resumen

En este trabajo presentamos un criterio para determinar la estabilidad
exponencial de las soluciones de la ecuacion del Cauchy abstracto en términos
de p(A), donde A es el generador infinitesimal del Cpy-semigrupo asociado
a dicha ecuacién. Se desarrolla y complementa la teoria para demostrar los
Teoremas de Jan Priiss [1]; en la cual establece la relacién que existe entre
el espectro de {T'(t)}+>0 y el comportamiento asintético de las soluciones
periédicas de una ecuacién diferencial no homogénea (1). Esta teoria nos
permite estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de ecuaciones
diferenciales a través del espectro del generador infinitesimal A, aun sin
conocer la forma explicita de la soluciéon. También damos un ejemplo de la
aplicacion de esta teoria.



Abstract

In this thesis we present a criterion to determine the exponential stability
of the solutions of the abstract Cauchy equation in terms of p(A), where A is
the infinitesimal generator of Cy -semigroup associated to said equation. The
theory is developed and complemented to demonstrate the Theorems of Jan
Priiss [1]; in which the relation that exists between the spectrum of {7T'(¢) }+>0
and the asymptotic behavior of the periodic solutions of a nonhomogeneous
differential equation (1). This theory allows us to study the behavior of the
solutions of differential equations through the spectrum of the infinitesimal
generator A, even without knowing the explicit form of the solution. We also
give an example of the application of this theory.
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Lr(E)
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C([a,b], X)

C'([a,b], X)

BC(R, X)

Notacién para espacios

Ntimeros reales.

Rt :={reR:r>0}.
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Denota un campo, R o C

Coleccién de sucesiones z = (z,) en K tales que
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Hf%—(é|ﬂﬂp<u%1§p<m.
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Espacio de funciones continuas y acotadas de R
a X.
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Notacion general

Sean X un espacio de Banach complejoy A : D(A) C X — X un operador
lineal.

G(A

D(A) es el dominio del operador A, que es subespacio vectorial de X.
G(A) ={(z,y) € X x X : y = Az} es la grafica del operador A.

» N(A) ={z € D(A) : Az =0} es el nucleo de A.

» R(A)={Az:2 € D(A)} es el rango de A.

» Gp(x) conjunto de operadores en B (X) que son invertibles.

Si A,Be L(X), AB:=AoB.



Introduccion

Las ecuaciones diferenciales de evolucion, es decir, aquellas que cambian
con respecto al tiempo, son de gran importancia en el modelado de fenémenos
fisicos, y pueden encontrarse también en diversas areas como Quimica, Biolo-
gia y Economia, entre otras. Uno de los mayores retos es encontrar la solucién
explicita de dichas ecuaciones.

En 1930 se empezd a desarrollar la teoria de semigrupos para resolver
ecuacio-
nes diferenciales parciales y ha tenido un gran avance en los tltimos anos
ya que con esta teoria, podemos conocer el comportamiento asintético de
soluciones mediante el estudio de ciertos operadores lineales.

Nos interesa estudiar el comportamiento de las soluciones del problema
de Cauchy abstracto

u'(t) = Au(t) + f(t), t>0 )
u(0) = up.

donde u, f € C([0,7],X) con T'> 0, ug € X, A: D(A) C X - X es un

operador lineal cerrado y X un espacio de Banach complejo.

Si X es de dimensién finita, entonces A € B(X) y puede ser identificado
con una matriz My € M,(C). El sistema dindmico lineal en X, cuyo
estado evoluciona con el tiempo, puede ser descrito por un operador lineal
acotado T'(+) : RT — M,,(C) el cual satisface que {T'(t)}i>0 C M, (C) es
un Cy-semi-
grupo generado por A, donde ser generado por el operador A, significa que
para cualquier ¢ > 0 se tiene la siguiente igualdad

T(t)x —
Az = lim M, x € D(A).

t—0+ x



En el caso que dimX < oo y f = 0, el Teorema de estabilidad de Liapunov
nos da el siguiente criterio:

El semigrupo {T'(t) }+>0 es uniformemente estable (Definicién 2.1.3) si y sélo
si todos los valores propios de M4 tienen parte real negativa.

La importancia de esto, es que si el Cp-semigrupo es uniformemente estable
estable, la solucién de la ecuacién diferencial (1) que determina el sistema
dindmico es uniformemente estable.

Cuando X es un espacio de Banach de dimensién infinita, el operador A
no necesariamente es acotado y el criterio anterior no se satisface. En este
trabajo, se desarrolla y complementa la teoria para demostrar los Teoremas
de Jan Priiss [1]; en la cual establece la relacién que existe entre el espectro
de {T'(t)}+>0 y el comportamiento asintético de las soluciones periddicas
de una ecuacién diferencial no homogénea (1). Para esto, introduciremos
conceptos de Cp-semigru-

pos para operadores cerrados y no acotados. Se daran condiciones suficientes
para que el Cp-semigrupo {T'(t)}+>0 asociado al generador A : D(A) — X
sea exponencialmente estable (Definicién 2.1.3) en términos del operador
resolvente.

En el Capitulo 1, se presentan resultados basicos de operadores cerrados
e invertibles y se define el espectro y la aplicacion resolvente de un operador.
En el capitulo 2, trabajaremos sobre la ecuacién del problema de Cauchy
abstracto (1) y definiremos algunas cotas de crecimiento para Cp-semigrupos.
En el Capitulo 3, desarrollamos los Teoremas de Jan Priiss, y mostraremos
la equivalencia que hay entre

» Las soluciones suaves 1-periédicas de la ecuacién (1).
» 1€ p(T(1)) donde {T'(t)}+>0 es el semigrupo generado por A.
= La existencia de una proyeccién dicotémica asociada al Cy-semigrupo.

Y concluiremos el capitulo demostrando que cualquiera de las anteriores
nos garantiza que nuestro Cy-semigrupo es exponencialmente estable. Esta
teoria nos permite estudiar el comportamiento asintotico de las soluciones
de ecuaciones diferenciales a través del espectro del generador infinitesimal
A, ain sin conocer la forma explicita de la solucién.

Finalmente, en el capitulo 4 presentaremos un ejemplo donde puede aplicarse
la teoria de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo incluye conceptos basicos de operadores no acotados y
teoria espectral para operados cerrados.

1.1. Operadores lineales

En esta seccion se dan algunos resultados basicos importantes sobre operadores
lineales cerrados.

En lo que resta del trabajo X denotard un espacio de Banach complejo
con norma || - || y £(X), el espacio de todos los operadores lineales sobre X.
Diremos que un operador A € L(X) es acotado si existe una constante
C > 0 tal que

| Az [< C ||« |

para todo z € X. Al conjunto de operadores acotados de X en X lo
denotaremos por B(X). Si A € B(X), definimos su norma por

Ax
| Alsco= sup | Az || = sup 1271

Izl =1 e20 |z ||

Con esta norma B(X) es un espacio de Banach. Siempre que no haya
confusién, denotamos a la norma anterior por || A ||.

Definicién 1.1.1. Un operador lineal A con dominio D(A) en un espacio de
Banach complejo X, es decir, A: D(A) C X — X, es cerrado si satisface
alguna de las siguientes propiedades equivalentes.

1. Si para la sucesion (xp)neny en D(A), lim z, = x y lim Az, =y

para algunos x,y € X, entonces x € D(A) y Az = y.



2. La grdfica
Ga={(x,Az) :xz € D(A)}

es cerrada en X X X.

3. X1 := (D(A), [ - [lypcay)) es un espacio de Banach para la norma de
la grdfica dado por

Iz [[pay=llz |+ Az |, =€ D(A).

Observacién 1.1.1. Si Al — A es inyectivo para algin A € C, entonces
las propiedades anteriores también son equivalentes a que (A — A)~! sea
cerrado.

Denotaremos el operador A con dominio D(A) por el par (A, D(A)).

Enseguida enunciaremos el Teorema de la grafica cerrada, que serd de
utilidad mas adelante.

Teorema 1.1.1 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X y Y espacios de
Banach y T un operador lineal de X en Y. Entonces T es acotado, si y sélo
si, la grdfica de T es cerrada.

Demostracion. Véase [[8], Teorema 2.9] O
El Teorema de la gréafica cerrada nos permite establecer lo siguiente.

Teorema 1.1.2. Para un operador cerrado A : D(A) ¢ X — X, las
siguientes propiedades son equivalentes.

1. (A,D(A)) es un operador acotado.
2. D(A) es un subespacio cerrado en X.

Finalizamos esta secciéon enunciando el Teorema de Lax-Milgram, que nos
permite garantizar la existencia de soluciones.

Definicion 1.1.2. Sean H un espacio de Hilbert y B : H x H — R una
forma bilinial.

1. Diremos que B es continua si existe una constante C' tal que

| B(u,v) |<KC |ull|lv], paratoda u,v e H;

2. B es coercitiva si existe una constante o > 0 tal que

B(u,u) > a || ul|® para toda u € H.



Teorema 1.1.3 (Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert y B(u,v)
una forma bilineal continua y coercitiva. Entonces para cualquier ¢ € X*
existe un unico elemento u € H tal que

B(u,v) = (p,v) para toda v € H.

Adémas, si B(u,v) es simétrico, entonces u tiene la siguiente caracterizacion

ueH y %B(u,u) — (p,u) = iréi}{l{;B(v,v) - <<p,v>}.

Demostracion. Vease [[8], pag. 140]. O

1.2. Espectro y resolvente.

En esta seccién se define el inverso para operadores no acotados, ya que
en el capitulo 2 veremos que el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
es cerrado pero no acotado. Adémas, daremos la definicién de espectro,
resolvente y algunos resultados importantes de estos.

La teoria de operadores no acotados surge por la necesidad de establecer
fundamentos matematicos de la mecanica cuantica, e inicié su trabajo en
1920 con los trabajos de Von Neumann y Stone. Esta teoria se dirige principal-
mente al estudio de ecuaciones diferenciales. Si el lector quiere profundizar
en estos temas sugerimos ver [4] y [14].

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio normado. A € L(X) es invertible
si eziste un operador B € B(X) tal que ABx = z, para todo x € X, y
BAz = z, para todo x € D(A). En tal caso denotamos B = A™1.

Si denotamos al operador identidad como I : X — X, Ix = z, entonces
AAT =AT1A=T.

Definicién 1.2.2. Sea (A, D(A)) un operador cerrado sobre un espacio de
Banach complejo X. Llamamos al conjunto

p(A) :={ A€ C: A\ — A es invertible}
el conjunto resolvente de A, y

o(A4) = C\ p(A)



el espectro de A, respectivamente.
Para X € p(A), la inversa

R\ A) := (M — A~

es, por el Teorema 1.1.1, un operador acotado sobre X, y serd llamada la
resolvente de A en el punto A. Esto define la aplicacion

p(\) € A s R(M, A) € B(X),

Llamada aplicacion resolvente. De la definicion, tenemos la siguiente
identidad
AR(AN, A) = AR\ A)— I, A€ p(A).

Teorema 1.2.1 (Ecuacién resolvente). Sea A : D(A) — X wun operador
cerrado en un espacio de Banach X . Se tiene entonces para todo \, i € p(A)
que
M—A)" = (- A

A—p

(1l — AN — A)! =
Demostracion. Consideremos las identidades

AN — A7 — AN — A) (I — A7 = (uI — A)! (1.1)

(L= A)Hu(ul — A) 7 — Al — A) ] = (AT A7 (12)
Restando (1.1) a (1.2) y factorizando se obtiene el resultado. O

Teorema 1.2.2 (Teorema de Neumann). Sean X un espacio de Banach y
T eB(X). Si||T| <1 entonces (I =T) € Ggx) ¥y

(-1 =S (1)
n=0
Demostracion. Véase [[10], pag. 240] O

Tomando a F': Gp(x) —* Gp(x) definida por T' — T~ se puede ver que
Gp(x) es un conjunto abierto, F' es un homeomorfismo y F' = F ~1 (véase
[10], pag. 243).

Ahora enunciaremos algunos resultados del conjunto y la aplicacién reso-
lvente.



Teorema 1.2.3. Para un operador cerrado A : D(A) ¢ X — X, se
cumplen las siguientes propiedades.

1. El conjunto resolvente p(A) es abierto en C, y para pn € p(A) se tiene

[e.o]

(L= A)71 =3 (= A (ul — A", (1.3)
n=0
para todo A € C que satisface | p— A\ |< ”(#1_7114)_1“

2. La aplicacion resolvente X — (M — A)~1 es localmente analitica con

dr -1 -1
_ _ — (=1)"n! —
d/\n()\f A) (=1)"n!(A — A)
para toda n € N,
Demostracion. 1. Sea A\ € C, entonces

M—-A=p—A+A—p=[—(p—N(u—A)""(ul - A),

es biyectivo si [I — (u — A)(ul — A)~Y es invertible, y lo cual, por el
Teorema 1.2.2 sucede cuando

1
I (ul = A)=H |

La inversa puede ser calculada como sigue

=A<

o0

(M—=A)"" = (= A) [I=(u=N) (I =A) ] = S (u=A)" (u—A)" .

n=0

2. Se sigue de la representacion (1.3).
O

Una consecuencia inmediata del Teorema anterior es que o(A) es cerrado
en C. Por otro lado, si A es un operador acotado, se tiene que

o(A) c{reC:Al<] A},

ya que
1 A\t AP
_1 o _
(M —-A)" = X (1 — /\) = g S\C3 (1.4)

n=0

existe para todo | A |[>]| 4 ||. Por lo tanto, 0(A) es compacto.



Proposicién 1.2.1. Sean X un espacio de Banach complejo y A € B(X).
Entonces o(A) # ().

Demostracion. Por contradiccién. Supongamos o(A) = (), entonces p(A4) =
C, asi (M — A)~! es una funcién entera en C. Tomando el limite cuando
A — 00 en la ecuacién (1.4), se tiene que (A — A)~! — 0. Por el Teorema
de Liouville ([13] , Teorema 2.4.8), la aplicacién resolvente se reduce a ser
la funcién 0, lo cual es una contradiccién. ]

Corolario 1.2.1. Para un operador acotado A en un espacio de Banach X,
el espectro o(A) es compacto y no vacio; entonces el radio espectral

r(A):=sup{| A |: A €o(A)}
es finito y satisface r(A) <|| A ||.

Teorema 1.2.4. Sean X un espacio de Banach y A un operador acotado.
Entonces )
r(A) = lim || A" ||~ .
n—oo

Demostracion. Véase [[10], Teorema 10.13]. O

Finalizamos este capitulo dando un resultado importante, de la teoria
espectral.

Teorema 1.2.5 (Teorema de mapeo espectral). Sean X un espacio de
Banach, A € B(X) y f una funcion holomorfa en una vecindad de o(A).
Entonces

a(f(A)) = f(a(A)).

Demostracion. Véase [[12], Teorema 4.10]. O



Capitulo 2

Propiedades de () -
semigrupos

El concepto de semigrupo de operadores lineales acotados tiene sus raices
en la ecuacién fundamental de Cauchy f(t +s) = f(¢)f(s) con t,s € R,
cuyas soluciones continuas no triviales son de la forma e®, con a € R
una constante, y la idea fundamental de Peano [11] de definir la ecuacién

o0
1
fundamental de una matriz cuadrada A por e = Z gAk, con el objeto
k=0 "

de resolver explicitamente la ecuacién diferencial vectorial de primer orden
(conocida como la ecuacién de Cauchy)

du
1) = Aute) + 1),

por medio de la férmula de variacién de constantes

u(t) = ety te(t_S)A s)ds.
(0 = e tu) + [ I (s)a

En este capitulo daremos nociones de la teoria de Cp-semigrupos, que nos
seran de utilidad para estudiar el comportamiento asintético de la solucion
del problema de Cauchy abstracto no homogénea dada por (1). Recorde-
mos que esta es de la forma

du
E(t) = Au(t)+ f(t), t>0;
u(0) = =z,

10



donde A es un operador lineal que asumiremos no acotado, y su dominio
D(A) es subespacio vectorial de X, con X un espacio de Banach.
Consideremos un sistema deterministico auténomo y sea X el conjunto de
los estados del sistema. El estado del sistema en el instante de tiempo t es
descrito por la funcién T'(t), con t > 0 que satisface la ecuacién funcional

T(s + ) = T(s)T(2),

y cada T'(t) mapea el espacio de estado del sistema en si mismo.
Estrictamente hablando, un semigrupo de operadores lineales es una
extension de la exponencial de una matriz elevada al exponencial de un
operador lineal posiblemente no acotado y definido en general sobre espacios
de Banach. La nocién de semigrupo se desarroll6 en el periodo de 1930-1960
por las contribuciones de Stone, Yosida, Feller, Lumer, Miyadera y Phillips.

2.1. () - semigrupos y el problema de Cauchy
abstracto

Definicién 2.1.1. Sea X wun espacio de Banach. Una familia {T'(t)}+>0
de operadores en B(X) es llamado Cy- semigrupo si se satisfacen las
siguientes propiedades

1. T(t+s) =T(t)T(s), para toda t,s > 0;
2. T(0) =1, donde I es el operador identidad en X ;

3. lim || T(t)x —x |[|= 0, para toda x € X.
t—0t

Si se satisfacen las definiciones anteriores para todo t € R, decimos que
{T(t) }1er es un Cy-grupo.

Proposicién 2.1.1 (Teorema de acotacién uniforme). Sean X yY espacios
de Banach sobre el mismo campo K y {Tq}aecr una familia de operadores
lineales y continuos de X a'Y . Si se cumple que para toda © € X existe una
My > 0 tal que || Tox ||< My, para todo o € I, entonces existe M > 0 tal
que || Ty ||< M para todo o € 1.

Demostracion. Véase [[8], pag. 32] O

A continuacién se demostrard que todo Cp-semigrupo es acotado de
manera exponencial.

11



Proposicién 2.1.2. Sea {T'(t) }+>0 un Co-semigrupo, entonces existen w > 0
y M > 1 tales que para toda t > 0, se cumple que || T(t) ||< Me™t.

Demostracion. De la Proposicién 2.1.1, elijamos una constante M > 1 tal
que || T'(t) ||< M para todo t € [0,1]. Sea w = In M. Si para cada t > 0
tomamos a n como la parte entera de ¢, entonces

I7o1=|r (4 1))
“IrG)- Gl
{6
(%)

IN

O

Si M = 1 en el Teorema anterior decimos que el semigrupo es de contraccién.

Proposicién 2.1.3. Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo, entonces para cada
x € X fijo, el mapeo t — T(t)x es una funcion continua de RT en X.

Demostracion. Seat >0, h € [0,t] y z € X, se tiene que
| T(t+h)z —T(t)x || = T()T(h)x —T(t)z ||

= TA(T(h)z — ) |
<T@ I Th)z — = |
< Me" | T(h)r —x || .
Haciendo h — 0% en ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene que
| T(t+ h)x —T(t)x ||— 0.
De manera andloga,
| T(t—h)x—T{t)x ||=||T({t—h)x—T({t—h+h)x |
=T = h)x =T —h)T(h)z |

<|| T(t - )HHx— T(h)z ||

< Me™ || (h)x ||— 0,

cuando h — 0. O

12



Definicién 2.1.2. El generador infinitesimal del Cy-semigrupo {T'(t) }+>0
es un operador lineal A definido por

1
Az = lim —(T(t)zr —z), =€ D(A),
t—0t ¢
donde el dominio esta definido como sigue
1
D(A)={ze X: lim —(T(t)r — z) < co}.

t—0t ¢

Proposiciéon 2.1.4. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo.
Entonces se tiene

1. El dominio de {T'(t)}+>0 es invariante, es decir, T(t)x € D(A) para
toda x € D(A), cont >0, el mapeo t — T(t)x es derivable en t, con

d
T = AT(t)r, € D(A), (2.1)

2. Para cada x € X yt > 0, se tiene fOtT(S)x € D(A). Ademds, se
cumplen las siguientes relaciones

a) T(t)r —x = Afot T(s)xds, r e X.
b) T(t)x —x = [} T(s)Axds, z € D(A),
donde las integrales a la derecha de las igualdades, son las integrales de

Bochner de las funciones continuas t — T(t)z, t — T(t)Ax valuadas en el
espacio de Banach X.

Demostracion. 1. Sean x € D(A) y h > 0. Observemos que

Luego, tomando h — 0 se obtiene

T(t) Az = (ZT(t)x = AT(t)z, (2.2)

Por otro lado, si z € D(A)

13



H TWz=T@=h) 7 ax

froon (255

+[|IT(t — h) Az — T(t) Az .

< MHT(h);LC T Ax

+ || T(t—h)Ax —T(t)Az || .
Finalmente, haciendo h — 0" obtenemos de (2.2) y lo anterior que

ST(t)e = AT(t)x.

2. a)SeanxeXyt>0,

% (T(h) /ot T(s)xds — /Ot ;vds) = / (s+ h)xds — 2/OtT(s)xds

1

h

% < s)xds — /Ot T(s)xds)
=5 </tt+hT( Jxds — /OhT(S)HCdS> ;

Al hacer h — 07, obtenemos T'(t)z — x .

b) Integrando la ecuacién (2.1) en el intervalo [0,¢] se obtiene lo
deseado.

O]

Teorema 2.1.1. Si A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
{T'(t) }+>0, entonces,

1. D(A) es denso en X.
2. A es un operador cerrado.

Demostracion. 1. Sea x € X. Para cada n € N definamos

1

Ty = n/n T(s)zds.
0

Por 2) de la Proposicién 2.1.4, se tiene que z, € D(A) para todo
n € N. Luego z,, — x cuando n — o0.

14



. Sean (zp,)nen en D(A) tal que lim z, =2 € X y lim Az, =vy. Por
n—oo n—oQ

demostrar: € D(A) y Az = y. Por el inciso 2) de la Proposicién

2.1.4, se tiene

¢
T(t)xn — xpn = / T(s)Ax,ds (2.3)
0
para cada n > 1y t > 0. También

| [ rzs = [ 2] < [ 12060 01 Az = 105

t
g/ M || Az — vy | ds.
0

Asi,
¢ t
/ T(s)Axps —/ T(s)yds|| — 0 (2.4)
0 0
cuando n — 0. De (2.3) y (2.4)
t
T(t)r —xz = / T(s)yds,
0
lo que implica
T(t)x — 1
T(t)r —z _ / T(s)yds.
t t Jo
Finalmente,
T(t)z — I
i LWz 1 T(s)yds = y,
t—0+ t t—0t t Jo

asi © € D(A) y Az =y, por lo tanto A es cerrado.
O

Teorema 2.1.2. Un Cy-semigrupo es unicamente determinado por su gene-
rador infinitesimal.

Demostracion. Sean {S(t)}+>0y {T'(t)}+>0 dos Cp-semigrupos con generador
A, x € D(A) y t > 0. Definamos u : [0,t] — X como u(s) =T(s)S(t — s).
Entonces por la Proposicién 2.1.4 se tiene

du(s)
ds

= —AT(s)S(t — s)x + T(s)AS(t — s)x =0,

15



asi u es constante en [0, ], lo que implica

esto es, T' = S en D(A). Luego del Teorema 2.1.1 se tiene que D(A) = X,
asiT =S en X. I

El siguiente Teorema demuestra una caracterizacién del generador deCy-
semigrupos que como se verd mas adelante, justifica nuestro trabajo. Diremos
que el problema de Cauchy abstracto asociado con el operador A es bien
planteado si para cada condicién inicial z € D(A) existe una tinica solucién
clasica (Definicién 3.2.2) u(-) = u(-,z) de la ecuacién (1).

Teorema 2.1.3. Sea A un operador lineal con dominio D(A) en un espacio
de Banach X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo.

2. El problema de Cauchy abstracto (1) asociado con A es bien planteado

y p(A) # 0.

3. El problema de Cauchy abstracto es bien planteado, A es densamente
definido, es decir, D(A) = X y cuando (x,) es una sucesion en D(A)
convergente a x € D(A) con la norma de X, entonces la correspondiente
solucion clasica u(-,x,) converge a u(-,x) uniformemente en [0,00).

Demostracion. Véase [3, pag. 3]. O

Ya que el Teorema precedente establece que para todo x € D(A), el
problema (1) tiene una solucién clésica dada por u(t) = T'(t)x. Nos interesa
estudiar el comportamiento asint6tico de las 6rbitas T'(t)z¢ de un Cy-semigru-
po cuando t — oo y xp es una condicién inicial nos lleva a definir los
siguientes tipos de estabilidad.

Definicién 2.1.3. Sea {T'(t)}>0 un Co-semigrupo en un espacio de Banach
X, con generador A. Entonces se dice que {T'(t)}¢>0 es

1. Uniformemente exponencialmente estable si existe M > 0 y
w > 0 tal que || T(t) ||< Me™™" para todo t > 0,

2. Exponencialmente estable si existe una constante M >0 y w >0
tal que || T(t)x ||[< Me™"" || = || p(ay para todo t >0 y x € D(A),

3. Uniformemente estable si th’m | T(t)x ||= 0 para todo x € X,
— 00

16



donde || @ [[p(a) denota la norma de la gréfica de x respecto a A. El
siguiente ejemplo demuestra que la definicién de uniformemente estable no
implica exponencialmente estable (y por lo tanto tampoco es uniformemente
exponencialmente estable) incluso en espacios de Hilbert y ain cuando el
generador sea acotado.

Ejemplo 2.1.1. Sea X = [?, el espacio de todas las sucesiones complejas
1

00 2
T = (Tp)n>1 tal que | x ||:= (Z | p, |2> < 00. Definimos al operador
n=1

A: X — X dado por A(x,) = (—n"1x,), A es un operador acotado y el Co-
semigrupo generado estd dado por T (t)(zy) = (e%xn), asi || T'(t) ||< 1 para
todo t > 0. Por otro lado, para cada n € N definamos a Py, la proyeccion en
X sobre las primeras n coordenadas. Tomemos x € X y e > 0; elijamos ng
suficientemente grande tal que || (I — Pp,)z ||< €, tenemos

I1T(@)a [|[<I| T@) Pagz | + 1| T@) [ (I = Pag)z < T () Prg || +e.

Notemos

t

I T() Pay [|=] T(t) (21, %2, &g, -, 0) =[] (67 21, - €™ mng, .., 0) |l
ast || T'(t)Ppyx || = 0 cuando t — oo. Por lo tanto,

Jim || T(t)z = 0.

Lo que implica que {T(t)}i>0 es uniformemente continua. Por otro lado
veamos {T'(t)}i>0 no es (uniformemente) exponencialmente estable. Para
algin w > 0 podemos considerar un ng € N suficientemente grande tal que
0 < nal < w, tomando a x,, = (0,0,...,1,..,0,0) con 1 en la ng-ésima
coordenada, se tiene que para toda M > 0 existe tg > 0 tal que para toda
t> 1o

.t
| T(t)2n, ||=€ "0 > Me"".

Un teorema de gran importancia, es el Teorema de Hille-Yosida pues da
una caracterizacion de los Cy-semigrupos a través del espectro del operador
A. Una consecuencia de la Proposicién 2.1.2 los Cy-semigrupos siempre estan
acotados exponencialmente, es decir, existen M > 0y w > 0 tales que

I T() < Me™

para todo t > 0.
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Teorema 2.1.4 (Feller, Miyadera, Phillips). Sea A un operador lineal en
X, weRyM > 1 constantes, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. Si A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo {T'(t) }+>0, enton-
ces || T(t) [|[< Me™t para todo t > 0.

2. A es cerrado, D(A) = X, (w,00) C p(A) y
M

(AL = A)7H" < Oy

para todo A >w yn=1,2,...
Si alguna de las anteriores se cumple, entonces {\ € C : ReA > w} C p(A)

y
M
M-A™H|I< ————
AT =A™ 1< oy =
para toda ReA > wyn=1,2,.... Ademas, para Re\ > w la resolvente esta
dada por

(M —A) Dz :/ e NT(t)xdt
0
para toda =z € X.

Demostracion. Para una demostracion del Teorema de Hille-Yosida, ver la
refe-
rencia [3, pag. 5]. O

Definicion 2.1.4. Sea X un espacio espacio de Banach, el operador lineal
A:D(A) — X es llamado disipativo si para todo x € D(A) existe y € X*
tal que Re({Ax,y)) <O0.

En espacios de Hilbert, una consecuencia del Teorema de representacion
de Riesz, es que x € X ™ es el tinico elemento en el conjunto de dualidad; por
lo tanto en espacios de Hilbert un operador lineal A es disipativo si

Re (Az,z); <0,
para todo x € D(A).
Teorema 2.1.5 (Lumer-Phillips). Sean H un espacio de Hilbert y

A:DA) —- X

un operador lineal tal que D(A) = X. Si A es disipativo y existe N\g > 0
tal que R(\I — A) = X entonces A es el generador infinitesimal de un
Co-semigrupo de contraccion en H.
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Demostracion. Véase [[7], Teorema 4.3] O

2.2. Cota espectral y cota de crecimiento de un
Cy-semigrupo.

Dado un Cy-semigrupo, analizaremos cotas de crecimiento y algunas
propieda-
des de estas.

Cuando el Cy-semigrupo {T'(t) }+>0 es exponencialmente estable, definimos
el crecimiento de acotacién uniforme wo(7") de {T(t)}+>0 como

wo(T) := mf{w € R: IM >0 tal que | T(t)|< Me“t vt >0} (2.5)

El Teorema 2.1.4 demuestra que el espectro del generador infinitesimal
A de un Cy-semigrupo siempre esta contenido en algin semiplano izquierdo
del plano complejo, asi tiene sentido definir la cota espectral s(A) como
sigue
s(A) :=sup{ReX: A € 0(A)}.

Proposicién 2.2.1. Sea {T'(t) }+>0 un Co-semigrupo en un espacio de Banach
X, con generador A, entonces s(A) < wo(T).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.1.4 y de observar

que {A € C: ReX > wo(T)} C p(A). O

Proposicién 2.2.2. Sea {T'(t)}+>0 un Co- semigrupo en un espacio de
Banach X, entonces para todo tg > 0 tenemos

1 T(t 1 T(t
tO t—o0
Demostracion. Del Teorema 1.2.4, resulta
. 1
r(T(tg)) = lim || T'(to)" ||~ . (2.7)
n—oo

Por propiedades de semigrupo, aplicando la funcién logaritmo y el limite
cuando n — oo a ambos lados de (2.7), se obtiene

1 T(nt
logr(T(tp)) = lim M,

n—00 n
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, log|| T (nt . .
de donde lim,,_,o %{70)” es finito. Ahora mostraremos que coincide con

wo(T'). Si M > 0, w € R son tales que
I () ||< Me™

para toda t > 0, entonces

1
limsup — log || T'(nty) ||< w.

n—oo T

Al tomar el infimo sobre los w € R pertenecientes al conjunto de la derecha
en (2.6), se sigue que

1 1
i _ — 11 _ <
nhm nto lOg ” T(nto) H— hrILIl sup nto log || T(nto) H 'w()(T)

Por otro lado, supongamos w < wg(7T'), entonces existe una sucesién
rr, — oo tal que e W0 || T(ryto) |> 1 para toda k, pues si esta sucesién
no existiera se tendria que

limsup e™ "™ || T(rto) ||< 1,

r—00

luego
sup e~ wrto | T(rto) ||< o0,
r>0

lo que implica wy(T') < w, lo cual es una contradiccion.
Sea M = My, := supg<s<; || T(sto) || y tomemos ny := [ry] la parte entera
de 7. Por propiedades de semigrupo se tiene que

M| T(rito) Il T(nxto) |
para toda k € N. Por lo tanto
ek || Tngto) || > M~ e P05 || Tiryto) || > M~ vl
Asi obtenemos que

log || T'(nyto) ||
nito

log(M e~ lvlto)

> w4+
ngto

Dado que w < wy(7T) fue arbitrario, se tiene que

log || T(nto) ||

.

1 T(nt
Hm log || T'(nto) || = lfm sup

Lo ntg n—»00 nio

wo (T)
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Esto concluye la prueba de la primera igualdad de la ecuacién (2.6). Ahora
tomemos t > 1 y n > 1 tales que n < t < n + 1 notemos que

log(M ™ [ T(n+1)[) _log|| T(t) || _ log(M || T(n) )
n+1 - t - n

Tomemos M = M; como antes, entonces la segunda parte de la identidad
(2.6) se obtiene de la ecuacién (2.7). O

Si A es un operador acotado, el Cyp- semigrupo generado por A es de
la forma {e*};>0. Luego, el Teorema de mapeo espectral (Teorema 1.2.5)
implica que a(eAt) = ¢t?(4) Entonces por la Proposicién 2.2.2 se tiene

ptwo(T) — T(etA) — ots(4) vt >0,

Lo que implica s(A) = wo(T). Si A no es acotado, entonces la desigualdad es
estricta, incluso en un espacio de Hilbert como se vera en el Ejemplo 2.2.1.
Para esto definamos el limite de crecimiento w;(7") como el minimo de
todos los w € R para los que existe una constante M > 0 tal que

I T(t)z [|< Me™ || 2 [ pa)

para toda x € D(A) y t > 0. Asi, T es exponencialmente estable, si y sélo
si, w1(T) <0

Teorema 2.2.1. Sea {T'(t) }+>0 un Cy-semigrupo en un espacio de Banach
X, con generador A. Entonces s(A) < wi(T) < wo(T).

Referencia [[4], pag.10]
No se cumple en general que s(A) = w;(T"), como se verd a continuacion.

Ejemplo 2.2.1. Para cada n = 1,2,.... Sea A, € Mypxn(C) definida como
sigue

01 0
00 1
Anv:=1190 0 0

Cada matriz A, es nilpotente y o(A,,) = {0}. Sea X el espacio de Hilbert
de todas las sucesiones x = (Ty)n>1 con xn, € C™ tal que

o 3
|z |l:= (Z | Zn \%n) < oo
n=1
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Sea T el semigrupo definido coordenada a coordenada como sigue
T(t) — (eintetAn)n21

es facil ver que T es un Cy-semigrupo en X y que puede extenderse a
un Co-grupo. Por otro lado como || A, ||= 1 para n > 2 tenemos que
| etn ||< et por lo tanto || T(t) ||< €t asi wo(T) < 1.

Observemos que el generador infinitesimal del Cy—semigrupo de T(t)
estd dado de la siguiente manera, coordenada a coordenada

A= (m + An)nZl‘

Demostraremos que s(A) = 0.
Se calcula para Re\ > 0, con A € C

Iim || RO\, A, + in) [lon=0

n—oo

ast se tiene que el operador R(\, Ap+in),>1 es acotado en L(X) y es inverso
de \XI — A, por lo tanto {ReX > 0} C p(A) y s(A) < 0. Por otro lado

in € o(in+ Ay) Co(A)
para todo n > 1, asi s(A) = 0.
Ahora demostraremos que w1 (T) = 1, como wo(T) < 1 basta demostrar

w1 (T) > 1 para cada n, sea

Ty 1= n_%(l, 1,..,1)eC"
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entonces || x, ||cn=1y

2
1 n—1 m ¢
tA 2+ v
| etna 2 = (Z d

>

—0

=

Para 0 < ¢ < 1, definimos x4 € X dado por x4 := (n%q"xn)nzl, veamos
zq € D(A) y

| T(t)zq H ann2 | e, H2
2n—2 ;i
1 2"t
2n | ©
e (132

=0
Ztl
7! Z "
n={3 141
2{5}+2 oiyi
1—q2 il
3

qug

i
I

N

M 10

.

IV
Il
Q o

1—¢2

Donde {%} denota el menor entero mayor o igual que % Luego usamos que
2{5} +2 <i+3 para toda i = 0,1, .. asi w1 (T) > q para todo 0 < q < 1, asi
w1 (T) > 1.
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Mas adelante veremos que el crecimiento del aplicacién resolvente a
lo largo de las lineas verticales ReA = w con w > s(A) juega un papel
importante para conocer el comportamiento asintético de la solucién al
Problema de Cauchy abstracto (1).
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Capitulo 3

Teoria asintética de
Co-semigrupos

Los Teoremas que veremos en este capitulo nos dan una caracterizacion
del espectro de un Cy-semigrupo {7'(¢)}+>0 en términos de las propiedades
de la solucién a la ecuacién diferencial (1), cuando f es periédica y X es un
espacio de Hilbert. También nos permite saber cuando nuestra solucién es
exponencialmente estable a través de su generador A.

3.1. Proyeccion de Riesz

Definiremos la proyeccién de Riesz, y daremos algunos resultados que
seran de utilidad en la siguiente seccién. Empezamos dando dos lemas que
nos permitird demostrar que la proyecciéon de Riesz conmuta con el Cp-semi-

grupo.
Lema 3.1.1. Sea {T'(t)}+>0 un Co-grupo y T'(1) invertible. Entonces

T(1)™'T(s) = T(s)T(1) ", (3.1)
para todo s € [0, 1]

Demostracion. Notemos T'(s)T(1) = T(1 + s) luego aplicando T'(1)~! por
la derecha obtenemos

T(s) =T(1+4 s)T(1)7*
T() '7T(s) =T(1)"'T(1 + 5)T (1)~
T(1)"'T(s) = T(1) ' T()T(s)T(1)""
T(1)"'T(s) = T(s)T(1)""



O]

Lema 3.1.2. Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo y supongamos 1 € p(T(1)).
Enton-
ces,

T(H)(I -T1)™" = =T1)'T(t)
para todo t > 0.

Demostracion. Aplicando T'(1) por la derecha y por la izquierda a la ecuacién
(3.1) del Lema 3.1.1, se tiene

T(t)T(1)=T(1)T(t), paratodo t >0,

asi,

Tt)(I—-T(1))=(I—-T(1))T(s) paratodo t > 0. (3.2)
Nuevamente, aplicando (I — T'(1))~! por la derecha y por la izquierda de la
ecuacién (3.2) se obtiene lo deseado. O

Sea H un espacio de Hilbert y T' € B(H), recordemos que el conjunto
zeCi 2 [>T |} € p(T),

Definimos un dominio admisible con respecto a T, a cualquier conjunto
abierto 2 C C, no necesariamente conexo, cuya frontera I' consiste de un
numero finito de curvas cerradas rectificables y 09 C p(T)).

Denotamos por ¢ a una parte aislada de o(7T), es decir, una parte que
se encuentra a una distancia positiva de la parte completaria ¢ = o(T") — 0.
Existe un dominio admisible €2 tal que

o=0(T)NAQ. (3.3)
Sea © un dominio admisible satisfaciendo (3.3); como 0 estd en p(T),
podemos definir la integral

1

- I—T)"'d\.
27 aQ(A )7 A

Para o, una parte aislada de €, existe un dominio admisible €’ tal que
o C ) C Q cuya frontera se encuentre en el interior de Q. Luego, por el
Teorema de Cauchy, definimos el operador

1 1
Po=— | M-T)td\= / (uI — Q)" tdpu.
271 o0 271 IO

El operador P es llamado operador de Riesz correspondiente al dominio
Q.
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Teorema 3.1.1 (Proyeccién de Riesz). Sean T € B(X) y Q C C un dominio
admisible de T'. Entonces

1
Po=— | M —T)td\.
@ 27T’L F( )

es una proyeccion, donde I' = 0S).

Demostracion. Sean ¢ > 0 un numero suficientemente pequenio tal que
Qe ={z € C:dist(z,9Q) < €}. Sea un dominio admisible de 'y . \ Q C p(T),
usando que p(T) es abierto y I'' = 02, se tiene

1
Pq =

=— [ A\ =T)"'d\.
27Ti F/< )

Entonces,

1 _ _
Pg_W/F//(uI—T) YOI = T) " tdpdA.

Luego por la ecuacién resolvente (Teorema (1.2.1))

,_ 1 (AL =T)" = (uI - T)"!
= i . < )
1

f—=A)

d\
= — I-T)"'4 —
<2m')2/r(“ L M

1 dx

— I-T)"4
(2mi)? //(M ) du rp—A
pues fr,ff”/\:27riyfF%:0. O

Una proyeccion de Riesz puede ser extendida en el caso que sea un
dominio no acotado con frontera rectificable. Sea R >|| 7' || un ndmero
arbitrario y sea Qp = QN {z € C:| z |< R}. Por el Teorema de Cauchy, la
proyeccién no depende de la eleccién de R, es decir,

Pq = Py,

Proposicién 3.1.1. Sea T € B(H), Q un dominio admisible y Q¢ = C\ Q,
entonces Po + Pse =1
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Demostracion. Sea R >|| T ||,y Bg = {z € C:| z |[< R}.Para A € C,, = IBg,
la resolvente (A — T)~! puede ser expandida en su serie de Neumann
(Teorema 1.2.2) dada por

1
(AW =T)"" =+ ZMH

que converge uniformemente en C,.. Integrado término a término se obtiene
P, =1. O

Sea Hgq el rango de Py, notemos que Hg es subespacio cerrado en H. Se
sigue de la Proposiciéon 3.1.1 que

Lo anterior lo denotaremos por Hq + Hoe = H. Notemos que Hq y Hge no
necesariamente son ortogonales entre si.

Observacion 3.1.1. Por el Lema 3.1.2 se tiene que la resolvente de T
conmuta con T. Luego

PoT = (1. /()\I - T)_ldA> T
279, T

1
=— [ T\ -T)"tdx
27 Jr
1
=T— [ (M -T)"tdx
271 r
=TPq.

Esto nos dice que Hgp v Hge son subespacios invariantes de T'. En efecto, si
x € Hq entonces PoTx = T Pox = Px lo que significa que Tx € Hg.

En adelante definiremos T, una restriccién del operador T en Hg (donde
Hgq es un espacio de Hilbert).

Teorema 3.1.2. Sea Q un dominio admisible de T € B(H). Entonces
0(Ta) CQ, 0(Tae) CQ° yo(T) =o0(Ta) Uo(Tqae).

Demostracion. La ultima afirmacién se deduce de

A — T = Po(M — T)Po + Poe(M — T) Py,
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asi (AI—T) es invertible, si y s6lo si, (A\[—T") Pq 'y (AI—T') Pqe son invertibles.
Para probar la primera afirmacién, tomemos p € Q2¢. En el caso cuando el
dominio €2 es acotado, I define el operador

1 [ (ul=T)
L SN )Y
S =5 | A

Si © no es acotado entonces es reemplazado por Qg, con R >| T ||.
La identidad

(I —TYN —T) ' =T+ (u— AN\ -T)

implica
(I =T)S(p) = S(p)(nl —T) = Po (3.4)

Notemos que Hg es un subespacio invariante para el operador S(u), esto es
cierto pues Hg es un subespacio invariante para cada operador (A — T)~L.
Entonces (3.4) nos dice que la restricciéon de S(u) a Hq es la inversa de
(ul — Tq). En particular, u € p(Tq).

O
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3.2. Teoremas de Jan Priuss

En esta seccién proporcionamos una caracterizacion del espectro de un
Cy-semigrupo en términos de ciertas propiedades de solucién de la ecuacion
diferencial (3.5). También introduciremos un criterio, para determinar la
estabilidad asintética de estas soluciones.

Si[0,7T]CcRype€ll,oc0), LP([0,T], X) denotard el espacio de funciones
fuertemente medibles (Definicién A.1.1).

Definicién 3.2.1. Sean X un espacio de Banach, A: D(A) C X — X un
operador lineal, f:[0,T] — X con T >0 yuy € X.
El problema de valor inicial

u'(t) = Au(t) + f(t), t€[0,T]

2(0) — uo (3.5)

es llamado problema de Cauchy abstracto asociado a (A,D(A)) con
valor inicial ug.

Definicién 3.2.2. Para f € C(]0,T],X) dado, una funcion w: [0,T] — X
es una solucion cldsica de la ecuacion (1) siu es continuamente diferencia-
ble, u(t) € D(A) para toda t > 0 y satisface la ecuacion (1).

Definicién 3.2.3. Dado f € L([0,T],X), una funcion u € C([0,T],X) es

llamada una solucion suave de la ecuacion (1) con valor inicial ug € X si

u(t) = T(t)up +/0 T(t—s)f(s)ds (3.6)

en [0,T].

Observacién 3.2.1. Si u satisface (3.5) para cada t € [0,T] decimos que
es una solucion cldsica, si y solo si, es continuamente diferenciable.

Si adémas u(0) = u(7T") decimos que u es una solucién suave (o clésica )
T- periddica.

Teorema 3.2.1. Sean X un espacio de Banach y{T'(t)}+>0 el Co -semigrupo
en X generado por A. Entonces 1 € p(T(1), si y sdlo si, para cada
feC(0,1], X), (3.5) admite una solucion suave 1- periddica.
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Demostracion. =) Sea f € C([0,1],X) dada. Si 1 € p(T(1)) entonces
I —T'(1) es invertible. Considerando u(0) = u(1), la ecuacién (3.6) determina
un Unico valor inicial

1

u(0) = (1= TW)" [ T 5)(s)ds,

0

de la solucién suave 1-periédica u(t) de la ecuacién (3.5) y dada por el
Teorema 2.1.3.
<) Basta probar que el operador (I—7'(1)) es invertible. Para esto definiremos
dos operadores auxiliares K y S. Sea K : C([0,1], X) — C([0,1], X) definido
por f — (Kf) = uy, donde uy es la solucién suave 1—periddica de (3.5).
Veamos que K es lineal. Sean f,g € C([0,1], X), K(f) = uy, con K(g) = uq
YU =1us+ ug.
Derivando, obtenemos

u' = uy 4 uy = (Aug + f) + (Aug + g)
= A(us +ug) + (f+9) = Au+ (f + g).

Asi, uw = K(f +g9) = K(f) + K(g9). A continuacién, haciendo uso del
Teorema de la gréfica cerrada [8] demostraremos que K es acotado. Sea { f,, }
una sucesién en C([0, 1], X) tal que

fo—=f v Kfn,—u enC(0,1],X).

Dado que en C([0,1], X) la convergencia es uniforme, se sigue que f es
continua.
Entonces,

lim Kf, = lim u,
n—roo n—oo

= lim (T(t)uo + /01 T(t— s)fn(s)ds>

1
=T(t)uo + /0 T(t—s)f(s)ds = u.

Notemos que u es una solucién suave 1— periddica de la ecuacién (3.5). Por
lo tanto, K(f) = u por la unicidad del limite. Esto muestra que la grafica
de K es cerrado, por lo tanto K es acotado.

Para cada x € X definamos f;(t) = T(t)z. Notemos que cada f; es
continua; luego, por hipdtesis para esta f, existe u, € C([0, 1], X) solucién
suave 1-periédica de (3.5).
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Sea S : X — X una funcién definida por S(z) = (K f,)(0) = u,(0), la
cual es lineal y acotada ya que K lo es.
Veamos que (I —T'(1)) es sobreyectiva. Dado = € X, entonces

(I =T@)(S@)+z)=(I-T(1))S(z)+ T -T(1))x
= -TW)(Kf:)(0) +z—T(1)x
(I = T(1))ug(0) + z — T(1)z

1
= /0 T(1—s)fs(s)ds+x—T(1)x

Por lo tanto, (I — T'(1)) es sobre.
Finalmente, veamos que (I—T7'(1)) es inyectiva. Supongamos (I —7'(1))z = 0,
entonces

1
0=I-T(1))x = /0 T(1—s)fs(s)ds
= /1 T(1—s)T(s)xds =T(1)z.
0

Esto implica que es inyectiva. Por lo tanto, (I — T'(1)) es invertible, asi
1€ p(T(1)). O
Corolario 3.2.1. Sea 1 € p(T'(1)). Entonces:

1. La ecuacion (3.5) tiene una unica solucion suave 1- periddica para
cada f € L(]0,1],X).

2. Sea f € C([0,1],X) N L([0,1],Y), donde Y = D(A) dotado con la
norma de la grdfica. Entonces la solucion 1-periddica es una solucion
cldsica.

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 3.2.1. O

Teorema 3.2.2. Sean X un espacio de Hilbert y {T'(t)}+>0 el Co- semigrupo
en X generado por A. Entonces 1 € p(T(1)), si y sdlo si, {2min}pen C p(A)
Y suppen || (2min — A)7H [|= M < oo
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Demostracion. =) Sea 1 € p(T(1)) y consideremos el operador T;, : X — X
definido por

1
Thx = (I — T(l))_l/0 T(s)e 2™ Mg ds, (3.7)

con z € X, n € Z. Notemos que cada T,, es acotado. Del Teorema 3.1.2,
sabemos que T'(s) conmuta con (I —T(1))~! para toda s > 0.

Para s > 0 definamos S(s) := T(s)e~ 2", claramente es un Cp-semigrupo
con generador —B = A — 2mwin. Luego,

—BT,x = -T,Bx

1
= - -1 —S'(s)xds
(=1 [ =S (s)ad
= (I =T(1))7'(5(0) = 5(1))
(I=T1) (I =T(1)e ™)z
=(I-T()'I-TA)z =1

De esta forma (27in — A) es invertible y T}, = (27in— A)~! para todan € Z;
también obtenemos

I 2min —A) || =] T |

< (I =T@)H | sup || S [|< oo
s€[0,1]

<) Supongamos que

{2min} C p(A) vy sup | (27in — A)~7 ||= M < oco.
nez

Sea f € C([0,1], X), entonces los coeficientes de Fourier de f son

1
fa :/ f(s)ef%msds, n € 7,
0

estdan bien definidos y satisfacen la identidad de Parserval ([12], Teorema

4.13)
1
2_ 2 gg — 2
TaE /OHf(S)II s=S 1 fn |

neN
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N
y se tiene f() = lim > foe T = Jim £ (#) en I2([0,1], X), donde
—00 —00
—N

N
fN(t) _ ane—%rint_
-N

Si suponemos que u(t) es una solucién suave 1—periédica, entonces multiplicando
la ecuacion u'(t) = Au(t) + f(t) por e~2™" e integrando de 0 a 1 se obtiene
que sus coeficientes de Fourier son u,, = (2min — A)~'f, con n € Z. Esto
nos lleva a definir

N
un(t) = Zune_%mt, N e N, (3.8)
_N

entonces uy € C'([0,1], X) es 1-periddica y satisface

uMﬂ=ﬂWw@+Aiﬁ—ﬂm®$, (3.9)

esto implica que uy es una solucién cldsica. Por otro lado, de la hipétesis se
tiene

o oo
Dol P <00 @rin— A7) fa |
—0o0 —00
o0
<MY | S IP=020 £ 13
—00
Por lo tanto, uy — u en L?([0,1], X) cuando N — co. Notemos que,

1 1
/ T(t—s)fn(s)ds — / T(t—s)f(s)ds, cuando N — oo, (3.10)
0 0

uniformemente para t € [0, 1], luego para t = 1 en (3.9) obtenemos

1
ummzﬂmw®+gzm—@m@w,
entonces

(I—T(l))uN(O):/O T(l—s)fN(s)ds—>/0 T(1 - 8)f(s)ds. (3.11)
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Multiplicando (3.9) por T'(1 — t) e integrando de 0 a 1 se tiene

/O T(1 — tyun (t)dt = /0 T(1 — )T (#)un (0)dt + /O /0 T(1— D)T(t — ) fx (s)dsdt
1 1 1 1

/0 T(1 —t)un(t)dt = /0 T(1)un(0)dt Jr/o T(1— t)/o T(t —s)fn(s)dsdt,

luego,

1 1 1
T(1)uy(0) = /O T(1—t)uy (t)dt— /0 T(1-t) /O T(t—s)fn(s)dsdt. (3.12)

Notemos que la parte derecha de esta igualdad converge y asi de (3.11)
y (3.12) se obtiene que un(0) = (I —T(1))un(0) + T (1)un(0) converge a
algin punto en X, digamos a ug. Finalmente, aplicando el limite cuando
N — oo a ambos lados de la ecuacién (3.9) y de las ecuaciones (3.10) y
(3.12) se sigue que

uy = u en C([0,1],X),
y u(t) es una solucién suave 1-periddica de (3.5). O

Corolario 3.2.2. Sea X un espacio de Hilbert y {T'(t) }+>0 un Co-semigrupo
en X. Si

{2min}nez C p(A) y sup || (2min — A)7 ||= M < oo,
nez

entonces para cada f € L([0,1],X), (3.5) tiene una tunica solucion suave
1-periddica.

Demostracion. Supongamos
{21in}nez C p(A) v suppez || (2min — A)™ ||= M < .

Por el Teorema 3.2.2, 1 € p(A), luego del Corolario 3.2.1 se concluye lo
deseado. O

Enseguida damos una caracterizacién de la resolvente del Cy -semigrupo.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Hilbert y {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo
en X. Entonces 0 # p € p(T(t)), siy solo si, C:={\ € C:eM = pu} C p(A)
ysup{|| M — A)7L|: A€ O} < c0.
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Demostracion. Observemos que para todo p € C, u = e*. Luego
pep(T(t) & (¢ =T(1) = eI = T(t)e ™) € Gpx)
< 1€ p(S(t))

donde S(t) = T(t)e=™ y su generador infinitesimal es B = A — \. La
conclusion se sigue del Teorema 3.2.2. O

Definicién 3.2.4. Un operador proyeccion (en el sentido de Riesz) P € B(X)
es llamado proyeccion dicotémica para el Cy-semigrupo {T'(t)}+>0 en X
si existen M > 1 y § > 0 tales que:

(P1) PT(t) =T(t)P para todo t > 0;

(P2) | T(t)Pz || < Me% || Pz | para toda z € X,t > 0;
(P3) T'(t)(I — P) se extiende a un Cp-grupo en N(P);
(P4) || T(

P4) || T(t)(I — P)z ||< Med || (I — P)x || para todo z € X, t < 0.

Teorema 3.2.4. Sea {T'(t) }+>0 un Co- semigrupo en un espacio de Banach
X, entonces los siguientes son equivalentes.

i) {T(t) }1>0 admite una proyeccion dicotomica.

it) Para cada f € C(R,X) existe una unica solucidn suave acotada

u € C(R,X) deu/(t) = Au(t) + f(t).
iii) Sy ={peC:pl=1} Cp(T(1)).

Demostracion. i) = ii) Sea P una proyeccién dicotémica de {T(t)}+>o,
definimos el Kernel de Green G 4(t) asociado a (1) como sigue

(TP sit>0.
Galt) = {—T(t)([ —P) sit<0.

La propiedad (P3) nos permite extender 7'(t)(I — P) a un Cyp—grupo sobre
N(P), que denotaremos por T'(t)(I — P). De (P2) y (P4) existe ¢ > 1 tal
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que

[e%) 0 [e%)
[ nGawia= [ joaw )+ /0 | Gatt) | dt

—00 —00

:/0 Met | (I —P) | dt+/OOOMe5t | Pl dt
:/OOOMe—& | (I —P)| dt+/OOOMe_5t | P dt
g/omMe—&(ufn P+ Pt

_ /0 T M| 1) 2 Pt

— /OOO eMe % dt < 00,

donde (|| I || +2 || P ||) = ¢, por lo tanto el operador K : BC(R, X) —
BC(R, X)) dado por

(KF)(t) = (Ga f)(t / Galt—s)f(s)ds,  (3.13)

esta bien definida y es continua. Queremos demostrar que u(t) = (K f)(t) es
la tnica solucién suave acotada de la ecuacion (3.5). Para s < t resulta

u(t) = T(t - $)u / Galt—1)f )dr—T(t—s)/_O;GA(s—r)f(r)dr
_ /_oo T(t —r)Pf(r)dr — T(t - s) /_; T(s — r)Pf(r)dr
LT - ) /:o T(s — r)(I — P)f(r)dr — /too T(t —r)(I — P)f(r)dr
_ /: Tt — r)PF(r)dr + /: T(t = r)(I = P)f(r)dr
_ /: T(t — r)f(r)dr.

De esta manera u es solucién suave de la ecuacién (3.5) en todo R. Para
mostrar la unicidad tomemos u(t) una solucién suave de la ecuacién homogé-
nea u'(t) = Au(t). Por ser u solucién de una ecuacién homogénea, se tiene

u(t+s) =T+ s)ug =T (t)(T(s)uo) = T(t)u(s),
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para todo s € R. En particular,
u(s) =T(s)ug =T (s —t+t)ug =T (t)(T(s — t)up) = T(t)u(s — t).
para toda s € R, ¢t > 0. De esta manera,

I Pus) || =l P*u(s) |=|| PPT(t)u(s ) |
<| TP Il Pu(s —t) < Me™® | P ||| u |0

imilarmente, ya que T'(t)(I — P) es un

Esto implica que Pu(s) S
R(I — P) al ser una proyeccién de Riesz, se

Co-grupo, por (P3) y N(P)
tiene

0.

(I = P)u(s) [| =[| T(=)(I = P)u(s +1) |
<Me™ | (I-P) ||| ull-~0, sit— oo
por lo tanto (I — P)u(s) =0, es decir, u(s) = 0, asi u es unica.

ii) = iii) Sea pu = €'® con a € R dado, queremos probar que u € p(T(1)),
es decir,

(0 =T(1) = (e = T(1)) = (I = T(1)e™*) € Gp(x)-

Tomemos S(t) := T(t)e ™. Notemos que {S(t)};>0 es un Cp—semigrupo
generado por B = (A —i«), pues
S'(t) =T (t)e "™ —iaT(t)e "
= 5'(0) = B=T'(0) —ial = A —ia.

Si u es una solucién suave de la ecuacién (3.5), entonces v(t) = e *u(t) es
una solucién suave de

v'(t) = Bu(t) + f(t)e ot (3.14)
En efecto,

V() = o (t)e " —iae " u(t)

(Au(t) + f(t))e " —icqe™ " u(t)
(A — ia)u(t)eiot + f(t)e,
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lo que implica que v es solucién suave de la ecuacion (3.14). Reciprocamente,
si v(t) es una solucién suave de la ecuacién (3.14) y w(t) = e'**v(t), entonces
w'(t) = ice™v(t) + ' (t)e'

= iae'y(t) 4+ (Bu(t) 4+ f(t)e )it

= (B + ai)e®v(t) + f(t)

= (A —ia +ia)e™v(t) + f(t)

= Ae™(t) + f(1)

= Aw(t) + (1),

por lo tanto, w es solucién de la ecuacién (3.5). Asi,
pep(T(1) = 1ep(S(1) < 1epT)).

Luego por el Teorema 3.2.1 basta probar que si f € C(R, X) es 1-periddica,
entonces la ecuacién (3.5) posee una unica solucién u € C(R, X) 1- periddica.
Tomemos f € C(R, X) 1-periédica. Por i) de la hipétesis existe u € C(R, X)
que satisface la ecuacién (3.5) en R. Veamos que u es 1-periédica. Sea w(t) =
u(t+ 1), entonces

w'(t) =u(t+1)
=Au(t+1)+ f(t+1)
= Aw(t) + f(t)
para todo ¢t € R, luego por unicidad w(t) = wu(t), es decir u(t + 1) = u(t).
i1i) = i) Sea S1 C p(T'(1)), entonces
1

P.=_— —T(1) !

es una proyeccién (Teorema 3.1.1), también es acotada, pues

1
| Pz || < = | (z=T(1) "z ||| dz |
27 Jiz1=1
1
<= | (z=T@)"" || = ||| dz |
27 Jiz1=1
1
< — méx || (z — T(1))~! z ||| dz
<o o S [ ( W) lh = (] d= |
M
|z|=1
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De la Observacién 3.1.1 se cumple la propiedad (P1).

Para demostrar (P2) veremos que {T'(t) };+>0 deja invariante a N(P) y R(P).
Seax € N(P). Entonces PT(t)x = T(t)Pxz = 0 lo que implica T'(t)x € N(P).
Analogamente, si y € R(P) entonces T'(t)y € R(P), considerando

Ut) :==T(t) [rp),

se tiene que {U(t) }+>0 es un Cy-semigrupo. Tomando €2 = B(0, 1),
[' = 90 = 51 en el Teorema 3.1.1, y considerando T = T'(1) |g(p), entonces
del Teorema 3.1.2 obtenemos

o(U)) c{z: z|< 1},
asi r(U(1)) < 1. Por la Proposicién 2.2.2,

_ log(r(U(1))

0.
1 <

wo(U(1))

Lo que implica (P2). Similarmente, sea V'(t) := T'(t) |y(py con Q@ = B(0,1).
Del Teorema 3.1.2 se obtiene

(V1) C {23 > 1},

asi, en particular 0 € p(V(1)). Para cada s € [0, 1], definimos
Ty(—s) = V1)V - s).
Observemos que Ty (—s) es acotado, ya que z € X

1Ty (=s)a || < V)T IV = s)z |
<V sup | V(L= s)a |

s€(0,1

<[V sup V(1 —s) ]|

s€(0,1

<MVl ll< oo

Por otro lado,
V(s)Ty(=s) = V(s)V(1) V(1 - s)

aplicando el Lema 3.1.1, se obtiene

V(s)V) W1 =s)=V(A)V(s)V(1 —s)



Similarmente, Ty (—s)V (s) = I, por lo tanto V(s) es invertible, con inversa
T(—s), s € [0,1]. Observe que como V (s) es un Cp-grupo

V3(s) = V(s)V(s) = V(2s), s €1]0,1],

lo que implica V"(s) = V(sn) para s € [0,1] y n € N.

Como V (s) es invertible, entonces V™ (s) = V(ns) = V(s) - - - V(s) es también
invertible para todo para todo s € [0,1] y n € N, de esto se sigue que V()
es invertible para todo ¢ > 0. Denotamos a esta inversa como Ty (—t). Por
lo tanto, {T'(t) }+>0 se extiende al Cyp- grupo en N(P) como sigue

Ty (t) si t <0,

asi se cumple (P3). Como V(t) es un grupo, V(—t) = V(t)~! para toda
t > 0, se tiene
o(V(=1)) =a(V(1)7).

(1)1 implica A € o(V(1)) con = A~L, como
)) C {z: z|> 1} entonces | A\ |[> 1, e 1mphca | u |< 1. Por lo
1)~1) = r(V(-1)) < 1y luego por la Proposicién 2.2.2, se obtiene

Sipea(V
Aea(V(1
tanto r(V(

log(r(V(=1)))

wo(V(—t)) = I <0,
entonces existen M',§ > 0 tales que
IV (=t) ||< M'e™"
para toda t > 0 0

Teorema 3.2.5. Sean X un espacio de Hilbert y {T'(t)}+>0 Co-semigrupo,
entonces 1), ii) y i) del Teorema 3.2.4 equivalen a
iv) iR C p(4) y supye | (im — A)71 | < oo.

Demostracion. Del Teorema 3.2.3, para 7 =1 y t = 1 tenemos
lep(T() e C:={NeC:er=1}Cp(4) y
sup{|| A=At : e C} <
e {2min:neZ} Cp(A)y
sup{| (2min — A)7! ||: n € Z} < .
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Solo probaremos que 7ii) < iv). Sea pu € S; C p(T(1)). Por el Teorema
3.24

C={eC:er=p}cplAd) y sup{| A=A ||: A e C} < o,

como | p |=1

A=pe et =
|
S N\ —if = 2min
S A= (2mn + 0)i.
Por lo tanto A € iR, asi C = iR O

Teorema 3.2.6. Sean X un espacio de Hilbert y {T(t)}+>0 un Co-semigrupo.
SiiR C p(A) ysup,ep || (i1—A)~! ||< 0o entonces {T(t)}+>0 es exponencial-
mente estable.

Demostracion. Si © € X entonces podemos escribir x = Px + (I — P)z,
ademds, si z € N(P), como P es una dicotomia, tenemos que T'(t)(I — P)
se extiende a un Cp- grupo en N(P), es decir

Ty :=T |(;_py,: N(P) — N(I — P) = R(P)

es un Cp-grupo. Asi {T'(t)}+>0 es un grupo en N (P) y por lo tanto, define un
isomorfismo, y su inversa T1(t)~! denotado por Ty(—t) esté definido como

T(t)"":=T(-t): N(I - P) — N(P).
Se afirma por otro lado que N(I — P) = R(P). En efecto, si

xreNI—-P)=(I-Px=0
=>x—Pxr=0
= x =Pz

por lo tanto x € R(P). Reciprocamente, si x € R(P) entonces existe z € X
tal que x = Pz, lo que implica x € N(I — P), asi N(I — P) = R(P).

Por ultimo, mostremos que si el Cp- semigrupo {7'(¢) }+>0 admite una dicoto-
mia, entonces dicho Cyp- semigrupo es exponencialmente estable. Para esto
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notemos que

1T = P)z || =[ Ta(t)(I — P)z ||
= Ti(=)T1 () T2 () (I — P)z ||
=[| Ti(=t)Ta (t) Pz |
=[ Ta(t) PTa(=t)z |
= Me™ || PT1(=t)z |
= Me ™ || Ti(—t) Pz |
— Me™ | TU(=HTL(H)(I - P)e |
< Me™ || (I - P)z |
por lo tanto
I T@)z || =l T(t)(Px + (I — P)x) ||
<[ T@) Pz ||+ | T()I - Pz ||
< Me™® || Pa || +Me™" || (I - Pz ||
<M (| Pl |+ (T=P) Il = [I)
<Me(| x| C)
= MCe™ (|| @ ||l= Mie™® |z || .

Tomando M1 =M - C.
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Capitulo 4

Decaimiento exponencial en
una mezcla termoelastica de
sOlidos

En este capitulo, investigamos el comportamiento asintético de las solucio-
nes al problema del valor inicial de una mezcla unidimensional de sélidos
termoeldsticos. Bajo ciertas condiciones sobre los coeficientes, se puede obte-
ner la estabilidad exponencial del Cy-semigrupo correspondiente. El problema
que trataremos esta basado en [2].

4.1. Planteamiento del problema

Consideramos una viga compuesta por una mezcla de dos materiales que
interactian de manera continua y que ocupan el intervalo [0, L]. Sean u,w
los desplazamientos de dos particulas en el tiempo ¢, donde u = u(x,t);w =
w(y,t), =,y € [0,L] y t € RT. Supongamos que las particulas ocupan
la misma posicién en el momento ¢t = 0, es decir, x = y. Adémas, la
temperatura

0:0(x,t): [0,L] x [0, 00) — R,

es la misma en ambos constituyentes en cada punto x y tiempo ¢t. Denotamos
por p;, ¢ = 1,2 la densidad de masa de cada constituyente en el tiempo ¢t = 0,
T y S las tensiones parciales asociadas con los constituyentes, P la fuerza
difusora interna, F la densidad de entropia, @) el vector de flujo de calor y
Ty la temperatura absoluta en la configuracién de referencia.

En ausencia de fuerzas externas, el sistema de ecuaciones que rigen el
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modelo consiste de las ecuaciones de movimiento dadas por
P1Utt = TI — P, PWt = Sz + P, (41)

la ecuacién de energia
(p1+ p2)To By = Qu, (4.2)

y las ecuaciones constitutivas

T = aiiug + ajpw, + 510, S = aiuy + anw, + 520, (4.3)

P=co(u—w), E=-0Fiuy— fowy+ch, Q= K0,. (4.4)

Si sustituimos las ecuaciones constitutivas en las ecuaciones de movimien-
to y la ecuacién de energia, obtenemos el sistema de ecuaciones de campo

P1UL — Q11 Uy — A12Wey + @(u — w) — $160, =0 en [0, L] x [0, 00)
P2Wit — A12Uxzy — A22Wgy — a(u - w) - 52933 =0 en [07 L] X [07 OO) (45)
Oy — Klyy — Pugy — Powy, = 0 en [0, L] x [0, 00)

donde k = K To_l (p1+p2)~t. Notemos que  esta relacionada con la conducti-
vidad térmica, c es la capacidad térmica y los a;; estan relacionadas con las
partes conservativas del sistema, asi como «. Los coeficientes (;, i = 1,2
son los términos de acoplamiento entre la parte mecanica (conservativa) y
la parte térmica (disipativa) que juegan un rol relevante en nuestro estudio.
Las constantes p1, p2, ¢, k' y o son positivas, y la matriz

ail a2
a12 Q22

es definida positiva. Adémas, asumimos que los coeficientes de la matriz
verifican
2
ail > 0, a11a22 — ajy > 0. (4.6)

Vamos a estudiar el problema propuesto por el sistema (4.5), con las siguientes
condiciones iniciales

u(+,0) = wuo, u(+,0) =uy, w(-,0)=wp, wi(-,0)=wy, 6(-,0) =60y, en (0,L).
(4.7)

para algunas funciones wug, uj, wo, wy, 6y : [0,L] — R y con las siguientes

condiciones de frontera
u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 6(0,t) = 6(L,t) =0 en [0,00), (48)
Uz (0,t) = uzp(L,t), we(0,t) = wy(L,t), 0,(0,t) =0,(L,t) =0 en [0,00), '
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Cuando

n2m? _ a(B1 + B2)(Bip2 — PB2p1)
L? (a11B2 — a121)B1p2 + (a1282 — a2261)B2p1’

(4.9)

se cumple para algunos n € N, entonces existe una solucién no amortiguada. Se
muestra que el Cp-semigrupo asociado es exponencialmente estable, si y solo si, la
condicién (4.9) no se cumple.
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4.2. Existencia y unicidad de soluciones

En esta seccién se determinard la existencia y unicidad del problema (4.5) -
(4.7), con la condicion (4.9). En lo que sigue, H, H? denotan espacios de Sobolev
(vedse Apendice B, o también [8] y [9]).

Definicién 4.2.1. Consideremos el espacio vectorial
H = Hy(0,L) x H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L) x L%(0, L),

donde L2(0, L) = {¢ € L*(0,L) : [ ¢(x)dx = 0}.

El espacio H con el producto interno definido como sigue,
~ L JR— JR— JR— JR—
(o, 00.0) @ 87D, = [ @0 + ara(0, T +0,7) + a2
0
L L L
+a/ (u—w)(u— w)dx +p1/ vT)—i—pz/ nndx
0 0 0
L _
+ c/ 00dzx,
0
es un espacio de Hilbert y su correspondiente norma esta dada por

L
| (v, w,v,n,0) H%{ = / (a11usTz + a12(U Wy + We Ty ) + Goow, Wy )dx
0

L L
—|—a/ (u—w)(u—w)dx—i—pl/ vudx
0 0

L L
+ p2 / nndx + c/ 06dzx.
0 0

Ahora consideremos el espacio de Hilbert
V ={¢ e H*0,L)NL(0,L): ¢, € Hy(0, L)}

con norma || ¢ |[y=|| ¢zz || y definamos el operador lineal A : D(A) C H — H
como sigue,

0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
a a 8
A= G 0ee— 5 G20+ 500 0 0 0 (4.10)
ai2 [0 azo o o
Qoo T 5T G e =5, L 0 00

donde su dominio esta dado por
D(A) ={U = (u,w,v,n,0) € H:u,w € H?>(0,L),v,n € H}(0,L),0 € V}, de modo
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que el problema de valor inicial (4.5)- (4.7) se puede reescribir como el problema
de Cauchy abstracto homogeneo de valor inicial

d

Lo =avw), U =0,
donde U(t) = (u(t), w(t),v(t),n(t),0(t)) y Uy = (uo, wo, u1,wi,8p)" (la’ denota la
transpuesta del vector). En lo que sigue, || - || denota la norma en L2, || - ||3 denota
la norma en el espacio de Hilbert H y || - [[(3) denota la norma en el espacio de

operadores lineales en H.

Teorema 4.2.1. El operador A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
de contracciones, denotado por {Sa(t)}i>o0.

Demostracion. Notemos que D(A) = H. Del Teorema 2.1.5 basta mostrar que A
es un operador disipativo y que 0 € p(A). Observemos que si U € D(A) entonces

L L L
(AU, A),, = an/ Vv UpdT + a12/ Vv Wedr + a/ vadz (4.11)
0 0 0
L L L
— a/ mﬁdm—i—alg/ nxuﬁgdm—i—agg/ Nz We dT (4.12)
0 0 0
L L
— a/ nudx + a/ nwdx (4.13)
0 0
L
+ / [(a11Uge — o) + (@12Wey + qw) + B10,]0dx (4.14)
0
L
+ / [(a12Uzs + au) 4 (a22Wee — qw) + 20T (4.15)
0
L p—
+ / (B1vg + Bane + Kby )0dx. (4.16)
0

De esto se sigue
L
Re (AU,U),, = —n/ | 6, |2 da <0, (4.17)
0

por lo tanto, el operador A es disipativo. Dado F = (f, g, h,p,q) € H, se demostrard
que existe un unico U = (u,w,v,n,0) € D(A) tal que AU = F, es decir,
v=f en HY0,L) (4.18)

n=g en H(0,L) (4.19)

A11Uge + A10Wey — ot — w) + B10, = prh en L*(0, L) (4.20)

W19y + a22Wey + (U — w) + Boby = pop en L*(0, L) (4.21)

Bz + Pane + Kbpe = cq en L2(0, L), ( )

48



usando (4.18), (4.19) en (4.22) tenemos
KOpw = cq — B1fe — Bage en L*(0,L). (4.23)
Asi, existe una unica 6 € V que satisface (4.23). De (4.20) y (4.21) se obtiene

011Uzg + 012Wee — a(u —w) = prh — G160, := f en L*(0,1) (4.24)
12Uz + A20Way + a(u — W) = pap — Pob, := § en LQ(O, L). (4.25)

Sea B : H}(0,L) x H3(0,L) — C una forma sesquilineal dada por

L
B((u,w), (@, w)) = / (11U + a12(Up® + Wy ll) + A22W, 0, )dT
0

+ a/OL(u —w) (4 — w)dz,

notemos que B es continua y coercitiva. Luego, por el Teorema 1.1.3, dado (— f ,—g) €
L?(0, L) x L?(0, L) existe una tnica funcién vectorial (u,w) € Hg(0,L) x H}(0, L)
tal que
L _ L
B((ww). (o) = [ Foda— [ e

para toda (p,%) € HY(0,L) x H}(0,L). Asf,

L L L L L _
a1 / Uy PrdT + a12/ Wy P dx + a/ updxr — a/ wpdr = —/ fodx
0 0 0 0 0

(4.26)
L L L L L
a12/ ’U,wwwdﬂf-i-agg/ w$¢$dx—a/ uwdx—&—oz/ wpdx = —/ gydx,
0 0 0 0 0
(4.27)
para toda ¢,1 € HZ(0, L); ademés, se tiene que
e | + [ we (1< CULF I+ 1 G 1D,

para una constante positiva C. Por lo tanto, se sigue que a11u~+ajow y ajou+ asew
pertenecen a H}(0,L) N H?(0,L) y dado que

a22 a12
U= ———(a11u + ajpw) — ——————(a12u + azw)
a11a22 — A7y 11022 — Q79
y
a12 ail

(a11u + arow) + (a12u + azow),

araz — a11022 — a3y
deducimos que u,w € H} (0, L)N H?(0, L) y satisfacen (4.24) y (4.25). Se puede ver
que || U ||y< C || F ||, para una constante positiva C, de esto, concluimos que
0 € p(A). O

w =
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4.3. Estabilidad exponencial

Ahora probaremos la estabilidad exponencial cuando (4.9) no se satisface, hacien-
do uso del Teorema 3.2.6.

Lema 4.3.1. Supongamos que no se satisface (4.9). Entonces
iR = {ia: a € R} C p(A).

Demostracion. Supongamos que existe A € R\ {0} tal que i\ € o(A). Dado que A
es un operador compacto, i\ es un valor propio de A. Asf, existe U = (u, w,v,1,0) €
D(A), U # 0 tal que i\U — AU = 0, lo cual equivale

idu—v=0 (4.28)
iAdw—n=0 (4.29)
iIAp1V — (@11Uge — o) — (A12Wey + aw) — $10, =0 (4.30)
iApan — (@12Uzy + ) — (A22Wsy — aw) — P2l =0 (4.31)
iAcl — Biv, — Bany — KOy = 0. (4.32)
De (4.17), se sigue
L
Re < (iN — A)U,U >= k/ |0)? dx =0, (4.33)
0

por lo tanto § = 0. Luego de (4.32) se obtiene
Brvg + Bans =0 € LQ(O,L),

Entonces S1v + Ban = 0y de (4.5) y (4.6) se obtiene que Siu + fow = 0. Luego
combinando las ecuaciones (4.5), (4.6), (4.7) y (4.8)

—pi N — (a11Uze — qu) — (G12W4e + aw) = 0, (4.34)
—p2A?w — (a12Uzs + att) — (a20Wes — qw) = 0, 4.35)
Si 3182 # 0 sustituyendo w = —%u en (4.34) y (4.35) tenemos
—(a1182 — 1251 )tze = N Bapru — a(Br + B2)u, (4.36)
(01282 — a2251)Uee = A*B1pou — By + fB2)u. (4.37)

Aplicando el método de separacion de variables, se tiene

By + B2) =A*Bapr — (a11 B2 — a12B1) 1%,
a(B1 + B2) =N*Bipa + (a1282 — azefi) i’
donde p? = "2—7527 con n € N. Entonces se sigue que existe una tinica solucién, si y

sélo si,

5291(a12ﬁ2 - a2251) + 51/)2(@1152 - a12ﬁ1) 7’5 0.
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En este caso

2 _ a(f1 + B2)(Brp2 — B2p1)
a B2p1(a1262 — a22B1) + Pip2(a1162 — a1251)’

esto contradice la hipdtesis. Por lo tanto iR C p(A).

Lema 4.3.2. Supongamos (4.9) no se satisface. Entonces

sup || (iA] — A)7! ||< .
AER

Demostracion. Notemos que para cada A € R, i\ € p(A) (Lema 4.3.1). Luego, el
operador resolvente (iA] — A)~1 € B(X), asf

| AL — A) e [|< M || 2 ||= M,

para cada z € X. Por el Teorema 2.1.1, para la familia {(i\] — A)~1}\cr existe
M > 0 tal que
| G — A"t ||< M, VYAeER.

por lo tanto,
sup || (A — A) |7 < M.
AER

O

Teorema 4.3.1. Supongamos que (4.9) no se cumple. Entonces el Cy-semigrupo
{S(A)}+>0 es exponencialmente estable.

Demostracion. La prueba se sigue de los Lemas 4.3.1 y 4.3.2, y del Teorema 3.2.6.
O
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Conclusion

Los Teoremas de Jan Priiss son una técnica alternativa a la teoria clasica de
resolucién de ecuaciones diferenciales, que permite conocer el comportamiento de
las soluciones, sin tener la forma explicita de esta. La prueba de los teoremas
nos muestra que existe una estrecha relacién entre el espectro de T'(1), p(4) y
la existencia de una proyeccion dicotomica. Actualmente, esta teoria se utiliza en la
investigacion de fenémenos fisicos que pueden ser modelados o reducidos a la forma
(1).

En el capitulo 4, se mostré mediante un ejemplo la eficiencia del Teorema de Jan
Priiss. Esto motiva a aplicar esta teoria en futuras investigaciones.
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Apéndice A

A.1. Integral de Bochner

La integral de Bochner es llamada asi por Salomon Bochner, esta integral es
una extension de la definicién de integral de Lebesgue a las funciones que toman
valores en un espacio de Banach X, es definida como el limite de integrales de
funciones simples. Esta integral fue introducida en 1933. Si el lector desea saber
més informacién acerca de este tema, sugerimos ver [3]

Definicién A.1.1. Sean f: J — X donde J es un intervalo y X es un espacio de
Banach, entonces f es fuertemente Lebesgue medible si existe una sucesion de
funciones simples f, : J = X que converge a f en casi todo punto.

Definicién A.1.2 (Integral de Bochner). Sea f : J — X como en la definicion
anterior, entonces f es Bochner medible o Bochner integrable si es fuertemente

medible y
i [ £ 110
n o0 J

En este caso se define la integral de f como

/f: lim fndu
J J

n—oo

Muchas propiedades de integral de Lebesgue son ain vélidas para la integral
de Bochner.

Teorema A.1.1 (Bochner). Una funcion f : J — X es Bochner integrable, si y
solo si, [, || f 1 son medibles. Si f es Bochner integrable , se tiene

|| / f(b)it 1< / | £ | at

Demostracion. Vedse [[3], Teorema 1.1.4]. O
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Proposicion A.1.1. Sea A un operador lineal cerrado en X, y sea f : J — X
una funcion Bochner integrable . Suponga que f(t) € D(A) para todo t € J y
Ao f:t— A(f(t)) es Bochner integrable. Entonces [, f(t)dt € D(A) y

A [ s = [ Ao
J J
Demostracion. Véase [[3], Proposicién 1.1.7]. O

Teorema A.1.2 (Teorema de convergencia dominada ). Sea f, : J — X una
sucesion de de funciones que convergen a f : J — X en casi todo punto de J. Si
existe una funcion g : J — R lebesque integrable tal que

I fa() (<] g() |

para todo n natural. Entonces f es Bochner integrable y

/f(t)dtz lim [ f,(t)dt.
J J

n—r oo

Ademds,
Anﬂw—n@naﬁa

cuando n — oo.
Demostracion. Se puede consultar en [[3], Teorema 1.1.8]. O

Teorema A.1.3 (Teorema de Fubini ). Sea J = I x Iy un rectdngulo en R?, sea
f:J — X medible suponga que

[ [ 10 s <

Entonces f es Bochner integrable y las integrales iteradas

/ f(S,t)det,/ f(s,t)dtds
Iy JIz I, JI,

existen, son iguales y coinciden con la integral [ f(s,t)(s,t).

Demostracion. Véase [[3], Teorema 1.1.9]. O

A.2. Espacios [F(X)

Sean X un espacio de Banach y J un intervalo. Denotamos por £P(J, X) el
espacio de todas las funciones Bochner integrables f : J — X y definimos su norma

por 1
HﬂW=<AHﬂ®Wﬂ)<an
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para p € [1, 00).

De forma habitual, L?(J, X) denotara el espacio cociente £P(J, X), ~ donde
la relacién esta dada por las funciones que difieren en medida cero, con la misma
norma de LP(J, X).

Sea L>(J, X) el espacio de funciones medibles f: J — X tal que

I f llooi=ess suprer || f(t) [|< oo
El espacio L*(J, X) := L>(J, X)), ~, con la relacién anterior.
Teorema A.2.1. Sea 1 < p < co. El espacio LP(J, X) es un espacio de Banach.

Demostracion. Véase poner O
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Apéndice B

B.1. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son subespacios de L?, de funciones reales o complejas
integrables en el sentido de Lebesgue y débilmente diferenciales, introducidas
por el fisico y matematico Sergéi Sobolev. Son espacios importantes por estar
vinculados a diversos problemas de ecuaciones diferenciales parciales y en otras
areas del andlisis matematico. En este apéndice daremos las definiciones y nociones
que utilizamos en este trabajo.

B.1.1. Espacios de Sobolev unidimensional

En adelante I C R denotard un intervalo abierto (no necesariamente acotado).
Si el lector desea encontrar mas informacién de este tema, puede consultar la
bibliografia [[8], pdg. 201]

Definicién B.1.1. Sea 1 < p < oco. Definimos el espacio de Sobolev WP (I)
como sigue

WHP(I) :={u € LP(I) : 3g € LP(I) tal que/wp’z—/ggp Yo € CHI)}
I I

Para p = 2 expresamos H! (1) = Wl’Q(I).

Para una funcién v € WYP(I) denotamos v’ = g y decimos que g es una
funcién débilmente diferenciable si satisface la definicién anterior. La funcion ¢
es llamada funcion test.

Lema B.1.1. (Linealidad débil) Sean u,v € W*P(I) y ¢ € R, entonces
(u+cv) =u +cv'.
El espacio WP (I) esta dotado con la norma

lwlwren=lullee + 11w [Ize - (B.1)
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Cuando 1 < p < oo también puede ser dotada con la norma equivalente

1
Fullwreny=lulfe + 1" 7).

El producto escalar en H! es

<u,v >p=<u,v >p2 + <u v >pe= /(uv+u’v’)
I

y su norma esta dado como sigue
L= (< wu>pe + <u/ou' >02)% = (| ulfe + | o [32)2,

Proposicién B.1.1. El espacio WYP(I) es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
Es reflexivo para 1 < p < 0o y separable para 1 < p < oo. Ademds el espacio H'(I)
es Hilbert separable.

Demostracién: Puede verse en [[8], pag. 203]

Proposicién B.1.2. Sea f € L}, .(I) tal que

/Ifgal =0 Y € CHI). (B.2)

Entonces existe una constante C tal que f = C' en casi todas partes en I.
Demostracion : Véase [[8], pdg. 205].

Proposicién B.1.3. Seau € LP con1 < p < co. Entonces las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. we WhP(I),

2. Eziste una constante C' tal que

[wi=Clolbn  weeckn
Ademds, podemos tomar C =|| v HL”(I)'

Demostracién: Puede verse en [[8], pdg. 206].

Proposicién B.1.4. Una funcion u € L™ pertenece a W1 (I), si y sélo si, existe
una constante C' tal que

|u(z) —u(y) [<C |z -y Vayel

Demostracién: Puede consultarse en [[8], pag. 207].
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B.1.2. Distribucion

Una distribucién es una generalizacién del concepto de derivada de funciones
localmente integrables. Esta teoria surge al querer derivar funciones que no son
derivables.

Comenzaremos esta seccién con nociones que utilizaremos mas adelante. Si el lector
esta interesado en este tema véase [[10], pdgina 139]

Definicién B.1.2. FEl término multi-indice denota una n — tupla ordenada
a = (a1,a2,...,an)

de numeros enteros no negativos a;. A cada multi-indice o se le asocia un operador

diferencial
a Qq 8 Qp
DY = [ —/— e )

|a|=a1 + -+ an.

St a =0 entonces D*f = f.

cuyo orden es

El soporte de una funcién f : R™ — K es la cerradura del conjunto {z € R™ :
f(z) #£0}. Si K C R™ es compacto, definimos a Dy como sigue

(feC®(K):zeR": f(z) # 0} C K.

Daremos las definiciones para el caso unidimensional R. Sea f una funcién localmente
integrable compleja, es decir, es medible y fK | f|< oo para cada compacto K C R.
Sea D = D(R) el espacio de todas las funciones ¢ € C*(R) cuyo soporte es
compacto. Luego [ f¢ existe para cada funcién f localmente integrable y cada
¢ €D.SifeCHR), entonces

[ro=-[1s. scp. (B.3)

Si f € C*(R) luego

/f<’f>¢:(_1)f</f¢<k>, peD, k=1,2,3,.. (B.4)

De (1) y (2) se obtiene integrando por partes y teniendo en cuenta que el soporte
de ¢ es compacto. Las integrales — [ f¢' y (=1)% [ f¢(*) estan bien definidas sea
f diferenciable o no, y definen funciones lineales en D.

A cada f se le puede asignar una k—ésima derivada f*) en la funcién lineal de
D en D que manda ¢ a (—1)* [ f¢*). Notemos f +— [ f¢

Las funciones anteriores que son continuas bajo ciertas topologias, serdn las
distribuciones.

A cada distribucién A se le asigna su derivada A’ por la férmula A’(¢) =
—A’(¢) con ¢ € D. Estas definiciones se extienden para n variables.
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C>°(Q) en este apéndice denotaré el espacio de funciones C*° de valores complejos
sobre {2 , cuya norma esta asociada a la familia de semi normas
{pn : N € N} dada por

py = méx{| D*f(z) |: x € Kn,| o |< N},
para toda f € C°°(2), donde K es una sucesién de compactos en §.

Definicién B.1.3. Decimos que un espacio vectorial topoldgico X es de Frechet
si su topologia es localmente convexa y esta inducida por una métrica invariante y
completa.

Consideremos el conjunto abierto no vacio Q C R™. En [[10], pdg 31] se prueba
que para cada conjunto compacto K C €2, el espacio Dy, definido anteriormente es
de Frechet

Definicién B.1.4. La unidn de estos espacios Dk sobre todos los compactos K C
Q, es el espacio de funciones de prueba D(1).

D(2) es un espacio vectorial donde la suma y la multiplicacién de escalares es

de funciones complejas.

B.1.3. Espacios de Sobolev N dimensional.
En lo sigue tomaremos a 2 como un subconjunto abierto de RY.

Definicién B.1.5. El espacio de Sobolev H'()) esta definido como sigue

HY(Q) = {v € L2(Q) : = € L2(Q),i=1,.., N},

&rz

donde 8” es tomado en el sentido distributivo. El producto escalar en este espacio

esta dado por
Ou Ov
<u,v >_7/ (qurZ oz, 8@)

La correspondiente norma de H*(S)) es

et [ (7 5(3)) ]

De la definicién de derivada distributiva, se tiene las siguientes equivalencias
1. ve HYQ);
2. v € L3(Q) y existen g1, go, ..., gn € L*(Q) tal que

v O dx = —/ gipdx.
5.%- O
)

entonces, por definicién, 5= = g;, en el sentido distributivo.
i

Yo € D(Q)
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Extenderemos la definicién de L?(9) al espacio LP(Q) con 1 < p < oc.

Definicién B.1.6. Sea 1 < p < co. El espacio de Sobolev W1P(Q) esta definido
por

Wir(Q) = {v € LP(Q) : g”

€ LP(Q),i=1, ...,N} ,

Ly

donde % es tomado en el sentido distributivo. El espacio WP (Q) esta dotado con

la norma

PTERT
v ||lwe v P+ dx para 1 < p < oo,
I Iwasco [/ <| P+ ) ]
ol 4 0 oo | 22 0
v ooy =Mmax < || v |loo; [|l=—1| ;- ara p = oo.
Wies (0) e don || para p

Cuando p = 2, el espacio WP(£2) lo denotaremos por H'(2), reiterando que
es un espacio Hilbert.

Nuevamente se extiende la notacion cuando consideramos derivadas de orden
superior.

Tomemos m un nimero entero no negativoy 1 < p < oo. El espacio de Sobolev
WP (Q) esta definido por

Wm™P(Q) :={v e LP(Q) : D% € LP(Q) para toda « con |« |< m},

donde D% es la derivada distributiva de v de simbolo a. Notemos que o =
(a1, ..., N ),
ololy

q a2 anN
0z 0x5” - - - Ox'y

con | a|= a1+ ag + -+ + an. El espacio W™P(Q) esta dotado con la norma

D% =

1
P

v lwme@=| > / | D% |P dx 1<p< oo,
0<|a|m Q
| v [[wme (Q) = méx || D* | para p = oo.
0<|a|m

Cuando p = 2, fijaremos H™(Q) = WmaQ(Q),
El espacio WP(2) puede ser dotado con la norma equivalente

N
v llzew) +Z
=1

Cuando p = 2, se utiliza con més frecuencia la norma de la Definicién B.1.6, pues
se obtiene un espacio de Hilbert (no se obtiene con la norma anterior).

D(Q) es subespacio de W™P(Q) para cualquier m € N, 1 < p < oo. Por lo tanto
podemos considerar la cerradura de D(€2) en WP ().

ov
5‘:1:1-

)

Lr
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Definicién B.1.7. Definimos
- HY(Q) = D) en H'(),
= WP :=D(Q) en WP(Q),
= WP = D(Q) en W™P(Q).

Teorema B.1.1. Sea Q C R™ abierto. Para algin m e N yp e R con 1 < p < oo,
WLP(Q) es un espacio de Banach. Cuando p = 2, W™?2(Q) = H™ () es un espacio
de Hilbert.

Demostracién: Véase [[9], pag. 152].
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