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Porque la verdad es eterna y divina,

y ninguna fase en el desarrollo de la verdad,

por pequenia que sea la regién englobada,

puede pasar sin dejar rastro;

la verdad permanece, aunque la prenda en la que
los pobres mortales la visten pueda caer en polvo.
Hermann Grassmann
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CAPITULO 1

Introduccion

“Atn llegard ese momento...
cuando las ideas ahora adormecidas daran fruto”.
—Hermann Grassmann, Ausdehnungslehre

Una de las obras matematicas méas importantes de Hermann Gilinther Grassmann
(1809-1877) data de 1844 y se conoce con el titulo abreviado Ausdehnungslehre (Teoria
de la Extension), donde aparecen conceptos bésicos del célculo vectorial, como produc-
to interno, producto externo, etc. Con este trabajo Grassmann demostré que para la
geometria (expresada de forma algebraica como él proponia) el nimero de dimensiones
espaciales de interés no es tres sino que es ilimitado, desarroll6 la idea de un algebra en
el que los simbolos que representan entidades geométricas como puntos, lineas y planos,
se manipulan utilizando ciertas reglas; ademas, represent6 subespacios de un espacio por
coordenadas que conducen al mapeo de puntos de una variedad algebraica (que hoy en
dia conocemos como Grasmaniana) [20]. La contribucién de Grassmann pasé inadvertida
hasta su aplicaciéon en 1915, en la Teoria General de la Relatividad y s6lo hasta fechas

muy recientes, su trabajo se ha apreciado plenamente [9].

Las Grasmanianas Gry(V'), nombradas asi en honor a Grassmann (pues ¢l introdu-
jo el concepto en general), se definen como el conjunto de sub-espacios vectoriales de
dimensién k de V, con V espacio vectorial. Dicho de otra forma es el espacio que pa-
rametriza todos los sub-espacios vectoriales de dimension k del espacio vectorial V' de
dimension n. Por ejemplo, la Grasmaniana Gr (V) es el espacio de lineas que atraviesan
el origen de V', de manera que define el mismo espacio que el espacio proyectivo de n — 1
dimensiones; la Grasmaniana Gry(V') es el espacio de todos los planos que atraviesan el
origen de V.

En esta tesis estamos interesados en las Grasmanianas complejas (V' = C"), las cuales
hemos denotado como Gr,, . Estas Grasmanianas son generalizaciones de los espacios
complejos proyectivos y comparten caracteristicas con ellos tales como compacidad y
conexidad. En particular nos interesa estudiar la familia Gr,., por su importancia en



Fisica; ejemplo de ello es que Gryy provee la forma compacta del espacio-tiempo R**
en 4 dimensiones [10], ademds fue demostrado por B. P. Dolan y C. Nash en [8] que
los modos cero del operador de Dirac en Grs,, reproducen las representaciones y cargas
correctas del sector fermionico del modelo estdandar, un resultado un tanto enigmatico en
cuanto a su significancia fisica. Se tiene conocimiento de una formulacion del efecto Hall
cuantico en G, [1] y las versiones difusas de estas Grasmanianas complejas denotadas
como (Gﬂ’ff;2 ha sido estudiada también, en [17] se calculan las eigenfunciones y el espectro

del Laplaciano en estos espacios.

El objetivo principal de esta tesis es hallar una expresion para el operador de Laplace-
Beltrami (referido aqui simplemente como el Laplaciano) A y el operador de Dirac ) en
Grpy2, resolver el problema espectral del operador de Dirac para el caso particular de la
Grasmaniana Gry,» usando teoria de representaciones y hallar sus eigenespinores; en con-
creto mostramos cémo calcular el espectro en general e ilustramos la validez de nuestro
método encontrando el espectro que corresponde los eigenespinores que tienen caracter
de funciones y 1-formas definidas en Gry (este cardcter proviene de una identificacion
senalada ej. en [13] entre espinores y formas diferenciales cargadas). Hay que destacar
que resolver el problema espectral de Dirac en Gry,o establece las bases y conocimientos
necesarios para extender el resultado a uno més general en Gr,,.5. Los resultados de esta
tesis pueden ser aplicados en diversos problemas fisicos en los que intervenga el operador
de Dirac en estos espacios; por ejemplo sabemos que el operador de Dirac es de suma
importancia para entender a los fermiones, y supongamos que estamos interesados en los
estados de energia de fermiones que se mueven sobre la superficie de Gr,,.2, la ecuacién

que describe la evolucion temporal de estas particulas es

HU = iha—\y,
ot
donde W es la funcion de onda espinoral que representa a los fermiones, h es la constante
reducida de Planck y la energia del sistema o Hamiltoniano en el caso no relativista es,
con m = %, H = —ID? (pues como veremos en este trabajo D ? es el Laplaciano més
una contribucion de un campo efectivo de origen topologico que depende tinicamente
del espacio donde se encuentra D, es decir este hamiltoniano describe la dindmica de
un fermién de masa % en el espacio tiempo Gr,2 x R sujetos a un “campo externo”
proporcional a la curvatura escalar de Ricci, que es constante en nuestro caso) y el
espectro buscado son los eigenvalores de [D?. Por otra parte conocer el espectro de energia
de los fermiones en cierto espacio M es indispensable para el estudio de problemas de
muchos cuerpos, por ejemplo el gas de fermiones no interactuante en M o el efecto Hall
cuantico, donde se han estudiado generalizaciones de las funciones de onda de Laughlin
partiendo de ideas similares [7]. Una aplicacién reciente de las Grasmanianas es en

problemas de eficiencia en computacién cuantica [24].
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Capitulo 1. Introducciéon

Esta tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera:

s Capitulo 1 En este capitulo se encuentra la introduccion de la tesis, donde se
da una sintesis del trabajo de Hermann Grassmann que llevo al concepto de la
Grasmaniana, se define qué son las Grasmanianas y se explica el objetivo de la tesis.
Ademas, se incluye la seccién de preliminares donde se describe a las Grasmanianas
Unitarias Gr,.» como un espacio coset (cociente) e introducimos las coordenadas

proyectivas de Pliicker para hacer caculos en estos espacios.

» Capitulo 2 Se definen los operadores de acciéon derecha en Gr,,, y se calcula el
Algebra de Lie de estos operadores. Los operadores de accién izquierda seran ttiles
tnicamente para calcular de una manera mas sencilla el Laplaciano de SU(n), el
cual conviene separarlo en términos que incluyen las acciones derechas tangentes
y en términos que incluyen las acciones derechas normales, esto es debido a que el

Laplaciano en Gr,,» estd conformado sélo por las acciones derechas tangentes.

= Capitulo 3 Ya que el principal objetivo de esta tesis es calcular el espectro de
las funciones y 1-formas para el caso particular de la Grasmaniana Gry.s, lo cual
servira para sentar las bases para su generalizacién a Gr,.9, en este capitulo se
encuentran expresiones para las funciones y 1-formas en estos espacios usando
técnicas de teoria de representaciones y se describe brevemente la construccion de

las 2-formas; ademas, se define el operador de Dirac en Gry,.o.

= Capitulo 4 Se establece un método para calcular el espectro de las Grasmanianas
Gry;2, el cual consiste principalmente en escribir el Laplaciano Ag,.,, en términos
de operadores que cuenten las cajas de los diagramas de Young (estos diagramas,
como veremos en esta tesis, representan a las funciones y l-formas de Gryp);

ademas, en este capitulo calculamos el espectro de las funciones y 1-formas.
s Capitulo 5 Se dan las conclusiones de esta tesis.

» Apéndices En los Apéndices se detallan los céalculos citados en la tesis.

1.1. Preliminares

Las Grasmanianas complejas son generalizaciones de los espacios complejos proyec-
tivos, que denotamos como Gr. Entendemos que Gry, define un conjunto de sub-
espacios vectoriales de dimensién k& de C". Para nuestro propésito concebimos a las



1.1. Preliminares

Grasmanianas como un espacio cociente M = G/H, donde G es un grupo de Lie com-
pacto y simple y H es un subgrupo cerrado de G compacto y semisimple, con base en

esto las Grasmanianas Unitarias Gr,,.2 se pueden expresar como

SU(n)
S(U2)xU(n—2))

GT’n;Q == (].].)

donde hemos factorizado la fase comin U(1). La dimension real de Gr,,o es
dimg(Gr,) = (n* —1) — [4+ (n — 2)* — 1] = 4n — 8, n>2
y su dimensién compleja es
dimg(Gry2) =2(n —2) =2n — 4.

Estas Grasmanianas estan definidas como el espacio cociente de las clases de equivalencia
u~ u = uh con h € S(U2) xU(n—2)yu € SU(n), considerando a u en la

representacion fundamental:
ul u% ... u?
u=| :+ =My, af=1l--n (1.2)

n
u DY ... un

y el encaje del subgrupo S(U(2) x U(n — 2)) de la siguiente forma:

SU@2) | 0
hES(U(2)xU(n—2))(—>< ; SU(n_2)>. (1.3)

En este contexto la multiplicacién de matrices es (AB)§ = AgB;“ y se mantienen las

siguientes identidades como ligaduras:

Uyusy = ujuy = 03, (1.4)
donde u representa el conjugado hermitiano, esto es, uj = (u?)*, donde se entiende que
* representa conjugacion compleja.

El Algebra de Lie de SU(n) estd conformada por matrices hermitianas y de traza

cero. Estas matrices son las matrices de Gell-Mann, las cuales satisfacen el Algebra de

)\a )\b o )\c
(3)-(3)] - (3) @
donde fu. son constantes de estructura reales.

Ahora vamos a introducir coordenadas de Plicker para Gr,,.o. Primero supongamos
n7
que W C C" sea un subespacio lineal complejo k-dimensional, luego construimos la

4



Capitulo 1. Introducciéon

maxima potencia exterior /\k W, éste es obviamente un subespacio lineal 1-dimensional
de /\k C™, por lo que podemos naturalmente identificar a /\k W con un punto, [W], en
el espacio proyectivo asociado tal que [WW] € P ( /\k C”). Un teorema clasico del 4lgebra

lineal implica el isomorfismo /\k Cr = C(k) y por lo tanto P (/\k (C") = (CIP’(’“)A, asi
obtenemos los siguientes encajes [17]:

Grye — CE)-1 o ¢ (B), (1.6)

donde la primer flecha indica el encaje de Pliicker, el cual es un mapeo inyectivo que
manda el conjunto de todos los subespacios W a puntos en el plano complejo proyectivo.
Las coordenadas dadas por el mapeo biyectivo W +— [W] son las conocidas coordenadas
de Pliicker. Para hacer la correspondencia explicita podemos asociar a W su k-forma
de volumen w en la base {vl,--- v*} y expandirla en una base /\kB de /\k C" con
B={e!,--- "} una base para C" [17:

w=v"ATA AV = €A A ag, L, =1,---,n (1.7)

donde (y,...q;, son las coordenadas de Pliicker asociadas a W.

Para el caso que nos interesa k = 2, e introducimos un proyector de rango 2 de la

forma
0 -0
01 --- 0
P=1 . , (1.8)
00 --- 0

para proyectar en Gr,» uno acttia el proyector a un elemento u de SU(n) por la derecha
tal que u — uP; solamente las primeras dos columnas de la izquierda se mantienen,
dejando solamente componentes u!, con con + = 1,2. En base a esto obtenemos un

conjunto de coordenadas de Pliicker para Gr,,.; mediante

1
€1yl U, (1.9)

Caﬂzﬁ

con la normalizacién elegida para que se cumpla (*“?C,5 = 1 [17].



CAPITULO 2

Operadores diferenciales sobre Gr,,.,

“Mi deseo es entender la linea,

la forma, la sombra y el movimiento”.
—Frida Kahlo

En este capitulo se definen los operadores de accién derecha e izquierda sobre las
Grasmanianas Gr,.2; ademds, se define el algebra de Lie de estos operadores. Debido a
que el Laplaciano en Gry, se escribe en términos de las acciones derechas tangentes,
conviene separar el operador de acciéon derecha en su parte tangente y su parte normal.
Los operadores de accion izquierda se definen tinicamente, sin entrar en muchos detalles,
para calcular explicitamente el Laplaciano de SU(n).

2.1. Operador de acciones derechas

Los operadores diferenciales de acciéon derecha son derivadas covariantes en Gr,,.,

estas acciones se definen como

cama(), Kam-(¥)a o

Estas ecuaciones son obtenidas de Kou := —i(<%(ue™/2)),_o [14], aqui A, son las ma-

trices de Gell-Mann. Notemos que se satisface el Algebra de Lie:
[]Caa ’Cb] = Z.fabclcc- (22)

Como primer objetivo vamos a separar K, en operadores tangentes y operadores nor-

males.



Capitulo 2. Operadores diferenciales sobre Gr,,.o

2.1.1. Acciones derechas tangentes

Los operadores tangentes inducen la acciéon derecha de generadores de la forma:

0 0= *
0 0% --- =
x %0 -+ 0 (2.3)
0O . 0
* %[0 -+ 0
donde exactamente un x = 1 y todos los demds son 0 (esto significa que tomamos

combinaciones de la forma (A £7)2), estamos en una base compleja). Estos 2-2(n — 2)

generadores pueden escribirse en nuestra convenciéon como
(XN4)§ = 6505, (NG =005, donde 1=1,2 A=34,-- n (2.4)

Observemos que \'; = (AY)T. Definimos los operadores tangentes de tal forma que se

cumple:

Khu=uNy, Kya=—N\y, (2.5)

Khu=uNy, Khu=—N;u. (2.6)

Estos operadores son las componentes holomorfas y antiholomorfas de la derivada co-
variante. Por la forma en que los hemos escrito podemos considerar a u y % como
variables independientes bajo diferenciacién, pero sujetas a las ligaduras algebraicas:

ugﬂg =05 = ugﬂg Implicitamente incluimos la siguiente ligadura en nuestro enfoque:

1

(Brbn1f
(n—1)!

a’ = Caroan_rally Uz, (2.7)
con base en esto (2.5) y (2.6) son independientes. Las expresiones de estos operadores

SOo1:

Y=ol —ahd, Ky = ultor — wtd! (2.8)

donde 0F = %. Estos operadores se relacionan por (KY)" = —K';, una consecuencia de
la antihermiticidad de IC,. En el Apéndice A se detalla una parte de la demostracién de
(2.5).



2.1. Operador de acciones derechas

2.1.2. Acciones derechas normales

Las acciones normales corresponden al subgrupo de isotropia, que podemos repre-
sentar con matrices (donde solamente un * = 1 y todos los demds son 0) de la forma:

0 «x|0--- -« 0 0
« 0/0--- -~ 0 0
0 0| O * 09
0 0] = 0 - * (2.9)
00 = % -0

y también con las n — 1 matrices diagonales que generan la subalgebra de Cartan de

SU(n), las cuales se escriben genéricamente como [12]:

(Hi)s = ké,‘jﬂég“} , k=12 n-1 (2.10)

\/T—H {Z 5987 —

Siguiendo nuestra convencién encontramos los operadores de isotropia o de direccién

normal:
K = wot—ud, L # ), (2.11)
Ki = ujoy—upo!  A#B, (2.12)
k
1 . o
Kaw = m < Z(ufﬁf —ui ) — k(u ﬁ“@,’:ﬂ — ukH@k“)) (2.13)
j=1

donde k vade 1 an — 1.

2.1.3. Algebra de Lie

En esta seccién escribimos el Algebra de Lie completa de las acciones derechas:

Ky, Ky = [K%,KL] =0, (2.14)
(K4, K] = 05K, — a5, (2.15)
(K, K5 SGKD — 0nKS, (2.16)
[KLKr] = 6FK) — 6/KF, (2.17)
[K5.K1] = o. (2.18)



Capitulo 2. Operadores diferenciales sobre Gr,,.o

donde se ha extendiendo (2.11) y (2.12) a todos los valores de 1,7, Ay B:

K = o —ud, 0,7=1,2 (2.19)
KL = ufol — 407, A B=3/4--n. (2.20)

Observemos que [KY, K%] € s(u(2) x u(n—2)) !, ademas notemos que los operadores
Ky K4 aniquilan cualquier funcién diferenciable f(¢, () definida sobre Gr,.,. En este

punto cabe mencionar que mediante

1
€15l Wy (2.21)

Caﬁzﬁ

obtenemos un conjunto de coordenadas de Pliicker para Gr,2, cuya normalizacién ha
sido elegida tal que || = 1 (para mds detalles consulte [5,17]). La funcién f es inva-
riante bajo la transformacién (.5 — €(,5 (esto es porque la fase no cambia la clase de

equivalencia, asi [(] y [?(] claramente definen el mismo punto en Gr,,.).

Es facil notar que K4 f = 0, entonces vamos a probar que:
Proposicién 1 K f(C, {)=0

Prueba: Consideremos los indices m,n, k =1, 2.

(A 1 (A (A m_..n 1 A m_.n (A
K'Cap = Eejk(@,ﬁs — 5n5fn)ua Uy = Eejke kemnua ug = 0,Cuas, (2.22)

de la misma forma se puede probar que IC;Q_“‘Yﬁ = —5;&” . Si expandimos f como una

serie el efecto de K} en cada término polinomial de la serie es &)(#(¢) — #(()), v esto
serd cero debido a la invarianza de U(1) de f (consulte Apéndice B). B

2.2. Operador de acciones izquierdas

En esta seccién solamente se define el operador de acciones izquierdas, sin entrar en
mas detalles, ya que este operador nos ayudara a obtener de manera mas sencilla, en la
siguiente seccién, una expresién para el Laplaciano en SU(n).

Los operadores diferenciales de accion izquierda son campos de Killing definidos por:

Lou = — (%)u Lol = u(%) (2.23)

IDenotamos como s(u(2) x u(n — 2)) al Algebra de Lie asociada al subgrupo S(U(2) x U(n — 2)).




2.3. Laplaciano

los cuales satisfacen el Algebra de Lie [14]:
[La, Lo] = i fape Lo (2.24)

En componentes, este operador se ve de la forma:

L, = —(%)Z o) — jor]. (2.25)

2.3. Laplaciano

El Laplaciano de acciones izquierdas y el Laplaciano de acciones derechas para SU (n)
son el mismo operador, definido por:

Asum = L3 = Z{Kﬂ’ KoY + Z ’C2 (2.26)

a<,3

Una forma mas conveniente de escribir este Laplaciano es separando los términos que
incluyen acciones derechas tangentes y los que incluyen acciones derechas normales, de

la siguiente manera:

Awmf: KA +30 () + 3 (k3)° +§:K (2.27)

—,—/ 1 A#B
tangentes ~~ -
normales

Podemos calcular mds facilmente este Laplaciano de £2, directamente de su expresion
(2.25) usando las identidades de Fierz (més informacion de estas identidades en el Apén-
dice C), cuyo resultado es:

1 (n?-1 ~ - 2
AWM=:§{71(@%+@%y4%w+nuuw%

1
© Ay . o pay T ou
+ugu, (3 oy 8 Qg) Uy, i), <(9 o na (95)} (2.28)

los detalles del calculo se encuentran en el Apéndice D. Por otra parte, el Laplaciano
en las Grasmanianas Gr, estd conformado tnicamente por la parte que contiene las

acciones derechas tangentes:
1
AGrmz = §{K:247 lA} (229>

Este es el operador de Laplace-Beltrami sobre B, , QP (Gr,.), cf. [17].
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CAPITULO 3

Espinores

“Puedes llegar a cualquier parte,
siempre que andes lo suficiente”.
—Lewis Carroll

En general no siempre es posible tener campos espinoriales en una variedad arbitraria
M., podria haber obstrucciones topoldgicas que aseguren que cada campo espinorial sea
nulo. Se necesita una estructura de espin para evitar estas dificultades y dicha estructura,
si existe en la variedad, puede no ser tinica. En esencia, la existencia de una estructura
de espin significa que podemos encontrar un sistema consistente de algebras de Clifford
sobre el espacio tangente de M [15].

A veces una variedad no admite estructura de espin, sino lo que se denomina una es-
tructura de espin® que permite definir campos espinoriales cargados siempre que haya un
campo de fondo adecuado. Una obstruccion topologica como ya mencionamos puede ser
que todos los campos espinoriales que se definan sean cero, esta dificultad puede deberse
a una 2-superficie ¥ dentro de M que no se puede reducir a un punto; la propagacion
paralela de espinores alrededor de ¥ muestra que deben anularse idénticamente. Para
evitar esta dificultad se consideran campos espinoriales cargados en M y un monopolo
magnético dentro de ¥, por lo tanto tenemos que introducir una conexién U(1) adicio-
nal para cancelar las inconsistencias. Bajo estas condiciones es posible definir campos
espinoriales en M [15].

En este capitulo veremos que para las Grasmanianas Gr,,; la primera clase de Chern
determina si es espin: si es impar no lo es y si es par lo es; para el caso impar obtenemos un
haz de espin® de espinores cargados. Usando teoria de representaciones encontraremos la
representacion para las funciones y 1-formas de Gr,,.2, ademéds explicaremos brevemente

la construccién para las 2-formas.
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3.1. Existencia del haz de espin®

3.1. Existencia del haz de espin®

Las Grasmanianas Gr,. admiten una tnica (porque son simplemente conexas) es-
tructura de espin solamente cuando n es par [3,19]. Se sabe también que las Grasmania-
nas Grs.2 admiten una unica estructura de espin® [8]. Esto es parte del resultado general:

todas las Grasmanianas unitarias son espin®.

La primer clase de Chern determina si es espin, si es impar no lo es, si es par lo es.
Para las Grasmanianas Gr,,, = U(n)/(U(k) x U(n — k)) la primer clase de Chern es:

c1(Gryp) = —n. (3.1)

La holonomia es U(1) x SU(k) x SU(n — k) y la n de arriba es la carga monopolar de la
parte de la holonomia de U(1). Denotando como £ al haz generador con clase de Chern
1, es decir, ¢;(£) = 1, para n impar necesitamos el haz de espin con potencia tensorial
£477/2 (ninguna existe separadamente, porque podrian tener clases de Chern no enteras,
pero su producto tensorial existe) para obtener el haz de espin® de espinores cargados,
con primer clase de Chern ¢ (B. P. Dolan, comunicacién personal, s. f.).

3.2. Campo espinorial

Consideremos el conjunto euclideano de matrices gamma de Dirac I'* con el indice
pw=1,2,--- 4(n—2), las cuales satisfacen {I'*, I} = 20"*1. Estas matrices se pueden

poner en combinaciones complejas 74, con (v4)! =~ =7, elegidas tal que:

(vl = 6051 {vier = {0 =0 (3.2)
Una eleccion de reordenamiento de etiquetas es por ejemplo:
1
R FA+2(1—1)(n—2) ‘FA+(22—1)(n—2) ) 3.3
AT 5 ( +1 ) (3.3)

El espacio espinorial tiene dimensién 4" 2. Estos pueden ser interpretados como opera-
dores de creacién y aniquilacién fermiénica [15]. Supongamos que [€2) es el estado de
vacio aniquilado por tales operadores, definido por:

+19) = 0. (3.4)

Si denotamos como M = 2(n — 2) tenemos que la expansion de un campo espinorial

general [13] es:
W = olQ) + Al + ST VAvBIR) + R, A1), (3.5)

12



Capitulo 3. Espinores

donde ¥y es en general una funciéon cargada topoldégicamente. Tales funciones pertenecen

a la siguiente representacion, usando notaciéon de indices de Dynkin:

wo € (0,-+-,0,L,0)® (0, L+ q,0, @@p,l—l—q, ~,0,L,p)  (3.6)

=0 p=0
l+9>0

con q € 7, explicitamente se tiene:

= v (M Vi M) Sl Bl 76
77Z)0(C’ C) o (az+q,[31+q;“/p)q(afﬁ?;’7{>) C“2+q"l/+q<77§)‘sp§al Lo, (3‘7>

donde (a8, = Caipr - Capp, ¥y de forma similar para ¢, P es el proyector en la re-
presentacién (p,l + ¢,0,---,0,1,p) que simetriza los indices n y 7, simetriza todos los
indices libres superiores e inferiores y remueve todas las trazas entre indices superiores

e inferiores. Representamos el tensor (3.7) a través del diagrama de Young 2

p ! I+q p
o N[y [ ]

.o a .o .o .o
S yolall ot -l 3)
=0 p=0

l4+q>0
siguiendo la convencién usual donde antisimetrizamos columnas primero y luego sime-
trizamos filas. Las cajas en el diagrama de arriba son diferentes. En particular la primera
y segunda fila. Esto se debe a que al escribir el tensor ¢,,,, - - - (.1, tenemos el diagrama

de Young siguiente:

V1] -t |\Un
donde las cajas superiores son u1 1 , que pueden ser etiquetadas como y las
cajas inferiores son u?,l V , ethuetadas como . De forma andloga sucede para

(b fonPn La parte que contiene una sola fila de cajas proviene de las contracciones
(sC° = —u ) (3.10)

y la proyeccién, cuya accién (tal como ya se mencion6 con anterioridad) es simetrizar

todos los indices (superiores o inferiores) y remover todas las trazas.

3.3. Operador de Dirac

El operador de Dirac esta dado por [15]
D =Ky + 74K = D+ D (3.11)

2Las representaciones anti-fundamentales o conjugadas las denotamos con cajas barra, asi

SRR
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3.4. Estructura del haz de espin

donde K4, KA son las derivadas covariantes holomorfas/antiholomorfas. Adem4s, defi-

nimos generadores T4 y T de tal forma que

1
75 = 5[] (3.12)
generan U(n — 2), mientras que
(2 1 7
T = pay] (3.13)

generan U(2), y ambos satisfacen las mismas dlgebras de Lie que K7 y K.

En el siguiente capitulo vamos a calcular el espectro de las Grasmanianas Gry., lo
cual conviene hacerlo usando el cuadrado del operador de Dirac que resulta en el La-
placiano mas una contribuciéon de un campo efectivo de origen topologico que depende
unicamente del espacio donde se encuentra ) (esta contribucion es asociada a la curva-
tura de la variedad segin la férmula de Schrodinger-Lichnerowicz en [11]) y que puede

ser obtenido directamente de (3.11) y simplificando para obtener
oA . 1.,
P? = JIKLK + h APl K (314)

L1 1

1
= SN KL = TR - TIK. (3.15)

La expresion en verde corresponde al Laplaciano de Gy, (el cdlculo se encuentra en el
Apéndice E), cf. método en [16]. Notemos que el cuadrado del operador de Dirac ahora
estd escrito totalmente en términos de operadores de Casimir cuadraticos.

3.4. Estructura del haz de espin

Debido a que en el siguiente capitulo se calculard el espectro de las funciones (que ya
hemos definido en la seccién 3.2) y 1-formas para el caso particular de las Grasmanianas
Gry;o es imprescindible la construccion de las 1-formas, lo cual se hard en esta seccion.
Ademés daremos una breve descripcién de como construir las 2-formas. Para calculos
posteriores serd de utilidad el siguiente diccionario pictérico:

- C;wa = @W
W= @
- u, -
= u[ﬁuf/]% = uLAu,]j]em
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Capitulo 3. Espinores

3.4.1. 1-formas

Esta parte de la tesis esta enfocada en la construccién de las 1-formas de Gry,.o,
empezando por las 1-formas exactas. La estructura de las 1-formas exactas se obtiene
de D)y (consulte el Apéndice F) para una funcién cargada y resulta en:

p ! l+q D

o oy P
Z | Al EIPS (3.16)
=0 p=0 !
I+ qzl
p+1 -1 l+q—1 p+1
—N—"
)y NCNEE 11 -4 317
— = .. ..
l+q>1

Al derivar estos resultados es ttil notar que (el corchete significa antisimetrizacion 3)

7 e 1 19 — | —
KyGas =0, W07 = e
. 1
KACS = 0, KACup = Eewuﬁué}. (3.18)

Las 1-formas que el operador de Dirac produce tienen la estructura
L L4g—1
— —A—
RF—1—+—® . (3.19)

Observemos que la contraccion de una caja con la caja barra H desaparece, esto se

— f
ve como . =0 ya que uﬁ{“ﬁ =0y l = 0 por una razon similar.

La representacion de las 1-formas es entonces (destacando las 1-formas exactas):

p ! I4q p p ! l4+q—1 p+1
/—/\—\,—/\—\ ,—/\W—M\
0o 0 0o o
Zz\ ]| AL SN o St ol AL ][]
r— s 2| - pr— . ..
I+ qzl I+q>2 {

3Q[a1a2"'an] = ZTFES-,L Sgn(ﬂ-)Qawu)“'aﬂ(n)
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3.4. Estructura del haz de espin

p+1 -1 I+q—1 p+1 P l l+q-1 p+1
Shyns BNl N 4]
=1 p=0 =0 p=1
l+q>1 l+q>1
P ! l+q p—1 p+l1 -1 I+q p—1

/—/h\/—/h\ /—/h\/—/b\ R
(o] oo o oo

] SREERINE L EREE -]
> > - + i +
=0 p=1 =1 p=1
I+g>2 K2 l+q>1

p—1 l l+q p—1 p+1 -1 l+q—1 p

—
(o] oo o (0.)
Sy . EIE S Pt LD
e " 22" Al

p—1 l I+g—1 p

— "
o0 o
3Py EONREROEEEEN 320
t22 ' Al

En la expansién (3.20) algunos diagramas tienen en la misma columna A e 1, esto es
necesario para que no se anulen algunas de las componentes del tensor. Las propiedades
bésicas de simetria de los diagramas de Young se utilizaron para que los diagramas
adquieran su forma; ademas, se ha usado el método de descomposiciéon de Clebsch-
Gordan [12] para obtener dicha expansién y puede ser consultada en el Apéndice G. En

base a lo anterior observemos que una 1-forma tendra la estructura
P(ﬂl:Vl§7lp)(ﬂ';+q_1»'/ll+q_1%77;)6 , , C , Ea;ﬁllct‘y;(sp uA u] € (3 21)
B4 g1V g1 5Tp0p [a™p] :

(@11q—1:B14q—157p) (] B17;) o

3.4.2. 2-formas

En lo que respecta a esta seccién sélo daremos una breve descripcion de como cons-

truir las 2-formas. Para la construccion de las 2-formas exactas necesitaremos
B A k A B A
K uigugén = ujqugéy = ew, (3.22)

esta contribucién a las 2-formas exactas desaparecera por simetria, por lo que esperamos

dos diagramas para las 2-formas exactas.
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Capitulo 3. Espinores

La estructura de las 2-formas esta determinada por la descomposicion:

¥

(3.23)

Se esperan simplificaciones en las contracciones para Gry., y también habra diagramas
repetidos dentro de una clase. Debido a la antisimetria del Algebra de Dirac més dia-
gramas desapareceran o se simplificaran en todas las (0, r)-formas, por ejemplo puede

ser mas apropiado escribir las 2-formas como

A|B|
A: (3.24)

|2
L] ]

Los otros dos diagramas se anulan porque son simétricos bajo el intercambio (A1) <>
(B, 7). En esta tesis nuestra intencién no es hacer un andlisis exahustivo de las r-formas
y su estructura sino ilustrar la eficacia de nuestro calculo del espectro en contraste con
el célculo directo. Las 2-formas y otras no seran tratadas con mayor detalle, sin embargo
senialemos que nuestra técnica se extiende de manera directa a las r-formas, simplemente

los calculos son un poco mas extensos.
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CAPITULO 4

Espectro del operador de Dirac

“Lo verdadero es siempre sencillo,
pero solemos llegar a ello por el camino mas complicado”.
—George Sand

En este capitulo vamos a calcular el espectro de las Grasmanianas Gry.2, pues son el
primer caso no trivial de Grasmanianas unitarias. Si bien ya ha sido estudiado y calculado
el espectro en variedades Grasmanianas [4,19], cabe resaltar que aqui lo resolveremos de
forma independiente, estableciendo una nueva forma de resolver este problema espectral
con un método que utiliza herramientas ya conocidas de teoria de representaciones. El
hecho de resolver el problema espectral de Dirac en las Grasmanianas Gry, sentard las

bases para su generalizacion a Gry,.s.

Es sabido que para espacios simétricos, como es nuestro caso, el espectro no nulo
del operador de Dirac ) se determina totalmente por el espectro del cuadrado de este
operador [19]. Por tal motivo trabajaremos con la expresién (3.15) para el cuadrado del

operador de Dirac:
D? = Ac,,, — TEKE — TKL. (4.1)

Para calcular el espectro estableceremos un nuevo método, el cual consiste principal-
mente en escribir el Laplaciano en (4.1) para n = 4 en términos de operadores de conteo
de cajas de los diagramas de Young; veremos que el calculo del espectro se simplifica de
manera significativa con este método de conteo de cajas (puesto que el calculo debido
a esta contribuciéon al espectro se realiza en menos tiempo y con poca probabilidad de

cometer errores en los calculos en comparacién de aplicar directamente (4.1)).

Las siguientes expresiones seran utiles en el calculo del espectro:

T7|) = 31, (4.2)
1
T = 5 (n —23)9), (1.4)
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Capitulo 4. Espectro del operador de Dirac

T2, 7] = 67 (4.5)
Antes de trabajar con el Laplaciano y establecer nuestro método de conteo de cajas, nos

conviene hallar el resultado de aplicar los operadores T®K%4 a un espinor en general.
Aplicamos TFK3 al espinor ¢<y5|Q) = 1IN 8 - 42 [Q):

TEKMENEIR) = TS K vEat] 199,
En este punto es importante notar que el conmutador

[’CE‘ +T%, %Qﬂ =0, (4.6)

por tanto, siguiendo con nuestro calculo tenemos:

Tihuele) ¥ T [T el l),

- —[Tf,[Tﬁ,w,Qﬂhm T3] TR,

o TA,wCZW - (=85,75) e | 1)
k
—wCZm-- A ) RI9),
j k‘
= —IPCZZ’V C’VA) (= 5Ck’YB) 'chjjv‘m
k=1 j2k
~(n - )N
+NYPEY5[Q),
=  N(1—=(n-2)F(N-1)v5%[Q). (4.7)

El término antecedido por F indica que tenemos un signo (—) si tenemos un tensor simé-

trico en los indices 2129 - - -2y 0 un signo (+) si es antisimétrico en los indices 7119 - - - 1.
k
Notemos que ~ indica unicamente la k—ésima posicién. Es importante mencionar que

ha sido posible encontrar el resultado (4.7) debido a que se cumple la expresion (4.6)
y por el hecho de que el operador K4 actuando en ¢ o ¢ resulta en cero, lo cual no
sucede para K] y por ello se dificulta hallar una expresion general para el caso de 1)K/
puesto que depende de la forma particular del espinor en el que actiua, por tal motivo
la contribucién al espectro debida a T)K/ sera calculada aplicando directamente estos

operadores a cada caso particular.
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4.1. Método de conteo de cajas

4.1. Método de conteo de cajas

En esta seccion el objetivo principal es escribir el Laplaciano Ag,,, en términos de
operadores de conteo de cajas, este ejercicio sirve ademés como referencia para explicar
la manera de proceder para generalizar este Laplaciano a Gr,2; una vez obtenido Ag,,,,
daremos algunos ejemplos para mostrar que el método de conteo de cajas es consistente

con el célculo realizado aplicando directamente (2.29).

Como ya hemos mencionado en un principio, concebimos a las Grasmanianas Gry, o
como un espacio cociente M = G/H, donde G es un grupo de Lie compacto y simple y
H es un subgrupo cerrado de GG compacto y semisimple. El Laplaciano G-invariante A
tiene una construccion simple: manteniendo la G-simetria de la métrica inducida en M
se puede mostrar que el Laplaciano G-invariante asociado se puede escribir en términos
de operadores de Casimir cuadraticos formados con los campos vectoriales inducidos que
son invariantes por la derecha [17,22]. Con base en [22] podemos reescribir el Laplaciano
Agr,., en (4.1) como:

Nor,s = KR KL} = C(SUM) ~ C(SWUR) x U —2))),  (48)

donde el Casimir cuadratico de SU(n) [15,21] para un diagrama de Young con nimero

de cajas By en la k-ésima fila es

n—1 n—1 2 n—1 n—1
1 1
k=1 k=1 k=1 k=1

El Casimir cuadratico C(S(U(2) x U(n — 2))) es mas complicado por lo que es conve-
niente trabajar primeramente con las Grasmanianas Grys y obtener una expresion mas
sencilla de este Casimir, ademas con ello sentamos las ideas basicas que pueden ser ttiles

para su generalizacion.

4.1.1. Caso particular Gry.

Como ya hemos mencionado anteriormente, estamos interesados en escribir el La-
placiano Ag,,., en términos de operadores de conteo de cajas, para ello sabemos de (4.8)

que el Laplaciano para Gryo es

Agry, = %{/Cj‘, o o1=1,2 A=34 (4.10)
= G5(SU(4)) — Co(S(U(2) x U(2)))- (4.11)
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Capitulo 4. Espectro del operador de Dirac

Y de (4.9) tenemos que el Casimir cuadratico de SU(4) es

3 2
1 1
Cy(SU(4) = 3 > B - 1 (Z Bk> —2(B; +2B,+3Bs) +5) By
_k:zl k=1 k=1
R 1[< ’
= 3 ZB,%—Z<ZB;€> +3B), + By, — Bs| . (4.12)
k=1 k=1

Ahora nos gustaria escribir el Casimir cuadratico Co(S(U(2) x U(2))) en términos mas

simples, por lo cual estamos interesados en calcular la expresion siguiente:
Co(S(U(2) x U(2))) — C2(SU(2) x SU(2)).

El Casimir cuadratico Cy(S(U(2) x U(2))) corresponde a la suma de los cuadrados de los

operadores diagonales u operadores de isotropia que obtenemos de (2.13) para k = 1,2, 3:

2 1 ’
Ky = 5(”1 —n2)|

1
K2, = | —

1 2
(ny 4+ ng +ng — 3”4)} ;

K% = |—=
@ [w@

donde hemos denotado como n; = u!d! — @t'0! y similarmente para ny, n3 v ng.
u-1 1¥u s 103

2
(n1 +ng — 2n3)] ,

Por otro lado podemos obtener los operadores diagonales para SU(2) x SU(2). Pri-
meramente elegimos la siguiente base para este grupo:

b))

éstas son matrices 4 x 4 donde 0 corresponde a una matriz 2 X 2 con todas sus entradas
igual a cero y o, son las matrices 2 x 2 de Pauli:

01 0 —i 1 0
o1 = , 09 = ] , o3 = .
! 10 2 i 0 3 0 —1

Notemos que de (4.13) las unicas matrices diagonales son

DO | —
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4.1. Método de conteo de cajas

usando la notaciéon arriba expuesta escribimos el cuadrado de los operadores diagonales:

1 2
Kfy = {5(”1 - ”2)} ;
1 2
Ky = {g(ns - 714)} :
Calculamos la diferencia de Casimir cuadraticos

Ca(S(U(2) x U(2))) — C2(SU(2) x SU(2)) =

—

Kty + Ky + Kfy)) = (K + Kpy),

(ny +mng —ng — 714)2,

ol — ool

(n, —n4)?, (4.14)

donde n, y ny son operadores de conteo de cajas que explicitamente escribimos como:

n, = u, o — ko, 1=1,2. (4.15)
na =u,dy — 40,  A=34 (4.16)

Algunos resultados ttiles para calculos posteriores se escriben a continuacion:

nz = 2, nA—O, (4.17)
n[~y[n] = 0, naly[n]=0, (4.19)
mla] =[], nalAl=|4], (4.20)

nl] = [, nalA]= 4] (421)
De (4.14) tenemos que
Co(S(U(2) xU(2))) = Co(SU(2) x SU(2)) + %(nZ —na)?, (4.22)
donde

aqui hemos denotado como Cy(SU(2)), al Casimir cuadritico que actia en cajas con
indices latinos ¢, 3, k, [, etc. y Co(SU(2)) 4 actiia en cajas con indices A, B, C, etc., ademas,
sabemos que el Casimir cuadrético de SU(2) es

Co(SU(2)) = % (é + 1) , (4.24)
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Capitulo 4. Espectro del operador de Dirac

donde [ corresponde en nuestro caso a la longitud del diagrama de young, por ejemplo:

Finalmente podemos reescribir (4.11) como

Acn, = Co(SU(1)) — Co(SU(2) x SU(2)) — =

S(nl—-nA)? (4.25)

Este resultado se puede generalizar a Gr,,2, lo cual no haremos aqui, razonando de forma
similar siguiendo las ideas antes expuestas. A continuaciéon vamos a mostrar con algunos

ejemplos sencillos que el método de conteo de cajas funciona correctamente.

Supongamos que tenemos el diagrama DD, calcularemos el eigenvalor resultante
de aplicar Ag,,, a este diagrama y luego lo resolveremos con nuestro método de conteo

de cajas.

Aplicando directamente (4.10) a nuestro diagrama tenemos:

1 m
AGT4;2|:|:| = Q{KzAa }(U’Y )
1,
=3 (dujuy, — duwjul) |

— ’Y
= du)u,,

- [T,

para obtener este resultado hemos utilizado que 0] = wJu; + Au = 0 debido al

requerimiento de que las trazas son nulas.

Ahora aplicamos el método de conteo de cajas al diagrama:

Bana[ ]2 |CalsU0) - CalsU2) x SU) ~ 00— na?| ]

(419, 4. 23) ‘
[

Co(SU(4))] ,

(4.12) 1
2

—a[T]

{(4+1+1)—i(42)+3(2)+1—1] :
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4.1. Método de conteo de cajas

Como podemos observar el método de conteo de cajas es consistente con el célculo

directo.

A |

Otro ejemplo sencillo es verificar el método para el diagrama , para ello

procedemos de la forma anterior, primero aplicamos directamente (4. 10) 1 diagrama:

1
AGm;z A ‘ = é{lc ICA} (ulu u[ﬁ Z]Gmn) )
7

_ B —v A B n n B A
= 2ulu, u[yuy]emn 2uAu Ujy Uy Emp, — uAunu[#uy]emn

B uB
+uu u[uul,]emn + ul (QU[M ,,]Gmn + u[u l,]emn) )

1 B n n B Z B
= bulu WU €mn — w) Uy U U M]em,ﬁ—u U u[nuy}emn,

= o 1Al |
1

Por otro lado con el método de conteo de cajas obtenemos:

Agry, | 14 | (29 {CQ(SU(ZL)) — Cy(SU(2) x SU(2)) — é(nz —nA)ﬂ Al

]

Ch(SU(4)) — Co(SU(2) x SU(2)] LA,

7
(423) |: _§:| _A ‘

2 1
(4 12) {

_6l [A] ],

1

(419, 4. 20)
[

{9+4+1)—i(62)+3(3)+2—1] —g} v

N —

Otros diagramas donde hemos verificado el método de forma simple (en el aspecto de

que el algebra realizada en los célculos no es extensa) son , , , y ;

cabe mencionar que la eficacia y utilidad del método es mejor apreciada en el calculo
del espectro para las funciones y 1-formas que realizaremos mas adelante.

4.1.2. Espectro del operador de Dirac cuadratico en Gry.

En esta seccién vamos a calcular el espectro del operador de Dirac cuadritico )2
sobre las funciones y 1-formas definidas en las Grasmanianas unitarias Gry.s. Del Capi-
tulo 3 obtenemos que las funciones en las Grasmanianas Gry. estan representadas por
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Capitulo 4. Espectro del operador de Dirac

los diagramas de Young (3.8):

P l l+q P
. 00 N S ,—/\ﬁ
o SFIERnERNERNEE|
Py pzo /8 . V|-
I+q>0

Para f:alcular el ?Spectro es 1itil tener presente que K4C.s = Ka(* =0, K/Cop = 67Cup
y KI(*® = —§2¢*. Primero calculamos el espectro para las funciones, aplicando el
operador de Dirac cuadratico a cada diagrama de Young de Y, abusando ligeramente la

notacién lo denotamos Y:

PRy Y2 (Ag,, - TEKE - TIK]) Y|Q),
P l l+q P
S N L X N B Y A )
p l l+q P
— N —

(4.4, 4.25)

Co(SU() ~ £, — na)? —|—2q> N Y A S A I 1))

C

D l l4-q D
———

2
(4.17, 4;8, 4.19) (Cz SU (2(]) i 2(]) .. ‘ .. ‘ ‘|Q>,

8

9 2
(4.12) <2]2+p + 2lp + 2lg + pg + 4l + 3p + 2q + 12 > % +2q) YiQ),

= (2% + p* + 2lp + 21q + pg + 4l + 3p + 4q) Y|). (4.26)

El espectro resultante de aplicar el operador de Dirac cuadratico a las funciones es la
expresion en rojo en (4.26). El cdlculo de este espectro usando directamente (4.10) puede
consultarse en el Apéndice H. Comparando el método de conteo de cajas desarrollado
anteriormente con el calculo directo en dicho Apéndice uno concluye que el método de
conteo de cajas presentado en esta tesis es una herramienta poderosa para calcular el
espectro.

De (3.20) tenemos que la expansién para las 1-formas definidas en las Grasmanianas
Gryo es (destacando las 1-formas exactas):

P l l+q p p+1 -1 l+g—1 p+1
Zz\ -] T Al- (] \+ZZM..\ 1A,
—0 p=0 = L I=1 p=0
z +¢>1 I+q>1
Y1 Yo
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4.1. Método de conteo de cajas

P l I+q—1 p+1 p+1 -1 l+q p—1
S s LAl s sl -] |
.o .. .. .o /L Z .. .. .o .o
22 SERE 2.2 A +
=0 p=1 =1 p=1
l +g>1 l+¢>1
Ys Ya
p—1 ! I+q p—1
S SEE -] |
.o .o Z .o .o
22 A
=0 p=1
l +g>1
Ys

Procediendo de manera similar a lo realizado para las funciones calculamos el eigenvalor

del espinor correspondiente al diagrama Y:

p ! l+q D
—N—" o —

PVl = (A, — T2k — 72y L] Al L -] L),

]

para la contribucién de la expresion en color verde usamos el método de conteo de cajas,

cuyo resultado es:
Agry, Y174|Q) = (207 + p* + 2lp + 2lg + pq + 4l + 3p + 3¢ — 2) Y174 |), (4.27)
la contribucién en rojo la obtenemos facilmente usando el resultado (4.7):
~TKYi7419) = Yiv4|Q) (4.28)
y para la tltima contribuciéon hacemos el célculo directamente:
_T/[]CI/Yi%TLXn|Q> = _T ]C/C/‘LH»q 1Vi4q— 1C77p5 Calﬁlc’}’p pu,u y]emanA |Q>7
= K (g amia G, O O enn) ([T5573] +92T3) 190,
_’C] (C,U'l+q 1V14q— 1C77p CalﬁlC'YP Puu V]Emn) (5;71734 o ]’YA) |Q>’
= _(q - 1)5 CMH-q 1Vi4q— 1€np6pcazﬂz<”yp5pu uu]emn (6m,%z4 - 5;7;1”) |Q>

(5nguz+q 1Vi4q— 1C77p5pCalBlC%5pu u,/]emn (5m734 zfy;?) |Q>’
= (¢+ DYivg|). (4.29)

De (4.27), (4.28) y (4.29) obtenemos el resultado:

D2Yiyy|) = (21 + p* + 2lp + 2l + pg + 41 + 3p + 4q) Y174]9). (4.30)
Para el resto de los diagramas de la expansion de las 1-formas encontramos los siguientes
resultados:

Do) = (21 + p* + 2lp + 2lg + pg + 21 + 3p + 3q) Ya74|9), (4.31)
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Capitulo 4. Espectro del operador de Dirac

7
DY) = (2057 42 2+ 3+ B4y = 1) Verdle), (43
DY) = (202 + p* + 2Ip + 21q + pq + 20 + 2p + 3¢ — 1) Yar'y |Q), (4.33)
D2Ys74|Q) = (202 + p* + 2lp + 2lg + pq + 20 + p + 3¢ — 2) Y4 |2). (4.34)

En la siguiente tabla colocamos cada diagrama de Young con su respectivo eigenvalor:

Diagrama de Young (Y) Eigenvalor ()
P ; l+q p
—N—" P
Funciones L[] _ . [ ] 212+ p2+-2lp+21lq+pq+4l+3p+dq
P ! I+q p
e e, e e P S,
HENEE le - L o2 o+ 21 pg+414-3p-+4q
p+1 -1 I+q—1 p+1
— A —
I-formas | [, T ] N . [TA] o2, 2
20°4-p*+2lp+2lq+pq+21+3p+3q
I .
A P |22 4 p? - 20p + 20g + pg + 3L+

2 ]A] 3p+4qg—1

—_—— P |2+ p? +2lp+ 2lg + pg + 21 +
o] N N T op g1

Pl e U 1o g 2lp + 2l + pg + 2L +

[ -] .. 2 |- ] ] 430 -9
S TAl- poa

Tabla 4.1: Tabla que muestra el espectro del operador cuadratico de Dirac de las fun-

ciones y 1-formas de la Grasmaniana Gry;,.

4.1.3. Espectro del operador de Dirac

Una vez hallado el espectro del operador cuadratico de Dirac, podemos determinar el
espectro para el operador de Dirac, D, en las Grasmanianas Gry,.2; para tal fin definimos

el operador de quiralidad:
r=]]ha, (4.35)
i, A
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4.1. Método de conteo de cajas

el cual satisface lo siguiente:

y del teorema de Lichnerowicz [14, 18] sabemos que

D?=Ag+ %, (4.37)

donde R es la curvatura escalar y S representa el espacio de campos espinoriales de la
variedad Riemanniana M, en nuestro caso la variedad es la Grasmaniana Gr,., para
n = 4, que presenta una estructura de espin. El teorema de Lichnerowicz implica que
una variedad de espin con curvatura estrictamente positiva no tiene modos cero [14],
asi que nuestro interés es unicamente estudiar los modos que son diferentes de cero,
sin embargo senalemos que ciertas estructuras de espin® permiten modos cero, y este
también es presumiblemente el caso para Gr,2 aunque sus espectros de espin® no se

conocen.

El espectro de ) puede ser construido a partir del espectro de D2 (el cual ha sido
calculado en la seccién anterior para las funciones y 1-formas de Gry,2), la ventaja es que
ID? esta completamente escrito en términos de operadores de Casimir cuadréticos y por
lo tanto su espectro es facil de calcular. Sea wgg) el eigenespinor de JD? con eigenvalor A

y (o) denotando la degeneracién, entonces podemos escribir

PR = w0, (4.38)

donde wg\g) tiene una quiralidad definida ya que [ 2,7] = 0 ademds verificaremos que
A > 0. Bajo estas condiciones cada eigenespinor de ) ? corresponde exactamente a dos
eigenespinores de ) [14]:

() _ @) 4 Dy

T =y A (4.39)
y finalmente el espectro puede ser obtenido de
P = £V, (4.40)

con A los eigenvalores encontrados en la secciéon anterior.

Por 1ltimo analicemos lo siguiente: si se tuviera un modo cero g esto implicaria que
Dy = 0; sin embargo, Ag es un operador positivo y por tanto se cumple {1y, Agt)g) > 0
v ya que R > 0 esto implicarfa la contradiccién |D ¢g|* = (g, IP %4ho) > 0 y de esto se
sigue que A > 0.
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CAPITULO 5

Conclusiones

“;Podrias decirme, por favor,

qué camino debo seguir para salir de aqui?
-Esto depende en gran parte del sitio

al que quieras llegar, dijo el Gato™.

—Lewis Carroll

Hemos resuelto el problema espectral del operador de Dirac en Gryo al proveer un
método simple (conteo de cajas y el uso de los operadores diferenciales n,,n4, que son
especiales para n = 4) para calcular el espectro, y construir las eigenfunciones espino-
riales (eigenespinores) de manera explicita en coordenadas de Pliicker. Para verificar
que funciona hemos reproducido correctamente el espectro para los sectores espinoriales
de O-formas y 1-formas. Aunque no hemos calculado de forma completa el espectro del
operador de Dirac en las 2, 3 y 4-formas, tal calculo ahora es una tarea meramente me-
canica, completarlo permitiria extender el resultado conocido en [19] del espectro de D
sobre la Grassmanniana Gry.» para la estructura de espin (que es unica), al espectro para
todas las estructuras de espin® un calculo considerablemente mas complejo permitiria

extender el resultado general obtenido en [19] para Gr,.».

5.1. Aplicaciones

Conocer el espectro del operador de Dirac en un espacio M es de utilidad para varios
problemas fisicos, algunos de los cuales ya fueron mencionados en la introduccién, pero
mencionaremos otros; es posible por ejemplo en un espacio-tiempo E escribir la ecuacién
de Dirac libre en forma hamiltoniana, al menos en un sistema coordenado adecuado, en

la forma

ov
2
Z@T ¥
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5.2. Algunas preguntas abiertas

donde el Hamiltoniano de Dirac tiene la estructura Hp = y°v*V;+~"m, en particular
para fermiones sin masa m = 0, un caso de particular importancia para el estudio del
grafeno [6,23], lleva a un hamiltoniano que es Hp = IV, que puede interpretarse como
un operador de Dirac [D 5, en una rebanada espacial (space-like slice) de E, visto como
una foliacién sobre el pardmetro 7 (por ejemplo en Relatividad General) sobre M, donde
[ := 4% son matrices de Dirac para la métrica de M, es decir {T'", TV} = 2991. De
este modo los eigenvalores de D 5, son las frecuencias permitidas, y resuelve la ecuacién

de Dirac en F mediante transformada de Fourier en 7.

Visto de otra manera el mismo problema puede concebirse como hallar los modos
cero del operador de Dirac en E

D gy =0.

Por otra parte conocer el espectro de energias de fermiones en un espacio M es
indispensable si se desean tratar problemas de muchos cuerpos, por ejemplo el gas de
fermiones no iteractuante en M o el efecto Hall cuantico, donde se han estudiado gene-
ralizaciones de las funciones de onda de Laughlin partiendo de ideas similares [7].

Aunque no hemos tratado los modos cero en este trabajo, estos corresponden a los
llamados espinores arménicos, definidos por V;i0 = 0 (covariantemente constantes),
los cuales son de gran importancia en topologia diferencial donde proveen mediante el
teorema de Atiyah-Singer informacion de la topologia de M. Una generalizacién puede
hallarse en [2] junto con una discusién mas detallada que incluye espinores de Killing,

una generalizacion de los espinores de Dirac.

5.2. Algunas preguntas abiertas

Hay una serie de preguntas que es interesante plantear y responder, y que pueden
investigarse mediante los métodos que hemos presentado en este trabajo, algunas de las

que consideramos que vale la pena mencionar son

1. Extender la solucién a G, para n > 4. Se sabe que la respuesta serd intrincada,
principalmente porque no es sencillo construir el haz de espin en el caso gene-
ral, y porque de los resultados que se conocen para Gr,. se sabe que n = 4 es

especialmente simple.

2. (Existe alguna manera simple de construir las representaciones adecuadas del haz

de espin en el caso de un espacio homogeneo general? Este es un problema de
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Capitulo 5. Conclusiones

clasificacion. En [11] el haz de espin se asume conocido de forma abstracta pero

no se tiene una determinacion constructiva.

3. Aplicar los resultados obtenidos a problemas fisicos. Esto parece mucho mas proba-
ble en problemas de fisica-matematica donde se presenten problemas de fermiones

sobre las Grasmanianas.

4. Investigar los modos cero y los espinores de Killing en las Grasmanianas.
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APENDICE A

Operador de accién derecha tangente

Nuestro objetivo en este Apéndice es demostrar que
Kha = —Nya,
ésta es una de las expresiones que definimos en (2.5).

Sabemos que

_ 1 (0% n—
L e VAL S (A1)
y notemos que
—Xya = — (Nya)) = — (V) Al B —aogul = o, (A2)

Ademés de (2.8) tenemos que Ky = !, — u49!,, aplicando a @ se tiene

n—1 J

v
1=1
- 1 B1-+-Bn-18 — aj /Jz\ Qn—1 2
= mG ]_Zluﬁl s Uﬂj tee U5n71 €aq A1
— 1 B1+-Bn-18 — ay Qn—1 ¢1 2
a me j_zl Upgy " Up, 504]%1"'14'"%71047 (A-3>

en (A.3) se ha usado ul = uj’d" . Observemos que si sustituimos
By By "y

N 1 2 7 koI 1
Eal"’A"‘anfla(;Oé] = €y Avan_1a;% — § :(j:)em--~@--~A--~an7105ak

k#3
en (A.3) obtenemos
1 n—1
KA = Gty Y e
=1
—; S Blg\é;ﬁ al Qy ag Qan—1 R .
(n — 1)! Z Z € 7 ug! - ug) e ugh 'uﬁn_l60!1'--5}"-A~--an71a5ak-

=1 k#y
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Apéndice A. Operador de accién derecha tangente

Intercambiando «, <+ a; vy B, <> Bi en el segundo término de la ecuacién anterior
tenemos

1 n—1

v B B1-Bn-1B8,01 . , -1 A 1
Kyu, = (n— 1>!e Ug! - UG Zeal..‘A.l.an_laJ o

J=1

1 n—1 )
G T e B aBa, (M)

=1 k#y
De (A.3) y (A.4) se tiene que
B 1 n—1 )
it = oy ™ 2wl i o eaal,
1=1
— 1 1 B1-Bn-18,,01 Op—1 — I 1
! —
1 -

= o T el
— 0 = — ()]

Sy = -\ u A
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APENDICE B

Aniquilacién de f((, ()

En este apéndice vamos a demostrar que el operador K7 aniquila cualquier funcién
diferenciable f(¢, () definida sobre Gr,,s.

Sabemos que

V2

1
af _ eyl
e’u, ul .

Iy

Cap = %EZJU’;U]B? y
Aplicamos K a (ap:
) ) 1 k, 1 1 v vk
KiCas = w0 (Eflﬂl“auﬁ) = E (e]luauﬂ + ekjuﬁua)
= %ejk (u;ug — ugulﬂ)
1

= —=e [(03,0, — 030 Juguj]

= 6%as (B.1)
Ahora aplicamos K} a ¢oB.
KiCoP = —atd! <ie’“laau5) - L (e“u"‘aﬁ + e’”aﬁu“)
J 77 \/5 k™1 \/5 9 7 Yk
- —%ell (a;af —~ afal“)
1

= ——=ey [(610] — 876" VU]

\/5 m-n

1
_ 2l mn—o —
= ——=€ €€ U,U

V2
— 5 (B.2)

B
n
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Apéndice B. Aniquilacién de f(¢, )

Ahora bien, sea f(,() una funcién diferenciable sobre Gr,,o entonces

Kyf(¢, Q) = w0 f — a0y, f = ulagf?féag — W40 [0, (P
= O fu,,0/'Cap — O fl} 0, (P (B.3)
(B1,B2) , ~
MY 5o — () f,
donde se entiende que 0, = a%' Debido a que f es una funcién invariante bajo la trans-

formacion (s — (5 = €Cap implica que

f(¢.Q) = f(¢.¢),

derivando ambos lados con respecto a 6 se tiene:

o _

5/ (C.0) = 0 (B.4)
— %f(eieé,e‘ieé“)
= i ((0 —(0g) f (B.5)

De (B.4) y (B.5) concluimos que (J; — (9 en (B.3) es cero y por tanto K aniquila a f.
Mas atn, si f es expandida como una serie el efecto de K} en cada término polinomial
de la serie es 0%(#(¢) — #(¢)) y K! aniquila a f (de forma andloga a lo demostrado

anteriormente) debido a que es invariante bajo transformaciones de U(1).
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APENDICE C

Identidades de Fierz

Aqui explicaremos a detalle la deduccién de las correspondientes identidades de Fierz

para las matrices de Gell-Mann de SU(n).

Empezamos dando una base {\,, 1} donde A, son las matrices de Gell-Mann y 1 es

la matriz identidad, éstas son matrices n X n. Las matrices de Gell-Mann tienen traza

nula Tr(\,) = 0 y obedecen la relaciéon de normalizacion Tr(A Ap) = 204p.

Sea M € Mat,,,(C), M = MT, donde T indica conjugacién hermitica, escribimos

esta matriz en términos de nuestra base:

M=1z,-Ag+2-1 Za, 20 € C

= Tr(M) = Tr(zq-A) + Tr(z-1)
= 0+ nz
Tr(M)

= 25 =
Por otra parte tenemos
Tr(MMNy) = Tr(za Ao Xo) +Tr(zp-1-N\p)
= 22,0m +0 =2z
= 2 = %TI“(M)\Z))
Usando (C.1) y (C.2) podemos reescribir M como
Tr(M)

n

-1 VM € Mat, »,(C)

1
M = STr(MA) - A+

1 1
= Maﬁ = §Muu()\a);w()\a)aﬁ + EMML(SO@B'

Podemos reescribir la expresién (C.3) de la forma
1 1
5ya5uﬁMyu - EMV,U,()\LI>MV()\Q)OLE + E(SMVMV[L(SOCﬁ
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Apéndice C. Identidades de Fierz

1 1
= Moy By = 50l = 0udos| =0
1 1
= Guadys = J(ulwAadas + b

despejando obtenemos las identidades de Fierz buscadas

1
()‘a)WO‘a)aﬁ =2 (5va5u5 - ﬁ‘sw/éaﬁ) )

que también podemos escribir como:

1
s =2 (3505 - ot )
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APENDICE D

Laplaciano de SU(n)

Esta seccion esta dedicada al cdlculo del Laplaciano de SU(n). Por simplicidad vamos
a calcularlo de Agy(,y) = L2, y para tal fin usaremos las siguientes ecuaciones:

A\ .
Lo—— (7% [0l — aldr] (D.1)
1
3O =2 (820, — 20203, 02)
O = 018, DLy = oo}, Ol = L =0, (D.3)
Upuy = uuy = 03. (D.4)

Empezamos tomando el cuadrado de (D.1):

2 (_1) /\‘l “ )\a g 8 —B3 o qu —v Qo (D_Q) 1 o 1 o
2 <—7) (—7) [u0f — i8] [ugoy — 0] = 2 (00— —ousg ) (D)
B v e -
(D.5)
_ B, 0av o 0B av —Bap, oV —B. 0cAapqv
U = upd,u,d; + ubuy0,0, — u,00u;,0,; — w,u, 0007
BV Qo —v af o —BAap-v Qo —B-—vAapAo
—up0, g0y — upy 0,07 + w,0hug 0 + u,u, 00y
(D_3) B, 0 av o 9B av —B. 0ap v —v af o v=-BAQc —B~vAapAo
=" 0,ug0y +ubul, 0,0, — w,u, 080, — ubiiy 0,0 + 0au, 0 + u, i, 0007 (D.6)
Ahora calculemos por partes el producto (53‘5’5 — %5553) (0):
o 1 a oav o v
(1) = (@ o — 555%) [69u7.0 + ulus P
_ o He 1 o p Uaﬁaa 1 Pl OOH
= nu, O'_Euoc J+uau,3 o J_Euauu p Yo
u—pB
n?—1 1
_ [ aYe’ o foRate] a0
= ( - ) ug Oy + uhuj <3p30 - ﬁap@,)
oc—a,a—f p—ra, 0—0, a—u, f—v
7’L2—1 anfB P way 1 o v
= - ug0y +uju, | 950, — ﬁaaaﬁ (D.7)
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Apéndice D. Laplaciano de SU(n)

(I1) = (535*5 - 15553) (0007 + wyuy 000y |
n

8= 1 4. 4 .= = 1 . -
= nujoj — Eugag + uﬁugagag — Eugug(')g@z
pn—ra
2
n®—1 = _ 1_ _
= ( - > ulog + ujug (agag - Eagag)
o=, B—a B—a, =B, p—p,0—v

2 _ _ _ R
- (” 1) ag0f + Sl (agag - %agag) (D.8)

n

arap“p

1 _ _
(II11) = <535g - 5555;;) [—aPugd0y — ulutdl o)

p-vZa‘o BZ1"p
v—p U=, T—3p, p—0

_ 1. - N T
—aluGonoe + —uCug DNy — uluLdsdG + — a0
n n

(D_4) Ao N« 1—a o ap 9B qo 9B 1—01 o b
=) 0005 + ~ugug0nos — 0303 + —ugugons

B—a

_ 2 _

—20705 + —ﬂfju%@é@f
n

oo, a3 p=rt, 0=, f—v

ave’ 2 —Q /a) v
= 20500+ ﬁuuuﬁa@;aﬂ. (D.9)

Sustituyendo (D.7), (D.8) y (D.9) en (D.5) tenemos
2

) (
1 n“—1\ o L, 1 » n?—1\ -
L2 = 5 ( ) uGol + u#uf <8§8a - 58585) + ( - ) a0y

n

(et ZdoY

—Q = L v I av [aYe] 2704 2 v
+atul (agaa = ﬁagaﬁ) 20507 + ~u ﬁaﬂaﬁ}

Lin? =1 ans  —ad8\ _oFand o 2-a 8uaw
- 5 n (U;Baa _|‘ U5aa) - Qaﬁaa ‘I‘ Euuuyaaaﬁ
1 o 1. _
a, B v v —a-—3 v v
+uyu, (agaa — 58565) + uy,u, (0’58(1 — 56585) } .
Finalmente obtenemos que

1 (n?—1

Asum)y = 5{

1 — 1- -
tuluf (agag - ﬁagag) + (agag - Eagag) } A

e —a 9 ate 2*04 i AV
(uﬁﬁg + uﬁﬁg) - 28585 + ﬁu“ufﬁgaﬁ
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APENDICE E

Cuadrado del operador de Dirac

En este Apéndice se encuentran los detalles del cdlculo del cuadrado del operador de
Dirac.

Empezamos con nuestro anzats para el operador de Dirac:
D =7 Ky +uk] (E.1)
y calculamos su cuadrado directamente de esta expresion obteniendo

D? = (Y + KN (PEL +vEKD)

= 7, Kk + 7y KK + 2 vy + sk Ky (E2)
Ahora notemos que
A B __ l[ A B]
/Yz ’7] - 2 ’Yz 77]

1 1 (3 1 () 1 () ]' 7
Yay = 1w+ 5l = 5605 + 50kl
1 1 1 1
Wb = Skt + bt bl = 5005 + S0 k]
1

Yavg = 5[72, 78]

donde hemos usado los resultados en (3.2). Sustituyendo estas expresiones en (E.2)
tenemos que

1 1 1
p? = S WK + S008I + 5 [, ) KK
1 1 1
S RBHICLCE + S BICKE + S KA, (B3)
de donde

WA APIKUKY = v MPKRUKY — APy KWK = P KYy — A PR,
A—B 163
= 7PIKY, Ky =0
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Apéndice E. Cuadrado del operador de Dirac

pues por (2.14) sabemos que el conmutador [KYy, %] = 0. De forma andloga se obtiene
i BIKIKCT = 0.

Sustituyendo los dos resultados anteriores en (E.3) y simplificando se tiene

1 1 1 1
p? = SRR+ ST+ S [ ) IR + 51 vlKaK)

A-B 143

1 1
= SR K} + Sl K, (E.4)

la ecuacién (E.4) se puede reescribir en términos de operadores de Casimir cuadraticos
si sustituimos el conmutador [KA, K] = 67Ka — 04K? y usamos las definiciones T =

sl vy T = 3[04, 77, obteniendo finalmente

1 1 1 1 1 1

1 (2 7
= SUCA KL} = TR - T
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APENDICE F

1-formas exactas

En este Apéndice vamos a encontrar la estructura de las 1-formas exactas que se
obtiene de D1y para una funciéon cargada. Empezamos de

DipolQ) = (7K + 74K olQ),

en (F.1) hemos usado la definicién v4|Q) = 0. Ahora calculemos K 4y:

A o Ay B05mp) (B V14 3T) o8] 7,8,
’CZ wo - ,C P(al+q’:3l+qup)(alﬁl7’7p Cu2+qV{+an;5pg C P 9 (FQ)

en este punto es 1util recordar que

b= 1
K?Caﬁ = 07 ,C;‘Caﬂ = ﬁewuﬁ;ué}. (FS)
Sustituyendo los resultados de (F.3) en (F.2) tenemos que

I+q

! !
A _ Z (Bsvimp) (B4 g ¥ g M0) AN\
’CZ o = P(az+qﬁz+q;7p)(a§ﬂ{;"/p Cur

“’H—q
r=1

lLl,Vl/Up l"/lJrq? l+q777p /\s aﬂ »-y ]- A 7
W% —e, uit u
+ Z al+q7ﬂl+q:7p ( lIBZYFYp Cul+qyl+q <np PC C \/§ LY [n/? 6-5]

1
C%d Sl pﬁ@gu[u’u A (F.4)

Ve T, . Ve . . . 7 .
donde el simbolo A" indica que los indices p./. fueron suprimidos. En el segundo término

hay una contraccion de la forma

AJ*-ygés_l Aoy A9 koY 0
\/ﬁe”u[nguas}ﬁ’ = Zelj(ungu(;S s, Uy )€U Uy,
1
_ 1ok A
= §U2 Un/,



Apéndice F. 1-formas exactas

notemos que para obtener este resultado hemos usado wj_ ur =6y ug u* = 0. Sustitu-
yendo este resultado en (F.4) tenemos que

l+q
A _ Z (P‘lal’l:np)(l"’l_'.q: l+q7np *agﬁll 7‘)’;’;617 1 A 7
ICZ w[) — ’P(al+qalal+q77p (alﬂlv"yp) C“l+qul+ C"’];,(SPC C \/§€ZJU[M/TUV” (F5)
r=1

s

A
+Z “l’”l?np)(";+q’”ll+qmp ( C & lﬁlC’Yp 1@’%“14
(al+q7/31+qy7p)(alﬁl7’yp ""l+qyl+q 77p5 2 ? ng

Ahora sustituimos (F.5) en (F.1):

l+q
(e (W] g V1)) AT o' B! Ly
_ § : q ¢y FYpOp 9 F.6
¢0|Q> P . 13l eyl C ’ ’ gr]/)é) 1 ZC ! EIJU /U ! 7A| > ( :
— (q:Bitg7p) (@1B1Yp) DHy V4 g 0O \/5 [ ",
& (svimp) (B g V] 4 i, N FalB, N 1
o tlp I+q’"l+q"Ip ’ @9, "Yp P g7 7Vs
+ZP(az+qs,@l-q:‘Yp)(afﬁz/?"/p CulJrqulJqunp 5y C 211 U,]/ ’7A|Q>
s=1

las expresiones en verde, traducidas a nuestro lenguaje de diagramas de Young (usando
nuestro diccionario pictorico de la seccién 3.4), nos da la estructura para las 1-formas

exactas:

> 3 e (F.7)

p=0
I+q>1
p+1 -1 l+g—1 p+1
o 00 N S /—/\H
— = . .
I+q>1
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APENDICE G

Expansiéon de las 1-formas

El objetivo principal de este Apéndice es mostrar la construccion explicita de la
expansion para las 1-formas en (3.20) usando el método de descomposiciéon de Clebsch-
Gordan y recordando que las 1-formas tienen la estructura

L L+q—1 P l I+q—1 P
e A ,—/% A

Al _[ [ g [A]
N Al [ T- N N N A
O T %]~ . . ® ] (G.1)

Método de descomposicion de Clebsch-Gordan

Primero pegamos la caja :

p l l+q—1 P
PR S
L] ] g 4] =
p ! I+q—1 » D ! l+q—1 p
L[] LA o [ ] [ ]
© A
@ (IT)
p ! l4+g—1 p p ! l4+q-1 p
e —— —t— P
LT BERNEERRE )
A A

(I1I) (Iv)

V)

Notemos que los diagramas (IV) y (V) son cero debido a que

ml
>4
=
(L
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Apéndice G. Expansion de las 1-formas

Ahora pegamos la caja | 4 | al diagrama (I), resultando:

p ! I+g—1 p p ! I+q—1 p
— —_— —
L[] Z@@ [ 4]
(Ia) 7
(Ib)

p l l+q—1 D p l l4+q—1 D
—T —— — ——
ol Ll [ [~ L 4l Z SENE oy L4

] o (1d)

(1c)

Los diagramas (Ia) y (Ib) no representan mayor problema podemos intercambiar
con cualquier D de la primer fila (esto es debido a que los indices que corresponden a
cajas de la forma D en una misma fila son simétricos) y de forma similar se puede
intercambiar con cualquier D de la segunda fila. Por ejemplo para (Ia) tenemos

P ! I+q—1 P p l I+q p
,—/‘,—/h

.o .o 7/ .o Z .o

Para los ultimos dos diagramas en cambio hay que tener en cuenta lo siguiente: en (Ic)
hay una contraccion debido a

y en (Id) hay una contraccién debido a

| - G.2
:“20%75(2 f“lu?éna— € Emn iUy = u% — [ (G-3)

Bajo estas consideraciones podemos reescribir los diagramas (Ic) e (Id) como:

p ! I+q—1 p p+1 -1 I+q-1 p+1

P S, ——" N,
(1] - - ] [Al@2 [4]-] A
L 2]
D l l+q—1 p p l l+q—1 p+1
— —t—
] [AJes ][] [ lA]




Ahora pegamos la caja al diagrama (II), resultando:

p l l+g—1 P D ! l4+q-1 p
[ [-] | ] LI [ ]
.. LA @ .. LA
L2 L]
(ITa) (ITb)
P l l+g—1 P
| [ |
@L .o .o A

(I1c)

Notemos que solo los diagramas (IIb) y (Ilc) presentan contracciones, por lo que se
procede de manera similar a lo descrito anteriormente.

Finalmente pegamos la caja al diagrama (I11), resultando:

p ! I+q—1 p D ! I+q—1 p
/""”""\v""/\""\ ,...—/\-__.V,--/\.._.\

T T L 0 (L P [ T T[]
K A

(Illa) (

Al
I1Ib)

Las contracciones en estos dos diagramas se tratan de la misma forma antes descrita.
Tomando en cuenta todas las consideraciones detalladas a lo largo de este Apéndice

obtenemos la expansion para las 1-formas en (3.20).
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APENDICE H

Espectro del operador )° sobre funciones

En este Apéndice vamos a calcular el espectro resultante de operar el Dirac cua-
dratico (4.10) directamente a las funciones definidas en la Grasmaniana Grgo, cuya
representacion esta contenida en (3.8):

p l l+q P
b s [-] ]
Y: ’}/ . a . u . 77 . )
;pzo /B .. V|-
l+q>0

Para calcular tal espectro es 1til tener presente que K5Cos = KaC* = 0, K(up = 67Cap

y K% = —62¢*#. Aplicando el Dirac cuadratico directamente a Y~ tenemos:

P E (Mg, - TEKH - TIK) Y(Q),

(G - T Vi,

(H.1)
El segundo término se calcula ficilmente recordando que T/[Q2) = —3(n — 2)44Q), asi
—T;leY|Q> = 5;Kgcul+q'/l+q(77p5péalﬁlévp(sp|Q>’
= 5;55qcul+qyl+q6np5pcalﬁlC’Yp(sp|Q>7
= 2¢YQ). (H.2)

Reescribiendo Y de una forma més conveniente calculamos la contribuciéon debida al

Laplaciano:

1 1 ~ = 1 7 -1 B
S ARLKIYIO) = SR G C P | Q) + SKAK G o ] Q) (HL3)
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=P, 01

s 0] — 2
donde hemos usado la notacion ;us = @)1 - - - U uy! - - - uyy,.Resolvemos por partes (H.3),

del primer término tenemos que

l A" 1
A - =) A E ' Foy 18— —[ar — B, =
’C’L le4£ﬂl+qu+qCalﬁluluﬁ - }Cl Cﬂl+q”l+qCal Wi (_EuA ufn]elm> uluﬁ(H4>

+KA Z Gy g OO (=0 @) Wy, (H.5)

/\T
aqui (“-1%-1 indica que el r-ésimo elemento no esta en la expansiéon de (*“-1%-1. Calcu-

lamos primero el término (H.4):

l+q 1 1
Cl{ oy r n —l l
Z Z Cqu 1Vgq— 1 = 161 1 (_EUA[A Ugl}E Euﬁsuys]@n> uluﬂ (H6>

r=1 s=1
l ror i (9 L glo gl am ) g2y
2 G O (o stier) s (1.7
l p _ /\7‘ 1 s
+ZZCMZ+qu+qCal_1BZ_1 <__Eirun;~}ezm) ﬂjldz]bu;;‘su%: (H8)
r=1 s=1 \/5 - B
donde
I l+q s
(H6) = D> CuroormsC - (2€,,0, C ) wud, (H.9)
r=1 s=1
= A(l+q)Y. (H.10)
Para obtener (H.9) hemos usado que 697 = a§ uf) + uj, #S = 0 (por el requerimiento

A

de que las trazas son nulas), lo cual 1mphca uSud = —uf"u* vy posteriormente usamos
A k “us

Us
la identidad ugauﬂ = Caﬁezm. Usando una identidad similar a la antes mencionada

encontramos:

(H.7) = 41Y, (H.11)

y por argumentos andlogos a los usados para obtener (H.9) obtenemos:
(H.8) = IpY. (H.12)

Ahora calculamos el término (H.5):

p l4q A
ZZCMHq Witg— G (7“ (s Vs]em> <_5Zr )u?u% (H.13)

r=1 s=1
/\
+ Z g“«lJqulJqualﬁl (61 5Au’7r) U] u"7 (H14>
r=1
p p B /\T A°
T Z Z C“l+qu+qCalBl ( J/y) U (6]3 ) ui]? (H'15>
r=1 s=1
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Apéndice H. Espectro del operador JP? sobre funciones

el término (H.13) se resuelve de manera andloga a (H.9) y nos da como resultado:
(H13) = p(l + ¢)Y, (H.16)
el siguiente término es inmediato:

(H.14) = 2pY. (H.17)

A TR YV
u]r uns

y notamos que tenemos dos contribuciones, una para el caso cuando r # s y otra para

Por tiltimo resolvemos el término (H.15), en el cual podemos reescribir  u;

el caso cuando r = s:

(H.15) = — Z Z CMquHqgazﬁz(nguA ” u] un
r=1 s=1
p B /\7" /\; P ~ /\'r /\;
= DN G ST T 4 2 Y g S T
r=1 r#s r=1
= [p(p—1) +2p]Y. (H.18)

Sumando las contribuciones de (H.4) y (H.5) obtenemos
KAKLY = [202 4 p? + 2Ip + 2lq + pq + 41 + 3p]Y. (H.19)

Siguiendo un procedimiento analogo al expuesto anteriormente y usando identidades
similares a las que se aplicaron para hallar el resultado (H.19), encontramos para el
segundo término en (H.3) que

KCWKAY = [21% + p* + 2lp + 2lq + pq + 41 + 3p + 4q]Y. (H.20)
Teniendo en cuenta (H.2), (H.19) y (H.20) finalmente encontramos que
D2Y|Q) = [21% + p* + 2lp + 2lq + pq + 41 + 3p + 4q]Y|Q), (H.21)

asi el espectro buscado es el eigenvalor en color verde de la ecuacién (H.21).
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