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Capitulo 1

Introduccion

La éptica cuantica es uno de los campos mas vivos de la fisica en la actualidad; en los
ultimos anos ha tenido un desarrollo muy réapido gracias al progreso de las técnicas expe-
rimentales que permiten crear y detectar un fotén, asi como también estudiar un atomo
dentro de una cavidad superconductora. Las nuevas aplicaciones de la 6ptica cuantica,
tales como los iones frios, la informacién y computacién cudntica, entre otros, impulsan

el estudio de las propiedades colectivas de los sistemas cuénticos [1].

Uno de los modelos méas importantes en la ()ptica Cuéantica es el Modelo de Jaynes
Cummings (MJC). Este modelo describe un sistema formado por un modo cuantizado en
interaccién con un sistema de dos niveles, y fue originalmente propuesto en 1963 por Edwin
Thompson Jaynes y Frederick W. Cummings [2], 3], para describir de manera muy idea-
lizada la interaccién entre un tnico atomo y un tnico modo del campo electromagnético,
ambos aislados de la influencia de cualquier entorno perturbador. El MJC es de gran in-
terés en la fisica atémica, la Optica cuantica y los circuitos de informacion cuantica, tanto
experimental como teéricamente. E1 MJC vio ampliado su campo de aplicacion al descu-
brirse que también modela un problema aparentemente muy diferente, el de la interaccion
entre un modo vibracional de un ion atrapado y el ion mismo, jugando ahora el modo

vibracional el papel del modo electromagnético del modelo original [4].
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En este trabajo de investigacién se realiza una extensién del MJC, que consiste en
considerar un atomo de tres niveles interactuando con el campo de dos modos (el MJC
de tres niveles) [3] [6]. Se observa que muchos fenémenos coherentes interesantes ocurren
con el aumento del nimero de niveles del sistema; es decir, cuando el niimero de nivel
es superior a dos. La evoluciéon dinamica del sistema de tres niveles, en presencia de dos
campos monocromaticos fuertes ha sido un tema de importancia fundamental. Ejemplos
del interés actual son: la coherencia de dos fotones [7], el proceso de doble resonancia [§],
fluorescencia de resonancia [9], salto cuantico [10], entre otros. A partir de estos estudios,
se puede intuitivamente argumentar que las condiciones atémicas iniciales del sistema de
tres niveles pueden generar diversos efectos dpticos cuanticos que no suelen ser visualiza-

dos por un sistema de dos niveles.

El diseno de esta tesis es el siguiente. En el capitulo 2, se muestra como el campo elec-
tromagnético puede ser cuantizado en términos de osciladores arménicos, que representan
los modos del campo electromagnético, con estados que describen cuantas excitaciones (fo-
tones) estan presentes en cada modo normal. En el capitulo 3 se describe cémo interactia
un atomo de dos niveles con el campo electromagnético unimodal, deduciendo en detalle
el MJC. Finalmente, en el capitulo 4 se hace un estudio exhaustivo del MJC para un
atomo con tres niveles de energia interactuando con un campo electromagnético bimodal,
deduciendo detalladamente las soluciones para cada una de las posibles configuraciones y

mostrando numéricamente su comportamiento.



Capitulo 2

Cuantizacion del campo

electromagnético

En este capitulo se presenta la cuantizacion del campo electromagnético, con parti-
cular atencién en la interpretacion del fotén como una excitacién elemental de un modo
normal del campo. Se comienza con el caso de un campo unimodal confinado por paredes
conductoras en una cavidad unidimensional, y luego se da una breve introduccion a los
estados coherentes y a los estados térmicos, que seran de gran utilidad en los capitulos

posteriores.

2.1. Cuantizacion de un campo unimodal

/ N\ :
VY

L

Figura 2.1: Cavidad con paredes perfectamente conductoras situadas en z =0y z = L. El campo

eléctrico esta polarizado a lo largo de la direccién x.



4 Capitulo 2. Cuantizacion del campo electromagnético

Suponemos que el campo de radiacién esta confinado en una cavidad unidimensional
a lo largo del eje z con paredes perfectamente conductoras en z = 0 y z = L, como
se muestra en la figura 2.1} Dado este esquema, el campo eléctrico se anulard en las
fronteras y tomara la forma de una onda estacionaria. Se supone también que no hay
fuentes de radiacién y que el campo eléctrico esta polarizado a lo largo de la direccion z,
de tal manera que E(r,t) = e,E,(z,t), donde e, es un vector unitario de polarizacién.
Asi, las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre estan dadas en unidades del sistema

internacional (SI) por [11]

V-E=0, (2.1a)
V-B=0, (2.1b)
0B

E=— 2.1

V X o (2.1c)
oE

B = —_—. 2.1d

V x Ho€o ot ( )

El campo eléctrico unimodal que satisface las ecuaciones de Maxwell y estas condicio-

nes de contorno estd dado por

E.(z,t) = %q(t) sin(kz), (2.2)

donde w es la frecuencia del modo y k es el nimero de onda relacionado con la frecuencia
por k = w/c, V es el volumen efectivo de la cavidad y ¢(t) es un factor dependiente
del tiempo que tiene dimensién de longitud y actuard como una posiciéon candnica. La
condicién de frontera en z = L produce las frecuencias permitidas w,, = ¢(mn/L) con

m = 1,2,... El campo magnético en la cavidad se obtiene a partir de las ecs. (2.1d) y

(2.2)), esto es

_0.B, - 2% (1) sin(k2)
. By, = oo Vsoq in(kz),

integrando se obtiene

By(z,t) = (%) Ql%p(t) cos(kz). (2.3)
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Asi, el campo magnético esta dado por B(r,t) = e, By(z,t). Aqui, ¢(¢) desempena el papel
de un momento candnico para una “particula”de masa unitaria, es decir p(t) = ¢(t).

La energia clasica del campo o hamiltoniano H del campo unimodal estd dada por

H:%/ﬂﬂﬁﬁmﬂ+iB%ﬁﬂ

1o
:%/Wme@+i@@ﬂ. (2.4)

A partir de las ecs. (2.2) y (2.3)) se puede notar que

2

2
S0 B2 (2, t) = (1) sin? (k2),

1 2
—BZ(2,t) = —p°(t) cos®(k
LB (et) = () 00 (h2),
donde se ha usado que ¢ = 1/ppgg v que w = ck. Luego,
1
ff::E;/Zﬂf@ﬂq%wsnﬂuu)+gﬂ@)amakzﬂ. (2.5)
Usando las propiedades trigonométricas cos?(f) = H%S(%) y sin?(0) = 1_%5(20), se puede

simplificar la ec. (2.5)), como

H= % /dV [w?q*(t)(1 — cos(2kz)) + p*(£)(1 + cos(2k=2))] .

Debido a los limites periddicos, los cosenos se anulan; ademés % [ dV =1, por lo tanto,

la energia clésica del campo estara dada por

H= % (p* + w’q?). (2.6)

Es evidente que un campo unimodal es formalmente equivalente a un oscilador armoénico
de masa unitaria, donde los campos eléctrico y magnético, aparte de algunos factores de
escala, desempenan los roles de posicién y de momento canénico, respectivamente.

Los libros de texto sobre la mecanica cuantica discuten la cuantizacién del oscilador
armoénico unidimensional [12]. Aqui se toma el planteamiento de que habiendo identificado
las variables canodnicas ¢ y p para el sistema clésico, simplemente se usa la regla de co-
rrespondencia para reemplazarlas por sus equivalentes operadores ¢ y p. Estos operadores

deben satisfacer la relacién de conmutacion candnica

4, p] = ihl.
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A partir de ahora se sigue la costumbre y se descarta el operador de identidad I. Asi, los

campos eléctricos y magnéticos se convierten en los operadores

Ey(z,t) = 2—“’2@@) sin(kz), (2.7a)

€0

By(z,t) = (%) , /%ﬁ(t) cos(kz), (2.7h)

respectivamente. El hamiltoniano se convierte en

~ 1
H=3 (p* + w?q) . (2.8)

Los operadores ¢ y p son hermitianos y por lo tanto corresponden a cantidades observa-
bles. Sin embargo, es conveniente y tradicional, introducir los operadores no-hermitianos

de aniquilacién (a) y creacién (a') a través de las combinaciones
1

Q= (wq + ip) (2.9a)

al = (wq —ip) . (2.9b)

S

Asi, los operadores de campo eléctrico y magnético se pueden reescribir como

A~

E,(z,t) = & (a+a') sin(kz), (2.10a)

A

1
By(z,t) = Bog (a — a') cos(kz), (2.10Db)

donde & = /hw/eoV vy By = (10/k)/€ohw?/V') representan respectivamente los cam-

pos eléctrico y magnético “por fotén”. Los operadores @ y a' satisfacen la relacion de

conmutacion

(aTaJr %) : (2.11)
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Hasta ahora no se ha dicho nada de la dependencia temporal de los operadores a y a.
Para un operador arbitrario O que no tiene dependencia explicita del tiempo, la ecuacion

de movimiento de Heisenberg dice que
dO i 4
&g 0} . 2.12
s 212
Para el operador de aniquilacion a esto se convierte en
da
dt

I
St = St
g
N
Q>
pill
Q>
+
N —
N
g@)
—_

=iw [a',a]a
= —iwa, (2.13)
que tiene la solucién
a(t) = a(0)e ™. (2.14)

Por el mismo método, o simplemente tomando el conjugado hermitiano de la ec. (2.14)),

se obtiene
a'(t) = a'(0)e™". (2.15)
El operador producto a'a es llamado el operador ntimero y se denota como 7. Ademds,

|n) denota un eigenestado de energia del campo unimodal con eigenvalor energético E,,

tal que
. 1
H|n) = hw <a*& + 5) In) = E,|n). (2.16)

De la ec. (2.13)) se obtiene que [a, H] = fiwa; si se multiplica la ec. (2.16) por @ entonces

se puede generar una nueva ecuacion de eigenvalores
aH|n) = ([a H] + I a) In)
- (hwa v Ha) |n)
= E,aln)

= 11 (ln) = (B, — hw) (aln)). (2.17)
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que muestra que (a|n)) es un eigenestado con eigenvalor de energia F,, — fuw. Debe quedar
claro ahora el porqué a es llamado operador de aniquilaciéon: aniquila un “cuanto” de

energia Aiw. De manera similar, si se multiplica la ec. (2.16]) por el operador a', se obtiene
H (a'|n)) = (B, + hw) (af|n)), (2.18)

de donde es evidente que el operador a' crea un cuanto de energia o un fotén; los eige-
nestados (dT|n>) poseen los eigenvalores de energia FE, + hw. Evidentemente, repetir el
procedimiento de la ec. resultard en la disminucién del eigenvalor de energia en
multiplos enteros de hw. Como la energia del oscilador armoénico debe ser siempre positi-
va, debe existir un eigenvalor minimo Ey > 0, con el correspondiente eigenestado |0), tal
que

H (a]0)) = (Ep — ) (a]0)) =0, (2.19)

por lo tanto, se concluye que

al0) = 0. (2.20)

El estado |0) es el estado de vacio o estado base. Usando la ec. (2.16]) se puede obtener su

energia

. 1 1
H|0) = hw (a*a + 5) 0) = 5hwl0) = Eo|0)

1
= By = 5ho. (2.21)

De modo que el eigenvalor de energia més baja, llamada energia de punto cero, es hw/2.
Teniendo en cuenta este valor de la energia para el estado fundamental, y notando que
de la ec. (2.18]) se obtiene E, .1 = E, + hw, los eigenvalores de energia de los estados

excitados estaran dados por

1
E, = hw <n+§), n=01,2,.. (2.22)

Estos niveles de energia, junto con el potencial del oscilador armoénico, se presentan en la

figura 2.2
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Figura 2.2: Niveles de energia del oscilador arménico

a

A partir de las ecs. (2.16) y (2.22), se llega a que para el operador ntimero 7 = a'a

faln) = nln) = nln);

(2.23)
es decir, que el eigenestado de energia |n) es también eigenestado del operador nimero.

Estos estados de niimero o estados de Fockﬂ deben normalizarse, o sea, se debe tener
(n|n) = 1. Para el estado a|n)

aln) = cy|n — 1),
es

donde ¢, es una constante por ser determinada. El producto interno de a|n) con si mismo

((nla') (aln)) = (nla'aln) = n

= (n—1|c,caln — 1) = |z,
v 2| = n, as{ que se puede tomar ¢, = y/n, y se concluye que,

aln) = Van — 1).

(2.24)
'En mecdnica cudntica, un estado de Fock, es cualquier estado del espacio de Fock con un ndmero
bien definido de particulas en cada estado. El nombre se debe a Vladimir Fock.
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Similarmente, se puede mostrar que
afln) = vn +1n + 1). (2.25)

A partir de este tltimo resultado, es facil ver que los estados de Fock |n) pueden ser

generados a partir del estado base |0), por la accién repetida del operador de creacién a':

my = @) (2.26)
) |

Dado que H es un operador hermitiano, los estados de Fock son ortogonales; es decir,

(n'In) = dpyr, y forman ademds un conjunto completo

S n)(nl = 1.

Usando las ecs. (2.24)) y (2.25) se puede notar que los tnicos elementos de matriz de los

operadores de creacién y aniquilacion distintos de cero son

(n —1]aln) = vn{n —1n — 1) = V/n, (2.27a)
(n+1la'n) =vn+1ln+1n+1) =vn+1. (2.27b)

2.2. Estados coherentes

Se suele decir que el limite clasico del campo electromagnético cuantizado es el limite
en el que el numero de fotones se hace muy grande, de modo que el operador de nimero
se convierte en una variable continua [12]. Se presenta ahora un conjunto de estados, los
estados Coherentesﬂ [13], que dan lugar a un limite clésico y, de hecho, estos estados son
los estados cuanticos “mas clasicos” de un oscilador armonico.

Para tener un valor esperado no nulo del operador del campo eléctrico, es decir, de los
operadores de aniquilacion y creacién, se requiere una superposicion de estados numéricos

que difieren sélo por £1. Por ejemplo, podria contener sélo los estados |n) y |n £ 1),

) = Culn) + Cppaln £ 1), (2.28)

2 Un estado coherente se refiere a un estado cudntico que mantiene su fase durante un cierto periodo

de tiempo.
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donde |C,|? + |C,41|> = 1. Evidentemente, al inspeccionar las ecs. (2.19) y (2.20), la
sustituciéon de a y a' por variables continuas produce un campo clasico. Una forma de
realizar esta sustitucién es buscar estados propios del operador de aniquilacién [14]. Estos

estados se denotan como |«) y satisfacen la relacién
ala) = ala), (2.29)

donde a = |a|e? es un nimero complejo. Los estados |a) son eigenestados “derechos” de

a, vy (a] son eigenestados “izquierdos” de a' con eigenvalor a*, esto es
(ala' = o {al. (2.30)

Puesto que los estados de nimero |n) forma un conjunto completo, se puede desarrollar

|a) como
o0
=> Culn). (2.31)
Actuando con @ en cada término del desarrollo, la ec. (2.29) se convierte en

= ZOnﬁ|n —1) = aZC’n|n>. (2.32)

Igualar los coeficientes de |n) en ambos lados conduce a

Cn\/ﬁ:acn—h
2
« «
6 o= Cpy= Oy
N VT
- ° CO)

y sustituyendo este resultado en la ec. (2.31)),

(2.33)

Oé)ZCQ

donde Cj es un coeficiente que se determina a partir de la condicion de normalizacion, es

decir,
{(ala) =1 =|Cy|? ZZ W n|n

(6]
ﬂwﬁﬂ%:mwﬁ (2.34)
n=0 ’
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. . _lial? , .
lo cual implica que Cy = e~ 2/°" . Asf, los estados coherentes normalizados son

o0

ja) = e 3 O‘”! In). (2.35)

n

n=0
En esta ecuacion, el valor |a|? representa el valor promedio de excitaciones 7 en el estado

coherente |a),

n = (aln]a) = (ala’ala) = alald’|a) = aa*{ala) = |al?. (2.36)

(a) 025

0.2

0151

P(n)

0.1

0.05

25

0.25
(b)

0.2

0.15

P(n)

01

0.05

25

Figura 2.3: Distribuciones de probabilidad de un estado coherente para: (a) n =10y (b) 7 = 3.

De hecho, para una mediciéon del nimero de fotones en el campo, la probabilidad de

detectar n fotones es

a2 o
n!

, (2.37)

Py =[{n|o)]* =e

-n

=€

2|3
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que es una distribucion de Poisson con una media de n. En la figura [2.3] se muestra un
par de ejemplos de la distribucion de probabilidad del ntimero de fotones para diferentes

valores de 7.

2.3. Estados térmicos

Como es bien sabido, la teoria cuantica se originé en 1900 gracias al descubrimiento de
Max Planck de la ley de radiacion electromagnética, conocida cominmente como la ley de
radiacion de Plank. Esta ley describe la radiacién electromagnética emitida por un objeto
ideal, conocido como cuerpo negr(ﬂ en equilibrio térmico a una temperatura definida. Un
cuerpo negro puede ser modelado como una cavidad (o en realidad un pequeno agujero en
la cavidad) que contiene la radiacién en equilibrio térmico con sus paredes. Suponiendo
que el acoplamiento es débil, segin la teoria de la mecanica estadistica, se puede tratar
el campo como si fuera un sistema aislado, el cual puede ser descrito como un ensamble
microcanénico.

Consideremos un campo unimodal en equilibrio térmico con las paredes de una cavidad
a temperatura T'. Segtin la mecanica estadistica, la probabilidad P, de que el modo esté

excitado térmicamente en el nivel n estd dado por

exp(—FE,/kgT)
Y. exp(—E,/kgT)’

P, = (2.38)

donde E, esta dado por la ec. (2.16) y kg es la constante de Boltzmann (kg = 1.38 X

10~#J/K). Introduciendo el operador de densidad para el campo térmico[11]

exp(—H /kgT)
Tr [exp(—f]/kBT)

prn = (2.39)

3Un cuerpo negro es un objeto teérico o ideal que absorbe toda la luz y toda la energia radiante que
incide sobre él. A pesar de su nombre, el cuerpo negro emite luz y constituye un sistema fisico idealizado
para el estudio de la emisién de radiacién electromagnética. El nombre cuerpo negro fue introducido por

Gustav Kirchhoff en 1862. La luz emitida por un cuerpo negro se denomina radiaciéon de cuerpo negro.
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donde H est4 dado por la ec. (2.11)) y con

o0

Tr [exp(—ﬁ/kBT)] =" (] exp(~H /kpT)|n)
= iexp(—En/k:BT) =Z, (2.40)

donde se ha hecho uso de la ec. (2.16) y Z es la llamada funcién de particiénﬂ De la ec.
(2.22)) se tiene que E,, = hw(n + 3), por lo tanto

Z = exp(—hw/2kgT) Zexp (—hwn/kgT). (2.41)
n=0

Dado que exp(—hwn/kgT) < 1, la suma es una serie geométrica convergente, esto es

;exp(—hwn/kBT) =1 exp(—lhw/k;BT)’ (2.42)
luego la funcién de particién estard dada por
e il (249
Evidentemente,
P = {nlpruln) = % exp(~Ea/ksT). (2.44)

Se puede notar ahora que el operador de densidad puede escribirse como

pra =Y > 0) (0 |pruln) (n|

n’/=0 n=0

— % ni:% exp(—FE,/kgT)|n)(n|

= Pun)(n]. (2.45)

4En fisica estadistica, la funcién de particién Z es una funcional de un sistema en equilibrio. Su
principal interés radica en que una vez conocida se pueden derivar las funciones de estado, como la energia
libre, la energia interna, la presion, la temperatura, la entropia, la polarizacién, etcétera. Dependiendo

del ensamble estadistico considerado, la funcién de particiéon toma una forma u otra.
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El promedio de fotones del campo térmico se calcula mediante

= () = Tr(ipm) = nf%mmmm
_ 22 i Py ) (1| )
= 2 P, (n|i|n) = %npnm\m
_ exp(—hw/2k:BT)% ionexp(—hwn/k;BT), (2.46)

donde se ha usado la condicién de normalizacién (n|n') = 0, y las ecs. (2.16]), (2.23) y
(2.44]). Haciendo = = hw/kgT, se obtiene que

- nr d - —nxT
; ne o nz_o e
_d 1
dx <1 — e—l“)
— e_m
(1 —e®)2
= Z nexp(—hwn/kpT) = exp(=w/ksT) . (2.47)

Asi, el promedio de fotones del campo estara dado por

1 —exp(—hw/kgT)] exp(—hw/kpgT)
exp(—hw/2kpT)  [1 — exp(—hw/kpT)]’

n

exp(—hw/2kgT)

exp(—hw/kgT)
1 —exp(—hw/kgT)
1
- exp(hw/kgT) — 1

(2.48)

A temperatura ambiente, el promedio de fotones a frecuencias dpticas es muy pequeno
(del orden de 107%°). A la temperatura superficial del sol (6000 K) y a la frecuencia de
la luz amarilla (6 x 10 Hz, A = 500 nm), el promedio de fotones es de aproximadamente
10~2. Por otra parte, el promedio de fotones aumenta rdpidamente con el aumento de
la longitud de onda. Nuevamente a temperatura ambiente, n ~ 1 para A en el intervalo

A= 1071 ym. En la parte de microondas del espectro, 7 > 1.
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A partir de la ec. (2.48)) resulta que
n

2.49
1+n ( )

exp(—hw/kpT) =

y prn puede ser escrito en términos de n como

== (1) (250)

L+n < \1+n

La probabilidad de encontrar n fotones en el campo se da en términos de 7 como

,ﬁ/TL
P, = T (2.51)

En la figura se presenta P, en funciéon de n para dos valores diferentes de 7.

025
(@)

02

0.15

P(n)

0.1

0.05

P(n)

Figura 2.4: Distribuciones de probabilidad de un estado térmico para: (a) n =3y (b) 7 = 0.3.



Capitulo 3

El modelo de Jaynes-Cummings

3.1. Introduccion

Propuesto originalmente por Jaynes y Cummings en 1963, el modelo de Jaynes-
Cummings (MJC) [2] estd compuesto por un solo dtomo de dos niveles interactuando
con un campo electromagnético unimodal. El modelo se utilizd por primera vez para exa-
minar el fenémeno de la emision espontanea y para revelar la existencia de las oscilaciones
de Rabi. En 1980, las investigaciones tedricas mostraron que con un campo coherente, las
oscilaciones de Rabi eventualmente se convertirian en el complicado patrén del colapso y
el resurgimiento [15]. Experimentalmente el colapso y el resurgimiento de oscilaciones de
Rabi fue observado por primera vez en un atomo de micro-maser dentro de una cavidad
superconductora [16]. La existencia del colapso y el resurgimiento proporciona evidencia
directa de la excitacién del campo (fotones), y por tanto, de la naturaleza verdaderamente

cuantica de la radiacion.

Este capitulo se inicia estudiando detalladamente un atomo con dos niveles de energia,
haciendo uso de los operadores en el espacio de Hilbert; luego, mediante la aproximacion
dipolar, se analizan las interacciones del sistema atomo-campo. Mediante la aproximacion
de onda rotante, se llega a la construccion de los hamiltonianos semiclasico y cuantizado.

Por ultimo, se muestra numéricamente la evolucién temporal de las probabilidades para

17
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ambos modelos.

3.2. Hamiltoniano de un sistema con dos niveles de
energia

El vector de estado correspondiente a un sistema de dos niveles de energia se representa

como la combinacién lineal

donde |0) y |1) son los vectores que corresponden al estado no excitado y al estado excitado,
respectivamente; estos vectores forman una base en el espacio de Hilbert correspondiente
[1]. Los coeficientes Cj, son nimeros complejos que cumplen con |Cy|> + [C1]2 = 1y |Cy/?

representa la probabilidad de encontrar al sistema en el estado “k”. En esta representacion

0 1 - 4
0) — , 1) — y U= C = . (3.2)
1 0 Co

Debido a que toda funcién de onda estd definida salvo una fase global, podemos expresar

los coeficientes C}, como
Cy = cos(9/2)e™ /2 Cy = sin(19/2)e'/?, (3.3)

donde ¢ = g — @1 y los C} estan definidos hasta la multiplicacién por una fase comun
eilP1+¢0)/2 En esta parametrizacion, la evolucién temporal del sistema se describe como

un operador U(t)

U(t) = . C(t) = U(t)C(0),

con UUT = U'U = I. El operador U(t) es un elemento del grupo SU(2) y determina
completamente la cinematica de un sistema de dos niveles de energia.

Cualquier operador que caracteriza un sistema de dos niveles de energia,
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puede ser expresado en términos de las matrices de Pauli,

. . 01 . . 0 — . . 1 0
Op = 01 = , Oy =02 = y, 0O0z=03= 5 (35)
1 0 1 0 0 -1
en la forma
A = 0116'1 + Oéga'g + 0535'3 + Ozoj, (36)

donde a; = Tr(Ad;)/2 (j = 1,2,3), ag = Tr(A)/2 e I es la matriz identidad. El operador
A es hermitiano (AT = fl) si y s6lo si los coeficientes a; y ag son reales.
Es facil notar que los valores medios de las matrices de Pauli en un estado arbitrario

|W) en la parametrizacién ((3.3]) son

(62) = 2Re(C7Cy) = sin(?V) cos(yp), (3.7a)
(6,) = 2Im(C]Cy) = sin() sin(yp), (3.7b)
(6.) = 2|C1]* — |Cy]* = cos(d)). (3.7¢)

Para describir un dtomo de dos niveles de energia en términos de operadores en el

espacio de Hilbert de estados del sistema, se introducen los operadores
|7)(k| con j, k=01,
En términos de estos operadores y de la ec. los operadores 6, . toman la forma
0o = [0) (1] +[1){0], oy = i(|0)(1] = [1){0]), &= = [1)(1] = [0)(0]. (3.8)

Para averiguar el significado fisico del operador 6, hay que recurrir a la ecuacién de
eigenvalores para un sistema libre. Sea Hy;, el hamiltoniano de un atomo con dos niveles

de energia; luego, la ecuacién hamiltoniana de eigenvalores es
Holi) = Eili), (3.9)

donde [i) (z = 0,1) representa los eigenestados de energia del atomo y E; es el eigenvalor

de energia del dtomo. Multiplicando ambos lados de la ec. (3.9)) por (i|

A

Hysoli) (] = Eili) (il- (3.10)
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Como el dtomo tiene solamente dos niveles de energfa, la ec. (3.10]) se convierte en
Hiso(|0){0] + [1){1]) = Eo[0){0] + Ea[1){1].

Dado que |0) y |1) forman un conjunto completo de eigenestados de energia; |0)(0| +

(Ll =1,

Hiwo = Eo|0)(0] + E1[1)(1]. (3.11)

Aqui, Ey = hwy v By = hwy, donde wqy es la frecuencia angular asociada con el nivel
de energia del estado no excitado y wy es la frecuencia angular asociada con el nivel de

energia del estado excitado. Luego, de la ec. (3.2),

~ w1 0
Hito = Two|0) (0] + hwy |[1)(1] = A : (3.12)
0 Wo
De la ec. (3.6]) se puede notar que
Hyo = 30 + aol, (3.13)
donde
1 . A w 0 h
Qg3 — —Tr(Héto@) = =Tr ! = —(w1 — WQ),
2 27 |0 —w| 2
1 A h wi 0 h
ap = ~Tr(Hyol) = =Tt | = Z(wi + wp).
2 2 1o wl 2
0

Sustituyendo estos resultados en le ec. (3.13)), se obtiene

A A

Hgo = §(w1 — wo)0. + §(w1 + wp) 1. (3.14)

Definiendo el nivel de energia cero a medio camino entre los estados |0) y |1), como
en la figura se llega a que F; = —Fy = %hwo. El hamiltoniano atémico libre para el

atomo de dos niveles se puede reescribir como

. h
Héto - §WO&Z; (315)
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la matriz ¢, define el hamiltoniano atémico libre.

1) - 5hwo = Eq
ﬁ«’.{.“(_)
.................................................................................. E=0
1
|“> X —;h(.d[] - Eg

Figura 3.1: Diagrama del nivel de energia atémico, donde el nivel £ = 0 se toma a mitad de

camino entre los dos niveles.

3.3. Hamiltoniano de la interaccién atomo-campo

En el MJC, el atomo estudiado es un dtomo de dos niveles. Cuando este atomo in-
teractiia con un campo electromagnético de un solo modo, la componente del campo
eléctrico de la onda luminosa no cambia considerablemente sobre la extensién del atomo.
Esto es debido a que el didmetro d del atomo (d ~ 0.1lnm) es mucho mas pequeno que
la longitud de onda A de interés (A > 100nm). El campo eléctrico en la posicién de los
electrones es aproximadamente igual al campo eléctrico en la posicion del nicleo. Por
lo tanto, el atomo de dos niveles puede ser modelado como un dipolo, mientras que el
campo eléctrico de la onda luminosa a través del atomo puede ser aproximado como un
campo eléctrico uniforme. Esto se conoce como la aprozimacion dipolar eléctrica y ayuda
a simplificar el problema de calcular el hamiltoniano de interacciéon. Con la aproximacion
dipolar eléctrica, la energia de interaccién (hamiltoniano) entre el &tomo (dipolo) y la luz

(campo eléctrico uniforme), se puede derivar como se muestra a continuacién.
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3.3.1. Enmergia dipolar eléctrica en un campo eléctrico uniforme

1
/
+ + + + o+ o+ +

Figura 3.2: Dipolo eléctrico en un campo eléctrico uniforme.

Consideremos el torque 7 que el campo eléctrico uniforme E causa sobre el dipolo; de

la figura (3.2)) vemos que

FP=F. xF, 47
T
=5 xaE+ ( ) ), (3.16)

donde [ es el vector que apunta de la carga positiva a la carga negativa. Luego,
—glxE=dxE,
donde d = qf es el momento dipolar eléctrico. Es claro que

17| = |d x E| = dE|sin(0)é| = dE| sin(6)|,

con d = \cﬂ, E = ]E] y & un vector unitario perpendicular a d v a E.

1
A
¢
o
v
+ + + + + + +

Figura 3.3: Configuracién de baja energia dipolar.
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La configuracién de minima energfa, Ui, = 0, se tiene cuando 6 = 7, tal como se
muestra en la figura (3.3); tenemos
0 0 0
Uit = / 7 do = / dE|sin(0)] & = dE / sin(6) do, (3.17)
/2 /2 /2
donde |sin(f)| = sin(f), dado que sin(f) es positivo para 0 < § < /2. Cuando 0 cambia

de /2 a 0, el dipolo estara en la configuracién de baja energia, luego,
Uini = [—dE cos(0)]2 , = —dE cos(f) = —d - E. (3.18)

La ec. da la forma clédsica de la energia de interaccién Uy, (hamiltoniano) entre
el dipolo y el campo eléctrico uniforme E. Como se explica en la parte de la aproximacion
dipolar eléctrica, el hamiltoniano de interaccion H, entre la luz (campo electromagnético)
y el atomo de dos niveles, puede ser aproximado por la interaccién hamiltoniana U;,; entre
un dipolo y el campo eléctrico uniforme E. Usando el principio de correspondencia, la

forma del operador mecanico cudntico de la ec. (3.18)) es

A~ A

Hyw = Uy = —d - E, (3.19)

donde d es el operador dipolar eléctrico.
Para determinar el sentido fisico de los operadores ¢, , se calcula el promedio de If[int,

para un estado arbitrario |¥) dado por la ec. (3.1)),
(Hine) = (4] Hing0))
— —(¥|(d- E)|v)
— — [(Ci o1+ cran - B) Golo) + cilny)]
— ~C3I(0l(d - B)|0) + CoC1(0l(d - E)1) + C1Col1l(d - E)[0) + | C2(1](d - B)1)
= ~G;C(0l(d - E)[1) — CiCo(1)(d - B)]0); (3.20)

debido a que el operador d es impar, sélo los elementos no diagonales (en la base |0), |1))

son distintos de cero. Introduciendo la notacion

— (- B)lo) = g = g, +igs,
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donde g, y g; son las partes real e imaginaria del niimero complejo g, se obtiene

~

(Hyn) = CEC1g* + CfCog
= C5Ci(gr —19:) + CTCo(gr + igs)
= g,(CFCy+ CiCh) + igi(CFCy — CiCYy)
= g-[2Re(C7Co)] + igi[2iRe(CTCo)]

- 9T<6-33> - gi<a-y>= (3'21>

donde se ha sustituido la ec. (3.22)) en el tltimo paso. Por lo tanto, los operadores &, y

oy definen el operador dipolar eléctrico

6
(cf6+ + f‘&,) , (3.22)

cond=d, +id;, 6, = (64 +6_) y o, =1i(6_ — &4). Dado que d es un vector real,

~

d=d (6, +6_). (3.23)

Finalmente, sustituyendo este resultado en la ec. (3.19)) se obtiene

A

Hypw=—d-E(6,+6_). (3.24)

De la ec. se observa que 64 = |1)(0| y 6_ = |0)(1]; estos operadores son conocidos
como operadores de transicién atémica, de ascenso y de descenso, respectivamente.
Hasta ahora, no se ha especificado la naturaleza del campo de interaccién. La deriva-
cion que conduce a la ec. es valida tanto para campos clasicos como cuantizados.
A continuacion se mostraran las diferencias en la forma en que se comporta el atomo al

interactuar con campos clasicos y cuanticos.
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3.3.2. Hamiltoniano de la interaccion atomo-campo clasico

Suponiendo que el a&tomo esta interactuando con un campo eléctrico sinusoidal clasico

de la forma

—

o o E, . .
E(t) = Eycos(wt) = 70 (e + et (3.25)

donde FEj es la amplitud del campo y w es la frecuencia del campo, se puede escribir el

hamiltoniano de interaccién atomo-campo clasico como

A 1 e

Hint c1as = —§(d “Eo) (64 +6_) (eiwt + e—m)
1 ‘ ‘
= 571/\ (64 +6_) (ezwt + e—zwt) 7 (3.26)
donde A = _%(Ci : Eo) es conocida como constante de interaccion.

3.3.3. Hamiltoniano de la interaccién atomo-campo cuantizado

Suponiendo ahora que el dtomo estd interactuando con un campo eléctrico cuantizado

. hw \ V2
E=¢é (—) (a+ a') sin(kz), (3.27)
Eov

donde é es un vector de polarizacién arbitrario, el hamiltoniano de interaccion atomo-

campo cuantizado es

A . o \ /2
Hint cusn = —(d - €) <—) sin(kz) (64 +6-) (a+ dT)
€0V
=hA (64 +6-) (a+a'), (3.28)
- 1/2
donde A = —(d- é) (hggv> sin(kz)
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3.4. Modelo de un atomo con dos niveles de energia
interactuando con un campo electromagnético

clasico unimodal

El hamiltoniano de un atomo de dos niveles interactuando con un campo electro-

magnético clasico unimodal estd dado por

]f[clés = : ato + f{int clas
h h . _
= Ewo&z + §>\ (64 +0-) (e“ +e™), (3.29)

donde hemos sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (3.15) y (3.26]).

Los operadores de ascenso y descenso en la representacién de Schrédinger (SP), se

pueden transformar en la representacién de interacciénE] (IP) por

&i (t) = &i (0)€iiw0t.

(5-+ + a._) (eiwt + e—iwt) — (a_+eint + a__e—iwot) (6iwt + e—iwt)

— 6_+ez(w0+w)t + 6_+ez(w07w)t + &_efz(wgfw)t + a__efz(wo#»w)t‘

Es importante notar que los términos proporcionales a e 0% cambian muy rdapidamente

y se pueden tomar como cero cuando se promedia sobre la escala de tiempo de interés.

+i(wo—w)t

La aproximacién obtenida, reteniendo los términos de resonancia restantes e , se

denomina “aproximacién de onda de rotante” (RWA) [I7]. Volviendo a la representacién

'En mecénica cuantica, la representacién de interacciéon (también conocida como imagen de Dirac) es

una representacion intermedia entre la imagen de Schrodinger y la de Heisenberg.
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de Schrodinger, la ec. (3.29)) se convierte en

A h ‘ ‘
Hags(t) = §wo&z + §>\ (6pe7 ™ +6_e™")
1 h —iw iw
= oo (I{L] = [0)(0]) + A (|1)(0]e=™" — |0)(1]e™")
1 1 0 h 0 e—iwt
= = —A
5 0 + 5

h wo )\e—iwt

T2 | it ’ (3:30)
€

—wp
donde se ha sustituido los valores correspondientes a los operadores de transicion atémica
0., o_ y el operador de inversién o,. Sustituyendo este hamiltoniano en la ecuacién de
Schrodinger
i % = Hess(t)| W), (3.31)
donde |¥) estd dada por la ec. (3.1]), se obtiene
Cy(t) Bl wo e ™| |Cy(t)

ih | =—1 , (3.32)
Cot)| 2 [Aet —wy | |Colt)

que conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

iCy(t) = %Cl(t) + ge_wC’o(t), (3.33a)
iCy(t) = geMC’l (t) — %Co(t). (3.33Db)

Este sistema de ecuaciones diferenciales tiene soluciones de la forma

Ci(t) = At (3.34a)
Co(t) = Age™°t, (3.34D)

donde Ag; y Sp1 son constantes por determinar independientes del tiempo . Sustituyendo

las ecs. ([3.34a))-(i3.34b|) en las ecs. (3.33a)-(]3.33b]), se obtiene

. _ A .
A S et = —%Alel‘glt - §Aoe_l(s‘)_w)t, (3.35a)
AgSye’®ot = 2 AyeiSurent ngeZSOt. (3.35h)
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Estas igualdades pueden satisfacerse simultdneamente tomando la condicion

So = Sl + w. (336)

En este caso las ecuaciones ([3.35al) y (3.35b|) se convierten en

Wo A .
(Sl + ?) A+ 540 =0, (3.37a)

A wWo
A+ (51 tw— 7) Ay = 0. (3.37h)

La ecuacién resultante de este sistema de ecuaciones es

1 1 1
S? 4+ wS) + SWwo — ng - Z/\2 =0,
cuyas soluciones estan dadas por
St = —%’ +Q, (3.38)

donde = 1v/A? + A? es la llamada frecuencia de Rabi [18] y A = w—uwy es la desintonfa.
De esta ecuacion y de la ec. (3.36)), se obtiene

w w w w
511:—§+Q, 5?:—5—9, S§:§+Q y 53:5—9. (3.39)

Usando estos resultados, las ecs. (3.34a]) y (3.34b]) se pueden reescribir como

Cy(t) :A%eis%t_{_A(lJeiS?t
— Alemi(E-t | g0o—i(5+)t (3.40a)
Co(t) = Aje™V + Age'

= AL+t 4 f0i5-t (3.40Db)

donde A7 con 7,7 = 0.1 son las constantes a evaluar a partir de las siguientes condiciones
1 ? b

iniciales.

= Caso I: Considerando que en t = 0, el atomo esta en el nivel inferior, es decir,

C1(0) =0y Co(0) = 1.
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Sustituyendo estas condiciones iniciales en las ecs. (3.40a) y (3.40b)), se obtiene

0= A} + A} = Al =-A)= Al — A0 = 24,

1= A)+ A) = Ay=1-A) = Aj— A) =1 — 249,

De las ecs. (3.40a)) y (3.33al),

Ca(t) = —i(g — Q) Aje (W — i(g Q) ADemiCs 0t

W >\ — 1w
:—zgoCl(t)—zie {Co(1).

Al sustituir las condiciones iniciales se obtiene

C1(0) = —z’(f —Q)A] — z’(f + AV = —ié

2 2 2
W 0 1 0 A
A
= 204" = —3
Lt (3.41a)
IOk '
A
Haciendo el mismo procedimiento para Cy(t),
20+ A
0 _
=g (3.42a)
200 — A
b= : 3.42b

Sustituyendo estos valores en las ecs. (3.40al) y (3.40b)), se obtiene finalmente

A w A w
Cl(t> _ _mez(—§+9)t + mez(—a—Q)t

A i Q-+ —iQ4+ i
= —i——e 2% (%) = —i——e 2“"sin(Q1), (3.43a)
i
40 40

i i =it A, oI _ =i+
= ez - ) 4i—e2 R —
2 202 2

i(2—Q)t

e

i A
=2t <COS(Qt) + Zﬁ Sin(Qt)) . (3.43b)
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Las probabilidades correspondientes a los dos niveles de energia estdan dadas por

2

|ICL (1) = & sin?(Qt), (3.44a)
2

|Co(t)|> = cos*(Qt) + % sin?(Qt). (3.44b)

= Caso II: Considerando que en ¢ = 0 el atomo esta en el nivel superior, es decir,

Haciendo el mismo procedimiento que en el caso I, las probabilidades correspon-

dientes a los dos niveles de energia estan dadas por

2
IC1(H)[2 = cos2(Qt) + % sin(Qt), (3.45a)
2
ICo(t)|2 = & sin2(Qt). (3.45b)

Cuando la frecuencia del campo es igual a la frecuencia asociada a los niveles de energia
(w = wp); es decir, la desintonfa es A = 0 (caso resonante), se tiene Q = 2.
Las amplitudes de probabilidad de los dos niveles, dado las condiciones iniciales, es-

taran dadas por

s Caso I: Cuando el 4tomo esta inicialmente en el nivel inferior

|C1(1)|* = sin?(\t/2), (3.46a)
|Co(t)[* = cos®(At/2). (3.46D)

= Caso II: Cuando el 4tomo esta inicialmente en el nivel superior

|CL(t)|* = cos?(A\t/2), (3.47a)
|Co(t)* = sin?(\t/2). (3.47b)

A partir de las ecs. (3.46a)-(3.47b|) se puede notar que si el 4tomo esta inicialmente en

el nivel inferior (o superior), entonces en ausencia de cualquier campo externo (A = 0),
permanecerd siempre en el nivel inferior (o superior); es decir, el &tomo se mantiene en su
estado inicial por tiempo indefinido. Por lo tanto, el fenémeno de la emisién espontanea

no puede explicarse utilizando un campo clasico.
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3.5. Modelo de un atomo con dos niveles de energia

interactuando con un campo cuantizado

El hamiltoniano de un atomo de dos niveles interactuando con un campo electro-

magnético cuantizado unimodal esta dado por

A

che’m = Hsto + Hcam + Hint cudn

h
= w00 + hwa'a + B (64 +6-) (a+a'), (3.48)

donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (2.11)), (3.15) y (3.28)).

En el caso del campo libre, los operadores de creacién y aniquilacién (af y a) y los

operadores de transicién atémica (64 ) evolucionan como

Q>
—~
~
~—
I
Q>
~—~
(e
N~—
™
L
&
- o~
Q>
pal
—~
~
N~—
I
Q>
parl
—~
(e
SN—
m@A
€
&
<
Q>
H
—~
~
~—
I
Q>

\ (O>6i:|:w0t’

(6. +05) (d + aT) = (5+eiwot + J_e—iwot) (de—iwt + dte—iwt)

_ 5_+€Lez(wo—w)t + &_dTG_Z(wO_w)t + a_+dTez(wo+w)t + &_de—z(wo—i—w)t.

Notese que cuando wy ~ w los dos ultimos términos varian mucho mas rapidamente que
los dos primeros. El término 6,af corresponde a la emisién de un fotén y el dtomo va
desde el estado fundamental hasta el estado excitado, mientras que ¢_a corresponde a la

absorcion de un fotén y el atomo va del estado excitado al estado fundamental. Aplicando

la RWA a la ec. (3.48), se obtiene

- h
Hewan = w00 + hwa'a + A (610 + 6_a'); (3.49)

este hamiltoniano es el que se conoce como de Jaynes-Cummings [2].
Hay muchas maneras de resolver la dindmica del MJC. Una forma interesante de
obtener la dinamica es encontrar primero los estados estacionarios del hamiltoniano de

Jaynes-Cummings, conocidos comtinmente como “estados vestidos” [19]. Para llevar a
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cabo esta tarea, reescribimos el hamiltoniano de Jaynes-Cummings en la forma
Hewan = Hr + Hpg

1 1
= {ém&z + ma*a] + {ym&z +hA(6ra+06-a")|, (3.50)

donde A = wy — w es la desintonia. Se puede notar que la parte diagonal H; y la parte
de interacciéon Hj;; conmutan entre si, lo que indica la existencia de una eigenfuncion
simultanea. En términos de los estados de nimero del campo, el término de interaccion

H;; sélo provoca transiciones del tipo
|1)|n) «— |0)|n + 1), (3.51a)
|1)|n — 1) <— |0)|n), (3.51Db)
donde n representa el nimero de fotones del campo. A los productos de estados |1)|n—1),
|0)|n), etc., se les conocen como “estados desnudos”. Para un n fijo, la dindmica estd
completamente confinada al espacio bidimensional de los estados del producto, ya sea
(|1)|n — 1), 10)|n)), 6 (|1)|n), |0)|n — 1)). Se puede denotar el producto de estados para
un n dado como
[W1n) = [1)|n), (3.52a)

Ts,) = |0Y]7 + 1). (3.52b)

Asi, las eigenfunciones del hamiltoniano de interaccion estan dadas por

> [Co 1) Wan) + CF(1)|W1,)]

n

V()

Il
=)

[
WE

[CoTH (t)In +1,0) + CY(t)|n, 1)] . (3.53)

Il
=)

n

Utilizando esta base se obtienen los elementos de matriz de H I,

BN Aha | ||n)

ﬁﬁ,)n = (W | Hyg| W) = [<n| ()]
Ahat —2AL] 0
5A(n) h h

— |l 0 : = SA(nln) = SA. (3.54)

A/ +1|n + 1)
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Analogamente
A = (W Hpp[ W) = Miv/n + 1, (3.55a)
Ay = (Vo Hyp|W,) = Miv/n + 1, (3.55D)
Fr(n 7 h
H}[?zg = (Vg |H1r|Vs,) = —§A- (3.55¢)
Por tanto,
H%) _ h A 220v/n+1 ‘ (3.56)
2 2avn+1 A
Para un n dado, los eigenvalores de Hgnl) son
h
By = i§Qn, (3.57)
donde
Q, = [A2+432(n + 1)]? (3.58)

es la frecuencia de Rabi, que ahora incluye los efectos de la desintonia A. Los eigenestados

|n, +) asociados a los eigenvalores estan dados por

n,+ n,1

| ) =T, In 1) . (3.59)
|’I7,, _> |n + ]-7 0>

En la ec. (3.59), los estados |n,+) y |n, —) son comtinmente llamados estados vestidos y

son construidos por la rotacion de los estados desnudos con la matriz T, dada por

0 in(6,
T - an | cos(f,) sin(6,) . (3.60)
Qa1 Q99 —sin(#,) cos(6,)

La matriz T,, diagonaliza la matriz hamiltoniana (3.56)) como Hp = TnHETIL)Tn_ ! Las
columnas de la matriz T, corresponden a los eigenvectores de la matriz hamiltoniana
(3.56)); dichos eigenvectores se determinan mediante la ecuacién (Hy}) - NI ) X; = 0.

Presentamos a continuacién el procedimiento:

» Para F, = an

Al A=Q, 22\WWn+1| |« 0
- Ny (3.61)

20oam/ntl —A—0,| ap 0
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de donde se obtiene

(Qn — A)Oéll =2\ v+ 1@12
2)\\/ n + 1@11 = (Qn + A)Oéll
= (Q, — A)2X\n + 1a2, = (Q, + A)2XV/n + 1o,

Q,+A
= Q1 = mam,

y donde se ha considerado tnicamente la raiz positiva. Usando la condicion de
normalizacion,

afy +afy =1, (3.62)

o [+ A
o5 QO —A _A‘i”l

9 200,
o3P QO A

que implica que

1

Il
\.H

y por lo tanto,

L [ (3.63a)
Qg = —4 ) ———\ .
=7 Q.
1 /4 A
ap = — : 3.63b
11 V2 Q. ( )
» Para E_ = —20Q,
Al A+Q, 22WWn+1| |« 0
=, (3.64)

2 2)\\/”‘1‘1 —A+Qn Q99 0

de donde se obtiene

(Qn + A)Oégl = -2\ v+ 1@22
2\ VN + 1&21 = _<Qn — A)Oégz
= (Q,+A)2M\n+ 103, = (2, — A)2AVn + 1as,

Q,—A
= Q91 = — QA
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y ahora se ha tomado tnicamente la raiz negativa. Usando nuevamente la condicién
de normalizacion,

a3+ ady = 1, (3.65)

lo que implica que

y por lo tanto,

(3.66a)

(3.66D)

(3.67)

y ademas

(3.68)

Los eigenestados |n, £), asociados a los eigenvalores de energia, estdn dados por

, cos(6,, sin(©,, Uy,
)| _ [eosten) sn©0] ] -
In, —) —sin(0,) cos(0,)| [|Yon)
donde se ha definido
sin(©,,) = % Q”Q; A, (3.70a)
cos(0,) = % QnQ_: A, (3.70b)

y donde el angulo ©,, estd dado por

O, =tan! ( Qgi"iO)A) , (3.71)
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con ©,(0) = 2A\v/n + 1. Los eigenestados |n,+) también son conocidos como doblete de
Jaynes-Cummings.
Las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los dos niveles de energia

estaran dadas por

cn(t —3mt cn(0
() _ 7 € i T, 1(0) 7 (3.72)
Cot(t) 0 eza Co 1 (0)

que conduce al sistema de ecuaciones diferenciales,

n 1 Qn+A n _ i 12)\ TL+ n
o1 =3 (= ) crope i 2 g

T3,
Ly —AN o ign 120Wn+1 i
* §< Q. )Cl O =5, G O 1)
. 120Wn+ 1, L — AN L, =
I M+§< Q >Co“(0)e 2!
_ %_% Q—n+ Lon(0)esont +% (QHJA) Ot (0)ext. (3.73b)

Para calcular las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los dos niveles

de energia, se consideran las siguientes condiciones iniciales.

» Caso III: El atomo al tiempo ¢ = 0 estd en el nivel inferior, es decir, CT = 0y
Cytt =1
Sustituyendo estas condiciones iniciales en las ecs. (3.73a)) y (3.73b)), se obtiene

12)\\/n—|— . 12\/n+1 0.t
n _ e n

Cit) = 2 Q, 2 Q,
L 22vn + 1 e3nt _ o= 50t
-, 2

M7+ 1
- —i++ sin(Qut/2),

1/Q,—A i 1/Q,+A i
C’(7)L+1(t):§< Q )e 2Q"t—l—§( O )e?Q"t

e§Qnt + e*ﬁgnt _I— ) A €§Qnt _ e*ﬁﬂnt
= 1— -
2 Q,

= cos(Q,t/2) + ZQA sin(Q2,,t/2).



3.6. Resultados numéricos y discusion 37

Asi, las probabilidades correspondientes a los dos niveles de energia estan dadas por

AN (n+1)

(1)) o St /2), (3.75a)
A2
CEHH O = cos®(ut/2) + 5 sin’ (2t /2). (3.75b)

= Caso IV: El 4tomo al tiempo ¢ = 0 en el nivel superior, es decir, C7 =1y C5* = 0.

Haciendo el mismo procedimiento que en el caso I, se obtiene

A2
|CT (1) ]* = cos?(Qut/2) + 7] sin?(,t/2), (3.76a)
2
|Cot () = 4”3—;1) sin®(Qnt /2). (3.76b)

En el caso de la resonancia exacta (cuando la frecuencia del campo es igual a la
frecuencia asociada con los niveles de energia) A = 0, la frecuencia de Rabi se convierte
en €, = 2 \v/n + 1; luego, las poblaciones atémicas dependientes del tiempo de los dos

niveles estaran dadas por

= Caso III:
|C(t)|* = sin®(AVn + 1t), (3.77a)
|CEHL(#)]? = cos*(\Wn + 1t). (3.77b)

= Caso IV:

|CT(t)]* = cos®(AW/n + 1t), (3.78a)
|CHE () |? = sin? (A0 + 1¢). (3.78b)

3.6. Resultados numéricos y discusion

Se analiza ahora la evolucion temporal de las probabilidades de permanencia del atomo
en el nivel inferior y en el nivel superior para el modelo semiclasico y cuantizado. En las
graficas que presentamos a continuacion, las curvas azules corresponden a la probabilidad

del estado base y las rojas a las del estado excitado.
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3.6.1. Modelo semiclasico

En el modelo semiclasico las graficas numéricas de las probabilidades para el caso I y

el caso II, dadas por las ecs. (3.46a)-(3.47b|), se muestran en la figura con A = 2. La
comparacién de la figura y la figura muestra que el patrén de la oscilacién de
probabilidad del caso I es similar al del caso II, excepto que las probabilidades de nivel

inferior y superior estan intercambiadas.

(a) (b)

o o =
o @ )
o =
@ )

Probabilidad

Probabilidad

o
Y

o

N

o
o

o

o

t(s) t(s)

Figura 3.4: Oscilaciones de Rabi del modelo semicldsico correspondientes a los casos | y Il con

A=2.

3.6.2. Modelo cuantizado

En el modelo cuantizado, las graficas de las probabilidades para los casos III y IV,
dadas por las ecs. -, se muestran en la figura con A\ =1/v/2yn =1
De nuevo, la comparacién de la figuras y muestra que el patron de la oscilacion
de probabilidad del caso III es similar al del caso IV, excepto que las probabilidades
de los niveles inferior y superior estan intercambiadas, es decir, el patrén de oscilacion
permanece exactamente igual que el modelo semiclasico. Asi, la distribucién dindmica
simétrica de la oscilacion de Rabi se observa para el atomo de dos niveles tanto para el
campo clasico como para el campo cuantizado. Ademas, cuando n — 0, las ecs. —
se reducen a las ecuaciones obtenidas para el modelo semiclasico; por lo tanto, las

oscilaciones periédicas de Rabi del campo de vacio cuantizado no distorsiona el patrén
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simétrico del sistema de dos niveles de energia.

o o =
EY E) o
o =
) o

Probabilidad

Probabilidad

o
N

o

N

o
o

o

o

t(s) t(s)

Figura 3.5: Oscilaciones de Rabi del modelo cuantizado correspondientes a los casos Il y IV con

A=1/v2yn=1.

Considerando que el campo es un campo coherente, el valor promedio de las probabi-

lidades para los casos III y IV estéa dado por

(Pi(t) =) PalCT ()], (3.79a)

(Po(t) =) PalC3TH (0P, (3.79b)

donde P, = e‘ﬁf;—T es la distribucion de Poisson dada por la ec. y 1 es el nimero
promedio de fotones del campo. Para el campo coherente el fenémeno de colapso y re-
surgimiento de la poblacién de los dos niveles para los casos III y IV se muestran en las
figuras y con un numero promedio de fotones n = 15. Se observa que las figu-
ras [3.6h v son idénticas a las figuras v [3-7h, respectivamente. Esto indica que,
independientemente de las condiciones iniciales para los casos III y IV, la simetria de la
oscilacién de la probabilidad se mantiene similar a la del caso semiclasico y a la del caso

cuantico cuando el campo es un campo de Fock.
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(a) (b)

1.0

0.8 1

0.6 1

(P1)
(Po)

0.4

0.2 4

0.0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t(s) t(s)

Figura 3.6: El colapso y resurgimiento de los dos niveles de energia para el caso Il con 7 = 15.

(a) (b)

1.04

0.8

0.6 q

(P1)

0.4 1

0.2

0.0

o 20 4 0 80 100 0 20 g 0 80 100

o () 6! o () 6!

Figura 3.7: El colapso y resurgimiento de los dos niveles de energia para el caso IV con 1 = 15.

(@) (b)
1.0
0.8
0.8
0.6 4
—~ —~
— © 0.6
Q_ 04 Q
= =
0.4
0.2
0.2
0.0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t(s) t

Figura 3.8: La inversién atémica de los dos niveles de energia para el caso Ill con . = 2.
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1.04

0.8 1

0.2

Figura 3.9: La inversién atémica de los dos niveles de energia para el caso IV con i = 2.

En el caso en que el campo sea un campo térmico, el valor promedio de las proba-
bilidades correspondientes a los casos III y IV estan dadas por las ecs. —,
donde ahora P, = # es la probabilidad de encontrar n fotones en el campo térmico
dada por la ec. y 1 es el numero promedio de fotones del campo. En las figuras |3.8
y se presentan los resultados obtenidos usando el campo térmico con 7 = 2 como
el estado inicial. No hay patrén y no se observan rasgos de colapso y resurgimiento. El
comportamiento de los estados de energia del atomo es completamente erratico y persiste
atin cuando el tiempo ¢ aumenta a un valor grande t = 100s. Esto se explica por que el
estado térmico es una mezcla estadistica que sélo tiene informacion minima; a diferencia
de los estados coherentes (que su funcién de onda puede definirse como la superposicién
lineal de estados numéricos), no tenemos suficiente informacién para formar la funcién de
onda de un estado térmico. Por lo tanto, es fisicamente 16gico que cuando un estado de
campo térmico inicial interactia con el atomo, se obtenga un comportamiento erratico
de la probabilidad de que el atomo esta en su estado fundamental contra el tiempo. Esto
contrasta con el caso de un campo inicial coherente discutido anteriormente, que muestra

un agradable colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi.
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3.7. Conclusion

A partir del estudio de la interaccion de un sistema de dos niveles con un campo
electromagnético, se observo que existe una simetria dindmica en la oscilaciéon de Rabi del
sistema de dos niveles, tanto para el campo cldsico como para el cuantizado en el caso de
un estado de nimero. Para el campo coherente se observé el colapso y el resurgimiento
de la poblacién de los dos niveles, que también son simétricos, ya sea que el sistema
esté poblado inicialmente en el nivel inferior o superior. Asi, la simetria observada en la
oscilacién de Rabi del sistema de dos niveles para el campo clésico se preserva al cuantizar
el campo. Para el campo térmico se observé que no existe un patrén y no muestra rasgos
de colapso y resurgimiento; més atn, presenté un comportamiento de los niveles de energia

completamente erratico.



Capitulo 4

Modelo de Jaynes-Cummings para

un atomo con tres niveles de energia

4.1. Introduccion

La interaccién de la luz con sistemas de dos, tres o mas niveles de energia se ha vuelto
importante durante las iltimas décadas, ya que revela varios aspectos fundamentales de
la 6ptica cuantica [B, [3]. La dindmica de un atomo de dos niveles interactuando con un
campo electromagnético unimodal se ha estudiado durante mucho tiempo para compren-
der muchos problemas sutiles de la electrodinamica de las cavidades. Este modelo se ha
extendido para abarcar atomos de tres niveles interactuando con un campo de dos mo-
dos. Se observa que muchos fenémenos coherentes interesantes ocurren con el aumento
del ntmero de niveles del sistema, es decir, cuando el niimero de niveles es superior a
dos. La evolucién dinamica del sistema de tres niveles en presencia de dos campos mo-
nocromaticos fuertes, ha sido un tema de importancia fundamental. Ejemplos de interés
actual son: la coherencia de dos fotones [7], el proceso de doble resonancia [§], la fluores-
cencia de resonancia [9] y el salto cudntico [I0], entre otros. A partir de estos estudios
se puede intuitivamente argumentar que las condiciones atémicas iniciales del sistema de

tres niveles puede generar diversos efectos dpticos cuanticos que no suelen presentarse en

43
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un sistema de dos niveles [20].

Estudiaremos las transiciones atémicas en la aproximacion dipolar, lo cual implica
que no habra transiciones entre los niveles que tienen la misma paridad. Por lo tanto,
existen unicamente tres diferentes configuraciones de sistemas de tres niveles de energia:
tipo cascada (Z), tipo lambda (A) y tipo ve (V'); estas configuraciones se muestran en la
figura [4.1]

De manera genérica el hamiltoniano de un sistema con tres niveles de energia bien

definidos esta dado por la matriz hermitiana

Az hgy ha
H=lhy Ay hayl, (4.1)
hsi har Ag

donde h;; (1,7 = 1,2,3) son elementos de la transicion especifica y A; es la desintonfa que
se anula en la resonancia. A partir de la figura se puede notar que el sistema de tipo
= esta caracterizado por las transiciones 1 <+ 2 <> 3, que segin (|4.1]) corresponden a los

elementos hgy # 0, hyy # 0y hz; = 0; asi,

Az hyp 0
H= = hsy Ay hoy| - (4.2)
0 ha Ay

Similarmente el sistema de tipo A que corresponde a las transiciones 1 <+ 3 <> 2, mostrado
en la figura[d.Ip, puede ser descrito por el hamiltoniano con los elementos hg; = 0, hge # 0
y h31 # 0, es decir,

Az hsy hs
H = hsy Ay 0 |- (4-3)
hsi 0 Ay

Finalmente el sistema de tipo V, caracterizado por las transiciones 3 <> 1 <> 2, mostrado
en la figura [4.Tf, con los elementos hgy # 0, hgo = 0y hg; # 0, tiene el hamiltoniano
Az 0 hy
H" =10 Ay har| - (4.4)
hai har A
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Se obtienen tres distintos hamiltonianos para tres configuraciones diferentes con niveles
de energia E3 > FEy > Ej.

Este capitulo se inicia con una breve pero muy importante introduccion a los principios
bésicos del grupo SU(3), necesarios para desarrollar el hamiltoniano de todas las posibles
configuraciones de tres niveles. Después se estudia detalladamente un dtomo con tres
niveles de energia, haciendo uso de los operadores en el espacio de Hilbert; luego, mediante
la aproximacién dipolar, se analizan las interacciones del sistema atomo-campo. Mediante
la aproximacion de onda rotante se llega a la construcciéon de los hamiltonianos semicléasico
y cuantizado para las tres distintas configuraciones y se resuelven analiticamente tomando
diferentes condiciones iniciales. Finalmente se muestran los resultados numéricos tanto

para el modelo semiclasico como para el modelo cuantizado.

Es Az-l ____________________ In—1,3) E; A, R LA, In—1,m,3)
! B o, T
e 9] -
Er - l_‘Al n,2) Ey ! |, m,2)
1
0
Ey [n+1,1) E, [n—1,m+1,1)
(a) Cascada (b) Lambda
E; Ay 4 |n+1,m—1,3)
0
E, —— l__ Ay lnm, 2)
_T
Qy
Ey |n+1,m,1)
(c) Ve

Figura 4.1: Configuraciones de los sistemas con tres niveles de energia tipo cascada, lambda y ve.

4.2. El grupo SU(3)

El grupo unitario especial de grado 3, denotado por SU(3), es un grupo de Lie de

dimension 8 que consiste de matrices unitarias 3 x 3 con determinante igual a 1 conocidas
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comunmente como matrices de Gell-Mann, que generalizan a las matrices de Pauli,

(0 1 0 0 —i 0] 1 0 0 00 1
AM=1[10 0|, Xa=1{i 0 0, Xs=1[0 -1 0|, M=1{0 0 0], (45
000 0 0 0 0 0 0 100
0 0 —i 00 0 0 0 0 10 0
)\52000,/\6:001,>\7:00—i;)\8:%010
i 00 01 0 0 i 0 00 —2

Estas matrices tienen traza nula, son hermitianas y obedecen la relaciéon de normalizacion

Tr(A\;Aj) = 20;;. Ademas satisfacen las relaciones de conmutacién y de anti-conmutacién
, 4
[)\i, )\J] = 22fijk)\k7 {)\1,7 )\J} = 5(5” + 2dijk>\k7 (46)

donde d;ji v fiji (1,7 =1,2,...,8) son constantes de estructura completamente simétricas
y antisimétricas que caracterizan al grupo SU(3) [2I]. Es habitual definir los operadores

de cambio de espin T', U y V' como
1 , 1 . 1 ,
T = 5()\1 + Z)\Q), Uy = 5()\6 + 7)\7)7 Vi= 5()‘4 + 2)‘5)‘ (47)

Estas matrices satisfacen el algebra cerrada

(U, U-] =Us, Vi, Vo] = Vs, [T, 1] =T,

Ty, Ts] = 42T, Ty, Us] = FUL, [Ty, Vi] = £ V4,

V3, Ty] = £T%, Vs, Us] = £UL, Vs, Vi] = £2V4,

U, Ta] = FTs., Uy, U] = 42U, U, Vi] = £V, (48)
[Ty, V] =-U_, [Ty, U] = Vs, Uy, V] =T,

[T-,Vi] = UL, [T-,U-] ==V, [U- Vi = -1,

donde T5 = A3, Us = (v/3As — X3)/2 v Vz = (V/3Xs + X3)/2; es decir,

1 0 0 00 0 10 0
Ts=10 -1 0|, Us=l01 o], V=100 o0]. (4.9)
0 0 0 00 —1 00 —1
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4.3. Hamiltoniano de un sistema con tres niveles de

energia

4.3.1. Sistemas con n niveles de energia

Se considera un &dtomo que tiene n niveles de energia, descritos por los vectores |j)
(7 = 1,2,...,n), tales que (k|j) = d,,. Los estados |j) se representan en el espacio de

Hilbert H,, como elementos de la base estandar

0 0 1
=10, slDH=11],n=]0]: (4.10)
1 0 0

En el proceso de la evolucion temporal el estado cambia de tal forma que la norma

(U(t)|W(t)) se conserva; es decir,

[Wo) — |W(t)) = Zcmm

con

(W) (t) = Z G0 =1.

El hamiltoniano atémico libre de este sistema tiene la forma
Hus =) Ejli){il, (4.11)
j=1

donde »77_, |5)(j| = I y Ej son las energfas de cada uno de los niveles |j). La configuracién
de los niveles de energia puede ser arbitraria, pero es comodo escoger las energias de tal
forma que E; < Ej;.;. Los operadores §7 = |j)(i|, j # i, i, = 1,...,n generan las

transiciones entre los niveles y satisfacen las siguientes reglas de conmutacion

~ij alk Alj nik
[57,5 ]z&iksj—(Sljs .
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Se pueden utilizar en vez de los n operadores diagonales %7 = |j)(j|, los operadores

de traza nula; por ejemplo,

S =S+ DG+ =16, J=L.n—1 (4.12)

N | —

que tiene el sentido de los operadores de inversion atéomica entre los niveles 7 + 1 y j.
Obviamente van a haber n — 1 operadores independientes 3177, Los operadores |j){j| se

expresan en términos de los §77%1 como

i
L

Jj—

§ Akk+1

k=1

(n — k)akk+t, (4.13)
1

3I*—‘
3Il\3

7 =5){

i

Por lo tanto, el hamiltoniano libre (4.11)) se escribe en términos de los operadores 87771

de la forma [1]

-1

E k+l
am'_

k=1

+E, (4.14)

k
N
j=1

donde E es la energia media que se define como E = 1 > Ej. Los operadores §77+1
n 7= z

§9 =|j){i|, j #1i, 1,7 = 1, ...,n forman una representacién del dlgebra SU(n).

4.3.2. Sistemas con tres niveles de energia

En términos de los operadores diagonales |j)(j|, el hamiltoniano atémico libre de un

sistema con tres niveles de energia estd dado por la ec. (4.11)); es decir,
Has = Er[1)(1] + Ea[2)(2] + Es|3) (3, (4.15)

y se tiene la relacién de cerradura |1)(1] + |2)(2| + |3)(3| = I. Sin embargo, en términos
de los operadores de inversién atémica, que son diferentes para estos sistemas (segin las

posibles transiciones), el hamiltoniano atémico libre toma distintas formas.

a) Para el sistema de tipo =, los operadores de inversiéon dados por la ec. (4.12]) se
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definen como

0 0 O
a1 1 1
;=52 -)I)=510 1 0| =50Us, (4.16a)
2 2 2
00 —1
1 0 0
o3 1 1 1
50 =5 BBI=12E) =510 -1 0| =5D, (4.16b)
0 0 O

donde se ha usado la representacién matricial de los estados |7) dada por la ec. (4.10)). El

hamiltoniano libre atémico, dado por la ec. (4.14)), toma la forma

E,— Y E;
j=1

=2[51*(E—E)+5°R2E—E — E)| + E
1
= (

+F

2
3 —2F) + Ey + E3)Us + §<_21 — Ey +2E5)T5 + E, (4.17)

donde F = %(El + E5 + E3) es la energia promedio.

De la figura se observa que las energias de los tres niveles son: Fy = —hwy,
FEy = h(wy — wy) vy E3 = hws. Asi, se puede reescribir el hamiltoniano atémico libre para
el sistema = como

HE

ato

- hw1U3 + hCL)QTg. (418)

b) Andlogamente, para el sistema de tipo A los operadores de inversién se definen

como
1 1
13 232
=5V = ST 4.19
y el hamiltoniano libre toma la forma
~ 2 2
Hyyy = 380°(<2B + By + By) + 825 (E) — 2B, + By) + E. (4.20)

Dela ﬁgura se observa que las energias de los tres niveles son: £y = —hwy, Fy = —hwo
y E3 = h(w; + w2). Se puede entonces reescribir el hamiltoniano atémico libre para el
sistema A como

HA

ato
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c¢) Finalmente, para el sistema de tipo V' los operadores de inversién resultan
1 1
231 A1 2
S, = 5%, S, = §U3, (422)
y el hamiltoniano libre toma la forma

- 2
HY = ggi Y—E, — By 4+ 2E3) +

até

31%(—E) +2F, — E3) + E. (4.23)

[GSIN )

De la figura se ve que las energias de los tres niveles son: Fy = —h(w; +ws), Ey = fuvg

y E3 = hw;. El hamiltoniano atémico libre para el sistema V' se reescribe como

}AIV - hwﬂ/}) + hCL)QTg. (424)

até

4.4. Hamiltoniano de la interaccién atomo-campo

Un sistema de tres niveles de energia puede ser modelado por dos sistemas acoplados de
dos niveles. Se puede, sin perdida de generalidad, deducir el hamiltoniano de interaccion
atomo-campo del sistema de tres niveles a partir del acoplamiento de dos sistemas con
dos niveles, dependiendo de la interaccién entre los niveles. A continuaciéon mostramos

este hecho.

4.4.1. Energia dipolar eléctrica en un campo eléctrico uniforme

A partir de la ec. (3.19)), el hamiltoniano de la interaccién dtomo-campo esta dado por

Hy=—d- F, (4.25)
donde d es el operador dipolar eléctrico y E es el campo eléctrico. Para el sistema de
tres niveles habra tres operadores dipolares distintos, uno para cada interaccion entre los
niveles; es decir, d; 5 es el operador dipolar entre los niveles [1) y [2), di3 = d3; es el

operador dipolar entre los niveles |1) y [3), y dy3 = ds - es el operador dipolar entre los
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niveles |2) y |3). Estos operadores estan dados por

dis=d(U, +U.), (4.26a)
dys =d(Ty +T.), (4.26b)
dis=d(V,+V.). (4.26¢)

Con base en lo anterior se puede ahora encontrar el operador dipolar eléctrico total y con
ello el hamiltoniano de interaccién atomo-campo para cada uno de los distintos modelos.

a) Para el sistema tipo =

A A

F=dot+dys=dU, +U_+T, +T.)

A =

= HE =—d-EWU,+U_+T, +T.). (4.27)
b) Para el sistema tipo A

LiA:dlg—Fngg:J(V++V,+T+—|—T,)

= H)\ =—d-E(V,+V_+T,+T.). (4.28)

int —

c) Para el sistema tipo V

AV =ds,+dya=d(Vo+V_+ Uy +U_)
= HY =—d-E(V,+V_+U,+U_). (4.29)

Hasta ahora no se ha especificado la naturaleza del campo de radiaciéon con el cual
el 4tomo interacciona; la derivaciéon que conduce a las ecs. — es valida tanto
para los campos clasicos como para los campos cudnticos. A continuacién se muestran las
diferencias en la forma en que se comporta el &tomo al interactuar con campos clasicos y

cuantizados.

4.4.2. Hamiltoniano de la interaccion atomo-campo clasico

En este caso el atomo esta interactuando con un campo electromagnético bimodal

sinusoidal clasico, suponemos que el campo tiene la forma

—

o o E ) )
E(t) = By COS(th) — 71( (elet + e—zﬂkt) : (430)
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donde Ey (k = 1,2) son las amplitudes del campo y € sus respectivas frecuencias (ver

figura [4.1)). Usando las ecs. (4.27)-(4.29) y aplicando la aproximacién de onda rotante

(RWA), se pueden escribir los hamiltonianos de interaccién dtomo-campo clésico para los
tres tipos de sistemas en la forma que presentamos a continuacién:

a) Para el sistema tipo =

o 1 o ‘ ' Lo . |
o= L[ B) 0400 1 e00) 1 (1) 7 ()

= hk; (U+e’mlt + U,emlt) + hko (T+e’i92t + T,em?t) . (4.31)
b) Para el sistema tipo A

. 1r/> ' ‘ o ' .
s = =5 (4 B2) (Ve V2) (04 00) 4 (0 B) (2 ) (67 )

= hk, (V+e’mlt + V,emlt) + hko (TJre’“221t + T,eiQQt) . (4.32)
c) Para el sistema tipo V

. 10/> - ' ' o | |
Hi‘r/;t clas — _5 [(d : El) (VJr + V,) (e’Qlt —+ eizglt) + <d . E2> (U+ + U,) (elﬂzt + e*lﬂzt)]

= hiy (Vie " 4 Voe'™) 4 hry (Use ™20 + U_e’™) (4.33)
donde k; = —%((i EY), kg = —%(cf - E5) son las constantes de interaccién o acoplamiento.

4.4.3. Hamiltoniano de la interaccién atomo-campo cuantizado

Para este caso, el dtomo esta interactuando con un campo electromagnético bimodal

cuantizado, que tiene la forma de la ec. (2.10a)),

B L\ 12
E(t) = éx (%) (dk + ELL) sin(kz), (4.34)

donde é; (k = 1,2) es un vector de polarizacién arbitrario, ) las frecuencias del campo
bimodal y ay, dL son los operadores de aniquilacién y creacion, respectivamente. De las
ecs. (4.27)-(4.29) y aplicando la aproximacién de onda rotante (RWA), se pueden escribir

los hamiltonianos de interacciéon atomo-campo cuantizado para los tres tipos de sistemas:
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a) Para el sistema tipo =

=2 (70) (2) v ()

d
= hgy <U+d1 + U_a1> + hgs <T+a2 +71- a2> (4.35)

b) Para el sistema tipo A

Hi cain = _%{ (d-&) (f@%) " (Vi + V) (@ +af)
( ) (Z)%) 1/2 (T +T-) <d2 + a§> } sin(k2)

+(d-e
- <V+a1 v al) + hg (T+d2 + T_a;> . (4.36)

c) Para el sistema tipo V'

HY cuin = ;{ (d 61) (%) (Vi + Vo) (&1 + di)
(d 62) <h—QV2) v (U, +U_) (a2 + a;> }sin(kz)

€o

— hgy (v+a1 + v_a‘{) + figs <U+d2 v U_a;> , (4.37)

1/2 = 1/2
donde gy = —(d- &) (ffhv) sin(kz)y g2 = —(d-é3) <h22v> sin(kz) son las constantes

de acoplamiento.
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4.5. Modelo de un atomo con tres niveles de energia
interactuando con un campo electromagnético

bicromatico clasico

4.5.1. Sistema tipo =

El hamiltoniano del sistema tipo = de un atomo con tres niveles interactuando con un
campo electromagnético bimodal clasico esta dado por

A —

7E _ A

clas — *+éto int clds

= hwiUs + hwo Ty + By (Upe ™ + U_e™™) + hig (Tre " + T_e"2") | (4.38)

donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (4.18]) y (4.31)). De la figura
se nota que AT = (2w; —wy — Q1) y AF = (2w — w; — §y) representan la desintonia
respectiva de las frecuencias de campo bimodal €21 y £25. Por tanto se puede reescribir la

ec. (4.38]) como

ass = Hr + Hiy

= [h(Ql + W — wl)Ug + h(Q2 + W1 — CL)2>T3] (439)

+ [2 (ATUs + ASTs) + hiy (Upe M+ U_e" ™) + hig (Tye 20 + Te™")]

donde I—:TIE y ]:IIE] corresponden a las partes no perturbadas y de interaccion, respectiva-
mente. Usando el dlgebra dada en la ec. (4.8)) y los operadores de campo, es facil mostrar
que [ﬁIE, FIIEI] = 0 para AT = A3, que se identifican como la condicién de resonancia de

dos fotones.

Para el sistema de tres niveles tipo = equidistante, se toma k1 = ko = \%, W1 = Wa = Wy

y 2 = 5 = w. Por lo tanto, el modelo que describe el sistema de tres niveles tipo =
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equidistante interactuando con un solo modo de campo clésico esta dado por [22]

HE,. = hwUs 4+ hwTs + h(wo — w)Us 4 h(we — w)Ts
+ % (U+6_iwt + U_e™ + Tpe ™t + T_ei“t)
= hwo (Us + Ts) + % [(Up +Ty) e™™ + (U +T-) ']
= hwol, + fir (e ™ +1_e™"), (4.40)
V2
donde
10 0 010 000
L=Us+T5=10 0 0|, I4y=Us+Ty =10 0 1|, I-=U_4+T_-=1{1 0 0
00 —1 000 010
(4.41)
De esta manera se puede reescribir la ec. en la forma matricial
wo \%e*m 0
Hiw=h|Zewt 0 et (4.42)
0 \%em —wy
A partir de la ecuacién de Schrodinger,
mal‘l(;f» — HW(1), (4.43)
con
[W(t)) = Cs(t)[3) + Ca(1)[2) + C1(1)[1), (4.44)
donde C,(t) (n = 1,2,3) son las amplitudes normalizadas dependientes del tiempo y

los |j) (7 = 1,2,3) estan dados por las ec. (4.10), se pueden calcular las amplitudes de
probabilidad de los tres estados. Sustituyendo la ec. (4.44)) en la ecuacién de Schrédinger,

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales

Cg(t) Wo \%e‘w 0 Cg(t)
h|Cot)| =h | Se 0 Semw Gyt (4.45)
Cl (t) 0 \/iﬁeiwt —Wo Cl (t)
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que se puede poner explicitamente

ZC3(t) = CU()Cg(t) + Ee_ng(t), (446&)

iCy(t) = %ei‘”th(t) + %e-mc1 (1), (4.46b)
iCy(t) = %ei‘”th(t) — wCh(b), (4.46¢)
y cuya solucion general es
Cs(t) = Age™st, (4.47a)
Cy(t) = Aze™?t, (4.47b)
Ci(t) = At (4.47¢)

donde A, y S, (n =1,2,3) son constantes por determinar. Sustituyendo las ecs. (4.47al)-
(4.47c) en las ecs. (4.46a))-(4.46¢) obtenemos
SSA3€i53t — _woAseiS;;t _ %Azei(SQ—w)t’

B et Ty S

V2 V2 ’

K . .
. A26z(Sg+w)t + woAlelslt,

V2

que implica S3 =S5 —w y S; = 9 + w. Asi,

SQAQGiSQt =

SlAleislt —

(Sg —w + (JJo) A3 -+ %Ag = 0, (448&)
(SQ +w — wo) A1 + %Ag = 0. (448C>

La solucién de las ecs. (4.48a))-(4.48¢c|) conduce al sistema

Sy =0, S;=Q, S5=-Q (4.49)

con 2 = /(w — wp)? + k2 la frecuencia de Rabi. Asf se tienen tres valores distintos de S;

y S1, a saber

S;=-w, Si=Q-w, Si=-Q-w,
(4.50)
St=+4w, SI=Q+w, Si=-Q+w.
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Usando las ecs. (4.49) y (4.50), las ecs. (4.47a])-(4.47c|) pueden ser reescritas

Cs(t) = Age ™" + AZe' 7" 4 AJe 707 (4.51a)
Cy(t) = Ab + A2e™ - ASe™™H (4.51b)
Ci(t) = Aje™" + A%ei(m““)t + A:{’ei(_m““’)t, (4.51c)

donde las constantes A" (n,m = 1,2, 3), se pueden determinar a partir de las siguientes

condiciones iniciales.

s Caso I: Considerando que en t = 0 el sistema estd en el nivel inferior, es decir,
Cs3=0,C,=0,C, =1.
Usando la condicién Cs = 0 en la ec. (4.51a]) se obtiene A3 = — (A} + A2), tal que,

C3(t) — 67iwt (Ail’, + Ageiﬂt . Aéefiﬁt o A367i9t>

=e WA} (1 — e ™) + Af2isin(Q1)] . (4.52)

Sustituyendo la ec. (4.52)) en la ec. (4.46al)

Ou(t) = gem [iC’g(t) - wocg(w]

= Qei“’t {wCs(t) — e ™" [A3Qe ™ + 2QA] cos(Q1)] — woC3(t) }

K
2 A .
— %{ [(w—wo) (1 —e ™) — Qe "] A}
+ [(w — wp) 2i sin () — 202 cos(Qt)] Ag}. (4.53)
Al tomar la condicion Cy(0) = 0 en la ec. (4.53) se obtiene A2 = —Aé = —4.
Sustituyendo los valores de Al y AZ en las ecs. (4.52)) y (4.53))
4 . A, 4
Cg(t) —_ efzwt |:A (1 o eflﬂt) . E (ezﬂt . eth)‘|
= Ae ™" [1 — cos(t)], (4.54)
2 ‘ .
Cy(t) = %{A [(w — wp) (1 - e‘mt) - Qe_’m}
A

i [(w _ wo) (eiQt _ efmt) —0 (eiQt + efiﬂt)] }

V2

= A? [(w—wp) (1 — cos(2t)) + iQ2sin(Q2)] . (4.55)
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Sustituyendo las ecs. (4.54) y (£.55)en la ec. (4.46D)

Ol(t) = i%eZWtOQ(t) — GQZWtcg(t)

2 . 2
= ‘%e“t A\/?— (w — wp) sin(Qt) + iQ? cos(Q1)

— ™A1 — cos(t)]

= Ae™t {52 [(w — wo) iQsin(Qt) — Q% cos(Qt)] — [1 — cos(Qt)]} . (4.56)

Tomando la condicién C1(0) = 1 en la ec. (4.56)) resulta que A = —292 Sustituyendo
este valor de A en las ecs. (4.54)-(4.56)), se obtiene
KQ —iwt
Cs(t) = ~502¢ [1 — cos(2t)]
K2
= —ﬁe*”’t sin® (Qt/2) , (4.57a)
Co(t) = — Q;:@ [(w — wo) (1 — cos(Q)) + i sin(Q)]
= Q2\/_ [2 (w — wp) sin® (Qt/2) + iQsin(Q)] (4.57Db)
ezwt KJ - )
Ci(t) = 0 |3 (1 —cos(Qt)) — (w — wp) iQ2sin(Qt) + Q% cos(0t)
iwt
= 6(22 [k%sin® (Qt/2) — (w — wp) iQsin(Qt) + Q% cos(Q1)] . (4.57¢)

Por lo tanto, a partir de las ecs. (4.57al)-(4.57¢)), las probabilidades dependientes del

tiempo de los tres niveles de energia estan dadas por

4

|C3(t)]? = o sin(Qt/2), (4.58a)
Co ()2 = 2*;24 [4 (w — wp)?sin*(24/2) + O sin®(Q1)] (4.58b)
CL ()2 = % [(FE sin(Q1/2) + Q2 cos())” + (w — wp)® Q2 sin (Qt)] (4.58¢)

= Caso II: Considerando ahora que en ¢t = 0, el sistema esta en el nivel medio, es decir,
C5(0) =0, C5(0) =1, C1(0) =0

Procediendo de manera similar al caso anterior, las correspondientes probabilidades
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de los niveles de energia son

|Cs(t)]* = i [4 (w— wo)? sin*(Qt/2) 4+ Q2 sin*(Q1)] , (4.59a)
|Co(t)|? = %;4@ sin®(Qt/2) + 4(“19;2“’0) sin?(Qt/2) cos(Qt)

+ cos? (), (4.59b)
ICL ()2 = % [4 (w — wo)?sin*(4/2) + Q2 sin®(Q1)] (4.59¢)

donde se puede observar que las probabilidades de los niveles superior e inferior son

iguales.

» Caso III: Cuando el sistema estd inicialmente en el nivel superior, es decir, C3(0) = 1,
C2(0) =0, C1(0) =0

Se obtienen las probabilidades siguientes

C5(t)|” = % |:(H, sin?(Qt/2) + Q2 cos(Qt)) + (w — we)” Q%sin®(Q1) |,  (4.60a)
Ca(0)] = 2/;24 [4(w - wo)’ sin(Qt/2) + Q% sin ()], (4.60D)
104 (12 = %sm (Qt/2). (4.60¢)

Se puede observar que la probabilidad del nivel medio para el caso III es idéntica a

la del caso I, mientras que los niveles superior e inferior estan intercambiados.

En el caso de la resonancia exacta se tiene que {2 = k, por tanto, las amplitudes de

probabilidad de los tres niveles, dadas las condiciones iniciales, son
= Caso I:

IC5(8)[2 = sind (1t /2), (4.61a)
Co()[2 = %sinQ(kat), (4.61b)

|C1(t)|> = sin*(kt/2) + cos?(kt) 4 2sin?(kt /2) cos(kt). (4.61c¢)
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» Caso II:
G ()2 = %sinz(mf), (4.622)
|Co(t)|> = cos?(kt), (4.62D)
L) = %sinQ(mt). (4.62¢)

» Caso III:
|C3(t)|? = sin*(kt/2) + cos?(kt) + 2sin’(kt/2) cos(kt), (4.63a)
|Cy(t)|? = %sinQ(ﬁt), (4.63b)
|C1(t)]* = sin*(kt/2). (4.63c¢)

4.5.2. Sistema tipo A

El hamiltoniano del sistema tipo A de un atomo con tres niveles de energia interac-

tuando con un campo electromagnético bimodal clésico esta dado por

A
Hclés

= Hjj, + I,

int clds

= hwi Vs + hwsTs + Iy (Ve "M+ Vo™ M) 4 hky (The ™20 + T_e™?Y) | (4.64)

donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (4.21) y (4.32)). De la figura
es importante notar que A} = (2w; +wy — Q) y AY = (w; + 2wy — ), representan

la desintonia respectiva de las frecuencias del campo bimodal €2y y €25. Se puede reescribir

la ec. (4.64) como

Hi = Hi + HYy
= [h(Ql — W1 — WQ)% + h(QQ — W1 — WQ)Tg] (465)

+ [h (A{\V}, + AQTg) + hky (V+e_mlt + V_emlt) + hks (T+e_i92t + T_emQtﬂ ,
donde H Ay H A son las partes no perturbadas y de interaccién, respectivamente. Es facil

mostrar que [[:I j\,ﬁ j\I} = 0 para A = —A2, que se identifican como la condicién de

resonancia de dos fotones.
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Cuando la desintonfa es igual a cero se tiene que A} = 0 = —A2, es decir, (2w +
wy) — Qs =0 = (wy+2wp) — €y, y el hamiltoniano del sistema de tres niveles tipo A queda

[23]

Hé}és = h(ws 4+ 2w — w1 —wa) Vs 4 h (w1 + 2wy — w1 —ws) T
+ hlil (V+€—iQ1t + V_eiSht) + hI{Q (T+€—i§22t + T_6i92t)

= hwn Vs + hwo Ty + kg (Viee ™ 4 V_e™™) 4 hiky (Tye ™20 + T ™) . (4.66)
Usando los resultados obtenidos en las ecs. (4.7)) y (4.9), se puede reescribir la ec. (4.66)

en la forma matricial

R(wy + wy) Arge ™2t hi e~ 8ht
Hjso = | hroe™™  —hw, 0o |- (4.67)
Rk et 0 vy

Aplicando la ecuacién de Schrodinger al hamiltoniano anterior

Cs(t) w1 +wy  koe 8Bt e it Og(t)
iR | Cy(t)| =N | roe™®2t —wy 0 Cy(t)] (4.68)
Cl(t) Iﬁlleiglt 0 w1 Cl(t)

obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

iCs(t) = (w1 + w2)C3(t) + ke B0y (8) + r1e MOy (1), (4.69a)
iCy(t) = Ko™ C5(t) — waCh(t), (4.69b)
i1 (1) = k1Mt Oy (t) — w O (1). (4.69¢)

Este sistema de ecuaciones diferenciales tiene soluciones de la forma

C3 = Aze™, (4.70a)
Cy = Age™?!, (4.70D)
Cl = Aleislt, (470C)
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donde A, y S, (n = 1,2,3) son constantes independientes del tiempo por determinar.

Sustituyendo las ecs. (4.70al)-(4.70c) en las ecs. (4.69a))-(4.69¢])

S3A36153t — _<W1 + WQ)AgelS?’t o K2A2€Z(SQ—QQ)15 i HlAlel(sl_Ql)t,
52A26132t _ —K2A3€Z(53+Q2)t + ngzelSZt,
SlAlezSpf _ —/€1A3€Z(SS+Q1)t + wlAle’SIt,

que implica Sy = S3 + €2y v 57 = S5 + ;. Por tanto,

(53 + wo + wl)A3 + K/QAQ + IilAl = 0,
(53 + QQ — w2)A2 + K2A3 = 0,
(53 + Ql — wl)Al + /‘ilAg = 0.

Dado que Qs = wy 4 2ws v 1 = 2wy + wo,

(83 + wo + u}l)Ag, + K/QAQ + IilAl = 0, (471&)
I<02A3 + (Sg + wo + wl)AQ = 0, (471b)
HlAg -+ (Sg + wg + wl)Al =0. (471(})

La solucién de las ecs. (4.71a))-(4.71c|) conduce al sistema
S% = —(wg—i—wl), Sg = —(w2+w1)+A, Sg’ = —(WQ+CU1> —A, (472)
donde A = \/k? + k32, por lo que tenemos tres valores de Sy y Si, a saber,
Sy =wy, S:i=waH+A, S3=uw,—A,
(4.73)
Sllzwl, Sf:wl—l—A, Sf:wl—A.

Usando las ecs. (4.72) y (4.73)), las ecs. (4.70a])-(4.70c) pueden ser reescritas como

Cg(t) — Aée_i(w2+wl)t + Ag@i(_(w2+w1)+A)t + Agei(—(wg—i-wl)—A)t? (474&)
Cy(t) = Ale™?t 4 A2ei2t Bt | p3pilwe=2)t (4.74b)
Ci(t) = Aje™t + ATl 4 Afelr=a)t, (4.74c)

donde las A (i,j = 1,2,3) pueden ser calculadas a partir de las siguientes condiciones

iniciales.
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= Caso I: Considerando que en t = 0, el sistema se encuentra en el nivel inferior, es
decir, C1(0) = 1, C5(0) = 0, C3(0) = 0.
Usando la condicién inicial Cy(0) = 0 en la ec. (4.74b]), se obtiene A3 = — (Al + A32),

de manera que,

Cz(t> _ A%eiwgt + Agei(wg—l-A)t N Aéei(wz—A)t . Agei(wg—A)t

= ™" [A} (1 — ™) + A32isin(At)] . (4.75)

Sustituyendo la ec. (4.75)) en la ec. (4.70b)

1 . .
Os(t) = K—26—1<2M2+w1)t [iCQ(t) + w202(t)]
= e Hutw)t [, t) + Aet2 e A L A22 cos(AL)] + w t
Lot {unChlt) + Ac [Afe " + AR cos(A)] +Ch(1))
2
D et [ALe S | 420 cos(AL)] (4.76)
)

Usando ahora la condicién C3(0) = 0 en la ec. (.76)), se llega a que A2 = —A?%. Asi
se pueden reescribir las ecs. (4.75)) y (4.76) como

A —i(wa+w —3 Al i Al —i
Cg(t) = _KJ_QG (wa+w1)t |iA%e At 726 At 726 At:|
A —i(watw1)t A1, s
= K/—e 2 1 AQZ Sln(At), (4778,)
2
1 1
Cy(t) = ™2 lA% _ Alemint %eiAt 1 %eiAt}
= €' A} (1 — cos(At))
= 2" Ay sin®(At/2). (4.77b)

Sustituyendo las ecs. (4.77al) y (4.77b)) en la ec. (4.69a)),

I .~ —i(2watw
Ol(t) = H_lez(wz—i-?un)t [ZCg(t) — (WQ + W1)03<t) — Rgo€ (2wa+ 1)t02(t)]

= —ert Al [ A’ cos(At) + @(1 — cos(At))} : (4.78)

R1R2 R1

Usando la condicién inicial C1(0) = 1 en la ec. (.78)) se obtiene que A) = —%52.



64 Capitulo 4. Modelo de Jaynes-Cummings para un atomo con tres niveles de energia

Sustituyendo este resultado en las ecs. (4.77a)-(4.78) se llega finalmente a que

A
Cs(t) = —H—Qe—mwﬁ%ism(m)

= —e’i(“ﬁ“”)t%i sin(At), (4.79a)

Wy K1k :

Cy(t) = —e tﬁQst(At/Q), (4.79b)
Kiky [ A? Ko
M2 At) + 2
A2 o cos(At) + .

C(t) = et (1 — cos(At))
w1t

=z (83 + 51) cos(At) + K3(1 = cos(At))]

w1t

e

AQ

(k3 + k7 cos(At)] . (4.79¢)

Las probabilidades dependientes del tiempo de los tres niveles de energia son

2

Ca())? = % sin?(At), (4.80a)
2 KiK. 4

|Co(t)]” =4 A Sin (At/2), (4.80Db)

CL (1) = " (k5 + K} cos(At)]2 : (4.80¢)

= Caso II: Considerando ahora que el sistema esta inicialmente en el nivel medio, es
decir, C1(0) =0, C5(0) =1, C5(0) = 0.

Las probabilidades de los tres niveles de energia estan dadas por

2

C5(t)2 = % sin?(At), (4.81a)
1
G = < [ + 43 cos(A1)]?, (4.81b)
2 ’f%“% - 4
|ICi(t)]" =4 At Sib (At/2). (4.81c)

» Caso III: Cuando el sistema estd inicialmente en el nivel superior, es decir, C;(0) = 0,

Cy(0) = 0, C4(0) = 1.
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Las probabilidades de los tres niveles de energia son

|C3(t)|> = cos*(At), (4.82a)
2

Gy ()2 = % sin?(At), (4.82D)
2

IOy () = % sin?(A¢). (4.82¢)

4.5.3. Sistema tipo V

El hamiltoniano del sistema tipo V' de un &tomo con tres niveles de energia interac-

tuando con un campo electromagnético bimodal clasico esta dado por

AY, = BY, 1 B,

clas int clas
= hw V3 + hwoUs + hky (V+e_mlt + V_emlt) + kg (U+e_m?t + U_em?t) , (4.83)
donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (4.24) y (4.33)). De la figura

es importante notar que AY = (2w; +wy — Q) y AY = (w; +2wy; —Qy), representan la

desintonia respectiva de las frecuencias del campo bimodal 2 y €25. Asi se puede reescribir

la ec. (4.83) como
Hyg = Hy + Hf;
= [h(Ql — W1 — (.4.)2)‘/3 + h(QQ — W1 — CL)Q)Ug]
+ [R (A Vs + AYUs) + hky (Ve ™ 4 Voe'™) 4 fiky (Uye ™20 + U_e™)] |
(4.84)
donde ISI}/ y f[}”} son las partes no perturbadas y de interaccion, respectivamente. Es facil
mostrar que [ﬁ}/, ]:IIV}} = 0 para A} = —AY, que se identifica como la condicién de
resonancia de dos fotones.

Cuando la desintonia es cero se tiene que A = 0 = —A%, es decir, (2w +w;) — Oy =

0 = (w2 + 2wy) — 1, y el hamiltoniano del sistema tipo V' estd dado por [23]
]:IV = h(Ql — W1 —WQ+2CU1+CU2 —Ql)‘/g—i‘h(gg — W1 —WQ+2(,U2+C¢)1 —Qg)Tg
+ hky (V+efmlt + V,emlt) + hkg (U+efi92t + U,emQt)

= hw Vs + hwaUs + Biky (Ve " + Vo™ + By (Upe ™ + U_e™) . (4.85)
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Usando los resultados obtenidos en las ecs. (4.7)) y (4.9), se puede reescribir la ec. (|4.85))

en la forma matricial

Fuwy 0 hlileiiﬂlt
HY = 0 huws hrge ¥kt | . (4.86)

hrki1e®nt hrgei2t  —h(w; + wo)

Aplicando la ecuacién de Schrodinger al hamiltoniano anterior

C3(t> w1 0 Iile_iglt Cg(t)
ih [Cy(t)| =h| 0 Wo Koe 2t Cy(t) | (4.87)
Cy(t) ke ht goe® 2t (W) +wy) | | CL(t)

nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ng (t) = w103 + mle*mltC’l, (488&)
7;02 (t) = CUQCQ —+ /‘4326714921501, (488]3)
ZCQ(t) = —(w1 + CUQ)Cl + /{geiQQtCQ + K16i01t03. (488C)

Este sistema de ecuaciones diferenciales posee soluciones de la forma

Cg(t) = A3€is3t, (489&)
Cy(t) = Ape™?t (4.89b)
Ci(t) = At (4.89¢)

donde A, y S, (n = 1,2,3) son constantes independientes del tiempo por determinar a
partir de las condiciones iniciales. Sustituyendo las ecs. (4.89a)-(4.89¢]) en las ecs. (4.88al)-
(4.88c|) se obtiene

53A36153t — _w1A36153t . KlAlez(Sl_Ql)t,
S2A26152t — _w2A2€zSQt . R2A16'L(Slfﬂz)t’

S1 A1 = — gy Aget ST o) A, (52T 1 (1)) 4 wy) Ay et
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que implica que Sy = 57 — Qs v S3 = 51 — Q4. Por tanto,

(71— +wi)As + k1A =0,
(S1 — Qo+ w2)As + KAy =0,

(Sl — W — WQ)Al —+ I€1A3 + IiQAQ =0.

Dado que Q5 = wy + 2wy v 2 = 2wy + wo,

(Sl — Wy — wl) A3 + KJ1A1 == 0, (490&)
(Sl — Wy — wl) A2 + IiQAl == 0, (490b)
/€1A3 + /€2A2 + (Sl — Wy — CL)1> Al = 0. (490(3)

La solucién de las ecs. (4.90a))-(4.90c|) conduce al sistema
St=(wi+w), Si=(wi+w)+A, 8= +uw)—A, (4.91)
donde A = \/k? + k3 y se tienen tres valores de Sy y 51, a saber,

521 = —Wwy, 522 = —Wy + A, Sg = —Wy — A,

(4.92)
S3=—w, S;i=-w+A 8=-w —A.
Usando las ecs. y , se pueden reescribir las ecs. — como
Cy(t) = Alem™1t 4 AZeiCent )t p3p—ilrt At (4.93a)
Cy(t) = Abem™2t 4 A2ei(-wat )t | p3p—ilwat A (4.93b)
Cy(t) = Aleilwatent 4 g2gilwatont Bt | A3 pilwater—A)t (4.93¢)

donde las A (n,m = 1,2, 3) son constantes a calcular mediante las condiciones iniciales

siguientes:

= Caso I: Considerando que en t = 0, el sistema esta en el nivel inferior, es decir,
C1(0) =1, C5(0) = 0, C3(0) = 0.
Utilizando la condicién inicial C3(0) = 0 en la ec. (4.93a]) se obtiene que A3 =
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— (A} + A32), de manera que

Cg(t) _ Aée_iwlt + Agei(—wl-i-A)t . Aée—i(wl—I—A)t . Age—i(wl-i-A)t

= e " [AS (1 — e7"2) + 20 A3 sin(At)] . (4.94)

Sustituyendo la ec. (4.94)) en la ec. (4.88¢)

1 . .
Cu(t) = —eilwat2ont [ng(t) - wlc’g(t)]

R1
1 . ‘ .
= K—e’(“ﬁz“’l)t [wiCs(t) — Ae™ ™ (Aje ™" + 243 cos(At)) — wiCs(t)]
1
A )
= —K—e’(wﬁ“’l)t [Aje " + 243 cos(At)] . (4.95)
1

Usando la condicién C1(0) = 1 en la ec. ([4.95)), se tiene A3 = —3 (4 + A}) y por lo
tanto, a partir de las ecs. (4.94]) y (4.95),

it [ 41 (1 ity - (B 1) o
Cs(t) =e _A3 (1—e") —i <A + A3) sm(At)}
—iw1 [ —i 1 i 1 —q LR1 .
= gt _Azl,) (1 —eiA ¢ At 4 3¢ At) - zzl sm(At)]
= ¢t _Aé(l — cos(At) — z% Sin(At)} , (4.96a)
A y - K
— = i(watwr)t 1 —iAt (M 1
Cy(t) Rle [Age (A + AS) cos(At)]
A , 1. 1. K
— _ = i(watwi)t 1 —iAt T At - —iAr ) M
/4:16 {Ag (e 5¢ 5¢ ) A COS(At):|
i(w2twi)t A 1: .
= ellwzren /@_A?’Z sin(At) + cos(At) | . (4.96D)
1

Sustituyendo las ecs. (4.96a]) y (4.96b)) en la ec. (4.88b)

1 _, . .
Cy(t) = —eierten) [z'Cl (£) + (w1 + wo)CL(t) — me@@wﬁwz)tcg(t)}
2
: A? K AN
__ —iwat 1 M i =2 Rk
= —e¢ {Ag (/{1%2 cos(At) + Hz(l COS(A7§))> + (/{2 K/QA) zsm(At)]

_ it [A; ( A cos(At) + (1 - cos(At))) + %isin(At)] . (497)

R1R2 Rg

Aplicando la condicién C5(0) = 0 en la ec. (4.97)), se obtiene A% =0 y por lo tanto,
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las ecs. (4.96a)-(4.97)) se convierten en

Cs(t) = —e‘iwlt%isin(At), (4.98a)
Cy(t) = —e—mt%mmmw, (4.98b)
Cy(t) = e@2tent cos(At). (4.98c¢)

A partir de las ecs. (4.98a))-(4.98¢|), las probabilidades dependientes del tiempo de

los tres niveles de energia estan dados por

C5(1)|? = % sin?(At), (4.99a)
CL()|? = % sin?(At), (4.99b)
|C1(t)]? = cos?(AL). (4.99c¢)

» Caso II: Si el sistema se encuentra inicialmente en el nivel medio, es decir, C;(0) = 0,

Las probabilidades correspondientes de los tres niveles de energia estan dados por

2 ’{%“3 - 4
Co(t)” = 4= sin'(At/2), (4.100a)
1
Cat)* = 3 [W7 + 3 cos(At)]?, (4.100D)
2
CL(t)]? = % sin?(At). (4.100¢)

= Caso III: Cuando el sistema se encuentra inicialmente en el nivel superior, es decir,
01(0> - O, CQ(O) - O, 03(0) - 1

Las probabilidades correspondientes de los tres niveles de energia son

1C3(t)|* = X (k5 + K} cos(At)]2 : (4.101a)
2 KRS . 4
|Co(t)]* =4 AT S (At/2), (4.101Db)

2
CL ()2 = % sin?(At). (4.101c)

2
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4.6. Modelo de un atomo con tres niveles de energia
interactuando con un campo electromagnético

bicromatico cuantizado

4.6.1. Sistema tipo =

El hamiltoniano del sistema tipo = de un atomo de tres niveles de energia interactuando

con un campo electromagnético bimodal cuantizado esta dado por
H(ilén = H;to + Heam + Hiit cudn (4.102)

2
= henUs + hanTy + 1Y Qjala + hyy <U+d1 + U_&D + hgs <T+d2 n T_&;) :
j=1

donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (4.18)), (4.35)) y (2.11). Dado

que AT = (2w; —wy — Q1) v AF = (2w — wy — ) representan la desintonfa respectiva

de las frecuencias del campo bimodal, se puede reescribir la ec. (4.102)) como

I:]E

cuan

= HF + Hy,

2
h(QQ — W — WQ)T;} + h(Ql — Wy — wl)Ug + Z Q]&;&J]

Jj=1

+ [hA%Ug + BAST + higy (U+&1 + U_a{) + higs <T+&2 + T_a;)] . (4.103)

donde lfIIE y FI[EI son las partes no perturbadas y de interaccion, respectivamente, que
cumplen [F[IE,f[IEI] = 0.

Para el sistema de tres niveles tipo = equidistante, se toma g; = g5 = ¢, W1 = Ws = Wy
y 1 = Qs = w, por lo tanto, el hamiltoniano que describe el sistema de tres niveles tipo

= equidistante interactuando con un solo modo de campo cuantizado estd dado por [22]

HEZ 4 = Two(Us + T) + hwa'a + hg [(Uy + Ty )a+ (U= + T-)al]
= hw (a'a + L) + [AL 4+ hg (Iya+ I_a")] (4.104)
donde A = h(wy — w). Es facil comprobar que las partes diagonales y de interaccién

del hamiltoniano conmutan entre si. En términos de los estados de niimero de campo, el
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término de interaccién en H%, s6lo provoca transiciones del tipo

13)[12 — 1) > [2)]n) «— [1)|n + 1), (4.105)

donde n representa el nimero de fotones del campo. Los productos de estados |3)|n — 1),
|2)|n), etc., son los estados desnudos. Se definen los siguientes producto de estados para

un n dado

1) = [3)|n — 1), (4.106a)
|than) = [2)[n), (4.106b)
Ys,) = [1) |0+ 1). (4.106¢)

Asi, las eigenfunciones del hamiltoniano de interaccion estan dadas por

[CT )W) + CF () [v2n) + C5 7 (1) Y1)

I
NE

T (1))

3
Il
=)

[CTTH () n+1,1) + CF(t)|n, 2) + C3 7 (t)|n — 1,3)] . (4.107)

I
WE

3
Il
o

Utilizando esta base se obtienen los elementos de matriz de FIIEI,

A gha O |n —1)
HE ) = il B 10w) = [ =1 0 0] [gnat 0 gha| | o
0 ghat —A 0
Aln —1)
= [t —1 0 0] |ghvalm)| =An—1n—1) = A, (4.108)
0
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Analogamente
H5 ) = (1l B 120) = ghv/n, (4.109a)
H5 ) = (1| B [th30) = (4.109D)
H;]<§f—<w2n|ﬁ%|wm>= fiv/n, (4.109¢)
HS) = (an  HEflthan) = 0, (4.1094)
HE5) = (Won| HE t30) = ghv/n + 1, (4.109)
Hi5) = (Wl HE 1) = (4.109f)
H%) = (snl HE [12n) = \/—1, (4.109g)
H) = (sn  Hiflbsn) = — (4.109h)

Por tanto,

A ghy/n 0
H, = |ghy/n 0 ghvn+11 . (4.110)
0 ghv/n +1 —-A

En la resonancia (A = 0), los eigenvalores de HF; estdn dados por
e =480, v Ao =0, (4.111)

donde 2, = gv/2n + 1 es la frecuencia de Rabi. Los eigenestados asociados a los eigenva-

lores son
|n7 3> |n - 17 3>
In, 1) In+1,1)

En la ec. ([1.112), los estados |n, 3), |n, 2) y |n, 1) son los estados vestidos, y son construidos
por la rotaciéon de los estados desnudos con la matriz de Euler 7}, parametrizada como
2

Q11 Q12 0n3

T, = Qg1 Qg Q23| (4-113)

Q31 (Qizg (i33
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donde,

a1 = cos(¥) cos(¢p) — cos(0) sin(¢) sin(v)),
iz = cos(¥) sin(e) + cos(f) cos(¢) sin(1)),
ayy = sin(1p) sin(6),
a1 = —sin(v) cos(¢) — cos(0) sin(¢) cos(v)),
gy = —sin(v) sin(¢) + cos(0) cos(¢) cos(v)),
Qg = cos(1p) sin(6),
it = sin(8) sin(),
gy = —sin(f) cos(¢),

)

azz = cos(f).

73

La matriz de Euler 7}, diagonaliza el hamiltoniano (#.110) como H = T,,H7,7;'. Las

columnas de la matriz T, corresponden a los eigenvectores de la matriz hamiltoniana

(4.110]); dichos eigenvectores se determinan mediante la ecuacién (H%) - NI > X; = 0.

Presentamos a continuacion el procedimiento:
= Para A\, = A,

Blovn 0w gvnE1| |an| =0,
0 g\/n—l—l _Qn 13

de donde se obtiene

vn Q, Vn

g
11 = Q_a127 Q12 = g\/ﬁalg?

Usando la condicién de normalizacion

2 2 2
aj oy + a3 =1,

(4.115)
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se obtiene

luego, tomando tunicamente la raiz positiva

1 n
V2V 2n+1’

2n+1 1 n 1
_ ] _ 4.116b
2 n v2Van+1l 2 (4.116b)
n+11 n 1 n-+1
_ R . 4.116
WEN T BVl eV a1 (4.116¢)
0 g\v/n 0 Q1

h g\/ﬁ 0 g\/n—|—1 Q9 :0, (4.117)
0 gvn+1 0 Qi3

n-+1
Q1 = O3, Q2= 0.

Usando la condicién de normalizacién

11 = (4116&)

= Para \g =0

de donde se obtiene

2 2 2
Qg + a5 + g3 =1,

se obtiene
(nTH) 0‘%3 + 04%3 =1
a2, <"Zl +1) ~ 1,
luego, tomando la raiz positiva
Qo3 = ”%L—i-l’ (4.118a)
@2 = W\/ 2nT:L 1 27;;—:11' (4-118)
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s Para A\_ = —hQ,

Qn g\/ﬁ 0 Q31
hilgyn Q, gvn+1| |as| =0.
0 gvn+1 Q, Q33

de donde se obtiene

\/ﬁ Qn n
Q31 = — 9) (39, Q39 = —
n

Usando la condicién de normalizacion

2 2 2
ag +ag +ag3 =1,

se obtiene

Qg Qg az =1
2 1 1
o2, (1 n+1 n+ ) _
n n

luego, tomando nuevamente la raiz positiva

1 n
V2V 2n+1’

\/ml n 1

G2 = n 2 2n+1:_ﬁ7
 n+11 n 1\/7+1

BN AVl AVt

Q31 =

Los angulos de Euler son

e [T o[BS
y la matriz de Euler es
\% ST \/Li L2 27;:1
Th=|- 27;:;11 0 Sl |

S
s
+
=

|
S
>
1
t

—F—=Q33, (31 = 33.
gynt1 2 T g1

75

(4.119)

(4.120a)
(4.120D)

(4.120c)

(4.121)

(4.122)
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con
1 i) _ nt+l 1 )
V2V 2n+1 2n+1 2V 2n+1
T, ' = % 0 -5 |- (4.123)

1 [+l \/T 1 [ ntl
NG 2n+1 2n+1 V2 2n+1

Las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles de energia

estan dadas por

CoL(t) e~Mt 00 Cr1(0)
Cy) | =T, 0o 1 0 |[Ta| Cp0) |- (4.124)
CIL—H(t) 0 0 eiQnt C{H—l(())

Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
1 n n+1 4
Cm 1 Cn 1 Cn 0 CnJrl 0 —1Qnt
() = 2\/2n+1 \/2n+1 0)+ G0+ 4/ 5,7 G0 (0] €
n+1 n n+1 . .4
— 5 4.12
(2n+1> — ) \ 2n+1\/2n+101 (0) (4-1252)

1 n n n— _m n+1 5 iQnt
2\/2n+1 \/2n—|—1c (0) - C30) + 2n+101 <0)]e ’
_l n n+1 n+1 —1Qnt
—2[ —0)+ CF(0) + 5 +1(] 0)|e
1 n— n n+1 n 7
5| 2n+10 1(0) + C3(0) — 2n+101+1(0)]eﬂnt, (4.125b)

1 /ntl n+ .
n+1 t) = — n—1 n n+1 it
e 2V 2n+1 \/Qn—{—lO (0) + C5(0) + on +1C ()]e
/ /n—l—l n -
2n—i—1 2n+1 (Qn—i—l) Cy (O) (4.125C)
In+1 [ n - " n+1 . . .y

Para calcular las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles

de energia se consideran las siguientes condiciones iniciales.

» Caso IV: Considerando que en t = 0 el sistema esta en el nivel inferior,es decir

C57(0) =0, C5(0) =0, C7H(0) = 1.
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Sustituyendo estas condiciones iniciales en las ecs. (4.125a)-(4.125¢)

Cyi(t) = n \/717Jrl Gm”“re*mnt .
’ m+1V2n+1
1 1
\/ﬁl_COSQt \/ﬁsm (Qnt/2),
2n+1 2n+1 2n+1 o+ 1
n n+1 ZQt - n+1
== \/;< QZ' ):_Z 2n—|—1sm<Q”t>’

n+1 [efnt 4 =8t n n+1 n
Crrit) = = Qnt) + ——,
() 2n+1( 2 M i ey R LRt

luego, las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles de

energia estan dadas por

dn(n+1) .

C O = Tt sint(00/2), (4.126)
n n+1 |
|C3(t)]? = T 1 sin?(Q,1), (4.127)

CrH@)f=1-4

n(n+1) < n+1 sin? (Q,t/2) . (4.128)

2
2
@n+ 12 \2n+ 1) cos” (Sht/2)

» Caso V: Cuando el sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el nivel medio, es decir,

C57(0) =0, C3(0) =1, C77(0) =0

Se obtiene
n—1l/,\2 1
|ICy ()] = ot 1 sin?(Qy,t), (4.129a)
|C2(t)|* = cos?(Qnt), (4.129D)
ntin2 . Loy
|CTT(t)]7 = 1 sin”(Q,t). (4.129¢)

» Caso VI: Cuando el sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el nivel superior, es decir,

C57H(0) =1, C3(0) =0, C7H(0) =0

Se obtiene
n—1[4)2 n(n+1) n? 2 . 9
ICy ()" =1—-14 Gnr)e  Enrl)y cos(Q2,t/2) | sin“(Q,t/2),  (4.130a)
n .
CE(O)F = 5= sin* (), (4.130b)
n dn(n + 1) .
|CTH ()P = ﬁ sin® (Q2,t/2). (4.130¢)
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Finalmente, se observa que en la resonancia, para un valor grande de n, las probabili-
dades de los casos IV, V y VI son idénticas a las de los casos I, IT y III, respectivamente,

indicando la validez del principio de correspondencia de Bohr.

4.6.2. Sistema tipo A

El hamiltoniano del sistema tipo A de un atomo de tres niveles de energia interactuando

con un campo electromagnético cuantizado bimodal esta dado por

HA = fA

cuan ato

+ Hepm + HA

int cudn

(4.131)

2
= Vs + hwoTy + 1Y Qala + hy (vml + v_a{) + Fig <T+d2 + T_a;) ,
j=1

donde se han sustituido los resultados obtenidos en las ecs. (4.21)), (4.36) y (2.11). Dado

que A} = (2w; +wy — Q) y AL = (wy + 2wy — Q) representan la desintonia respectiva del

campo bimodal con frecuencias €2y y €2y, respectivamente, como se muestra en la figura

, se puede reescribir la ec. (4.131)) como

HY = HM + HY

cuan

2
h(QQ — W — CUQ)Tg + h(Ql — W1 — WQ)‘/ES + Z Q]&;&]

J=1

n [hAm +RAM + hgy (vml n V_a{) + Tigs <T+d2 n T_a;)] L (4.132)

donde HY y H son las partes no perturbadas y de interaccién, respectivamente, que
cumplen [H}\, Hﬁ,] = 0.
En términos de los estados de ntimero de campo, el término de interacciéon en H#; sélo

provoca transiciones del tipo
1)[n—1,m+1) «— |3)|n — 1,m) <— |2)|n,m), (4.133)

donde n y m representan el niimero de fotones correspondientes a los dos modos del campo

bicromético. Los productos de estados [1)|n—1,m+1), |3)|n—1,m), etc., son los estados
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desnudos. Se definen los siguientes productos de estados para un n dado

[Y1nm) = [3)|n — 1,m), (4.134a)
|Y2nm) = |2)|n, m), (4.134D)
V30m) = [1)In —1,m + 1). (4.134c)

Las eigenfunciones del hamiltoniano de interaccién estdn dadas por [23]

o0

|\112(t)> = Z [C?_17m+1(t)|w3nm> + C;L’m(t)|w2nm> + Cg_l7m(t)|¢1nm>} (4135)
n,m=0

= Y [Cr T ) = 1Lm A+ 1,1) 4+ CE () |n,m, 2) + C5 T (E)n — 1,m, 3)]
n,m=0

Utilizando esta base se obtienen los elementos de matriz de H A

0 g2has  giha, ’” - 1,m>

A J(nm)
II 33

H;\I(ll = (Ut H i [10m) = [(n— 1L,m| 0 0| |ghal 0 0 0
gihal 0 0 0
0
= [(n —1,m| 0 O] gohn/nn, m) = 0. (4.136)
ghvm+1n—1,m+1)
Analogamente

HE5G = (rnm H P [20m) = gohiv/m, (4.137a)
H 3" = v iyl tbsnm) = grhV/m +1, (4.137b)
Hpy5" = (o HY [10m) = 92T/, (4.137¢)
H 5™ = (o | H Py [20m) = (4.137d)
Hp3 53 = (o H [30m) = (4.137¢)
HY = (Gl H [1m) = m, (4.137f)
H5™ = (| H I [20m) = 4.137g)
= ) )

¢3nm | H;\I ‘ w?mm
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Por tanto,

0 th\/ﬁ glh\/ m+1
HY = | ghyvn 0 0 . (4.138)

grthvm + 1 0 0

Los eigenvalores de Hf, son

Ar =0, v Ao =0, (4.139)

donde Q,,,, = \/g¥(m + 1) + g2n es la frecuencia de Rabi. Los eigenestados asociados a

los eigenvalores estdan dados por

|nm, 3) In—1,m,3)
Inm,2) | = Tum In,m,2) : (4.140)
|nm, 1) In—1,m+1,1)

En la ec. (4.140), los estados |nm,3), |nm,2) y |nm,1) son los estados vestidos y son

construidos por la rotacién de los estados desnudos con la matriz de Euler dada por la ec.

(EIT3).
La matriz de Euler 7, diagonaliza la matriz hamiltoniana (4.13§]) como Hg =

T an/I\IT 1. Las columnas de la matriz T, corresponden a los eigenvectores de la matriz
hamiltoniana (4.138)); dichos eigenvectores se determinan mediante la ecuacion (Hy}) — N1 )

X; = 0. Presentamos a continuacién el procedimiento:

= Para A\, = hQd,,

_Qnm 92\/5 g1vm+ 1 11
h 92\/5 _Qnm 0 12| — 0, (4141)
qgivm +1 0 _Qnm 13

de donde se obtiene

11 Q11 =

Qnm
= ———y2,
gy

Usando la condicién de normalizacion

2 2 2
aj +ajy + a3 =1,
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se obtiene
2 2
gsn gi(m+1)
Oé%l + QQTO{%I + Ta%l =1
o2 (Lt g +gim+ 1D\ _
11 02 -
a%l (2) = 17
luego, tomando tinicamente la raiz positiva
1
Q1] = E, (4142&)
1 g2v/n
= — 4.142b
19 \/§ Q.. ) ( )
Gy = 1 gvym+1 (4.142¢)
\/§ Qnm
» Para \g=0
0 gg\/ﬁ agivm + 1 Qo1
h gQ\/ﬁ 0 0 g | = 0, (4143)
givm + 1 0 0 (93
de donde se obtiene
Qigg = _hvm + 1a Q 0
22 v 23, 21
Usando la condicién de normalizacién
O‘%l + 0432 + ag:s =1,
se obtiene
2(m+1
—91( 2 )0433 + g =1
2
2(m+1
0433 <gl< > )+1> :17
gan
luego, tomando ahora la raiz negativa
Orgg = —92\/5, (4.144a)
an
1
gy = IV H L (4.144b)

an
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s Para A\_ = —hQ,,,,

Qnm
il ga/n

gvm+1 0

92\/5 agivm + 1
Qnm O 32| — 0’
Qnm

de donde se obtiene

Qnm Qnm
32, —F———=(33, —_—
g2v/1 gvm+1 g

Usando la condicién de normalizacién

Q31 = — a31; = —

2 2 2
Qg+ agy +ag3 =1,

se obtiene

2 2
2 | gn 2 | gilmtl)
¥t oz, Ot Tz

2 (Qim+9§n+g?(m+1)) _y
Q3 02 =

2 _
az; =1

2
ayy(2) =1,
luego, tomando nuevamente la raiz negativa

a1 = —

Q39 =

Q33 =

Los angulos de Euler son

0 = cos™

)

1
[\/ang +2(m+1)g?
gb — _ COS_l . \/592
V2ng3 + (m + 1)g?
V2ngs

2@+ (m+ 1)g?

9

9

Y = cos™! [

(4.145)

(4.146a)
(4.146b)

(4.146¢)

(4.147a)

(4.147D)

(4.147¢)
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y la matriz de Euler es

_ vm+1 Vn

Tnm - O ngnm _génm Y (4148)

_ 1 1g/n 1 gy/mil

con
1 1
7 0 v
-1 _ | 1gv/r gvmtl 1 gavn
Tk Layn gymil edn | (4.149)
1 givm+l  gev/n 1 g1v/m+1

Las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles de energia

estan dadas por

O™ (1) e~@mt () C3h™(0)
3 | =T | 0 1 0 |Tum| C3™0) |- (4.150)
o)) 0 0 ¢ifnmt e (0)

Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

1 \/ 1 A
C;L—l,m(t) _ 5 [Cg—l,m(o) + gQ\/EC;L,m(O) + givm—+ C{L—l,m+1(0):| e—anmt

Qnm Qnm
1 2V 1 -
+ 5 [Cg—l,m(o) . gé\/ﬁcg,m(o) . g1 Qm + C?—l,m+l(0):| GZQ"mt, (4151&)
1 1 ,
Cymin) = 2 IV [gmimp) 4 VR gpon ) 4 VIR L ot i
2
g (m + 1) n,m 9192 n<m + 1) n—1,m
+ 1&2702 (0) — Q%m Cl L +1(0> (4151]3)
1 \/ 1 .
+ _92\/ﬁ _Cg—l,m(o) + gZﬁC;L,m(O) + givm + C{L—l,m-l-l (0) GZQ"mt,
1 g1/ 1 v/ 1 ,
CIH—I (t) _ _gl m+ Cg—l,m(o) + 92\/503,7%(0) + givm —+ CIL—LWH-l (0) 6—ZQnmt
2 Qum 02 Qi
1 2
_ 99 V;;(m i >0;””(0) - —é@" CrmH0) (4.151c)
1 g1/ 1 v/ 1 .
+ 5gl Qm + |:_C§L—1,m(0) + g;)\/ﬁcg,m(o) + 9 Qm + C?—l,m-i-l (0):| ezﬂnmt.

Para calcular las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles

de energia, se consideran las siguientes condiciones iniciales.
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» Caso IV: Cuando el sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el nivel inferior, es decir,

—1 -1 1
cytm=0,Cy™m=0,07 " =1,

Sustituyendo estas condiciones iniciales en las ecs. (4.151a))-(4.151¢)

1 Qumt _ —1Qpmt 1
€37 1) = i QT: (6 5 ) - _i%mm“mw’
n,m 9192 n(m + 1) eiQnmt + e—iQnmt
Cy(t) = 02 2 -1
Vvn(m+1 vn(m+1
= 9192 n(m ) [COS<Qnmt> - 1] = _2g192 n(m ) Sin2<Qnmt/2)’
Q2 B
Cn—l,m—H (t) o g% (m + ].) (eiQnmt + eiQnmt) + g%n
| =
Q2 2 B

1

= 02
Qnm

[g%(m + 1) cos(Qnmt) + ggn} )

luego, las amplitudes de probabilidad de los tres niveles de energia estan dadas por

2
1
0570 = L i (@), (4.152)

2 2
1
Cm (1)) = 4% sin®(Qumt/2), (4.152D)

Gy O = G 92 m 4 1) cos(Qunt) + gin] . (4.152)

Qo

» Caso V: Cuando el sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el nivel medio, es decir,
Cnfl,m =0 Cm,m -1 Cmfl,m+1 =0
3 — Y M2 - ¥ - v

Haciendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, se obtiene

gan
jcotm ) )? = 927 sin?(Qumt), (4.153a)
G () = i [t (m +1) + gincos(Qunt)] " (4.153b)
2 2
leiman(lk :412T sin(Qumt/2). (4.153c)
» Caso VI: Si el sistema estd inicialmente (¢t = 0) en el nivel superior, es decir,

n—1l,m __ n,m __ n—1m+1
crbm =1, 0P =0, O —0
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Se obtiene

1C57™ ()] = cos?(Quml), (4.154a)
n,m 2 ggn 2
|IC3™ ()] = QzSin (), (4.154b)
2
1
jcrtm L ()2 = % sin®(Qmt). (4.154¢)

4.6.3. Sistema tipo V

El hamiltoniano del sistema tipo V' de un atomo de tres niveles de energia interac-

tuando con un campo electromagnético bimodal cuantizado estd dado por

~

HY oo = HY + Heam + H.

cuin ato int cudn

(4.155)

2
= Vs + hwsUs + 1S Qala + hg, (vm1 + V,a’{) + figs (m2 n U,a;) ,

J=1

donde se han sustituidos los resultados obtenidos en las ecs. (4.23), (4.37)) y (2.11]). Dado

que AY = (2w; +wy — Q1) vy AY = (w1 + 2wy — Q) representan la desintonfa respectiva del
campo bimodal con frecuencias €2y y €29, respectivamente, como se muestra en la figura

4.1, se puede reescribir la ec. (4.155) como

Hean = HY + Hyp,

cuan

2
W — wi — wa)Vs + By — wi — wo)Us + »_ Qéla
j=1

+ [mm + BAY Uy + hgy (Vi + Voal) + figa (U + T_a;)} . (4.156)

donde H} y H}, son las partes no perturbadas y de interaccién, respectivamente, las
cuales cumplen que [H}/, HIVI} =0, con A} = —AY.
En términos de los estados de niimero de campo, el término de interaccién en H}; sélo

provoca transiciones del tipo

13Y|n 4+ 1,m — 1) «— |1)|n + 1,m) <— |2)|n,m), (4.157)
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donde n y m representan el nimero de fotones correspondientes a los dos modos del campo
bicromaético. Los productos de estados |3)|n+1,m—1), [1)|n+1,m), etc., son los estados

desnudos. Se definen los siguientes productos de estados para un n dado

[Y2nm) = |2)|n, m), (4.158b)
[V3nm) = [1)|n +1,m). (4.158c¢)

Las eigenfunciones del hamiltoniano de interaccién estdn dadas por [23]

o0

Ty () = Y [CF () Wsam) + C3 ™ (8) [2nm) + C5 (0 [1mm)] (4.159)

n,m=0
0

=[G+ 1,m, 1) + CEM (@), m, 2) + C3 TN @)+ 1,m - 1,3)]

n,m=0

Utilizando esta base se obtienen los elementos de matriz de H),

Hpp, 1n1m) Ot H 7 [V 10m) = (4.160a
Hy 5" = Wt H [2m) = (4.160b
HY55 = (| HY [ 30m) = gihiv/m, (4.160¢
Hy; ;«le) Yo Hy [ 1nm) = (4.160d

V (nm)

II 23 anm|ﬁE|¢3nm = g2h\/ n—+1 4.160f

nm)
II ,32

w3nm|H I|w2nm h\/n"—

¢3nm | IA{IVI | ¢3nm

| |
~—~ ~
=~
—
D
)

V.(nm)
II ,33

| |
—~
e
—_
D
(@]
—

< )
< )
< )
< )
H55" = (o H |20
= )
= { )
= )
= )

Por tanto,
0 0 gih/m
H),=| o0 0 goliv/n ¥ 1] - (4.161)

gihy/m  gohn/n + 1 0
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Los eigenvalores de H}; estan dados por

)\:I: B ihQnm y )\0 = O, (4162)

donde Q,,, = \/g?m + g2(n + 1) es la frecuencia de Rabi. Los eigenestados asociados a

los eigenvalores son

|nm, 3) In+1,m—1,3)
Inm, 2) | = Tom In,m, 2) . (4.163)
|nm, 1) In+1,m,1)

En la ec. (4.163) los estados |nm,3), |nm,2) y |nm,1) son los estados vestidos y son

construidos por la rotacion de los estados desnudos con la matriz de Euler dada por la ec.

(4.113]).
La matriz de Euler T, diagonaliza la matriz hamiltoniana ([4.161) como HY, =

T, an}/jT n‘%. Las columnas de la matriz 7T), corresponden a los eigenvectores de la matriz
hamiltoniana (4.161)); dichos eigenvectores se determinan mediante la ecuacion (H%) — NI )

X; = 0. Presentamos a continuacién el procedimiento:

= Para A\, = hQ,,

—Qm 0 giv/m Q11
h O —Qnm govn + 1 Qo | — 0, (4164)

gvm gvn+1  —Qun 13
de donde se obtiene

g1v/m gavn +1 g1v/m

x13, Q12 = 3, Q11 =
Qnm Qnm

Usando la condicién de normalizacién

a1 =

2 2 2
ajy +agp a3 =1,

se obtiene

g%m 2 9%(”‘*’ 1)

Q2 s TO&” +ajy=1
2 (gimt g+l )
13 0?2 -

04%3(2) - 17
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luego, tomando tinicamente la raiz positiva
1
a3 = E’
oy Lo
11 \/§ Qnm )
1 () n+1
g = —=
YTV Qun
= Para \g =0
0 0 91\/m Q1

Ll 0 0 gavn+ 1| |ag
gl\/ﬁ gz\/n+1 0 Q23

de donde se obtiene

Qo1 = ———— 22,
givm

Usando la condicién de normalizacion
2 2 2
Qg + gy + a3 = 1,

se obtiene

luego, tomando la raiz positiva

Qoo = Q. )
govn +1
Qo1 = ————.
an
s Para A\_ = —h8),,,
Qrm 0 giv/m Q31
h 0 Qi gavn+ 1| |as

gvm gvn+1 Qi 33

Capitulo 4. Modelo de Jaynes-Cummings para un atomo con tres niveles de energia

(4.165a)
(4.165D)

(4.165¢)

(4.166)

(4.167a)

(4.167b)

(4.168)
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de donde se obtiene

_givm gavn +1

(33, (39 = —
Qnm Qnm

Qa3 = Qz3, Q31 =

Usando la condicién de normalizacion
2 2 2
ag +ag a3y =1,

se obtiene

gfm 2 g%(n +1)

02 Q33 Ta§3+a§3 =1
im+g3(n+1

a§3(2) = 1?

luego, tomando nuevamente la raiz positiva

Q31 = ——= )
V2 Qo
N 1 govn+1
I Ar=a—
V2 Qun
Los angulos de Euler son
s vn+1
0=-", ¢=cos [—92—] , Y=—
4 Qum
y la matriz de Euler es
1 avm 1 govntl 1
\/5 Qnm \/5 Qnm \/5
Tnm = 92(2”7:_1 gé;/f 0 5
_1lgym 1 gvntl 1
con
1 givm g+l 1 givm
71— | 1 g2v/ntl avm 1 gav/nFl

39

(4.169a)
(4.169b)

(4.169¢)

(4.170)

(4.171)

(4.172)
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Las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles de energia

estan dadas por

O§l+1,m71 (t) e—iQnmt 0 0 Cgb+1,mfl (O)
3y | =T | 0 1 0 |Tum| C3™0) |- (4.173)
Cyhm™(t) 0 0 St Cyrh™(0)

Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

n govn + 1

_ 1 n m— n,m n m —1
C§1+1,m l(t) _ Eg;)\/m |:gg12\/m03+1, 1(0) a 02, (O) +Cl +1, (0):| e Qpmt
2
g (n + 1) n+1,m— g192 m(n + 1) n,m
+ 29703“ Y0) - . 3™ (0) (4.174a)
1 n m— + 1 n,m n m %
+ §g£1)\/ﬁ |:g£1_2\/m03+1, 1(0) + 92 VQn 02, ( ) C +1, (0):| Qnmt
1 ga2/ 1 v/ 1
C«;L,m(t) _ _92 n—+ gl\/mcg-i-l,m—l(o) + gavn + C«;L,m( Cn-l—l m —zﬂnmt
2 Qnm Qnm Qnm
9192 m(n + 1) n+1lm— n,m
- N Cythmh0) 4 Q2 I cmam ) (4.174b)
1 go/ 1 vn+1 .
_g n -+ gl\/EC;H-l,m—l(O) + g2 n -+ Cg,m(o) _'_CIL-H,m(O) ezﬂnmt’
2 Qum Qnm Qi
1 \/ 1 .
O;H_l m _ 5 |: Cm,—i—l m— 1(0) + g2 Qn + Og7m(0) + C?+1,m(0):| e—anmt (4174C)
+§L%f_0“ %m—@%L—@’@+CﬁLmﬂéwﬁ

Para calcular las amplitudes de probabilidad dependientes del tiempo de los tres niveles

de energia se consideran las siguientes condiciones iniciales:

= Caso IV: Considerando que en t = 0, el sistema estd en el nivel inferior, es decir,

1,m—1 ; 1,
cyttmTl =0, 0y =0,y =1

Sustituyendo estas condiciones iniciales en las ecs. (4.174al)-(4.174c)

Qmnt _ ,—1Qmnt
O;H—l,m—l(t) _ _Z-gl\/ﬁ <€ ‘e ) — —Z'M sin(Qnt),
an 21 mn
1 iant _ *iant 1
iy = SV IEL (O T VI (),
an 21 an
iQmnt —iQmnt
C’?H’m(t) _ ¢ te = cos(Qmnt).

2
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Las amplitudes de probabilidad de los tres niveles de energia estan dadas por

2

‘C§L+1,mfl(t>|2 _ g)l;n SiIl2(Qnmt); (4175&)
2
1
iz = 20 G200, (4175D)
ICIL+1,m(t)|2 _ COSz(Qnmt)- (4.175C)

» Caso V: Cuando el sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el nivel medio, es decir,
Cn+1,m—1 =0 Cm,m -1 Cn+1,m =0
3 — Y M2 A | -

Efectuando el mismo procedimiento que en el caso anterior, se obtiene

g395m(n+ 1)

CTEm=l ()2 = 4 o sin®(Qnt /2), (4.176a)
1
G5 O = 51— [gfm + 630 + 1) cos(@t)]* (4.176b)
2
1
cprm P = 20D G0, (4.176¢)

R , : : . 1,m—1
= Caso VI: Si el sistema estd en el nivel superior, es decir, C;7"" " =1, C3™ = 0,

CIH—Lm — 0
Se obtiene
1
GO = o [ghm cos(Qunt) + (n + )] (4.177)
2 2
o ggm(n+1) .
|y (1)]? = 42— o sin® (Qumt/2), (4.177Db)
2
CFE (1) = G sin® Q). (1177¢)

4.7. Resultados numéricos y discusion

Se analiza ahora la evolucién temporal de las probabilidades del nivel superior (linea
roja), del nivel medio (linea azul) y del nivel inferior (linea verde) para el modelo se-
micldsico y cuantizado de las tres diferentes configuraciones de sistemas de tres niveles de

energia: =, Ay V.
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4.7.1. Sistema tipo =

Modelo semiclasico

La evolucion temporal de las probabilidades correspondientes a los casos I, IT y I1I estan
graficadas en la figura[d.2] En las figuras y se observa que para los casos [ y III
las probabilidades |C3(¢)]? y |C;(t)|* alcanzan alternativamente un valor méximo igual a
la unidad, mientras que |Cs(t)|? no. La comparacién de estas dos figuras muestra que las
probabilidades dependientes del tiempo de los niveles superior e inferior son similares pero
en fase opuesta. Luego, a partir de la evolucion temporal de las curvas de probabilidad,

estd claro que la probabilidad oscila alternativamente entre los niveles superior e inferior.

(a) (c)

(b)

1.0 1.0 1.0

0.8 0.8 0.8
e © ©
© © ©
g 0.6 E 0.6 E 0.6
3 3 3
@® [(°] [(°]
Q 04 Q 04 Q 04
2 2 o
o [a [a

) ) V \/ \/ )

0.0 0.0 0.0

o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
t(s) t(s) t(s)
Figura 4.2: Oscilaciones de Rabi del sistema tipo = semicldsico correspondientes a los casos I, Il y

[l con Kk = 2.

La figura muestra que las probabilidades de los sistemas superior e inferior son
siempre iguales, y la probabilidad |Cy(t)|* alcanza el valor mdximo igual a la unidad
periédicamente. El campo resonante exactamente sinusoidal interactia con el sistema
inicialmente en el nivel medio, de tal manera que la probabilidad de los niveles superior e
inferior son siempre iguales. Esta distribucion dinamica simétrica entre los niveles superior

e inferior es el resultado de la interaccion del sistema con el campo clasico.

Modelo cuantizado

La evolucién temporal de las probabilidades correspondientes a los casos IV, V y VI

estan graficadas en la figura |4.3| De la figura se puede observar que cuando el dtomo
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est4 inicialmente en el nivel inferior, la probabilidad |C}"(#)|? oscila entre cero y uno, se
puede notar que su comportamiento es diferente al caso I del modelo semicléasico, debido a
que la probabilidad de |C5~*(#)|? nunca toca la unidad. De la ﬁgura se puede observar
que cuando el dtomo estd inicialmente en el nivel medio, la probabilidad |Cf(¢)|? alcanza
el valor maximo de la unidad periddicamente, y en contraste con la situacién semiclasica

correspondiente en el caso 11, se puede notar que las probabilidades de los niveles superior

e inferior no son iguales.

(a) (b) (c)

o o
Y ©
o
©
o
©

Probabilidad

Probabilidad
Probabilidad

°
N
°
N
°
N

0.0 0.0 0.0

2 (s) 3

2 (s) 3 2 (s) 3

Figura 4.3: Oscilaciones de Rabi del sistema tipo = cuantizado correspondientes a los casos IV, V

yVlcon g=2//3yn=1.

Las probabilidades de los estados del sistema inicialmente en el nivel superior estan
representadas en la figura 1.3, la cual muestra que aunque posee la misma frecuencia de
Rabi en el caso IV, el patrén de oscilacion no es similar a éste. Luego, la simetria observada
en las oscilaciones de Rabi para el modelo semiclasico se rompe en la cuantizacion del
campo. Por lo tanto, se puede notar que para un campo vacio inicial, es decir, para
el namero de estado n = 0, cuando el sistema esta inicialmente en el nivel medio, la
poblacién del sistema no puede ir al nivel superior en absoluto, esto provoca que oscile
entre los niveles de energia inferior y medio. Por lo tanto, la asimetria en la oscilacion de

Rabi surge debido a la fluctuacién del vacio.

Considerando que el campo es un campo coherente, el valor promedio de las probabi-
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lidades para los casos IV, V y VI esta dado por

(Ps(1)) = D PalCE (1), (4.178a)
(B(1)) =) PlCE (1), (4.178Db)
(Pi(t)) = PG ()P, (4.178c¢)

donde P, = e*ﬁ% es la funcién de distribucién de Poisson dada por la ec. W y 7 €s
niumero promedio de fotones del campo. Para el campo coherente el fenémeno de colapso
y resurgimiento de la poblacién para los casos IV, V y VI se muestra en las figuras [4.4]
[4.6] con un nimero promedio de fotones 7 = 50. Cuando el sistema estd inicialmente en
el nivel medio, la distribucién simétrica de poblaciones de niveles superiores e inferiores
no se observan hasta que n es muy alto. Sin embargo, incluso si n = 50, los valores
numéricos de las poblaciones dependientes del tiempo de los niveles superior e inferior no
son exactamente iguales, pero casi iguales, y se convierten exactamente iguales en el limite
n — 0o. Ademas, si el sistema es poblado inicialmente en el nivel superior o en el inferior,
exhibe dindmicas de poblacion similares. La reproduccion de este resultado andlogo al

modelo semiclasico, muestra la proximidad del estado coherente al campo clasico con un

nimero promedio de fotones n grande.

En caso de que el campo sea un campo térmico, el valor promedio de las probabilidades

correspondientes a los casos IV, V y VI estan dadas por las ecs. (4.178a))-(4.178¢|), donde

en este caso P, = # es la probabilidad de encontrar n fotones en el campo térmico
dada por la ec. y 7. es el nimero promedio de fotones del campo. En las figuras 4.9
se presentan los resultados obtenidos usando el campo térmico como el estado de campo
inicial con n = 50. Se puede notar que en semejanza al MJC, el comportamiento de los

estados de energia del atomo es completamente erratico, es decir, no existe algiin patron

y no se observan rasgos de colapso y resurgimiento.
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(a) (b) (c)

[ 20 4

o (s) 60 40 t(s) 60 40 (s) 60

Figura 4.4: El colapso y el resurgimiento del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso IV con i = 50.

(a) (b) (c)

0 20 4

o “s) 0 0 ) @ @ “s) B3

Figura 4.5: El colapso y el resurgimiento del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso V con i = 50.

(a) (b) (c)

0 20 4

o “s) % ) o) ) ) ts) E)

Figura 4.6: El colapso y el resurgimiento del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso VI con i = 50.

95
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(@)

(b)

(c)
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o s} 0

Figura 4.7: La inversién atémica del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso IV con n

50.
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Figura 4.8: La inversién atémica del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso V con i = 50.
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Figura 4.9: La inversién atémica del sistema tipo = para los tres niveles de energia

correspondientes al caso VI con i = 50.

4.7.2. Sistemas tipo Ay V

Cabe destacar que la configuracion tipo A estd asociada a procesos como STIRAP (Sti-

mulated Raman Adiabatic Passage), EIT (Electromagnetically Induced Transparency),
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etc., mientras que la configuracién tipo V' corresponde a fenémenos como el salto cudntico,
el efecto zendén cuantico, etc., lo que indica que ambos procesos son fundamentalmente
diferentes. Por lo tanto, es natural examinar la simetria de inversion entre los modelos
comparando sus oscilaciones de Rabi y estudiando el efecto de la cuantizacién del campo
en esa simetria.

Antes de mostrar los resultados numéricos de los sistemas tipo A y V' semiclasico y
cuantizado, se consideran sus resultados analiticos. Si se comparan los casos I, II y III
de ambos sistemas se encuentra que las probabilidades en el caso I (caso III) del sistema
tipo A son las mismas que las del caso III (caso I) del sistema tipo V', con la diferencia
que las probabilidades del primer y tercer nivel se intercambian. También los modelos
respectivos del caso II son similares, con la misma diferencia de que las probabilidades
del primer y tercer nivel se intercambian. En cambio, para el modelo cuantizado, el caso
IV (caso VI) del sistema tipo A ya no es el mismo que en el caso VI (caso IV) del sistema
tipo V. Esta ruptura de la simetria es evidente al comparar los resultados analiticos
obtenidos anteriormente; se puede notar también que en el caso V ambos sistemas son

completamente distintos.

Modelo semiclasico

La evolucion temporal de las probabilidades correspondientes a los casos I, II y III
para los sistemas tipo A y V son graficadas numéricamente en la figura [4.10, A partir
del estudio comparativo de las gréficas de las figuras 4.10p (4.10c) y 4.10f (4.10d), se

encuentra que el patrén de la oscilacién de probabilidad del sistema tipo A para el caso I
(caso I1I) es similar al del sistema tipo V para el caso I1I (caso I). También se observa que
en ambos casos la oscilacién del nivel 2 permanece inalterada, mientras que la oscilacion
del nivel 3 (nivel 1) del sistema tipo A para el caso I es idéntica a la del nivel 1 (nivel 3) del
sistema tipo V' para el caso III. Luego, para el caso II, la comparacién de las graficas de las
figuras y muestran que la evolucién temporal de las probabilidades del nivel 2
de ambos sistemas sigue siendo similar, excepto que los niveles 3 y 1 son intercambiados.

De la dindmica de las curvas de probabilidad se concluye que las configuraciones tipo A
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y V son esencialmente idénticas entre si, ya que una configuracién se puede obtener de

otra simplemente por la inversion seguida del intercambio de probabilidades.

(a) (b) (c)
10 1.0 1.0
08 08 08
H H H
g 06 E 06 E 06
a a )
© © ©
Q 04 Q 04 Q 04
2 o o
o (= [a
02 02 02
0.0 0.0 0.0
0 2 3 5 o 2 3 5 0 2 3
t(s) t(s) t(s)
(d) (e) (f)
1.0 1.0 1.0
08 08 08
H 2 2
g 06 g 06 g 06
a a a
© © ©
Q 04 QO 04 QO 04
2 2 <
o o o
02 02 02
0.0 0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t(s) t(s) t(s)

Figura 4.10: Oscilaciones de Rabi de los sistemas tipo A y V' semicldsicos correspondiente a los

casos |, Il y lll, respectivamente, con kK1 =2y kg = 1.

Modelo cuantizado

En el caso del campo cuantizado, la evolucién temporal de las probabilidades co-
rrespondientes a los casos IV, V y VI para los sistemas tipo A y V estan graficados
numéricamente en la figura [£.11] Nétese que la simetria observada en el caso de los mo-
delos semiclasicos entre el caso I (caso III) del sistema tipo A y el caso 11T (caso I) del
sistema tipo V/, ya no existe entre el caso IV (caso VI) del sistema A y el caso VI (caso =
IV) del sistema de V para los modelos cuantizados. Ademés, para el caso V los patrones
de oscilacion del sistema tipo A, que se muestran en la figura 4.11b, son completamente
diferentes de los del sistema V' mostrado en la figura [f.1Te. Por lo tanto, para el campo

cuantizado, a diferencia del caso semiclasico, la simetria en el patron de la oscilacion de
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Rabi en todos los casos se pierde completamente, independientemente del hecho de que

los sistemas permanezcan inicialmente en el nivel 1, nivel 2 o nivel 3.

Probabilidad

Probabilidad
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o
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o
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Figura 4.11: Oscilaciones de Rabi de los sistemas tipo A y V' cuantizados correspondiente a los

casos |, Il y lll, respectivamente, con g1 =2, go=1yn=m = 1.

La causa de esta ruptura de simetria de la oscilaciéon de Rabi tiene el siguiente origen

cuantico. Obsérvese que debido a la aparicién de los términos (n + 1) 6 (m + 1), varios

elementos de las matrices de transformacién en las ecs. [£.148 y [£.171] no desaparecen,

incluso cuando m y n son iguales a cero. Como consecuencia de la fluctuacion del vacio,

también se pierde la simetria de las amplitudes de probabilidad de los estados vestidos

de ambos modelos, formados por la superposicién coherente de los estados desnudos. En

otras palabras, la invertibilidad entre los sistemas tipo A y V' expuestos por los modelos

semiclasicos, desaparecen como consecuencia directa de la cuantizacién de los modos de

la cavidad.
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Considerando ahora que los sistemas A y V' estan en un campo coherente. El promedio

de las probabilidades de los tres niveles estan dadas por

(Ps(t))a = Y PaPulCy (1), (4.179)

(Po(t))a = Z PP |Gy (1), (4.180)

(Pu(t))a =Y PuPulCT M ()P, (4.181)
para el sistema tipo A, y |

(Ps(t))v = > PuPulC5H (1)), (4.182)

(Pa(t))v =D PuPulCE™ (1), (4.183)

(Pu(t))y =) PuPu|CT (1), (4.184)

—-mm™

para el sistema tipo V, donde P, = e_ﬁi—T y P = e son funciones de distribucién
de Poisson con 1y m los numeros promedio de fotones de los dos modos cuantizados,
respectivamente. Las figuras m muestran las graficas numéricas de las ecs. —
y de las ecs. — para los casos IV, V y VI, respectivamente, donde
el colapso y el resurgimiento de la oscilacién de Rabi es claramente evidente. Se observa
que en todos los casos, el colapso y resurgimiento del nivel 2 de ambos sistemas son
idénticos entre si. Ademads, se observa que el colapso y resurgimiento para el sistema
tipo A inicialmente en el nivel 3 (nivel 1), es el mismo que en el sistema tipo V si estd
inicialmente en el nivel 1 (nivel 3). Por otra parte, si el sistema estd inicialmente en
el nivel 2, el colapso y resurgimiento de ambos sistemas son idénticos entre si. Esta es
precisamente la situacién que se obtuvo en el caso del modelo semiclasico. De este modo
se restaura la simetria rota en el caso del modelo cuantizado, indicando que el campo
coherente esta muy proximo al campo cléasico.

En caso de que el modo de campo se encuentre inicialmente en un campo térmico,

el valor promedio de las probabilidades correspondientes a los casos IV, V y VI estan



4.7. Resultados numéricos y discusion
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. El colapso y resurgimiento de los sistemas tipo A y V para los tres niveles de energia

correspondientes al caso IV, con 7 = 50 y m = 40.
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Figura 4.14: El colapso y resurgimiento de los sistemas tipo A y V' para los tres niveles de energia

correspondientes al caso VI, con 7 = 50 y m = 40.
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dadas por las ecs. —, donde en este caso P, v P, representan la probabilidad
de encontrar n y m fotones en el campo térmico dada por la ec. 2.51] ademds n y m
son los numeros promedio de fotones del campo. En las figuras [4.1544.17] se presentan los
resultados obtenidos usando el campo térmico como el estado de campo inicial con n = 50
y m = 40. Se puede notar que para estos sistemas tampoco existe algin patron y no se

observan rasgos de colapso y resurgimiento.

4.8. Conclusion

Haciendo uso de la aproximacion dipolar eléctrica, de la aproximacion de onda ro-
tante y mediante los operadores de cambio de espin del grupo SU(3) se desarrollaron
analiticamente las soluciones de los modelos semiclasico y cuantizado de los sistemas con

tres niveles de energia tipo: =, Ay V.

Se calcularon las probabilidades de transicién de los tres niveles de energia del sistema
tipo = para tres condiciones iniciales distintas. Cuando el sistema se encuentra inicial-
mente en el nivel medio, el campo clasico interactia de tal manera que las poblaciones
dindmicas de los niveles superior e inferior son siempre iguales. Para el campo cuantico
en el estado de nimero esta simetria en la dinamica de la poblacion de los niveles supe-
rior e inferior es destruida. La restauracién de la simetria se observé tomando el campo

coherente con un gran numero de fotones promedio.

En el caso de los sistemas tipo A y V, las probabilidades de transicién de los tres nive-
les se calcularon con diferentes condiciones iniciales para los campos bimodales clasicos y
cuantizados. Se observé que la simetria de inversiéon mostrada por los sistemas de tipo A
y V semiclasicos esta destinada a ser completamente destruida por las fluctuaciones del
vacio en el caso cuantico. Se discutié la interaccion de los sistemas de tipo A y V' con el
campo coherente y se observo la restauracion de la simetria dinamica, indicando que el

campo coherente con el niimero de fotones promedio grande es el estado més cercano al
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estado clésico.

Finalmente, se pudo notar que cuando los tres sistemas se encontraban inicialmente
en un campo térmico no presentaron ningun patrén y tampoco se observaron rasgos
de colapso y resurgimiento, mas aun, presentaron un comportamiento completamente

erratico.
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