= 7
Z 5 B )
S b= W: UNIVERSIDAD AUTONOMA DE CHIAPAS
z ﬂuw s uwﬁ =
s (s
o a
AUTONOMA FACULTAD DE CIENCIAS EN FISICA Y MATEMATICAS

SOBRE EL HIPERESPACIO
PRODUCTO SIMETRICO DEL CIRCULO

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

PRESENTA:

Lic. JOSE ANTONIO GOMEZ SOLORZANO

ASESORES:

DR. RUSSELL AARON QUINONES ESTRELLA

DR. JAVIER SANCHEZ M ARTINEZ

Tuxtla Gutiérrez, Chiapas Agosto de 2018




Universidad Autonoma de Chiapas

FACULTAD DE CIENCIAS EN FiSICA Y MATEMATICAS
DIRECCION

AL FONOMA

Tuxtla Gutiérrez, Chiapas
03 de julio de 2018
Oficio No. FCFM/0315/18

Dr. Russell Aaron Quifiones Estrella
Dr. Javier Sanchez Martinez
Presidente y Director de Tesis
Presente

Por este medio me permito informarle que una vez efectuada la revision de la tesis
denominada:

“SOBRE EL HIPERESPACIO PRODUCTO SIMETRICO DEL CIRCULO”.

Ha sido aceptado para sustentar el Examen de Grado de Maestro en Ciencias Matematicas
del Lic. José Antonio Gomez Solorzano con matricula escolar. C080067.

Se autoriza su impresion en virtud de cumplir con los requisitos correspondientes.

Atentamente

”-’

“Por Ia conciencia de la necesidad de serw(il \ 5 t'f i
\Eé

r_//‘u 1D }
i v,,/
};‘\’-

DrSendic Estra

Director

Ccp. Dr. Florencio Carona Vazquez, Secretarioc Académico de ta FCFM.
CP. Juan Manuel Aguiar Gamez.- Encargado de Posgrado FCFM
Archivo / Minutario
SEJ fjmag




Agradecimientos

Doy gracias a Dios por bendecir mi vida con este logro mds en mi carrera.

Agradezco a mis padres, Rosalia Solorzano Martinez y Santiago Gémez Jiménez,
por darme su amor y confianza, por todos sus consejos que me han guiado en la vida;
por todo el esfuerzo, dedicacién y paciencia para brindarme su apoyo incondicional
durante toda mi formacion académica y personal.

A mis hermanos por sus buenos consejos, orientaciones y por el apoyo que me han
dado.

A mi amada esposa Marisa Canché y mi amada hija Hannia Marisa, mis amores.
Agradezco a mi esposa Marisa por todo el amor que me ha dado, su esfuerzo y pacien-
cia, por todo el apoyo incondicional, que ha tenido durante estos afios de estudio.

A todos mis profesores de la FCFM, que fueron parte fundamental en mi carrera
profesional; todos ellos han aportado parte de su conocimiento a mi formacion.

A mis asesores de tesis: Dr. Russell Aarén Quifiones Estrella y Dr. Javier Sdnchez
Marfinez.

Le agradezco al Dr. Aaron por ser mi maestro y por haber aceptado dirigir y ser
mi asesor de esta tesis, asi como por la revision de ésta misma y su valiosa aportacion
para las correcciones de este trabajo; ademads por sus orientaciones para mi formacion
académica y personal, por brindarme su confianza y amistad, por inculcarme discipli-
na, dedicacion y responsabilidad para que yo sea mejor estudiante y mejor persona.
Siempre estaré agradecido por toda la ayuda, todo el apoyo, que me di6é durante la
maestria y en el trabajo de tesis.

Agradezco al Dr. Javier por querer ser mi asesor y colaborar para la realizacion
de esta tesis, asi como por la revision de €sta y su aportacion para las correcciones;
ademads por su dedicacion e interés para mi formacion profesional, por todas sus ense-
flanzas y por brindarme su confianza y amistad.

111



v Agradecimientos

Al Dr. Florencio Corona Vazquez por revisar este trabajo de tesis y por su valiosa
aportacion para la correccién de la misma, ademds, por brindarme siempre su confian-
za y amistad.

Al Dr. Hugo Villanueva quien fué mi profesor en la maestria, por su confianza y
apoyo que me ha dado y por su amistad. A los profesores Dr. Armando Mendoza, Dra.
Rosario Soler, Dr. Eli Roblero a quines conozco y me han apoyado. Agradezco tam-
bién al personal administrativo de la facultad, en particular, un agradecimiento especial
a Carito responsable de la biblioteca.

A todos mis amigos de la facultad. En particular a mis amigos y compafieros de
clases, Angel Gil y Elda Janeth, gracias por los momentos compartidos, las risas y por
sus buenos consejos, por todo el apoyo. Quiero agradecer también a mis amigos Ale-
xander Lopez y Claudia Lopez, por la confianza y ayuda que me han dado.

Agradezco a todos aquellos que fueron parte fundamental para la conclusion de
esta etapa de mi vida.



Introduccion

Un érea interesante de la matemadtica es la teoria de continuos e hiperespacios. Las
primeras nociones del concepto de continuo fueron dadas en 1883 por G. Cantor [6].
Un continuo X es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Los hiperespacios
tuvieron sus inicios aproximadamente en 1900, con los trabajos de F. Hausdorff [9] y L.
Vietoris [29]. Para un continuo X, se definen los hiperespacios de X como coleccidnes
de subconjuntos de X que cumplen una propiedad especifica; a dichos hiperespacios
se les puede dotar de una métrica inducida por la métrica de X, a la que se le conoce
como métrica de Hausdorff y con la cual resultan, también, ser continuos.

En este trabajo, consideraremos principalmente los hiperespacios

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio},

F,(X) = {A € 2% : A tiene a lo m4s n elementos}, n € N.

Al hiperespacio F;,(X) es llamado en n-ésimo producto simétrico de X y tiene su
origen en el afio de 1931, afio en el que K. Borsuk y S. Ulam los definen en el articu-
lo [4], en este articulo muestran que, para el caso en que X = [0, 1], se cumple que
F,(]0,1]) =[0,1]", para cadan = 1,2,3 y que para cada m > 4, F,,,([0, 1]) no puede ser
encajado en R"”; ademds de otros resultados.

Generalmente, es dificil estudiar el hiperespacio de un continuo. Por esta razén
recurrimos a modelos geométricos de hiperespacids que son espacios equivalentes, ya
conocidos, y que son homeomorfos a dicho hiperespacio y que en varias ocasiones se
pueden visualizar geométricamente.

Estudiar, de manera particular, los hiperespacios F;,(X) es complicado, tanto asi
que, en 1949, K. Borsul en su articulo [3] se equivocé en afirmar que F3(S') es ho-
meomorfo a S' x §2. En 1952, R. Bott corrige la afirmacién de Borsuk y demuestra
que F3(S') es homeomorfo a §° [5].

Este trabajo de tesis estd enfocado principalmente al estudio del hiperespacio F,(S')
y nos basamos principalmente en [7], el cual lo hemos dividido en tres capitulos, para
los cuales suponemos que el lector tiene conocimientos bésicos de topologia general,
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VI Introduccion

espacios métricos y un primer curso de topologia algebraica con nociones de grupo
fundamental y homologia.

En el capitulo uno damos herramientas de topologia algebraica, tales como el con-
cepto de tipo de homotopia de un espacio, el grupo fundamental, la orientacion de una
variedad y su homologia, y los espacios CW, también damos algunas palabras sobre
la conjetura de Poincaré; ya que con estas herramientas se logran obtener nuestros
principales objetivos.

En el capitulo dos damos el concepto de continuo y proporcionamos unos cuantos
ejemplos clasicos. También definimos los hiperespacios de un continuo y nos aden-
tramos en el concepto de los productos siméticos y mostramos que €éstos son también
continuos. Para finalizar este capitulo, estudiamos algunos modelos geométricos de los
productos simétricos.

El capitulo tres estd enfocado principalmente sobre el producto simétrico del circu-
lo, el cual estd muy relacionado con el concepto de los espacios gorro de bufén de
dimensiones mayores [2]. Estudiamos propiedades interesantes de F,(S'), tales como,
que F,(S') es una compactificacién de un cono abierto; vemos el tipo de homotopia
que tiene y analizamos si es una variedad o no. En particular, como consecuencia, da-
mos una demostracién alternativa del teorema de Bott [5], que F3(S') es homeomorfo
ass.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene un repaso de algunos conceptos bédsicos de topologia alge-
braica como lo son homotopia, espacios CW, grupo fundamental, cubrientes, homolo-
gia y orientacion de variedades. En la dltima seccién damos algunas palabras sobre la
conjetura de Poincaré. Hay varias literaturas incluyendo estos temas topoldgicos, sin
embargo citamos, para el lector que quiera profundizar en estos temas, los libros [1],
[8], [191.[15], [25].

1.1. Homotopia

A lo largo de esta seccion, X y Y denotardn espacios topoldgicos; denotaremos por
I al intervalo unitario [0, 1].

Definicion 1.1.1. Sean X y Y espacios topologicos y f,g : X — Y funciones conti-
nuas. Decimos que [ es homotdpica a g si existe una funcion continua

F:XxI—Y

tal que
F(x,0)=f(x) y F(x,1)=g(x) VxeX.

La funcion F se llama homotopia entre 'y g. Si f es homotdpica a g, escribimos

f~g

Podemos pensar una homotopia como una familia uniparamétrica continua, {#, };cs,
de funciones continuas, i, : X — Y, para cada t € I, definidas por /;(x) = F(x,t) para
todo x € X. Si pensamos en el parametro ¢ como representante del tiempo entonces la
homotopia F describe una deformacién continua de la funcién f a la funcién g, cuando
t se mueve de 0 a 1 (Vea la figura 1.1).



2 Preliminares

XK1 ‘

Y

Figura 1.1: Homotopia.

Definicion 1.1.2. Decimos que una funcion continua f : X — Y es homotdpicamente
nula o nulhomotopica si ésta es homotopica a una funcion constante, esto es, si existe
un punto yo € Y y una homotopia F : X x I — Y tal que F (x,0) = f(x) y F(x,1) = o
para todo x € X.

Ejemplo 1.1.3. Toda funcion f : X — R" es nulhomotdpica: considere la homotopia
F : X X1 — R"dado por (x,t) — (1 —1t)f(x).

La definicién anterior puede hacerse un poco mas general.

Definicion 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico y A C X un subespacio y sean

f,g : X — Y funciones continuas tales que f(a) = g(a) para toda a € A. Decimos
que f es homotopica a g relativo a A, y lo denotamos por [ =~ g rel A, si existe una
homotopia entre [y g tal que f(a) = F(a,t) = g(a) paratodaa € Aytodot € I.

Notamos que si A = @ entonces f ~ g rel () es lo mismo que f ~ g. Si dos funciones
son homotdpicas relativas a A entonces son homotdpicas.

Proposicion 1.1.5. La relacion >~ (reapectivamente ~ rel A) es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Que f ~ f es claro, basta tomar F(x,¢) = f(x) paratodox € X yt € .
Si f ~ gy F es una homotopia de f a g entonces G : X x I — Y definida por
G(x,t) = F(x,1 —t) paratodo x € X, t € I, es una homotopia de g a f, es decir, g >~ f.
Si f ~ g con homotopia F y g ~ h con homotopia G entonces podemos tener
H : X x I — Y definida por

B F(x,2t) 0<t<1/2
H(x’t>_{ G(x,2r—1) 1/2<r<1.
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Es fécil verificar que H esta bien definida y es continua. Por lo tanto, H es una homo-
topia de f a h, es decir, f ~ h. O

La homotopia se preserva bajo composiciones, de modo explicito se tiene el si-
guiente resultado.

Proposicion 1.1.6. Sean h: W — X y k: Y — Z funciones continuas entre espacios
topologicos. Si f ~g: X — Y entonces foh~gohykof~kog.

Para ilustrar la definicién de homotopia damos algunos ejemplo, a continuacion.

Ejemplo 1.1.7.

Dadas las funciones continuas idg, f : R — R, donde f(x) = x%, la funcion
continua F : R x I — R dado por (x,t) — (1 —t)x+1x%, es una homotopia con
la cual f ~ idR.

Sea A C X un subespacio y C un subconjunto convexo de R". Sean f,g: X —
C C R" funciones continuas tales que f|s = g|a. Se tiene entonces que f ~
rel A, ya que la funcion continua F : X X I — C definida por

F(x,1) = (1=1)f(x) +18(x)

es una homotopia relativa a A de f a g.

Observe que si A = (0 entonces se tiene que [ ~ g. Esto es, cualesquiera dos
funciones continuas con imdgenes en un subconjunto convexo de R" son homo-
topicas.

La funcion identidad S' — S' y la funcion continua S' — S' dado por z — 7*
no son homotopicas. Mas auin, se sabe que ninguna de las funciones continuas
z— 7" n € Z, son homotopicas una de la otra. Véase [8, seccion 2.2].

La funcion identidad id : S' — S' no es homotdpicamente nula.

La funcion inclusion i : S' — S? es homotépicamente nula. Mds aiin, cualquier
funcion continua S' — S? es homotdpicamente nula.

Dada la funcion f : I —s R* — {0}, definida por

f(s) = (cos(2ms),sen(27s)), la funcion F : I x I — R?> — {0}, dada por
F(s,t) = (cos(2mst),sen(2mst)) es una homotopia entre la funcion constante
igual a (1,0) y f, esto es, f es homotdpicamente nula.
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Definicion 1.1.8. Una fucion continua f : X — Y es una equivalencia homotopica si
existe una funcion continua g : Y — X tal que fog~idy y go f ~ idx. La funcion
g:Y — X se llama inversa homotdpica de f.

Se dice que X y Y tienen el mismo tipo de homotopia, o son homotdpicamente
equivalentes, si existe una equivalencia homotopica f : X — Y. En este caso, deno-
taremos por X ~Y si X y Y son del mismo tipo de homotopia.

Proposicion 1.1.9. La relacion ~ de equivalencia homotdpica es una relacion de equi-
valencia.

Se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.10. Si X y Y son homeomorfos entonces tienen el mismo tipo de ho-
motopia.

El reciproco de la proposicion anterior no es cierto, como se ve en el ejemplo
1.1.21.

Definicion 1.1.11. Un espacio topolégico X es contrdctil si existe un punto co € X y
una homotopia C : X x I — X tal que C(x,0) =xy C(x,1) = cq para todo x € X. En
este caso, la homotopia C se llama contraccion.

Evidentemente se tienen las siguientes equivalencias:
Proposicion 1.1.12.

a) Un espacio topologico es contrdctil si'y solo si la funcion identidad idy en X es
nulhomotopica.

b) Un espacio topolégico X es contrdtil si'y solo si X tiene el mismo tipo de homo-
topia que un punto en X.

Proposicion 1.1.13. Sean f,g: X — Y continuas y Y contrdctil. se tiene entonces
que f~g.

Demostraciéon. Como idy ~ ¢ : Y — Y para algin c € Y, se tiene entonces que f =
idyof~c~idyog=g. O

Corolario 1.1.14. Toda funcion continua f : X — Y con Y contrdctil es una equiva-
lencia homotopica. Consecuentemente, cualesquiera dos espacios contrdctiles son del
mismo tipo de homotopia.

Ejemplo 1.1.15.

= Los conjuntos convexos en R" son contrdctiles.
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= R" es contrdctil.
» S" no es contrdctil; sin embargo, S" — {x} es contrdctil.

Definicion 1.1.16. Sea A C X un subespacio. Una retraccion de X en A es una funcion
continua r: X — A tal que r|y = idy, esto es, r(a) = a para toda a € A. Decimos que
A es un retracto de X si existe una retraccion de X sobre A.

Ejemplo 1.1.17. Sea X =R"— {0} yA = S""! C X, se tiene que r : R" — {0} — §"~!
dado por x — ﬁ es una retraccion.

Definicion 1.1.18. Sea A C X un subespacio. Una retraccion por deformacion de X
sobre A es una homotopia H : X X I — X tal que

H(x,0)=x y H(x,1)€A,

para todo x € X.
Decimos que A es un retracto por deformacion de X si existe una retraccion por
deformacion de X sobre A.

Definicion 1.1.19. Sea A C X un subespacio. Una retraccion por deformacion fuerte
de X sobre A es una homotopia H : X x I — X tal que

H(x,0)=x y H(x,1)€A Vxe€X, yademds, H(a,t)=a YacA,Vtel.

Decimos que A es un retracto por deformacion fuerte de X si existe una retraccion
por deformacion fuerte de X sobre A.

De la definicién se deduce la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.20. Sea X un espacio topolégico y A C X un subespacio. Si A es
retracto por deformacion de X entonces A tiene el mismo tipo de homotopia que X.

Ejemplo 1.1.21. La banda de Moebius y S' tienen el mismo tipo de homotopia, ya que
S! es retracto por deformacion de la banda de Moebius; pero no son homeomorfos,
como se ve en la figura 1.2.

Ejemplo 1.1.22. Para cualquier x € X se tiene que {x} es un retracto de X para
todo espacio topologico X, pero serd por deformacion si'y solo si X es contrdctil, por
ejemplo los espacios convexos de R".

Notemos que {x} es un retracto por deformacion fuerte cuando X se puede defor-
mar a un punto mateniéndolo fijo durante toda la transformacion.
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Figura 1.2: Tipo de homotopia de la banda de Moebius.

Observacion 1.1.23. Se verifica que (retracto por deformacion fuerte) = (retracto
por deformacion) = (retracto), pero los reciprocos no son ciertos, como lo muestran

los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 1.1.24. Dado un espacio X no contrdctil y p € X, {p} es un retracto de X,
pero no por deformacion.

Ejemplo 1.1.25. El Peine es el siguiente espacio ilustrado en la figura 1.3

(0,1)(1/n,1) (1/3,1) (1/2,1) (1,1)

(0,0)(1/n,0) (1/3,0) (1/2,0) (1,0)
Figura 1.3: Peine.
y estd definido como el subespacio de R* dado por
P= {(x,y) ER?:0<y< l,x:O,% neN o y=0,0<x< 1}.

Si consideramos la funcion H : P x I — P definido por

x(1=2t)y), 0<r<1/2
H((x’”’t):{ g(Z(—Zt)x,)g), 1/2§t§/1

resulta ser una homotopia entre idp y la funcion constante (0,0), y por lo tanto P es
un espacio contrdctil. Mds ain, {(0,0)} es un retracto por deformacion fuerte de P,
ya que (0,0) permanece fijo durante toda la deformacion. Sin embargo, {(0,1)} es un
retracto por deformacion de P que no es fuerte.
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1.2. Espacios CW

En esta seccion damos nociones bdsicas de espacios CW, para mds informacion
sobre éste tema el lector puede consultar los libros de [8], [1], [26].

Llamaremos n-disco al conjunto D" = {x € R" :|| x ||> 1} y sea int(D") = {x €
R":||x||< 1}.

Definicion 1.2.1. Sea D" C R" el n-disco. Una n-celda €" es un espacio homeomorfo
a int(D"). En tal caso, a n se llama dimension de €".

Ejemplo 1.2.2. R" es una n-celda, ya que se tiene un homeomorfismo int(D") — R",
x=x/(1= [l x ).

Definicion 1.2.3. Un espacio topologico X tiene una filtracion por celdas si existe una
familia Z de subespacios de X tales que

n cada e" € & es una n-celda,
= X es union disjunta de los elementos de % .

Definicion 1.2.4. Si X tiene una filtracion por celdas %, al subespacio de X denotado
y definido por
Xx":=|[{e" € Z :dim(e") <n}

se le llama el n-esqueleto de X. Por convencion, X -1 -,

Nota 1.2.5. Observe que se tiene
0=x'cx'cx'c..cx"'cx"c---cXx

y que U, X" =X.

Ejemplo 1.2.6. La esfera S" tiene una filtracion por celdas: hay una 0-celda €°, que
puede ser el polo norte (0,0, ..., 1), y una n-celda S" — e® =R" = e". Asi, 2 = {e",¢"}.

Definicion 1.2.7. Sea X un espacio topolégico con filtracion por celdas & y e" € &
una n-celda de X. Una funcion continua F : D" — X se dice funcion caracteristica
de " si:

= Flin(pr) es un homeomorfismo entre int(D") y e".
= F(S" ) cxn L

A la funcion F| g1 §=1 — X" se le llama funcién de pegado de €".
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Ejemplo 1.2.8. S" con la filtracion % = {eo,e”} descrito en el ejemplo anterior, la
funcion caracteristica F : D" — §" puede tomarse como la funcion cociente que
identifica la frontera S"™' D"~ al punto €°.

Lema 1.2.9. Suponga que X es una espacio con filtracion por celdas Z y X es de
Hausdorff. Para una funcion caracteristica F : D" — X de una n-celda " € Z se
tiene que Clx (") = F(D") y fr(e") :=Clx(e") —e" = F(S" 1) c x* 1.

Demostracion. Tenemos que " = F (int(D")). Por la continuidad de F tenemos que
F(D")=F(Clx(int(D"))) C Clx(F (int(D"))) = Clx (€"),

es decir, F(D") C Clx(e"). Para la otra contensién, como D" es compacto, entonces
F(D") es compacto y como X es de Hausdorff se tiene que F(D") es cerrado. Luego,
e" =F(int(D")) C F(D"), asi, Clx(e") C Clx(F(D")) = F(D"). Por lo tanto,
=F(D").
Ahora, tenemos que

fr(e") =Clx(e") —e€" = F(D") — F(int(D"))
:F(S" YWint (DY) — F(int(D"))
C F(S""YYUF (int(D") — F (int(D"))
= F(s" ).

Asi, fr(e") C F(S"~') ¢ X"~!. Recordemos que X es unién disjunta de las celdas
de &, asi, 0 =X""1Ne" D F(S"_l) Neée", entonces F(S"_l) Ne" =0, asi,
F(S" ') € X —e"; como F(S"!') € F(D") = Cix(e"), entonces F(S"~ ') C Clx(e") —
e" = fr(e"). Por lo tanto, fr(e") =F(S" ). O

Corolario 1.2.10. Sea X un espacio de Hausdorff con filtracion por celdas Z y
F : D" — X funcion caracteristica de e" € %. Se tiene que Clx(e") y fr(e") son
compactosy F : D" — Clx(e") es una funcion cociente.

Demostracién. Por el lema anterior se tiene Clx (¢") = F(D") y fr(e") = F(S" 1), los
cuales son compactos. Por dltimo, observamos que F : D" — Clx(e") es suprayectiva
por el lema anterior, y es cerrada, pues si K C D" es cerrado entonces K es compacto,
asi F(K) es compacto, luego por ser X Hausdorff, F(K) es cerrado. O

Ahora podemos definir los espacios CW-complejos, el cual fueron introducidos por
J. H. C. Whitehead en 1994 [30].

Definicion 1.2.11. Un espacio CW -complejo, o simplemente espacio CW, es un espa-
cio Hausdorff X con filtracion por celdas % tal que:
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F) Cada n-celda " € % posee una funcion caracteristica Fon : D" — X.

C) % tiene la propiedad de clausura finita; esto es, para cada " € % se tiene que
Clx (€") solo intersecta a un niimero finito de celdas de % en X.

W) X tiene la topologia débil inducida por Z; esto es, un subconjunto A C X es
cerrado en X si'y solo si ANClx(e") es cerrado en Clx(e") para cada " € Z.

Definicion 1.2.12. Diremos que un espacio CW —complejo, X, es:
 finito si | 2’| < oo; es infinito en caso contrario;

= de dimension n si existe n tal que X = X". De dimension infinita en caso contra-
rio.

El siguiente lema es claro.
Lema 1.2.13. Si X es espacio CW - complejo finito entonces dimX = n < oo,
El regreso del lema anterior es falso como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.14. Sea X =R. Sea & =ZU{(n,n+1) : n € Z} una filtracion por celdas
paraR. Considerando funciones caracteristicas F : [—1,1] = D' — [n,n+1]. Se tiene
que R = (R)!, asi dimR = 1, pero | Z| = oo.

Para un complejo CW finito en automadtico se satisfacen las condiciones C) y W).
Acontinuacién, veamos algunos ejemplos de espacios CW-complejos.

Ejemplo 1.2.15. S" es un espacio CW-complejo; pues sabemos que S" es un espacio
con filtracion por celdas & = {eo,e”}, la funcion caracteristica es, F : D" — §",
identificacion de la frontera de D" a un punto, aqui el punto es €°. Otra manera de ver
a la esfera S" con una estructura de espacio CW - complejo es tomando una filtracion
por celdas dada como sigue: dos 0-celdas (los polos), dos 1-celdas, dos 2-celdas,...,
dos n— 1-celdas, dos n—celdas. Las funciones caracteristicas son identificacion de las
fronteras de los hemisferios superior e inferior al ecuador de la esfera, véase [26].

Ejemplo 1.2.16. Espacios proyectivos, ver [26].

El espacio proyectivo real de dimension n es el espacio cociente RP" = (R —
0)/ ~, donde la relacion de equivalencia ~ estd definido como sigue: dados x,y €
Rn—H -0,

x~y <= existe A €R—0tal que x = Ay.

Intuitivamente, RP" es el conjunto de lineas rectas que pasan en le origen 0O en
Rn—}—l.
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Si x = (x1,...,%,11) € R —0, denotamos por [x] = [x1,...,x,+1] € RP" su clase
de equivalencia en RP".

En RP" consideramos la topologia cociente, que hace de la proyeccion natural al
cociente T1 : R"*! —0 — RP" una identificacioén o funcién cociente (es la topologia
mds grande en RP" que hace continua a I1). Se tiene que I1 es sobreyectiva.

Para cualquier punto [xy,...,x,+1] € RP", podemos elegir & €R—0y (y1,...,ynt+1) €
[X1, ..y Xnt1] tal que satisface

i+t =1

Ast, (¥1,..,Yns1) € RTL—0 es un punto de S* en R"*! y ademds [yy,...,yn11] =
[X1, s Xnt1]- Por lo tanto, la funcion

.S — RP"
(y17"'7yn+l) — [}’17~~-,)’n+1]

es continua, pues es restriccion de 11, y es sobreyectiva, ya que dado cualquier pun-
10 [x1,...,Xy+1] este estd asignado por el punto (yy,...,yn+1) de S". Se tiene asi que
n(S") = RP" es compacto. La funcion T es una identificacion o funcion cociente. Vie-
ne de la relacion de equivalencia en S" que identifica antipodas, esto es, RP" es el
espacio cociente que se obtiene de S" identificando antipodas.

El espacio RP" es un espacio de Hausdorff, pues sean u,v € RP" con u # v; asi,
existen x,y € S" tales que ' [u] = {x,—x} y n 71 [v] = {y,—y}. Sea € = Jmin{|| x—y |
lx+y I}y sean

U=B(x,e)NS",

V =B(y,e)NS";
donde B(x,€),B(y, &) son bolas abiertas en R"*'. Se tiene asi que U,V,—U,—V son
vecindades abiertas disjuntas a pares de x,y, —x,—Yy, respectivamente, en S". Por otra
parte, se tiene que 1~ (n(U)) = ~UUU y x~ ' (n(V)) = =V UV. Por lo tanto, (U )
y (V) son vecindades abiertas de u 'y v, respectivamente, en RP".

Como RP" se obtiene de S" identificando antipodas, asi, podemos identificar a
DS,y (el hemisferio superior) en su frontera f r(D'éO) = §"~! por antipodas. Observa-
mos que S"~" identificado por antipodas es RP"~'. Asi, RP" = RP"~ ' U (int (D" )).
Consideramos e" = D" . Puede verse la funcion cociente, F : =1 5 RP"™! como
funcion de pegado para obtener una funcion caracteristica F : D" — D", — RP"y

RP" = RP"! U¢". Inductivamente se tiene que
RP"=clUe' U---Ue" Tue”

y asi, RP" es espacio CW.



1.2 Espacios CW 11

En la préctica es util pensar que un espacio CW-complejo se construye inductiva-
mente pegando celdas mediante el siguiente proceso [8]:

(1) Se empieza con un conjunto discreto de puntos X, cuyos puntos se consideran
como las 0-celdas.

(2) Inductivamente, se forma el n-esqueleto X" del X"~! pegando n-celdas e, me-
diante la funcién de pegado Fy, : S"~! — X"~ 1. Esto significa que X" es el espa-
cio cociente de la unién disjunta X"~ UL D?, / ~ de X"~ ! con una coleccién de
n-discos DY, bajo las identificaciénes x ~ Fg(x) para cada x € fr(D}) = S"!.
Asf, como conjunto se tiene X" = X"~ LiLiye?, donde cada e?, es un n-disco
abierto.

(3) Podemos parar este proceso inductivo en un nimero finito de pasos, obteniendo
X = X" para algin n < o, 0 podemos continuar indefinidamente, obteniendo
X = U,X". En el dltimo caso, X es dotado con la topologia débil, esto es, un
conjunto A C X es abierto (o cerrado) si y solo si AN X" es abierto o cerrado en
X" para cada n.

Lema 1.2.17. Sea X un espacio CW-complejo y sea 2" C % finito y X' = e o1 €".
Se tiene que X' es espacio CW -complejo si y solo si X' C X es cerrado en X.

Demostracién. Sea F : D" — X' funcién caracteristica de " € 2, se tiene entonces

e"=F(D") C X', asi
U eCcX = U e
ecy’ ecy’

y asi X' = U,¢c o€ es cerrado en e, por la propiedad W), se tiene que X’ es cerrado en
X.

Reciprocamente, si X’ es cerrado en X, para cada " € 27/ C Z existen funciones
caracteristicas F : D" — X. Tenemos que ¢ = F(D") C X, ¢" = F(imtD") C X', se
tiene entonces ¢” C X = X', asi F (D") C X', entonces definimos F : D" — X’ por
restriccion. O

Definicion 1.2.18.

wm Sea ' C Z y X' = Upgcgre”. Decimos que X' es subespacio CW de X si es
espacio CW con las funciones caracteristicas que hereda de X.

» Una pareja CW es un par (X,A) donde X es un espacio CW y A es subespacio
CW de X.
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1.3. Propiedades de homotopia de espacios CW

Definicion 1.3.1. Diremos que la pareja (X,A) tiene la propiedad de extension de
homotopia si para cada espacio topologico Y, cada funcion continua f: X — Y y
cada homotopia H : A x I — Y tal que Hy = f|a existe una homotopia H:XxI—Y
que extiende a H y empieza en f, esto es, ﬁ(a,t) =H(a,t) paratodoac Aytel,y
ademds I—AIO =f.

~

XxI--1 -y

X x{0}UAXI

Proposicion 1.3.2. [1, teorema 4.1.7] Sea A C X un cerrado de un espacio topologico
X. Se tiene que (X,A) tiene la propiedad de extension de homotopia si 'y solo si X X
{0}UA X I es retracto de X x I

Demostracion. Si (X,A) tiene la propiedad de extensiéon de homotopia entonces la
funcién continua f : X — X x {0} UA x I dada por f(x) = (x,0) y la funcién continua
H:AxI— X x{0}UA x I dado por H(a,t) = (a,t), juntas determinan una funcién
continua r = H : X x I —» X x {0} UA x I la cual es claramente una retraccion.

Si tenemos una retraccién r: X x I — X x {0} UA X I, entonces para cualquier
espacio Y, y para cualquier funcién continua f : X — Y, y para cualquier homotopia
H :A x I —Y satisfaciendo H(a,0) = f(a) para toda a € A podemos definir una
homotopia H : X xI —> Y mediante

N [ fomyor(x,t) si (x,t)€r (X x{0}),
H(x’t)_{ I-;(or(x,t) ssi (x,t) e r YA xT),

donde my : X x I — X es la proyeccion en la primera coordenada. Note que H es
continua, ya que X x {0} y A x I son cerrados en X X I. O

- — AXxI
u e

Figura 1.4:
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Proposicion 1.3.3. [1, proposicién 4.1.18] Se tiene que (D",S"~") tiene la propiedad
de extension de homotopia.

Demostracién. Hay una retraccion r : D" x [ — D" x {0} US"~! x I dado, por ejem-
plo, por la proyeccién lineal desde el punto (0, ...,0,2) € R*"!. Véase la figura 1.5.
O

Figura 1.5:

En [8, proposiciones 0.16 y 0.17] se tienen los siguientes dos resultados.

Proposicion 1.3.4. Si (X,A) es una pareja CW se tiene entonces que X x {0} UA x I
es un retracto por deformacion de X x I, y por lo tanto (X,A) tiene la propiedad de
extesion de homotopia.

El siguiente resultado nos da un criterio sobre una equivalencia homotdpica.

Proposicion 1.3.5. Si (X,A) es una pareja CW y A es contrdctil entonces la funcion
cociente q : X — X /A es una equivalencia homotdpica.

Sean X, Y espacios topoldgicos y A C X subespacio de X. Sea f: A — Y una
funcién continua. El espacio adjuncién de X con Y pegado a lo largo de A mediante
f es el espacio cociente de X UY identificando los puntos de a € A con sus imagenes
f(a) €Y. A este espacio cociente lo denotamos por X /Y.

El siguiente resultado es también un criterio para una equivalencia homotdpica [8,
ejercicio 27,capitulo 0].
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Proposicion 1.3.6. Si (X,A) es una pareja CW y f: A — B es una equivalencia
homtopica, se tiene entonces que g : X — X |J B esuna equivalencia homotopica.

1.4. Grupo fundamental y cubrientes

En esta seccion solo daremos los resultados mds bésicos del grupo fundamental de
un espacio X y veremos la nocién del espacio cubriente de X.

Esta seccion esta basada principalmente en [19] y [8].

Uno de los problemas basicos en topologia es determinar si dos espacios dados son
homeomorfos. No hay un método para resolver este problema en general, pero existen
técnicas que son aplicados en casos particulares, una de las cuales es el concepto del
grupo fundamental de un espacio que es una herramienta que nos ayuda a distinguir
cuando dos espacios topolégicos no son homeomorfos.

Antes de definir el grupo fundamental de un espacio topoldgico X, vamos a con-
siderar caminos sobre X y una relacién de equivalencia conocida como homotopia de
caminos; posteriormente definiremos cierta operacion sobre las clases de homotpia de
caminos que la convierte en lo que en dlgebra se conoce como semigrupo.

Definicion 1.4.1. Una funcion continua f : [0,1] — X tal que f(0) =xo y f(1) = x)
se llama un camino en X entre xo,x1 € X. En este caso, diremos que xq es el punto
inicial y x1 es el punto final del camino f.

Un lazo en X basado en xy € X es un camino f :[0,1] — X tal que f(0) = xo =

fQ).

El intervalo I = [0, 1] serd el dominio de todos los caminos considerados en esta
seccion.

Definicion 1.4.2. Se dice que dos caminos f y g son homotopicos por caminos si
tienen el mismo punto inicial xo y el mismo punto final x| y ademds existe una funcion
continua F : I x I — X tal que

F(s,0)=f(s) y F(s,1)=g(s),
F(0,t)=x0 y F(l,t)=x

paracada s €1y cadat € 1. La funcion F se llama homotopia de caminos entre [y g.
Si f es homotopica por caminos a g escribiremos f >~ g.

La primera condicién sobre F' nos dice que F es un a homotopia entre fy g,y la
segunda dice que, para cada ¢, la funcifon f;, definida por la ecuacién f;(s) = F(s,t),
es un camino de xp a x;. En otras palabras, F' deforma continuamente el camino f
en el camino g y ademads los puntos extremos del camino permanecen fijos durante la
deformacion.
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f(x)

Figura 1.6: Homotopia de caminos en R?.

Proposicion 1.4.3. La relacion ~, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La demostracion es analoga a la demostracion de la proposicion 1.1.4.
O

Si f es un camino en X, denotaremos su clase de equivalencia de homotopia de
caminos por [f].

Vamos a definir una operacién producto entre dos caminos.

Definicion 1.4.4. Si f es un camino en X de xy a x| y g es un camino en X de x| a x,
definimos el producto [ x g de [y g como el camino h dado por

f(2s) s€]0,1/2]
h(s):{ g(2s—1) se[1/2,1].

La aplicacion & estd bien definida y es continua por el lema del pegado [19]; es
un camino en X de xgp a xo. Pensamos en 4 como el camino cuya primera mitad es el
camino fy segunda mitad es g.

La operacién producto sobre caminos induce una operacion bien definida sobre las
clases de homotopia de caminos, la cual estd dada por

[f]* (8] = [f *gl.

Para comprobar esta afirmacién puede verse el capitulo 9 de [19].
Notemos que [f] % [g] no siempre esta definida para cualquier par de clases, sino
tinicamente para aquellos pares [f],[g] para los que f(1) = g(0).

Proposicion 1.4.5. Efectivamente la operacion x estd bien definida y tiene las siguien-
tes propiedades:
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» (Asociatividad). Si [f]* ([g] % [h]) estd definida, también lo estd ([f]*[g]) *[h], y
son iguales.

» (Neutro izquierda y derecha). Dado x € X, denotemos por e, el camino constante
ex: 1 — X que lleva todo I al punto x. Si f es un camino en X de xy a x| entonces
se tiene que

1% lex] =[],
[exo) * [F1 = [f].

= (Inversa). Dado el camino f en X de xo a xi, sea f el camino definido por
f(s) = f(1—s), el cual se le conoce como inverso de f. Se tiene entonces que

1+ 1f] = [ex,],
1% [F] = lex].

Demostracion. Para la demostracion véase el teorema 51.2 del capitulo 9 de [19]. O

El conjunto de clases de equivalencia de la relacion ~. bajo la operacion * no
forma un grupo, ya que el producto no siempre estd definido, pero si consideramos
el conjunto de los lazos, entonces las clases de homotopia de los lazos si forman un
grupo con la operacion *, esto lo enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 1.4.6. El conjunto de todas las clases de homotopia de caminos de lazos
basados en xq es un grupo con respecto a la operacion x.

Definicion 1.4.7. El grupo de clases de homotopia de caminos asociados a lazos ba-
sados en xy con la operacion x, descrito en el corolario anterior, se denomina primer
grupo fundamental de X relativo al punto base xq y se denota por 7 (X ,xo).

Ejemplo 1.4.8. Consideremos R" con la topologia usual. Se tiene que m (R",xq) es
el grupo trivial (consiste solo en el neutro), ya que si f es un lazo en R" basado en
X0, la homotopia por rectas (un ejemplo anterior de homotopia) es una homotopia de
caminos entre [y el camino constante x.

En general, si X es un subconjunto convexo de R", se tiene entonces que (X ,xg)
es el grupo trivial. En particular la bola unitaria D" de R" tiene grupo fundamental
trivial.

Definicion 1.4.9. Decimos que un espacio X es conexo por caminos, también llamado
arco-conexo, si para cualesquier puntos x,y € X existe un camino f en X dex ay.

Una cuestion que nos podemos plantear es que si el grupo fundamental depende
del punto base. Para esto tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.4.10. Si X es conexo por caminos, y xy,x1 son dos puntos en X, se tiene
entonces que 1y (X ,xo) es isomorfo a w (X, x)).

Demostracion. Sea o un camino en X de xq a x;. Definimos la funcién
a: ﬂl(X,)C()) — 71:1(X,x1)

por
a([f]) = [a] = [f]  [o].
Puede verificarse que O estd bien definida y més atn que es un isomorfismo de grupos.
O

Definicion 1.4.11. Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por
caminos y w1 (X,xg) es el grupo trivial para algin xy en X, y por tanto, para todo
xo € X. Con frecuencia, si m(X,xo) es el grupo trivial escribiremos 1y (X ,xo) = 0.

El grupo fundamental es una herramienta importante que nos ayuda a ver cuando
dos espacios topoldgicos son homeomorfos o no. Para usar esta técnica introducimos
el concepto de homomorfismo inducido por una funcién continua.

Supongamos que 4 : X — Y es una funcidn continua entre espacios topoldgicos
que lleva el punto xp € X al punto yg € Y, esto es, h(xp) = yo. Denotamos esta propiedad
por

h: (X,)C()) — (Y,y()).

Si f: I — X es un lazo en X basado en xg, entonces la composicién ho f : I —> Y es
un lazo en Y basado en yg. La correspondencia f — ho f nos conduce a una funcién
que lleva (X, x0) a 7 (Y,yp) y por tanto a la siguiente definicién.

Definicion 1.4.12. Sea h: (X,x0) — (Y,y0) una funcion continua. Definimos
hy: (X, x0) — w1 (Y, y0)

mediante
h([f]) = [ho f].
La funcion h, se denomima homomorfismo inducido por h, relativo al punto base xy.
Puede mostrarse que la funcién 4. estd bien definida, ya que si F' es una homotopia

de caminos entre fy f’, entonces ho F es una homotopia de caminos entre ho f y
ho f'. El hecho de que A, es un homomorfismo de grupos se deduce de que

(hof)x(hog)=ho(fx*g),

lo cual puede verificarse facilmente.
El homomorfismo inducido tiene dos propiedades, las llamadas propiedades fun-
toriales, las cuales estan dadas en el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.13.

m Sih:(X,x0) — (Y,y0)yk:(Y,y0) — (Z,z0) son funciones continuas entonces
(koh)* — k* oh*.

w Sii:(X,x0) — (X,x0) es la funcion identidad entonces i, es el homomorfismo
identidad.

Otro resultado de importancia es la siguiente proposicién conocida como invarian-
za homotdpica, el cual puede consultarse en la proposicion 2.5.23 de [1].

Proposicion 1.4.14. Sean f,g: (X,x0) — (Y,y0) funciones continuas homotépicas
relativas a {xo}. Se tiene entonces que

fe =g« m(X,x0) — m (Y, y0),
es decir, los homomorfismos inducidos son los mismos.

El siguiente teorema, que nos dice que basta ver si los espacios son del mismo tipo
de homotopia para tener grupos fundamentales isomorfos, esto puede consultarse en
teorema 2.5.25 de [1].

Teorema 1.4.15. Si f: X — Y es una equivalencia homotépica entonces el homo-
morfismo inducido f, : m(X,xo) — m (Y,y0) es un isomorfismo para todo xy € X.
De modo particular, si f : (X,xo) — (Y,y0) es homeomorfismo entonces m(X,xg) y
m (Y, yo0) son isomorfos.

De esto, es inmediato que se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.16. Si A es un retracto por deformacion de X entonces la inclusion
i : A — X induce un isomorfismo i, : (A,a) — m(X,a), para toda a € A.

Demostracion. Se tiene que i es equivalencia homotdpica. O

El siguiente resultado nos da una forma de calcular el grupo fundamental de un es-
pacio expresado como un producto topolégico, cuando se conoce el grupo fundamental
de cada uno de los factores.

Teorema 1.4.17. Se tiene que w1 (X X Y, (x0,Y0)) es isomorfo a (X ,xo) x 7w (Y, yo)-

Demostracion. Para una demostracion de este hecho, véase teorema 60.1 de [19] O

Una de las herramientas mds usuales para el calculo de grupos fundamentales es la
nocién de espacio cubriente, que nos ayudard a calcular algunos grupos fundamentales
que no son triviales. Introducimos esta nocién en lo que sigue.
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Definicion 1.4.18. Sea p : E — B una funcion continua y suprayectiva. Un conjunto
U de B se dice que estd regularmente cubierto por p si la imdgen inversa p~' (U) es
una union disjunta de conjuntos abiertos Vy, de E tales que, para cada Q., la restriccion
plvy : Va — U es un homemorfismo de Vo en U.

La coleccion {Vy} serd denominada una particion de p~' (U) en hojas o rebana-
das.

Definicion 1.4.19. Sea p : E — B una funcion continua y sobreyectiva. Si todo punto
b € B tiene una vecindad U que esta regularmente cubierta por p, diremos entonces
que p es una funcion cubriente y E un espacio cubriente de B.

!
\ ® V(X )
N 7/
AN PR
7 S~ e ’// \
' Tt~ ___- - —IU
Lo ' p(U)
N 7/
PEN PR
’ S~ - N
, -—— R
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/,’( \\\\
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4 \
!
. . U 1
N X 4

Figura 1.7: Cubriente

Notemos que si p es una funciion cubriente entoces, para cada b € B, el subespacio
p‘1 (b) de E es un espacio discréto, esto es, tiene la topologia discréta; admds p es una
funcién abierta.

Ejemplo 1.4.20. Si f: [0,1] — [0,1/2] estd dado por

x x€0,1/2]
f(x):{ 1/2 xe[1/2,1].

Se tiene entonces que f no es cubriente, pues f~'(1/2) = [1/2,1] no es un espacio
discreto.
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Ejemplo 1.4.21. Sea id : X — X la funcion identidad, se tiene entonces que id es una
funcion cubriente. En general, sea E el espacio X x {1,...,n} consistente en n copias
disjuntas de X. La funcion p : E — X dado por p(x,i) = x para todo i, es una funcion
cubriente. A este tipo de cubriente se le denomina cubriente trivial.

En la préctica, frecuentemente nos restringimos a espacios cubrientes que son co-
nexos por caminos, para eliminar cubrimientos triviales.
Un ejemplos de espacio cubriente no trivial es el siguiente.

Ejemplo 1.4.22. La funcién p : R — S dado por
p(x) = (sen(2mx),cos(2mx))

es una funcion cubriente.
Para una demostracion, véase el teorema 53.1 de [19].

Notemos que p : E — B es una funcién cubriente entonces p es un homeomor-
fismo local, pero el regreso de esta afirmacion no es cierto, como se ve en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.4.23. La funcion p : R, — S' dada por
p(x) = (cos(2mx),sen(2mx))

es sobreyectiva y un homeomorfismo locar pero no es una funcion cubriente, ya que el
punto (1,0) no tiene una vecidad U que esté regularmente cubierta por p.

El ejemplo anterior muestra que la funcién obtenida al restringir una funcién cu-
briente no siempre resulta ser una funcion cubriente. Tenemos situaciones en donde si
encontramos este tipo de funciones.

Proposicion 1.4.24. Sea p : E — B una funcion cubriente. Si By es un subespacio de
By si Ey = p~'(By) entonces la funcion po : Eg —> By, obtenida al restringir p, es
una funcion cubriente.

Demostracion. Dado by € By, sea U un abierto en B que contiene a by y que esté
regularmente cubierto por p; sea {V} una particién de p~!(U) en hojas. Se tiene
entonces que U N By es una vecindad de by en By y los conjuntos Vy M Eq son abiertos
disjuntos en Eq cuya unién es p~ (U N By), y cada Vg N Ey es homeomorfo a U N By
mediante la restriccion de p. g

Proposicion 1.4.25. Si p: E — By p' : E' — B’ son funciones cubrientes entonces
la funcion
pxp :EXE —sBxB

es una funcion cubriente.
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Demostracion. Sean b € By b’ € B, sea U,U’ vecindades de b y b’ que estén regular-
mente cubiertos por p y p’, respectivamente. Sean {Vy} y {Vé} particiones en hojas
de p~1(U) y p"~1(U’"). Se tiene que la preimagen de U x U’ por p x p es la unién de
todos los conjuntos Vi X Vﬁ’. Estos conjuntos son abiertos disjuntos de E x E’ y cada
unos de ellos es homeomorfo a U x U’ mediante p x p'. O

Ejemplo 1.4.26. Ahora, por el ejemplo 1.4.22, la funcion p x p: Rx R — S! x S es
una funcion cubriente.

Definicion 1.4.27. Sea p : E — B una funcion. Si f : X — B es una funcion continua
de algiin espacio topoldgico X en B, un levantamiento de f es una funcion f : X — E

tal que po f = f.

_E

il

p

X ——B
f

Ejemplo 1.4.28. Sea p : R — S' la funcién dada por
p(x) = (cos(2mx), sen(2mx))
y f:[0,2n] — S dado por
f(x) = (cosx,senx).

Notemos que f es, en realidad, un camino, ya que [0,27] es homeomorfo a [0,1];
ademds, sabemos que pes cubriente. R
Supongamos que f : [0,21] — R cumple que f = po f, es decir,

(cosx, senx) = (cos(2m(f(x)),sen(2m(f(x))).

Con esto x = 21f(x) o bien f(x ) 5=. Definamos f:[0,27] — [0,1] € R como
f(x) = 5=. Se tiene entonces que fesun levantamzento de f

Notemos que para cada 7 € Z, se tiene que f dado por f ( ) = 5z Tz es un levan-
tamiento de f.

Ejemplo 1.4.29. Consideremos a la funcion cubriente p : R — S,

p(x) = (cos(2mx), sen(27rx)) y también f : S' — S' la identidad. Supongamos que
[ tiene un levantamiento f, entonces f (1 0) =k, para algiin k € Z. Como f es un
levantamiento, se tiene

flcos(2m —27/n),sen(2w —27/n)) = (k+1) —1/n
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para todo n € N. Por continuidad de f, se tiene

~

f(cos2m,sen2m) = k+1,

-~ -~

asi f(1,0) =ky f(1,0) =k+ 1, lo que es una contradiccion. Por lo tanto f no admite
levantamientos.

La existencia de levantamientos cuando p es una funcién cubriente es una herra-
mienta importante en el estudio de los espacios cubrientes y el grupo fundamental.

Veremos que, para un espacio cubriente, los caminos siempre pueden ser levanta-
dos, y que las homotopias de caminos también pueden ser levantadas. Las demostra-
ciones se pueden encontrar en los lemas 54.1 y 54.2 de [19].

Lema 1.4.30. Sea p : E — B una funcioén cubriente con p(ey) = by. Todo camino
f:10,1] — B comenzando en by tiene un tinnico levantamiento a un camino f en E
que comienza en e.

Lema 1.4.31. Sea p : E — B una funcién cubriente con p(ey) = by. Sea
F : I x I — B una funcion continua con F(0,0) = bg. Se tiene entonces que existe un
tinico levantamiento de F a una funcion continua

F:IxI—E

tal que F(0,0) = eg. Si F es una homotopia de caminos entonces F también es una
homotopia de caminos.

Como consecuencia de los lemas anteriores obtenemos el siguiente.

Teorema 1.4.32. Sea p : E — B una funcién cubriente con p(ey) = bg. Sean fy g
dos caminos en B de by a by, y sean fAy g sus respectivos levantamientos a caminos en
E comenzando en eqy. Si f y g son homotopicos por caminos entonces f y g terminan
en el mismo punto de E y son homotdpicos por caminos.

Demostracion. Véase el teorema 54.3 de [19]. O

Definicién 1.4.33. Sea p : E — B una funcion cubriente y by € B. Elijamos eq de
forma que p(ey) = by. Dado un elemento [f]| de m(B,by), sea f el levantamiento de

f a un camino en E que comience en ey. Denotemos por ¢ ([f]) el punto final f(1) del
camino f. Entonces ¢ es una funcion bien definida

¢ : 1 (B,bo) — p~ ' (bo).

Llamamos a ¢ correspondencia del levantamiento inducido por la funcion cubriente
p. Desde luego, depende de la eleccion de punto e.
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Teorema 1.4.34. Sea p : E — B una funcioén cubriente con p(eqy) = by. Si E es conexo
por caminos entonces la correspondencia del levantamiento

—1
¢ : i (B,bo) — p~ (bo)
es sobreyectiva. Si E es simplemente conexo entonces @ es biyectiva.

Demostracion. Sea e; € p~1(by), si E es conexo por caminos entonces existe un ca-
mino f en E de e a e. Se tiene que f = po f es una lazo en B con base by y ademads
o ([f]) = e1, por definicion. Asi ¢ es sobreyectiva.

Supongamos que E es simplemente conexo. Sean [f],[g] € 71 (B,bo) tales que
o([f]) = o([g])- Sean £y 2 los caminos que levantan a f y g, respectivamente, en
E comenzando en eo; entonces f(1) = g(1). Como E es simplemente conexo, existe
una homotopia de caminos F en E entre fy g. Se tiene entonces que p o F es una
homotopia de caminos en B entre [y g, asi [f] = [g]; con esto, ¢ es biyectiva.

O

El siguiente resultado es una aplicacion del teorema anterior.

Teorema 1.4.35. El grupo fundamental de S' es isomorfo al grupo aditivo de los
enteros Z.

Demostracién. Consideremos la funcién cubriente p : R — S! del ejemplo 1.4.22.
Como S! es conexo por caminos, por la proposicién 1.4.10, podemos considerar cual-
quier punto como base. Consideremos by = (1,0). Se tiene que p~!(by) = Z. Como
R es simplemente conexo como se ve en el ejemplo 1.4.8, se tiene entonces que la
correspondencia del levantamiento

(P . 7171(51,[90) —Z

es biyectiva por el teorema anterior. No es muy dificil convencerse de que se tiene un
isomorfismo. a
Una consecuencia del teorema 1.4.17 y el teorema anterior es el siguiente resultado.

Teorema 1.4.36. El grupo fundamental del toro S' x S' es isomorfo al grupo Z x Z.

Ya conocemos el grupo fundamental de S', ahora nos preguntamos por el grupo
fundamental de S" para n > 2; para esto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.37. Para n > 2, la esfera §" es simplemente conexo, en particular,
7 (8", x0) = 0 para todo xy € S".

Para probar este tltimo teorema se usa una herramienta muy fuerte para el calculo
de grupos fundamentales, la cual se conoce como teorema de Seifert-Van Kampen,
esto puede consultarse en el teorema 59.1 del capitulo 9 de [19].

El siguiente resultado es una version mas fuerte del teorema 1.4.34, cuya demos-
tracion se puede consultar en el teorema 54.6 de [19].



24 Preliminares

Teorema 1.4.38. Sea p : E — B una funcion cubriente con p(eq) = by.
a) El homomorfismo p, : m(E,eq) — w1 (B,bg) es un monomorfismo.

b) Sea H = p.(m(E,ep)). La correspondencia del levantamiento ¢ induce una
funcion inyectiva
(O3 ﬂl(E,eo)/H — p_l(bo)

de la coleccion de las clases laterales por la derecha de H en p~'(bg). Si E es
conexo por caminos entonces P es biyectiva.

¢) Si f es un lazo en B basado en by, se tiene entonces que [f] € H si 'y solo si f
es un levantamiento a un lazo en E basado en eq. Esto es, el subgrupo imagen
H = p.(m(E,ep)) en m(B,bg) consiste de las clases de homotopia de lazos en
B basdos en by cuyos levantamientos a E son lazos basados en e.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado, cuya
prueba se puede ver a detalle en [8, proposicion 1.32].

Proposicion 1.4.39. Sea p : E — B una funcion cubriente con p(eg) = by. Suponga-
mos que E y B son conexos por caminos. Se tiene entonces que el niimero de hojas de
un espacio cubriente E es igual al indice de H = p,(n(E,eq)) en (B, by).

Ahora introducimos una nocién de equivalencia de funciones cubrientes, esto nos
servira mds adelante.

Definicion 1.4.40. Sean p: E — By p' : E' — B dos funciones cubrientes. Decimos
que py p' son equivalentes si existe un homeomorfismo h: E — E' tal que p = p’ o h.
El homeomorfismo h se denomina equivalencia de funciones cubrientes o equivalencia
de espacios cubrientes.

Es importante también saber acerca de la existencia y unicidad de levantamientos
de una funcién cualquiera, no necesariamente de homotopias o caminos. El siguiente
lema nos proporciona un criterio de levantamiento.

Lema 1.4.41 (Lema del levantamiento general). Sea p : E — B una funcion cubriente
con p(eg) = by y E y B son conexos por caminos y localmente conexos por caminos.
Sea f :Y — B una funcion continua con f(yg) = bo. Supongamos que Y es conexo
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por caminos y localmente conexo por caminos. Se tiene que la funcion f se puede
levantar a una funcion f Y — E tal que f (yo) = eq si y solo si

fe(m(Y,y0)) C p«(mi(E,e0))-

Ademds, si tal levantamiento existe, es vinico y tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo.

(Ea e())
3f j
p
(Y,y0) — (B, bo)
Demostracion. Véase lema 79.1 de [19]. O

De forma general se definen grupos de homotopia de orden superior de un espacio
topoldgico X, en el sentido que son andlogos n-dimensionales del grupo fundamental,
denotados por 7, (X,xp), donde n € N y x9 € X. En cierto sentido, los 7, miden los
agujeros de dimensién n de X.

Ya hemos visto que los elementos de 7; (X, xg) son clases de homotopia de lazos
en X basados en xy. Como primer paso en la construccién de 7, (X, xp), generalizamos
la nocién de caminos cerrados en X a la de lazo n-dimensional.

Definicion 1.4.42. Un n-lazo en X basado en xq es una funcion continua
0 :[0,1]" — X tal que lleva la frontera de [0,1]" a xp.

Se define el producto de dos n-lazos, o * B = 7y, como el n-lazo

_ | a@nn,..t) 1 €[0,1/2]
Y(“’”"t”)_{ B2t —Lity,.ity) 11 €[1/2,1].

Definicion 1.4.43. Decimos que dos n-lazos en X basados en xo son homotdpicos por
n-lazos, denotado por o ~ B, si existe una funcion continua H : [0,1] x [0,1]" — X
ta que

1) H(0,t1,....,tn) = 0(t1,...,tn), para (t1,...,t,) € [0, 1]".
2) H(1,t1,....ty) = B(t1,....tn), para (t1,...,.t,) € [0,1]".
3) H(s,t1,....,tn) = x0, para cada s € [0,1] y cada (1, ...,t,) € fr([0,1]").

Esta homotopia es una relacién de equivalencia, y si denotamos por [o] a la clase
de equivalencia de los n-lazos homotdpicos al n-lazo o, se verifica lo siguiente.

Lema 1.4.44. Cuando tengan sentido los siguientes productos, se cumple
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1) sio~ oy~ B entonces oox 3 ~ o x ',

2) ax(Bry)~ (axB)*y;

3) sie:]0,1]" — X se define por e(t,...,t,) = Xo entonces e x 0, ~ 0t xe ~ O,
4) si se define 0(ty,....,ty) = (1 —t1,...,t,) y si & ~ B entonces & ~ B;

5) axdA~o*xQ ~e.

Observacion 1.4.45. Queda asi demostrado que las clases de homotopia de n-lazos
en X basados en xq forman un grupo bajo el producto [a] * [B] = [a * B].

Definicion 1.4.46. El grupo de las clases de homotopia de n-lazos en X basados en x
bajo el producto x lo denotamos por m,(X,xo) y le llamamos el grupo de homotopia
de dimension n.

Denotamos por my(X ) al conjunto de las componentes conexas por caminos de X.

Damos algunos resultados.
Teorema 1.4.47.

a) m,(X,xp) es un grupo abeliano, para n > 2. Se trata ademds de un invariente
topologico.

b) SiX es conexo por caminosy xo,x1 € X entonces m,(X,xq) es isomorfo a m,(X ,x1).
c¢) Si X es contrdctil entonces m,(X,xo) = 0 para cadan > 1.

d) Si X yY son espacios topologicos, xo € X y yg € Y, entonces
T (X X Y, (x0,Y0)) es isomorfo a 7,(X,x0) X (Y, yo).

Observacion 1.4.48. En general, es extremadamente dificil calcular los grupos de
homotopia de orden superior. De hecho, incluso para esferas, su cdlculo no estd aiin
completamente hecho. Sin embargo, se conocen algunos resultados.

Teorema 1.4.49. Sea S" la n-esfera de R™1, se tiene que
n 7,(S") =, 1 (ST, sin,p > 1.
n 7,(8")=0,sip<n.
= T (S")=0,sin>1.
» T,(S") =2, sin> 1.

Para mayor informacién sobre los grupos de homotopia de orden superior, puede
consultarse [1], [26].
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1.5. Homologia

En esta seccion repasaremos los principales resultados de homologia singular, el
cual nos hemos basado en el libro de [8].

Vamos a comenzar con la nocion que generaliza tridngulos en otras dimensiones,
y son también uno de los objetos con los cuales se trabaja en homologia. Los andlo-
gos n-dimensionales de un tridngulo son conocidos como n-simplejos; es decir, un
n-simplejo es un objeto n-dimensional en algiin espacio RV, N > n. Este es el con-
junto convexo mds pequefio en un espacio euclideano RY conteniendo n + 1 puntos
V0, .-, Vy qUe No se encuentran en un hiperplano de dimensién menor que n, donde por
un hiperplano nos referimos al conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones li-
neales. Una condicion equivalente para estos vectores seria que los vectores diferencia
V1 — Vg, ...,y — Vo son linealmente independientes. Formalicemos estas ideas.

Definicion 1.5.1. Una coleccion de puntos {v,...,v,} C RN se dicen afinmente inde-
pendientes o que estdn en posicion general si los vectores {vi — vy, ...,v, — Vo } son
linealmente independientes.

Dados n+ 1 puntos afinmente independientes en RN llamaremos n-simplejo o sim-
plejo de dimension n al conjunnto convexo

n n
G”z{xERN:x:Z)Livi con Z/L-zl y A >0}.
i=0 i=0

Los coeficientes A; son llamadas las coordenadas baricentricas del punto x en ¢".
Llamaremos interior de 6" a (6")° = {x € 6" : 4; > 0}. Los puntos v; se llaman

vértices de 6" y se escribird 6" = [vo,Vi,...,Vy].

Asi, un O-simplejo es un punto, un 1-simplejo es un segmento de recta, un 2-
simplejo es un tridngulo, un 3-simplejo es un tetraedro, etc. En general, un n-simplejo
6" = [vo,..., V] estd definido como el menor conjunto convexo (envolvente convexa)
que contiene a los vértices vy, ..., v;. Un n-simplejo 6" C R se considera topologizado
por la topologia relativa de RV

Va vy Vi Vi

Figura 1.8: Simplejos.
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Definicién 1.5.2. Sean R! C R? C ... las inclusiones candnicas R* C R"*! (n>1)
dadas por x — (x,0). Consideremos R* = U;>_|R" el espacio vectorial de sucesiones
eventualmente cero, esto es, (x1,Xx2,...,...)R™ si y solo si existe m € N tal que x,, =0
para todo n > m; R* tiene una base afin candnica o estdndar eg = (0,0, ...,0,...),
e1 =(1,0,...,...), e2=1(0,1,...,...), e3 = (0,0, 1,....,...), etc.

Se llama n-simplejo candnico o estdandar A, a la envolvente convexa de los puntos
e;con 0 <i<n. Esto es

A, = i‘(’)hei : i‘(’)l, = 1,7‘4 € [0, 1]

Definicién 1.5.3. Dados puntos cualesquiera vy, vy, ...,vy € RN C R* denotamos por
[Vo, ..., Vn| a la funcion
A, — RN

dada por
n n
Z liei — Z livi.
i=0 i=0
Esta funcion es llamada n-simplejo singular afin.

Nota 1.5.4. No se estd pidiendo que vy, vy, ...,v, estén en posicion general ni siquiera
que sean distintos. Por ejemplo, [eq,e|,ez,e3] tiene imdgen un tetraedro, a saber, A3,
pero [eg, e, ez, ;| tiene imdgen un tridngulo, a saber A;.

Observacion 1.5.5. Se tiene que
a) leg,eq,...,exl(ej) =e; Vj<n.

b) [vo,...,vy] tiene regla de asignacion

n
(X0, X1 5 +ves X, 0,...,0) = vo + in(vi—vo).
i=0

Notacion: Un circunflejo ~ sobre un conjunto de simbolos indica que éste no est4,
asi, [eo, ..., €, ...,ey| denota al (n — 1)-simplejos singular afin [eg, ..., €;_1,€j11,...,€x]-
Observamos que la imagen de [eo, ..., ¢;, ..., e,] estd contenida en A,.

Definicion 1.5.6. Definimos la i-ésima cara del p-simplejo estandar a la funcion
(€0, -..s€iy..nep] 1 Ap1 —> A

la cual denotaremos por Fl-p .
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Notemos que la i-ésima cara del p-simplejo es la cara opuesta al i-€simo vértice,
contando desde cero.

Proposicion 1.5.7.
» Para j < isetiene F(e;) =e,|.
» Para j > i se tiene F''(ej) =€)

También se tiene,

= F{ T oF, = [€0,..1€]s 185y €p), ST j < L.

p+l _pop ~ — C e
= Fj " oF = (€0, .1 €, e €15 pil], SI >0

Definicion 1.5.8. Sea X un espacio topologico. Un p-simplejo singular es una funcion
continua
o:A, — X.

El grupo de p-cadenas singulares A,(X) es el grupo abeliano libre generado por
los p-simplejos singulares.

Una p-cadena singular en X puede pensarse como una suma formal
Cc = ano-
(o2

de p-simplejos 6 : A, — X, donde los enteros ns € Z sin casi todos ceros.

Definicion 1.5.9. Para un p-simplejo singular en X ¢ : A, — X definimos su i-ésima
cara mediante .
o) :=coF eA, 1(X)

y definimos su frontera d,c mediante
P -
9,6 =Y (-1)'c e A, 1(X).
i=0

Notemos que como {0 : A, — X|o es p-simplejo singular} es una base del grupo
abeliano libre A,(X) se sigue que existe un tnico morfismo de grupos, que por abuso
de notacién también lo denotamos por d,,,

Iy Ap(X) — Ap_1(X)

extendiendo a la funcidn frontera.
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n= O A1 ' 3

Figura 1.9: Frontera de un simplejo.

Concrétamente tenemos que
p , ,
o i
i=0
y resulta util notar que
p+1 p _ pp+l p
F A F'=F"| oF F
lo cual es claro pues ambos coinciden con
(€01 €), ey €iyeens€pp].
Es facil de comprobar lo siguiente.

Proposicion 1.5.10. La composicion

12 d
Ap1(X) = Ap(X) —= Ap1(X)

es el morfismo cero, es decir,
ap (0] ap+1 = 0

Obsevemos que, por la proposicion anterior, necesariamente se tiene que
Imdy, 1 C Kerd,; asi se tiene que Imd,| <1 Kerd), esto es, Imd,, | es subgrupo nor-
mal de Kerd,.
Por convencion, para p < 0, tomamos A,(X) =0y para p <0 tomamos d, = 0.
Con esto obtenemos un complejo de cadena

0 0,
e A1 (X) T A (X) T Ay (X) -

es decir, d, 00,41 =0.
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Definicion 1.5.11. Para un espacio topologico X llamamos p-ésimo grupo de homo-
logia singular, denotado por H,(X), asociado con el complejo de cadena

0 d
e A1 (X) T A (X) T Ay (X) -

al p-ésimo grupo
__ Kero,

T Imap+1 .

Hy(X)

Los elementos de Kerd, se llaman p-ciclos y denotamos por Z,(X) = Kerd,, el
cual es un subgrupo de A,(X).

Los elementos de Imd, se llaman p-fronteras y los denotamos por B,(X) =
Imd, 1, este es un subgrupo de Ap(X).

De cierta manera el p-ésimo grupo de homologia singular

mide que tanto falla un ciclo en ser frontera; recuerde toda frontera es ciclo.

Definicion 1.5.12. Dos p-cadenas c,c; € A,(X) son homdlogas o homologicamente
equivalentes si existe d € A,11(X) tal que dp1d = c1 — ca.

Claramenta la relacién de homologia es de equivalencia. La clase de equivalencia
de ¢ € A,(X) bajo esta relacién lo denotamos por [[c]]. Observamos con esto que [[0]] =
By(X).

Tenemos el siguiente resultado (ver [8]), el cual nos ayuda a calcular la homologia
de un espacio cuando conocemos sus componentes arco-conexo (aqui arco-conexo se
refiere a conexo por caminos).

Proposicion 1.5.13. Sea X un espacio topolégico con componentes arco-conexas
{Xo }aca- Se tiene que

HP(X) - EBHP(X(X)'

Proposicion 1.5.14. Si X # 0 y arco-conexo. Se tiene entonces que Hy(X) = Z. Asi
para cualquier espacio X, se tiene que Hy(X) es suma directa de Z's, una para cada
componente arco-conexa de X.

Corolario 1.5.15. Si X es arco-conexo entonces Hy(X) es generado por [[x]| para
cualquier x € X.
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Corolario 1.5.16. Para cualquier espacio topologico X se tiene que Hy(X) es isomorfo
al grupo abeliano libre con base las componentes arco-conexas.

Proposicion 1.5.17. Sea X el espacio topologico que consta de un solo punto. Se tiene

entonces que
_J 0 p#0
HP(X)_{ Z p=0.

Demostracion. Ver proposicion 2.8 de [8]. a
Hay una estrecha relacién entre H;(X) y m;(X) por un resultado debido a W. Hu-
rewicz que establece una conexion entre los grupos de homologia y los grupos de
homotopia de un espacio arco-conexo X, esta conexion entre H;(X) y m;(X) surge del
hecho de que una funcién f : I — X se puede ver como un camino o un 1-simplejo
singular. Si f : I — X es un lazo con f(0) = f(1), este 1-simplejo singular es un ciclo,
pues df = f(1) — f(0) = 0. Para una demostracién, consulte el teorema 2A.1 de [8].

Teorema 1.5.18 (Hurewicz). Para un espacio topologico arbitrario X. Al conside-
rar los lazos como 1-ciclos singulares, obtenemos un homomorfismo de grupos bien
definido

h: 7T1(X) — Hl(X).
Si X es conexo por caminos entonces h es suprayectiva y su kernel es el subgrupo

conmutador |1y (X ), w1 (X)] de 7, (X), asi h induce un isomorfismo de la abelianizacion
de (X) en H|(X); esto es, h induce el isomorfismo

o:m(X)— Hi(X)

donde (X)) = m(X)/[m (X)), 71 (X)] es la abelianizacion de my(X).

Sea f: X — Y una funcién continuay p > 0. Si 0 : A, — X es un p-simplejo
singular en X entonces fo0 : A, — Y es un p-simplejos singular en Y. Asi, la asig-
naciéon ¢ — f o o induce un homomorfismo

fpidp(X) — Ap(Y)
c=Ysnc0 +— fplc)=Ysnsfoo

que extiende linealmente la asignacién 6 — foo.
Observe que para ¢ =Y ;150 una p-cadenaenX, f,,(c) = Y 5 ns0 es una p-cadena
enY.



1.5 Homologia 33

Proposicion 1.5.19. Para una funcion continua f: X — Y y p > 0. Se tiene que el
siguiente diagrama conmuta

es decir, dp 0 f, = fp—100,.

Demostracion. Basta mostrar que para un p-simplejo singular ¢ : A, —> X se vale
Ip(fp(0)) = fr—1(dp(0)). Efectivamente

g

La proposicion anterior nos dice que una funcién continua f : X — Y induce que
el siguiente diagrama

cumple que
apofp :fp—l Oap Vp

Proposicion 1.5.20. Dada una funcion continua f : X — Y. Se tiene que existe un
homomorfismo de grupos
JetHp(X) — Hp(Y)

tal que

Sellel]) = [[fp()]]-
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Para evitar confusiones f se denota también por H,(f).
Demostracion.

» Sic e Z,(X) entonces fy(c) € Z,(Y). En efecto, se tiene
8P<fp(c)) = fpfl(ap(c)) = fpfl(()) =0.

= f, estd bien definida. Sean c1,¢; € Z,(X) con ¢1 ~ 3. Asf, ¢c; — ¢ = dpy1(d)
cond € A, 1(X). Se tiene que

Ip(cr) = fplea +ap+1(d))
= fp(02> +fp(ap+l (d))
= fp(c2) + Ipt1(fp+1(d))

de donde
foler) = fple2) = pr1(fpt1(d))

y por lo tanto

fp(e2) ~ fplca).

= f, es morfismo.

O

Teorema 1.5.21 (Propiedades funtoriales). Para espacios topoldgicos, H, es un funtor
covariante, esto es, satisface:

Cl) Hp<ldx) = lde(X)
b) Hy(fog)=Hy(f)oHy(g)

Demostracion.
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a) Observe que

(idx)p(0) =idyoco=0 YV 0:A, =X

de donde

(idx)p = idAp(X),
por lo tanto

Hp(ldx) - lde(X)
b) Se muestra que

frogp=(fo8)p
esto a su vez basta verificarlo para ¢ : A, — X, un simplejo singular. La afir-
macion sigue ahora de

(fog)oo = fo(goo).
O

Corolario 1.5.22. Si X y Y son espacios topoldgicos homeomorfos entonces Hy,(X)
y Hy(Y) son grupos abelianos isomorfos. De modo explicito, si f: X — Y es un
homeomorfismo entonces

Hp(f) :Hp(X) —>Hp(Y)
es un isomorfismo, mds aun, su inversa estd dada por
Hy(f)' =Hp(f ).

Demostracion. Supongamos que g : ¥ — X es una inversa continua de f. Tenemos
que los siguientes diagramas conmutan

X1y y —$.x
L N
X Y

Tenemos entonces, por las propiedades funtoriales, que los siguientes también con-
mutan

Hpy(X) —=H,(Y) Hpy(Y) — H)(X)
id}% LHp(g) idflp(k lﬂp(f)
Hpy(X) Hy(Y)

Mais importante atn, vale el siguiente.
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Teorema 1.5.23 (Invarianza homotoépica). Sean f,g: X — Y funciones homotdpicas.
Se tiene entonces que

Hp(f) :Hp(g) 3Hp<X) —>HP(Y)-

Demostracion. Véase el teorema 2.10 de [8]. O
Como consecuencia de la invarianza homotdpica de la homologia y de las propie-
dades funtoriales, se tiene la siguiente.

Proposiciéon 1.5.24. Si X e Y tienen el mismo tipo de homotopia entonces H,(X) es
isomorfo a H,(Y). De modo mds preciso, si f : X — Y es equivalencia homotdpica
entonces Hy,(f) : Hy(X) — H,(Y) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea g : Y — X inversa homotépica de f. Se tiene que
gof~idy fog~idy.
Se tiene entonces que
idy,(x) = Hp(idx) = Hp(g o f) = Hp(g) o Hp(f),

andlogamente, se tiene
Asi,

es isomorfismo, con inversa

Hy(g) : Hp(Y) — Hp(X).

Es inmediato que, de la proposicion anteror, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.5.25. Sea A C X un retracto por deformacion de X, i : A — X la inclusion
natural. Se tiene entonces que H), (i) : Hy(A) — H,(X) es un isomorfismo.

Demostracion. A tiene el mismo tipo de homotopia que X. a
Podemos generalizar todo lo anterior a la categoria de parejas de espacios.

Definicion 1.5.26. Una pareja de espacios es un par ordenado de espacios topologicos
(X,A) tal que A C X es subespacio.

Una funcion f : (X,A) — (Y, B) entre parejas de espacios es una funcion
f:X —Y tal que f(A) CB.
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Observemos que si (X,A) es una pareja de espacios, se tiene que la inclusion
i:A— X es continua e induce un morfismo i, : A,(A) — A, (X) el cual es claramente
inyectivo.

Tenemos asi, una sucesion exacta de grupos

0——=A,(A) —= A, (C) —=Ap(X)/Ap(A) —=0

ya que, como A,(X) es abeliano, se tiene que A,(A) es subgrupo normal de A,(X) y
asi A,(X)/A,(A) es un grupo abeliano, el cual lo denotamos por A, (X,A).
Vamos a denotar por A, (X) al complejo de cadena asociado a X

= A1 (X) = Ap(X) —= Ay (X) — -

Sea (X,A) una pareja de espacios. Vamos a decir que A,(A) es subcomplejo de
A.(X) y lo denotamos por A,(A) < A.(X); tenemos asi el complejo de cadena co-
ciente asociado A, (X)/Ax(A), el cual le llamamos el cociente de A.(X) por A.(A) y
lo denotaremos por A, (X,A). De esto, tenemos una sucesién exacta de morfismos de
complejos de cadena, esto es, tenemos

i

0—= A (A) —= A (X) —= A(X)/A(A) —=0
Observacion 1.5.27.

» Note que un elemento [c] € Ap(X,A) = Ap(X)/Ap(A) esta representado por ¢ €
Ap(X)yd:Ap(X,A) — Ap_1(X,A) estd definido mediante d ,[c] = [dp(c)].

= ¢y y ¢y representan el mismo elemento de Ap(X,A) si ci —cp € Ap(A).
= [c] €Kerd, < dyc €A, 1(A).

[c] € Ap(X,A)

Definicion 1.5.28. Sea (X,A) una pareja de espacios.
n Los elementos de A,(X,A) se llaman p-cadenas de X relativas a A.

» Decimos que ¢ € Ay(X) es un p-ciclo relativo a A si dy(c) € Ap—1(A). El con-
junto de p-ciclos relativos a A se denota por Z,(X,A) C Ap(X).
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» Diremos que ¢ € Ap(X) es una p-frontera relativa a A si existen d € A, 1(X),
e € Ay(A) tales que ¢ = d,11(d) +e. El conjunto de p-fronteras relativas a A se
denota B,(X,A) C Ay(X).

Observacion 1.5.29.
= [c] € Kerd, <= c € Z,(X,A).
= [c] €Imd, i1 <= c € B,(X,A).

Definicion 1.5.30. Sea (X,A) una pareja de espacios. Llamamos al p-ésimo grupo de
homologia asociado con el complejo A, (X,A) el p-ésimo grupo de homologia relativa
a Ay se denotard por H,(X,A).

Notemos que se tiene
H,(X,A) = Kerap/lmapﬂ Z,(X,A)/By(X,A).

Lema 1.5.31 (Morfismo conexion). Sea

00— A(A) = AL (X) — T AL(X,A) ——=0

la sucesion exacta de morfismo de complejos de cadenas. Para cada p > 0, existe
entonces un morfismo
0x 1 Hy(X,A) — H,_1(A).

Demostracion. El morfismo conexién tiene regla de asignacion d;[a] = [d,] con
ot €Zy_1(A). O

Teorema 1.5.32 (Sucesion exacta larga de homologia). Dada una pareja de espacios
(X,A), se tiene una sucesion exacta larga de grupos abelianos

Hy (i) Hy(7) s
"_>HP<A)L>HP(X>_])>HP(X A)_> p—l(A)_> p—l(X)_>"'

Y

donde 0, es el morfismo conexion, Hp(i) es el inducido por la inclusion i : A — X
y H,(m) es el inducido por la proyeccion © : Ap(X) — Ay(X,A), todos asociados al
complejo de cadena

i

O—>A*(A)—*>A*(X)—>A (X,A)—=0
Una aplicacion inmediata de lo anterior es el siguiente corolario.

Corolario 1.5.33. Suponga que la pareja de espacios (X,A) satisface H,(X,A) =0
para todo p. Se tiene entonces que Hy(X) = H,(A) para todo p.
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Demostracion. La sucesion exacta es en este caso
--—>O—>HP(A) —>H,,(X) —0— -

en particular
Hp (i)
0 Hy(4) % Hy(X) —0

es exacta, asi H,(i) es isomorfismo. O
Valen muchas propiedades andlogos a lo visto anteriormente, que daremos a con-
tinuacion. Ver proposicion 2.19 de [8].

Definicion 1.5.34.

» Dos funciones de parejas de espacios f,g: (X,A) — (Y,B) se dicen homoto-
picas relativas al par si existe H : X x I — Y una homotopia de f a g tal que
H(a,t) € Bparatodoa € Aytodot € 1.

= Dos parejas de espacios (X,A), (Y,B) tienen el mismo tipo de homotopia si
existen funciones f : (X,A) — (Y,B), g : (Y,B) — (X,A) tales que go f >~y
idix A) Y f o8 ~paridy p).

Lema 1.5.35. Sea f: (X,A) — (Y,B) continua, se tiene que f, : Ay(X) — A, (Y)
tal que f,(Ap(A)) C Ap(B) induce un morfismo de grupos f, : Ay(X,A) — A,(Y,B)
el cual pasa a homologia, es decir,

H,(f) :Hy(X,A) — H,(Y,B).
Valen las propiedades funtoriales.

Teorema 1.5.36. Paraidx 4 : (X,A) — (X,A), f:(X,A) — (¥,B),
g: (Y,B) — (Z,C) funciones de parejas, valen

= Hp(idx p)) = idy,(x a)

= Hp(gof) = Hp(g) OHp(f)

Teorema 1.5.37 (Invarianza homotdpica). Si f,g: (X,A) — (Y, B) son funciones ho-
motopicas entre parejas entonces

H,(f) = Hp(g) : Hy(X,A) — Hp(Y,B).
En particular, si (X,A) ~pqr (Y,B) entonces H,(X,A) es isomorfo a H,(Y,B).

El siguiente teorema es de suma importancia a la hora de hacer calculos con ho-
mologia.
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Teorema 1.5.38 (Excisién). Dados Z C A C X subespacios de X tales que la clausura
de Z estd contenido en el interior de A, se tiene entonces que la inclusion
i:(X—Z,A—2Z) = (X,A) induce ismomorfismos

H,y(i) : Hy(X —Z,A—Z) — H,(X,A)

para todo p. Equivalentemente, para subespacios A,B C X tales que
int(A)Uint(B) = X, se tiene entonces que la inclision i : (B,ANB) — (X,A) induce
isomorfismos

H,(i) : H,(B,ANB) — H,(X,A)

para todo p.

Demostracion. Ver el teorema 2.20 de [8]. O

Corolario 1.5.39 (Homologia local). Sea X un espacio topologico y xg € X un punto
cerrado. Se tiene que para cualquier vecindad abierta U de xq vale

Hp(X, X —{x0}) = Hp(U,U — {x0}),
es decir, la homologia de (X,X — {xo}) depende solo de la homologia alrededor de x.

Demostracion. SeaU =By A =X — {xo} C X es abierto, asi, imtB=U yintA=Ay
intAUintB = X. Usando el teorema anterior se tiene un isomorfismo

Hy(i) : Hy(U,U — {x0}) — Hp(X,X — {x0}).

Otro teorema muy importante al calcular homologia es el de Mayer-Vietoris.

Lema 1.5.40 (Complejo de cadena de Mayer-Vietoris). Sea X un espacio topologi-
coy A,B C X subespacios tales que X = intA UintB. Consideremos las inclusiones
naturales

i*:ANB—A #:ANB—B

AAsXx BaXx.

Se tiene que la sucesion
0——=AANB) —5 A (A) B AL (B) L— AL(X) —=0

es exacta; aqui

= wy(c) = (7(c),i5(c))
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s AL(X) = jA(Ap(A)) + jB(Ap(B)) es subgrupo de Ay(X).

= Vp(a,b) = jp(a) = jy (b).

Teorema 1.5.41 (Mayer-Vietoris). Sean X, A, B, como en el lema anterior. Se tiene
entonces que existe una sucesion exacta larga en homologia

- —=Hy(ANB) —=H)(A) & Hy(B) —=Hp(X) —=H,_1(ANB) — -
Terminamos esta seccion con un ejemplo de célculo de homologia.

Ejemplo 1.5.42 (Homologia de S"). Sea S" la n-esfera. Sea
S"=D", UD" _

donde D", | ,D" _ son los hemisferios superior e inferior paro abarcando un poco mas
uno del otro; por ejemplo D'y | = {(x1,....%,11 €S" i Xpp1 > —€ y 1 > € >0 dado}.
Se tiene que

D', | UintD" _ = §".

Podemos aplicar el teorema de Mayer-Vietoris, asi consideramos la sucesion exacta
larga

= Hy(D ) ©Hp(D™ ) —=Hp($") —=Hp (D, ND"_) — -

Como D | ,D" _ tiene el mismo tipo de homotopia que un punto, pues ambos son
cantrdctiles, asi H,(D", ) = H,(D" _) = 0; se tiene lo siguiente.

Para p > 1 se tiene que la siguiente sucesion es exacta
0——=Hy(S") —=H,1(D} . ND"_) —0

es decir, Hy(S") = H,—1(D"., ND"_) y como D"., N D" _ se retrae a S"~' C §" se
tiene entonces que
Hy(8") = Hyr ("),

Con esto, se tiene que

» Parap>n>0,

Hy(S")Y=H, 1(S" )= =H, ,(s°) =0+0=0.

» Paran>p > 1,

Hp(Sn) :Hp_l(Snfl) =...=H, (Snfp+1>1) =m (Snfp+1>1) —0.
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= Para p =n,

Hy(S")=H, (" = -=H (") =m(S") =2
En resumen, paran > 0,p > 0, tenemos

o= {3 171

Para terminar esta seccién vamos a dar el siguiente resultado, el cual es muy util
en el célculo de la homologia de espacios CW-complejos. Estos los vamos a utilizar al
final de la seccion 3.4 del capitulo 3 de esta tesis, para demostrar el corolario 3.4.6.

Teorema 1.5.43. Sean X un espacio CW-complejo, n,m € N con n > m. Se tiene que

a) Hy(X", X" 1) =0 para p # n., y H,(X",X""1) es abeliano libre con base en
correspondencia biyectiva con las n-celdas de X".

b) H,(X")=0si p>n. Enparticular, si X es de dimension finita entonces H,(X) =
0 para p > dim(X).

c) Hy(X",X™)=0sip>ndp<m.

No daremos la demostracion del teorema anterior, pues se salen de nuestros intere-
ses, ya que por ejemplo, en el inciso b), requiere de definir un concepto de sucesion
exacta larga de una terna de espacios (X,A,B), donde B C A C X son subespacios. El
lector interesado en ésto, puede consultar [8, lema 2.34].

1.6. Orientacion en variedades

En esta seccidn estudiaremos la nocidn de orientacidn de una variedad topoldgica,
determinado de alguna manera mediante su homologia local. Daremos una condicién
necesaria, mediante el grupo fundamental, para saber cuando una variedad topoldgica
es orientable. También caracterizaremos la homologia de una variedad orientable. En
esta seccion nos hemos basado principalmente en el libro [25].

Para empezar, recordemos qué es una variedad n-dimensional [15] [28].

Definicion 1.6.1. Una variedad topologica de dimension n es un espacio topologico
de Hausdorff M tal que para cada punto p € M existe una vecindad abierta de p que es
homeomorfa a un abierto de R". En ocasiones a M simplemente le diremos n-variedad
topologica.

Veamos algunos ejemplos de estos espacios.
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Ejemplo 1.6.2.

a)

b)

c)

d)

Es claro que R" es una n-variedad topolégica y cualquier abierto no vacio de
R" es también una n-variedad.

Se puede probar que que todo abierto no vacio de una variedad topoldgica es
una variedad topologica de la misma dimension.

Si M y N son variedades topoldgicas de dimension n 'y m, respectivamente; se
tiene entonces que M x N, con la topologia producto, es una variedad topologica
de dimension n+ m.

Dadon> 1, sea 8" = {(x1,...,xp41) ER" ! :x} 4 -x2 | =1}, la n-esfera uni-
taria, que con la topologia inducida por la de R"! es un espacio topoldgico
compacto (cerrado y acotado de R"™1). Veamos que S" es una variedad topolo-
gica de dimension n. Claramente S" es de Hausdorff.

Para cadai=1,...,.n+ 1, consideremos las semiesferas abiertas

Ut ={(x1,..;Xn11) €S": x; > 0},

i
U~ ={(x1,...,xp41) € 8" 1 x; < 0}.
Claramente Ul.jE son abiertos de §" y se tiene que
st=uUtl(utuuy).
Consideremos el n-disco abierto centrado en el origen de radio 1,
D" ={(x1,....x,) ER": x}+---x2 < 1} CR",
y definamos las funciones

l
por
(l)ii(xl,...,an) = (X1 ooy i 15 Xip 1y ey Xt 1) -

Se tiene que ([)l.i es continua, con inversa
-1 . pnn +
(¢;) :D"—U;

1

dada por

((bl:t)il(y]?“'?yn): yl?"‘?yi_IJi

n
1- Z y]%?)}l'v <3 YVn
k=1

Como ((Z)l.i)_1 también es continua, deducimos que (])l-i es un homeomorfismo.

Por lo tanto, S" es una n-variedad topologica.
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e) Veamos que, RP", el espacio proyectivo real de dimension n es una variedad
topologica de dimension n.

Recordemos que el espacio proyectivo real de dimension n es el espacio cociente
RP" = (R"™! —0)/ ~, donde la relacién de equivalencia ~ estd definido como
sigue: dados x,y € R"T1 -0,

x~y <= existe A €R—0tal que x = Ay.

Consideremos la proyeccion natural al cociente T1: R"™1 —0 — RP", el cual
es una funcion cociente y es sobreyectiva.

En el ejemplo 1.2.16 verificamos que RP" es un espacio de Hausdorff.

Por otro lado, para cadai=1,...,n+1, sean
O0; ={(x1,..;xpp1 €R"™ i x; 20} c R -0

subconjuntos abiertos de R*T1 — 0.

Como I es continua 'y sobreyectiva, tenemos que T1-1(I1(0;)) = 0. As, el con-
junto V; =T1(0;) es abierto en RP". Notemos que

Vi= H(Ol) = {[xl,...,an] L X 7é O} C RP™.

Definamos
o :Vi— R"

por

X1 Xi—1 Xi+1 Xn+1
Oi([x1 s Xng1]) = <— it paia NuN )

bl
Xi Xi Xi Xi

Se puede verificar fdcilmente que @; es biyectiva.

Veamos que @; es continua. Consideremos la composicion

0, - v, 2 Re

Se tiene que
®; oll: 0; — R"

estd dada por

X1 Xi—1 Xi+1 Xn+1
(x17-~-7xn+1)’_> DR ) PR I
Xi Xi Xi Xi
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la cual es claramente continua. Sea A C R" un abierto, se tiene que

(gioTD) ™' (A) =T1"' (¢ ' (A))

es abierto en O;, como Il es continua, se tiene que (pf1 (A) es abierto en V;; por
lo tanto, @; es continua.

La inversa de @; es la funcion
yi:R"—V;

dada por
Wi (X1, ey Xn) = [0y ey Xim 1, Ly Xy ey X

la cual es continua, pues si consideramos, para cadai = 1,...,n+ 1, la funcion
continua h; : R" — R —0 definido por hi(x1,...,x,) = (X1, .0, Xi—1, 1, X, ., Xp),
se tiene que la siguiente composicion

Rn_h;'Rn—H_OH_)Vi

es continua y es inmediato que Y; = Il o h; es continua.

Por lo tanto, @; es homeomorfismo y ademas, no es dificil verificar que U;V; =
RP".

La siguiente proposicion es el punto de partida hacia la orientacién de variedades
mediante la homologia.

Proposicion 1.6.3 (Homologia local). Sea xo € X un punto cerrado. Se tiene que para
cualquier vecindad V C X de xg tal que xq € int(V) vale que

Hq(X7X - {XO}) = Hq(vav - {XO})a
es decir, la homologia de (X,X — {xo}) depende solo de la topologia alrededor de x.

Demostracion. Nos fijamos en A := X — {xo} C X que es abierto en X, asi A = int(A).
Consideremos U := X — V. Afirmamos que xq ¢ U, pues int(A)NU = int(V) N (X —
V) = 0. Por lo tanto, U C X — {xo} = int(A). Se tiene entonces, por el teorema de
excision, que

Hy(V.V — {x0}) = Hy(X —U.A~U) = Hy(X.A) = Hy(X.X — {x0}).

Recordemos los siguientes resultados.
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Proposicion 1.6.4. Sean xy € X y V una vecindad de x. Si dV es retracto por defor-
macion de V — {xo} entonces

Hy(V) = Hy(V — {x0}).

Proposicion 1.6.5. Sea X espacio topologico y V C X subespacio. Si 'V es contrdctil
entonces
H,(V)=0 Vgq>0.

Tenemos el siguiente resultado

Proposicion 1.6.6. Sean xo € X y V una vecindad de xy. Si 'V es contrdctil y dV es
retracto por deformacion de V — {xy} entonces

Hq(V,V— {XO}) = Hq_1(8V) Vg>1.

Demostracion. Consideremos la pareja (V,V — {xp}), se tiene una sucesién exacta
larga en homologia

= Hy (V) —=Hy(V,V —{x0}) —=Hy1(V —{x0}) — -
Si g > 1 tenemos que

0——H,y(V,V —{x0}) —= Hy1(V — {x}) —0.

Asi, tenemos que
H,(V,V —{xo}) = H, 1 (3V).

Proposicion 1.6.7. Para una n-variedad M y n > 1. Se tiene que
H,(M,M —{xp}) =2 ¥ xo € M.

Demostracion. Sea xo € M. Como M es una n-variedad, se tiene entonces que existe
V C M cerrado en M, la cual es homeomorfo a la n-bola cerrada, D", en R", tal que
xo € int(V) con (V,xp) homeomorfo a (D",0). Asi, dV es retracto por deformacién de
V —{xo} y V es contréctil, ademds 9V ~ 5"~ !

De lo anterior, si g > 1 se tiene que

Hy(M,M —{xo}) = Hy(V,V —{x0}) = Hy_1(9V) = Hy1(S""").
Asi, si g = n se tiene que

H,(M.M—{x0}) =H,_1(S" 1) =2Z.
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Definicion 1.6.8. Sea M una n-variedad. Una orientacion local de M en xy € M es un
generador de Hy(M,M —{xy}) = Z.

Siguiendo la notacion de la proposicion anterior tenemos las siguientes igualdades

Hy (MM —{x0}) = Hy(V,V — {x0})

H,(

= H,(V,0V)
= Hy(D",D" —{0})
— Hn(Dn,Sn_l)
=Z.

Asi, considerando la inclusién i : (V,dV) — (M, M —{xp}), si {v} denota un gene-
rador de H,(V,0dV) = Z, a este generador {v} le llamamos clase fundamental.

Tenemos asi que {v}y, := i~{v} es una orientacion local para M en x.

En general, si o € H,(V,dV) entonces podemos definir o, := i, (o) € H,(M,M —

{x0})-

Definicion 1.6.9. Una funcion

0o:M— | | H(M,M—{x0})

se llama orientacion de M si,
i) o(x) € H(M,M — {xy}) es orientacion local en x.

ii) Para cada n-bola’V.C M (es decir, V =~ D")) se puede elegir {v} € H,(V,dV)
clase fundamental tal que o(x) = {v}, ¥V x € int(V).

Decimos que M es orientable si existe una orientacion para M.
Definicion 1.6.10. Sea M una n-variedad topologica. Definimos
M = {(x,0(x)) : x € M,0(x) € H,(M,M — {x}) es orientacion local}.
Analicemos la proyeccion natural a la primera entrada
p: M — M
(x,0o(x)) +— x
Observacion 1.6.11.

i) p es suprayectiva.
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ii) La preimdgen p_l(x) tiene exactamente 2 elementos (hay 2 generadores en
H,(M,M — {x0}) = 2).

iii) Si B C M es una n-bola, se tiene entonces que
p l(imB) = {(x,a,) : x € intB} U{(x, —0t,) : x € intB}
donde o € H,(B,dB) es clase fundamental.
Denotemos por
Bo ={(x,a) :x€intB} y B_q ={(x,—0y):x € intB},

se tiene que
Ba me(x - @.

iv) Para una n-bola B C M con clase fundamental o, se tiene que la restriccion
Pa =P |B,: Ba — intB
es una biyeccion.

Definicion 1.6.12. Decimos que un conjunto U C M es abierto si pe(U NBy) C M)
es abierto en M, para todo o € H,(B,dB) clase fundamental y para todo n-bola B.

Proposicion 1.6.13. La coleccion de los conjuntos abiertos ,U, de la definicion ante-
rior forman una topologia para M.

Proposicion 1.6.14. La topologia de M hace a Pa : Bo — intB un homeomorfismo.
Lema 1.6.15. Se tiene que By, C M es abierto.

Demostracion. Por la definicién de la topologia, queremos ver que py/(By N B,) es
abierto en M, para todo @’ clase fundamental de H,(B',dB’) y B' C M n-bola.
Fijamos B' C M n-bolay o € H,(B',dB’). Se tiene que

po(BaNBl,) ={x€intBNintB': o, = ot} C M.

Denotemos por U = {x € intBNintB': o, = ot} C M. Seax € U, asi x € intBNintB', se

tiene que existe una n-bola B” conteniendo a x en su interior tal que B” C intBNintB'.
Veamos que intB"” C U. Paracaday € inyB”, M — intB” es retracto por deformacién

de M —{y}, asi, se tiene que H,(M,M — intB") = H,(M,M — {y}).

‘ I;a condicion a = OC)/, significa que & y @' tienen la misma imagen en H,(M,M —

intB"). o € Hy(B',0B')

|

o € H,(B,0B) — H,(M,M —{y}) = H,(M,M — intB")
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La condicién o, = a; es entonces independiente de y € intB” y como para y = x
ya se tiene o, = ay, se sigue que oy, = @, para todo y € intB”, es decir, intB" C U.

Asi, para cada x € U hemos encontrado una n-bola B” conteniendo a x en su interior
y B” C U, asi, U es abierto. O

Teorema 1.6.16.

= p: M — M es un cubriente de 2 hojas.

» Una funcion
o:M— | | Hy(M,M—{x})
xeM
es una orientacion si y solo si

s:M — M
X = (x,0(x))

es una seccion de p ( es decir, s es continua tal que pos = idy.)

Demostracion.

= Por la observacion 1.6.11 y proposicién 1.6.14.

» (=) Si
o:M— | | H\(M,M—{x})
xeM
es una orientacion, se tiene que para cada n-bola B C M, se puede elegir o €
H,(B,dB) una clase fundamental tal que o(x) = @ para todo o € intB.

Asi,

s:M — M
X = (x,0(x))

es una funcidn tal que s | p: intB — By es la inversa de pq : By — intB, el cual
es homeomorfismo y asi s |;,,;p es continua.

(<) Reciprocamente, si

s:M — M
X = (x,0(x))

es una seccion de p, se tiene que s es continua. Como B C M, se tiene que intB
es conexo, asi s(intB) C By, para algin o clase fundamental (B es una de las
2 hojas, ya que B, N B_y = 0), esto quiere decir que hay una clase fundamental
o € H,(B,dB) tal que s(x) = (x, o) para todo x € intB, es decir, o(x) = o, para
todo x € intB. Asi, o es orientacion. O
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El siguiente corolario es importante, pues reescribe orientabilidad en términos de
cubrientes.

Corolario 1.6.17. M es orientable si y solo si p : M — M es un cubriente trivial.

Demostracion. Si M es orientable, se tiene que existe una orientacion o y por el teo-
rema anterior existe s : M — M una seccién de p: M= M.

Consideremos S° = {—1,1}. Afirmamos que p; : M x S® — M equivale a
p: M — M.

Consideremos

~

o:MxS" — M
(x,€) = (x,€0(x)),

¢ es continua y hace conmutar el diagrama

MxS0L o p
lp

NG
se verifica que ¢ es homeomorfismo.

Reciprocamente, Si p : M — M es un cubriente trivial, se tiene entonces que existe
un homeomorfismo

M

~

o:MxS" — M
(x,&) = (xe0(x)),
que hace conmutar el diagrama siguiente

MxS0 P oy

M
Se tiene una seccion de p
s:M — M
x = o).

Asi, o0 es una orientacién y M es orientable a

Para concluir esta seccion reescribiremos la condicién de orientabilidad en térmi-
nos del grupo fundamental (proposicién 1.6.21).

Consideremos la aplicacién cubriente p: M — M y xo € M. Sea ® : [0,1] = M un
camino tal que @(0) = xp y ®(1) =x;. Eligiendo orientaciones locales o(xp) sobre x,
se tiene entonces que existe un Uinico camino

®:[0,1] — M
t = (0(),0(0(r))),
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con ®(0) = (xg,0(xp)), levantando a @,

es decir, @ = po @. Supongamos que ®(1) = (x1,0(x1)), en este caso decimos que la
orientacién local o(x;) en x; viene de trasladar la orientacion local o(x) a través de @
y escribimos o(x1) = 0 (x1).

Definicion 1.6.18. Un lazo ® : I — M se dice que preserva orientacion si 0g(x1) =
0(xp) y que invierte orientacion si 0g(x1) = —o(xp).

Teorema 1.6.19.
1) 0e(x1) solo depende de la clase de homotopia de ®, esto es,
O~ 0 = 0(x1)=o04(x1).
Asti, si 0 ~. 0 entonces m preserva orientacion.

2) Si w, vy son caminos conectables entonces
0wxy(x1) = 0y(0n(x1)).
3) Si @ es un lazo entonces ® * ® preserva orientacion.
Corolario 1.6.20. Se tiene que el conjunto
{|w] € 1 (M,x0) : @ preserva orientacion}
es subgrupo de 1w (M, xo).
Observacion. Se tiene que

p(m(M, %)) = {[po7]: [v] € m(M, %)}
= {[®] € 71 (M,xp) : ® preserva orientacién}.

Proposicion 1.6.21. Sea M una n-variedad arco-conexa. M es orientable si y solo si

~

p*(ﬂ'l (M,jc\())) =1 (M,XO).
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Demostracion. Si M es orientable, se tiene que p es cubriente trivial, es decir,
M x S°. Sea @ : I — M un lazo en x, asi, se tiene un lazo @ : I — M, @(t) = (@ (¢
levantando a ,

M=
) 1),

esto es, po @ = m; asi, se tiene que
(@] = [po ®] = p:[@] € p.(m (M,%))-
Reciprocamente, si p. (1 (M, %)) = 71 (M, xo), en particular se tiene que
(idp )« (701 (M, x0)) = 701 (M, x0) C pi (701 (M, %))

Como M es arco-conexo, se tiene entonces que existe un tnico s : M — M levantando
a idM,
(M ,X())

/1
s lp
Ve

(M,X()) TM) (vao)
es decir, pos =idy, asi, s : M — M es seccién global del cubriente p : M — M, con
esto, se tiene que p es trivial y M es orientable. O
Observacion. Si H = p.(m ((M,%)) es subgrupo propio de G = (M, xp), se
tiene que H es de indice 2, pues todo lazo o € G satisface w” € H; y asi, H es subgrupo
normal de G.

Corolario 1.6.22. Para una n-variedad arco-conexa M se tiene que si (M) no con-
tiene subgrupos de indice 2 entonces M es orientable.

Corolario 1.6.23. Si M es n-variedad arco-conexa y simplemente conexa entonces es
orientable.

Los siguientes dos resultados son muy importantes, pues nos dan informacién de
la homologia de una variedad orientable. La demostracion puede consultarse en [13].

Teorema 1.6.24. Sea M una n-variedad topolégica’y A C M un subconjunto compacto
orientable con un niimero finito k de componentes conexas. Se tiene entonces que

H,(M,M —A) =ZF,
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Para las variedades compactas y conexas tenemos una caracterizacion muy simple
de la orientabilidad en términos de su homologia:

Corolario 1.6.25. Si M es una n-variedad topologica compacta y conexa entonces se
cumple que

Z si M es orientable

0 en caso contrario.

(o) = {

1.7. Algunas palabras sobre la conjetura de Poincaré

En 1904, el matematico francés, Henri Poincaré planteé un problema sobre topo-
logia de variedades de dimension 3. Popularmente se le llama conjetura de Poincaré, a
pesar de que el célebre matematico francés lo plante6 como una pregunta [22].

Poincaré observa que una propiedad caracteristica de la 2-esfera S es que se trata
de una 2-variedad simplemente conexa, o sea, toda curva cerrada y sin autountersec-
ciones contenida en la variedad se puede deformar a un punto de manera continua.
Esto le lleva a plantearse si la misma cuestion es cierta en dimensién 3. Asi, formula
una pregunta

(Es la 3-esfera la unica 3-variedad cerrada tal que toda curva cerrada simple se
contrae a un punto?

Poco después, se plantea como conjetura que, usando un lenguaje actual, quedando
del siguiente modo.

Conjetura 1.7.1 (Poincaré). Toda 3-variedad cerrada y simplemente conexa es ho-
meomorfa a la esfera S°.

Esta conjetura ha sido abordada de una u otra manera por todos los topologos que
han estudiado variedades tridimensionales en los dltimos cien afos. Este problema tar-
d6 mads de un siglo en resolverse, hasta que en el 2006, el matemético ruso G. Perelman
di6 una demostracion de la conjetura de Poincaré [16], [21], [12].

De hecho, Perelman demostr6 otro problema, conocido como la conjetura de geo-
metrizaciéon de Thurston, enunciada por William P. Thurston [27], el cual dice que
cualquier 3-variedad es geométrica o se puede descomponer (por cirugia a lo largo de
esferas y toros incompresibles) en variedades gaométricas. Este teorema de geometri-
zacion implica, de manera particular, la veracidad de la conjetura de Poincaré [16],
[21], [12].

En este trabajo de tesis, a la conjetura de Poincaré, le vamos a llamar teorema de
Perelman-Poincaré, pues aunque el teorema de Perelman es el teorema de geometriza-
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cion, le atribuimos, de hecho, a Perelman la demostracion de la conjetura de Poincaré,
y lo enunciamos como sigue.

Teorema 1.7.2 (Perelman-Poincaré). Toda 3-variedad cerrada y simplemente conexa
es homeomorfa a S°.



Capitulo 2

El hiperespacio producto
simétrico de un continuo

La teoria de continuos e hiperespacios es un drea muy interesante en la matema-
tica. En 1883, G. Cantor [6] da las primeras nociones del concepto de continuo. Los
hiperespacios tuvieron sus inicios aproximadamente en 1900, con los trabajos de F.
Hausdorff [9] y L. Vietoris [29].

En este capitulo estudiamos el concepto de un continuo y sus hiperespacios, y nos
adentramos en el estudio de hiperespacios conocidos como los productos simétricos y
mostramos que estos son, también, continuos. También estudiamos modelos geomé-
tricos de los productos simétricos.

2.1. Definicion y ejemplos de continuos

Esta seccion esta dedicado principalmente para familiazarnos con el concepto de
un continuo.

Definicion 2.1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio compacto y conexo.
A continuacion, damos algunos ejemplos mds usuales de continuos.
Ejemplo 2.1.2.

a) El intervalo cerrado [0,1] es un continuo que denotaremos por 1. Un arco es
cualquier espacio homeomorfo a [0,1]. Asi, un arco es un continuo, ya que [0, 1]
es un continuo.

[0,1]

55
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b) Un triodo simple T es la union de tres arcos 11,11, 1z que coinciden exactamente
en un punto extremo p 'y tales que, por pares, los conjuntos Iy \ {p}, L\ {p}y
L\ {p} son disjuntos. Un triodo simple es un continuo.

143

¢) Dado x € R" y € > 0, la bola cerrada B;(x,€) es un continuo. En particular,
D'"={aeR":||a|< 1}, el n-disco es un continuo.

D2

d) Se tiene que la n-esfera, S", es un continuo. En particular, el circulo unitario S'
es un continuo. Cualquier continuo homeomorfo a S' se llama curva cerrada
simple.
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e) Sea P =S'U([1,2] x {0}). Se tiene que P es un continuo, el cual se conoce
como la paleta.

P

Existen continuos no tan triviales, mas complejos, que son objeto de estudio en la
teoria de continuos, tales como la curva senoidal del topdélogo, el Circulo de Varsovia,
hay continuos que se pueden construir a partir de otros continuos, tal como el cubo de
Hilbert, la carpeta de Sierpinski y la curva universal de Menger. No estudiaremos estos
tipos de continuos, ya que se salen de nuestros propdsitos. El lector interesado en estos
temas puede consultar [20].

2.2. Hiperespacios

En esta seccion estudiaremos algunos hiperespacio de un continuo y algunos de
sus propiedades; el cual, dotado de un métrica, resulta ser un continuo.

Definicion 2.2.1. Un hiperespacio de un continuo X es una coleccion de subconjuntos
de X que satisface cierta propiedad especifica.

Los hiperespacios de un continuo X mads estudiados son los siguientes:

2X={ACX:A#0 yAescerradoenX}.
C(X) ={A €2X : A es conexo}.
F,(X) = {A € 2X : A tiene a lo mis n puntos}, paracadan € N.

Como se puede ver, todos estos subconjuntos se definen de 2%, ademds se tiene que
F(X)={{p}:peX}, F,(X) C F,+1(X), paratodan € N.

Definicién 2.2.2. Dados € >0, p € X y A € 2X. Se definen:

By(e,p)={q€X:d(p,q) <€} y
NX(g,A) = {x € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.
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A BX (e, p) se le llama bola de radio € centrada en p y a N¥ (€,A) se le llama la nube
de radio € centrada en A.

En general y cuando no exista confusion con respecto a la métrica d y el espacio X
en que se estén definiendo dichos conjuntos usaremos la siguiente notacion:

Proposicion 2.2.3. Se tiene que

B(g,A) = | Be(a).

acA

Demostracion. Si x € N(€,A) entonces existe a € A tal que d(a,x) < €, asi, x € B¢(a)
para algun a € A, se tiene entonces que

xX€ U Be(a).

acA

Six € Uueq Be(a) entonces existe a € A tal que x € Be(a), asi, d(a,x) < €, se tiene
entonces que x € N(g,A). O
Observemos que N(&,A) es un conjunto abierto.

Definicién 2.2.4. Definamos H : 2% x 2X — Rt mediante
H(A,B)=inf{e >0:ACN(e,B) y BCN(g,A)},

para todo A,B € 2%,

Teorema 2.2.5. Se tiene que H(A,B) es una métrica para 2%,

Demostracion.

a) H estd bien definida:

Sean A, B € 2X. Como A # 0 entonces existe a € A. Como B C X es cerrado y X
es compacto entonces B es compacto, por lo que B es acotado, asi, existe x € X
y 0 > 0 tal que B C Bs(x). Sea € = d(a,x)+ 0 > 0,asi

B C Be(a) C N(g,A);
pues, para b € B, obtenemos que

d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < d(a,x)+ 0 = €.
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Por tanto, se tiene que
BC N(g,A).
Andlogamente, sea € > 0 tal que
AC N(SI,B).
Sea &, = {¢&, €1} entonces se tiene que
ACN(g,B) CN(e,B) y BCN(g,A) CN(&,A).

Por lo tanto,
{e>0:ACN(e,B) y BCN(g,A)}#0,

pues & estd en el conjunto anterior y como éste es acotado inferiormente por el
cero, se tiene entonces que existe el infimo;

inf{e>0:ACN(e,B) y BCN(g,A)}.
Con esto probamos que H(A, B) estd bien definida.

b) Para todo A, B € 2%, se tiene que H(A,B) > 0, pues H(A,B) es infimo de puros
términos positivos.

¢) Para todo A,B € 2%, es claro que se tiene que H(A,B) = H(B,A), pues en la
definicién de H, A y B juegan papeles simétricos.

d) Sean A,B € 2%, veamos que H(A,B) =0 < A=B.

En efecto, si A = B entonces

H(A,B)=inf{e >0:ACN(e,B) y BCN(g,A)} =0.

Supongamos que H(A,B) = 0. Veamos que BC Ay A CB.

Veamos primero la contension B C A. Sea b € B. Como A es cerrado se tiene que
A = A, donde A denota la cerradura de A en X, asi, es sufuciente ver que b € A,
esto es, para todo 0 > 0 se tiene que Bg(b) NA # 0.

Sea
0>0=H(A,B)=inf{e >0:ACN(e,B) y BCN(g,A)},
entonces existe

ec{e>0:ACN(e,B) y BCN(g,A)}
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tal que € < 9, asi

ACN(e,B) CN(8,B) y BCN(e,A) C N(S,A).

Como B C N(0,A), existe a € A tal que d(a,b) < 0, es decir, a € Bg(b), por lo

tanto

Bs(b)NA #£0.
por lo tanto b € A = A. De manera similar se prueba que A C B. Por lo tanto
A=B.

e) Antes de probar la desigualdad del tridngulo, primero vamos a demostrar el si-
guiente hecho.

Sean A,B,Cc2Xye, 6§ >0.SiA CN(e,C) yC C N(8,B) entonces A C N(& +
0,B). En efecto, seaa € A C N(g,C),asi, existe ¢ € C ta que d(c,a) < €, como
¢ € C C N(6,B) entonces existe b € B tal que d(b,c) < §; asi tenemos que

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) < e+36.

Por lo tanto A C N(e + J,B).
Ahora, sean A,B,C € 2X  se tiene que

H(A,C)+H(C,B) = inf{e >0:ACN(e,C) y CCN(e,A)}
+inf{6 >0:CCN(5,B) y BCN(6,0)}
=inf{e+6>0:ACN(e,C) y CCN(g,A) y CCN(68,B)
y BEN(6,C)}

>inf{e+8>0:ACN(e+6,B) y BCN(e+9,A)}
=inf{fA>0:ACN(A,B) y BCN(1,A)}.

Por lo tanto obtenemos

H(A,C)+H(C,B) > H(A,B).

O

Definicién 2.2.6. La métrica H(A,B) para 2X se le llama la métrica de Hausdorff
para 2X.

Asi, tenemos que (2X ,H ) es un espacio métrico. De hecho, en [20, teorema 4.13]
se prueba que 2X es un espacio topoldgico compacto y en [14, corolario 6.12], 2X
es conexo por trayectorias (en particular, conexo). Por lo que 2X con la métrica de
Hausdorff resulta ser un continuo [14, corolario 6.13].

Para entender un poco mds al hiperespacio 2% con la métrica de Hausdorff, veamos
una de sus propiedades.
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Teorema 2.2.7. Sean A, B € 2X y € > 0. Se tiene entonces que H(A,B) < € si'y solo si
ACN(e,B)yBC N(g,A).

Demostracion. Supongamos primero que H (A, B) < €, entonces existe
8'e{6§>0:ACN(5,B) y BCN(5,A)}

tal que &’ < &; se tiene entonces que A C N(6',B) CN(e,B) y BC N(8',A) CN(g,A),
por lo tanto A C N(g,B) y BC N(g,A).

Ahora, supongamos que A C N(€,B) y BC N(g,A). Consideremos la familia A" =
{N(6,A):0< 8 < ¢€}.Seab € B, existe a € A tal que d(a,b) < €, pues B C N(g,A).
Tomando & > 0 tal que d(a,b) < & < €, tenemos que b € N(8y,Ay N(&,A) € A4 ".Lo
anterior muestra que ./~ es una cubierta abierta para B. Como B es compacto, existen
01,0, ...,6, € (0,€) tales que B C U!_|N(§;,A). Consideremos y; = max{di,...,5,}, se
tiene entonces que ¥; € (0,€) y BC N(71,A). De manera andloga obtenemos que existe
7 € (0,¢€) tal que A C N(7»,B). Tomando Y = max{y;, 7>}, se tiene que A C N(y,B) y
BC N(7,A). Asi,

ye{8>0:ACN(5,B) y BCN(5,A)}.

Por lo tanto, se tiene que
H(A,B) <y<eE.

2.3. Productos simétricos

Ahora nos encaminaremos hacia nuestros propdsitos enfocandonos en un hiper-
espacio en particular, los llamados productos siméticos, que esencialmente éstos son
los hiperespacios en los que estaremos interesados; los cuales fueron introducidos por
primera vez por los matemadticos K. Borsuk y S. Ulam [4].

Definicion 2.3.1. Para cada n € N, al hiperespacio F,(X) se le llama el n-ésimo pro-
ducto simétrico de X.

Hemos visto que F,(X) C 2X  asi, la restriccién de la métrica de Hausdorff de 2% a
F,(X) hace de F,(X) un espacio métrico. Como primer resultado tenemos que F; (X)
es homeomorfo a X.

Teorema 2.3.2. La funcion f : X — F\(X) definida, para cada x € X, mediante
f(x) = {x}, es un homeomorfismo.
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Demostracion. Es claro que la funcién f es biyectiva.

Para ver la continuidad de f. Sea € > 0. Notemos que si x,y € X tales que d(x,y) <
€ entonces H({x},{y}) < €, pues {x} C N(&,{y}) y {y} C N(g,{x}). Por lo tanto f
es uniformemente continua, y por lo tanto continua. AS{i que f es una funcién supra-
yectiva y continua entre el espacio compacto X y el espacio Hausdorff F;(X), lo que
implica que f es un homeomorfismo. g

Asi, podemos pensar a X contenido en Fy(X), ya que F;(X) es una imdgen homeo-
morfa de X contenido en Fy,(X).

Consideremos el producto topolégico X" = []"_, X;, donde X; = X, para todo i €
{1,...,n}. Al considerar la métrica del maximo en X", esto es, parax = (x;) y y = (y;)
en X", definimos la distancia de x a y como

p(x,y) = méx{dx(x,-,yi) S {1, ...,n}},

se tiene entonces que p es una métrica para X" y la topologia inducida por esta métrica
es la topologia producto de X", ver [19, teorema 20.3].

A la métrica p definida para X", se le conoce también como métrica producto. El
siguiente resultado nos da una relacién entre X" y F,(X).

Proposicion 2.3.3. Consideremos la funcion f : X" — F,(X), dada por
fx1,x0,..0,xn) = {x1,%2, ..., %, }, para cada (x1,x7,...,x,) € X". Se tiene entonces que
f es una funcion continua y sobreyectiva.

Demostracion. Primero veamos que f es sobreyectiva. Si A € F,(X) entonces A =
{x1,..,xmconm<nya; €Xparacadai € {1,...,m}. Sim=nentonces f(xy,..,x,) =
A. Sim < n, basta considerar a,, | = ;12 = -+ = a, = a,, para tener que
flay,....am,ams1,...,a,) = A. Por lo tanto f es sobreyectiva.

Ahora demostraremos que f es uniformemente continua y por lo tanto continua.
Sea € > 0. supongamos que x = (X1, ...,xn),y = (V1,---,¥n) € X" y que p(x,y) < €. Se
tiene entonces que dx (x;,y;) < €, paratodo i € {1,...,n}. Luego, como x; € f(x) y y; €
f(y), tenemos que f(x) CN(e, f(y))y f(y) CN(g, f(x)), luego, por el teorema 2.2.7,
se tiene que H(f(x), f(y)) < €. Asi, f es uniformemente continua y en consecuencia
continua. O

Asi, F,(X) es imagen continua de X",y ya que X es un continuo, esto implica que
X" es un continuo, ver [14] [19]. Asi, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. El hiperespacio F,(X) es un continuo.

2.3.1. Algunos ejemplos de productos simétricos

Por lo general resulta dificil imaginar cémo es el hiperespacio de un continuo da-
do. Por esta raz6n recurrimos a los modelos geométricos, para tener una visualizacion.
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Un modelo geométrico de un hiperespacio es algin espacio topolégico bien conocido,
el cual es homeomorfo a dicho hiperespacio y que en varias ocasiones lo podemos
visualizar geométricamente. En lo que sigue, damos algunos ejemplos de estos hiper-
espacios.

Modelo de F>([0,1])

El continuo més sencillo es el intervalo unitario [0, 1]. Veamos cual es el modelo
para el segundo producto simétrico F> ([0, 1]).

Consideremos la funcién f : [0, 1]> — F>([0, 1]) dado por f(x,y) = {x,y} que, por
la proposicion 2.3.3, es continua y sobreyectiva.

Sea T = {(a,b) € I>: 0 < a < b < 1}. Notemos que 7T es el tridngulo superior
del cuadrado unitario I? respecto a la diagonal principal y = x. Ahora consideremos la
restrccion

flr: T — F([0,1)]),

se tiene entonces que f|r es una funcion continua, ya que f es continua. Se puede
verificar facilmente que f|r es sobreyectiva, y de hecho es biyectiva, ya que se puede
verificar que tiene por inversa a la funcién

g: Fz([o, 1]) — T

definido por
g({x,y}) = (min{x,y} max{x,y}).

Se tiene asi, que f|r es biyectiva.

Por lo tanto, tenemos que f|7 es una funcién biyectiva y continua, que va de un es-
pacio compacto a un espacio Hausdorff, lo que implica que f|7 es un homeomorfismo.
Esto es, F>([0, 1]) es homeomorfo al tridngulo T'.

Notemos que Fi ([0, 1]) queda representado en la diagonal principal del triafigulo
T.

Notemos que T es homeomorfo a I2, asi F»([0, 1]) es homeomorfo a I>.

(x, 1)

{x,y} x<y (x,y) FZ(I)
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Modelo de F3([0, 1])

Para conocer un modelo para F>([0, 1]), vamos a considerar la funcién

g : F3([0,1]) — R? definida, para cada A € F»([0,1]), por g(A) = (minA, maxA). Se
tiene entonces que g es una funcidn continua cuya imagen es un tridngulo 7 como en
el ejemplo anterior. Dado (a,b) € T, la preimagen g~ ! (a,b) es el conjunto {{a,b,c} :
a < c¢ < b}.Enel caso que a < b, se tiene que el conjunto {{a,b,c} :a < c < b} es
una curva cerrada simple, ya que c corre sobre el intervalo [a,b] y {a,a,b} = {a,b,b}.
En el caso que a = b, se tiene que {{a,b,c}:a <c¢ <b} ={{a}}. Asi, para el modelo
de F3([0,1]) necesitamos poner un circulo en cada punto (a,b) € T si a < b. Esto se
puede hacer tomando un sélido de revolucién R que puede ser obtenido rotando 7" al
rededor de su diagonal principal. Notemos que R es homeomorfo a I3, asi F3([0,1]) es
homeomorfo a I°.

°cD

OO<D

Fs([0.1])

Modelo de F>(T3)

Consideremos el triodo simple 73 formado por los arcos I, I, y I3, que se intersec-
tan por pares, exactamente, en el punto extremo p de cada uno de ellos.

143

I p L
T3

Para construir un modelo geométrico de F>(73), podemos considerar los arcos J; =
LUL, J, =1L1ULyJs =1 Ul. Ya vimos que F»(J;) es un tridngulo. Notemos que si
a,b € Ty entonces a € I; y b € I;, para algiin i, j € {1,2,3}. De modo que {a,b} C J;
para algin i € {1,2,3}. Esto muestra que

Fz(Tg) = FZ(JI) UF(Jz) UF2<J3).
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De modo que si sabemos como pegar los conjuntos F>(J;), F»(J2) y F2(J3), obtendre-
mos un modelos para F>(73). Notemos que

{a,b} € Br(J1)NFa(J2)
siysolosi{a,b} CJyy{a,b} CJ,es decir, siy solo si
{a,by CIiNh =1,
si y solo si

{a,b} S F2(13).

Esto muestra que
Fz(.]l) ﬂFz(Jz) = F2(13).

Andlogamente se tienen
F(h)NFE(JhB) =F((L),

F(J1)NFy(J3) = B (D).

Ahora, observemos que F>(I3) es un subtrdngulo de F>(J;) y de F>(J>) de manera que
tenemos que pegar F>(J1) y F>(J2) por ese subtridngulo, caso parecido a lo que se tiene
que hacer con los tridngulos F> (1) y F>(I»). En la siguiente figura se muestra como se
pegan F»(J1), F2(J2) y F2(J3), y el resultado que se obtiene del pegado en la figura 2.1.

F2(13 FZ(II FZ(IZ
F (L) P (1) F (L)
F(J1) F(J2) F(J3)
Modelo de F>(S')

Ahora consideremos la circunferencia unitaria S', veamos un modelo geométrico
para F»(S").
Primero, notemos que el circulo S' se puede obtener del intervalo [0, 1] identifican-
doelOconell,estoes,
St =1/(0~1).
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. V‘_,

Figura 2.1: F»(T3)

Asf, para ver un modelo geométrico de F>(S') podemos fijarnos en F>(I) e identificar,
~, adecuadamente sus puntos en F>(I) que tienen al O con aquellos que tienen al 1,
esto es,

R(S") =FR(1)/ ~,

donde ~ significa identificar adecuadamente puntos en F>(S') que tiene al O con los
que tienen al 1, esto lo veremos a continuacion.

Como hemos visto, F> () es un tridngulo 7 como en la siguiente figura; los puntos
que tienen al 0, el conjunto {{0,y} : y € I} quedan representado en el lado izquierdo
del T, los puntos en F>(I) que tienen al 1, es decir, el conjunto {{x, 1} : x € I} quedan
representados en el lado superior de 7. Pensando en F>(S'), notemos que se tiene que
{0,x} = {x, 1}, esto es, los puntos en T de la forma (0, x) se identifican con los puntos
de la forma (x, 1), como se indica en la siguiente figura.

(x,1)

B (SY)

Con esto, hacemos los siguientes cortes y pegados como se indica en la siguiente
figura para obtener F>(S").
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(x,1)

B (Sh)

Notemos que la dltima figura es la banda de Moebius. Por lo tanto, F>(S') es ho-
meomorfo a la banda de Moebius.

Figura 2.2: F>(S')

En el siguiente capitulo haremos un estudio detallado sobre el n-ésimo producto
simétrico del circulo, en particular veremos un modelo para F3(S 1), el cual es muy
interesante, pues este hiperespacio ya no se puede visualizar geométricamente.
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Capitulo 3

Sobre el hiperespacio producto
simétrico del circulo

El hiperespacio n-€simo producto simétrico de un continuo X es una interesante
construccion en topologia; tiene su origen en 1931 cuando K. Borsuk y S. Ulam los
definen en el articulo [4] y muestran que para el caso cuando X es el intervalo unita-
rio I = [0, 1], se cumple que F,(I) = I" para cada n = 1,2,3 y que para cada m > 4,
F,,(I) no puede ser encajado en R™; ademds de otros resultados. Otros autores han
investigado la estructura topoldgica de los productos simétricos. Por ejemplo Mols-
ki [17] demostré que F>(I?) es homeomorfo a I* y para n > 3 se tiene que ni F,(I°)
ni F>(I") pueden ser encajados en R?*. En este sentido, Schori [23] investigd una ca-
racterizacion de los espacios F,(I"™) usando ciertas relaciones de equivalencias, en
particular, da una descripcién de F,(I) como el espacio producto c(D"2) x I, donde
D" 2={AcF,(I):0,1 € A} y ¢(Z) es el cono de un espacio topolégico Z. Ade-
mas, Andersen-Marjanovié-Schori [2] estudiaron los espacios D" y muestran que D?
es homeomorfo al espacio gorro de bufén (el nombre de gorro de bufén viene de su
traduccién del inglés Dunde Hat) [31], en general, D" es contrictil y D¥H tiene el
mismo tipo de homotopia de §2n+1 Para n > 2, ellos llamaron a D*" espacio gorro de
bufén de dimensién mayor.

Otro caso interesante es el espacio F,(S!). En [5] R. Bott corrige la afirmacién de
Borsuk [3] y demuestra que F3(S') es homeomorfo a la 3-esfera S°. N. Chinen y A.
Koyama en [7] describen el espacio F,,(S') mediante los espacios de identificacién D™.

Este capitulo est4 enfocado principalmente al estudio del hiperespacio F,(S') y es-
td basado en el articulo [7] de N. Chinen y A. Koyama. Veremos la relaciéon que hay de
F,(S") con los espacios Dunde Hat de dimensiénes mayores. Estudiaremos propieda-
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des interesantes de F,,(S'), tales como, que F,,(S') es una compactificacién de un cono
abierto; veremos el tipo de homotopia que tiene y analizamos si es una variedad o no.
En particular, como consecuencia, daremos una demostracion alternativa del teorema
de Bott [5], que F3(S') es homeomorfo a S°.

3.1. Espacios gorro de bufon de dimensiones mayores

En esta seccion estudiaremos los espacios D"'. Uno de los objetivos en esta parte es
ver que los espacios D?" son contrictiles y que D***! tiene el mismo tipo de homotopia
que §2n+1

Comenzamos definiendo el espacio gorro de bufén clésico.

Definicién 3.1.1. Se define una relacion de equivalencia = en A*> = {(x1,x) € [0,1]*:
x1 < xp} generado como sigue: (x1,xy) = (x},x5) siy solo si

x1=0x0=1y xo=x] 0 x1=0y xo=x]=x5 0 o=1y x=x] =%.

Decimos que A’/ = es un gorro de bufén.

Figura 3.1: Gorro de Bufén

Para poder definir los espacios gorro de bufén de dimensiones mayores, necesita-
mos introducir algo de notacidn.

Denotamos por I al intervalo unitario [0,1], Ry = [0,00), S' = {(x,y) € R? : x> +
y? = 1}, I'" el n-ésimo producto cartesiano de I, T" el n-ésimo producto cartesiano de
st.

Retomando la idea de que se tiene la identificacién S' =1/(0 ~ 1).

Definimos ¢ : I — S por g(x) = (cos2mx,sen27mx) y g, : I" — T" por
Gn(x1,x2,+++ ,xn) = (q(x1),q(x2),- - ,q(x,)). Se tiene que g y ¢, son continuas y so-
breyectivas.

Para cada {xi,...,x,} C I, estos puntos los podemos ordenar x| < --- < x,. Asi, nos
fijamos en el punto (xp,...,x,) € I".
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Asi, definimos los siguientes conjuntos, los cuales en las figuras 3.2 y 3.3 se da una
idea gréfica para el caso n = 3.
Para0<s<r<1
A" ={(xy, - xn) €T ix) < -2 <}
E:{xeA":O<x1 < <xp <1}

A'(s,t) ={xeA:s<xp,x, <t}
Ay(s,t) ={x € A"(s,t) : s =x1}
Al(s,t) ={x € A" (s,1) 1t = x,}
AG 1 (s,8) = A5 (s, 1) NAY (s,1) ={x € A"(s,t) : s = x1,t =X}

)

Para 0 <t < 1/2, se define

o=1/2—t,B=1/24r€l

a()(l‘) = (O‘ﬁ"' 7al)7a1(t) = (ﬁtv"' 7[31) c A"
Ap(t) = Ag(oy, Br)

AY(t) = Af(ar, Br)

A1) = Ap(r) UAT(1)

0,1(t) = Ag(1) N AT ().

Figura 3.2: A3
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Figura 3.3: A3(ay, )

Sea F,(I) el n-ésimo producto simétrico de 1'y pg, ;) : I" — F,(I) la proyeccién,
también, sea F,(S!) el n-ésimo producto simétrico de S' y sea p Fyshy© (S hr— F,(Sh)
la proyeccion. Denotamos por

Fa = Pry(st) © (gn [an) : A" — Fy(S")
T = PE1) lan: A" — Fy(I)
Iy(n+2) = r, 5 (A557(1/2)).

El espacio mas importante para definir los espacios gorro de bufén de dimensiones
mayores, es lo siguiente, el cual lo describimos mediante la siguiente notacion.

D" = ra (8352(1/2))

Definicion 3.1.2. A los espacios D*" se les denomina gorro de bufén de dimesiones
mayores [2].

Estos espacios fueron definidos por Andersen-Marjanovié-Schori en [2].

Necesitamos unos resultados previos.
Lema 3.1.3.
1) Ambos r, : A" — F,(S") y ) : A* — F,(I) son suprayectivas.

2) Para cada z € A", las preimagenes 1 Nrn(2)) y v N (#(2)) son degenerados.
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3)

Sea 0 <s <t < 1. Se tiene que, si x € Aj (s,1) implica r(ra(x)) C AG 4 (s,1) y

PN (x) € AG 1 (s,2).

Demostracion.

1)

2)

3)

Veamos que 7, : A" — F,(S!) es suprayectiva. Sea A € F,(S'), as existe
(1,77 ,yn) € T" tal que pg (1) (Y1, ,yn) = A.

Por otro lado, para cada i = 1,---,n, existe x; € I tal que ¢g(x;) = y;. Consi-
deremos el punto (xi,...,x,) € I" y sea (x},...,x,,) € A" una permutacién de
(X1,...,Xn), se tiene entonces que ¢, (x},...,x,) = (q(x}),....q(x,)) = OV}, -, V)
es también una permutacién de (yi,...,y,) tal que {y},---,y,} = {y1,--- ,yn}-
Por lo tanto se tiene que

Pn(X)s e Xp) = PRy (s1) O Gn |an (%), X)

= pF,,(S')(ylla "'7y;z)

= {0

= {y1,--* sy}

= Py (s (V15 - Yn)
—A.

Asi, r, es suprayectiva.

Similarmente se ve que 7/, es suprayectiva.

Supongamos que z € A", asf z = (Z1,0020) EA"Yy 0 < z1 < -+ <z, < 1; en-
tonces r),(Z) = {z1,- - ,zn}, observemos que |7/, (z)| =n. Sea y = (y1,...,yn) €
(1l (z)), asfy € A"y ademds 7/, (y) = r,(z), es decir {y1,-+,yn} ={z1,"+ ;2n};
se tiene entonces que 0 < y; < --- <y, < 1, asi y € A", luego, necesariamente

se tiene que y; = 21,Y2 = 22,...,Yn = Zn, O SEA qUE Yy = Z.

Ahora, seay = (y1,...,yn) € 1y ' (ra(2)), ast y € A"y {g(y1), -+ ,q(yn) } = ra(y) =
rn(z) = {q(z1) -+ ,q(zx)}; ademds notemos que |r,(z)| = n, pues g es inyectiva
en el intervalo (0, 1). Asi, se tiene que |r,(y)| = n. Como r,(y) = ry(z), se tiene
que y; # 0,1 para todo i = 1,...,n. Ademas, para cada i se tiene que existe un
tinico j tal que g(y;) = ¢q(z;), como g es inyectiva en (0, 1), implica que y; = z;,
esto implica que {yi,...,y»} = {z1,...,2n}, se tiene entonces que 0 < y; < y, <

-+ <y, <1,asiy € A", y lo que implica necesariamente que y = z.

Sea 0 <s <t <1 Six=(x,x2,..,%_1,X) € Aj,(s,7) entonces 0 < s =
x1 <xp <o Sy Sxp =1 < 1 ash, r(x) = {s,x2,+ X, 1,1} Sea y =
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(V1,0 0) € F (7 (%)), asi 7, (y) = 7} (x), es decir,

{y1,y2, ,yn_l yn} = {s,x2,+ ,xy—1,1}, se tiene entonces que 0 < y; <y <
<y, <lys=y yt=yj, entonces se tiene que y; =sy y, =1, y asi

y € AG 4 (s,1).

Por otro lado tenemos que r,,(x) = {q(s),q(x2), - ,q(x4s—1),q(t)}. Sea

y=1,.syn) € 1, H(ra(x)), asi

{g(1)s--,qm)} = ra(y) = ra(x) = {4q(s),--- ,q(0)}.

Notemos que {g(s),---,q(1)} Nra([0,5)) =0y {q(s),---,q(t) } Nral (2, 1]) =
se tiene entonces que 0 < y; <yy <--- <y, <1y ademds g(s) = g(y:),q(¢)

q(y;), lo cual implica que s = y;,t = yj, se tiene entonces que y| = §,y, =1y asi
y € AG(s,1).

0,

O

Lema 3.1.4. Para cadan € N, se tiene que D" es homeomorfo a I} (n+2).

Demostracién. Definamos ¢ : D" — [} (n+2) por ryi2(x) — 7}, ,(x). Para ver
que @ esta bien definida, primero mostremos que para cada punto x = (x,...,x2) €
A&l(l/Z) se tiene que r;jz(rnﬂ( ) ﬂA’S (1/2) = n+2( ris(1/2)) ﬂAg l(1/2) En
efecto, seax’ = (0,x},...,x,_,,1)er +2(rn+2( x)) NAG 1(1/2) y sean

A={0,x2, -+, xy_1,1}, A" = (0,x},--- ,x,_|,1} y k=1]A| > 2. Como 0,1 € ANA’,
sea x; € A tal que 0 < x; < 1. Como {¢(0) = ¢(1),q(x ) o q(Xnt1)} = {q( ) =
q(1),q(x3),--+ ,q(x,, |}, entonces se tiene que g(x;) = g(x;) para algin 0 < x; < 1,
pues de lo contrario si x; =0 o x; = 1, se tendrfa g(x;) = ¢(0) o q(x;) = q(l) y la
inyectividad de g implicaria que x; = 0 0 x; = 1, lo cual no puede ser; por lo tanto, otra
vez por la inyectividad de g, se tiene que x; = x/; y asi x; € A". Por lo tanto, A C A",
Similarmente se prueba que A’ C A. Por lo tanto se tiene que A = A’. Ahora, usando la

definicién de 7/, , se tiene que 7, ,(x') =A'=A =7, ,(x),asix’ € r:;lz(r;l +2(x)), por

lo tanto se tiene rnﬁz(r,ﬁz( ))ﬂA81(1/2) C i b (r o (x)NAG (1/2).

Ahora, sea x’ = (0,x3,...,x,,,,1) € rnJr (r2(x)) NAG (1/2) y sean
A={0,x,-- ,x,_1,1}, A" = (0,x},--- ,x/_,,1} y k= |A| > 2. Se tiene entonces que
A=r, 5(x) =1 ,(x') =A" Asi, existen y|,y2,...,yx €[ talesque 0 = y; <yp <--- <
Vie1 <yr =1y A={y1, - ,y}. Entonces por definicién tenemos que r,12(x') =

{g0n), - ,a(k—1)} = ras2(x), de donde ' € 7, (r412(x)), por lo tanto,
P (M2 (0) NAG 1 (1/2) Cry Ly (raga(x)) NAG 1 (1/2).

Ast, ”n+2(rn+2(x)) NAG,(1/2) = rn+2( o (1/2)) NAG(1/2).
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Con lo anterior, tenemos que ¢ estd bien definida, pues, supongamos que r;,42(x) =
Fai2(x'), se tiene asf que X' € r, |5 (ryy2(x)) = 75 (7,5 (%)), por lo tanto 7/, ,(x) =
/ /
r n+2 (X )
Ahora ¢ es un homeomorfismo, ya que ¢ es continua, pues r,,, es continua, y
tiene inversa
v:Ij(n+2) — D"
definido por
/
Fnia(y) — ruga(v),

estd bien definida y es continua, pues r,> es continua. a

Aplicando el lema anterior, tenemos el siguiente.
Ejemplo 3.1.5.

1) D° es un punto, ya que
D" = 15(2) = (451 (1/2)) = r5({(0,)}) = {{0,1}}.
2) D' es homeomorfo a S'. En efecto, recordemos que
A1 (1/2) ={(0,x2,1) s xp €1},

asi tenemos que D' = I} (3) = r4(A3 | (1/2)) = {{0,x2,1} : x» € I}, el cual este
iltimo conjunto es homeomorfo a S'.

3) D? es homeomorfo al espacio gorro de bufon cldsico (Véase la definicion 3.1.1).
Consideremos el homeomorfismo f : A* — A} (1/2) definido por f(a,b) =
(0,a,b,1). Definimos la funcion h: A*> — I3 (4) por h(a,b) =, (f(a,b)) ={0,a,b,1}.
Notemos que h es continua y suprayectiva. El lado de A* dado por el conjunto
{(0,b) : b € I} es enviado, bajo h, sobre I}(3) ~ S'. Igualmente, los lados dados
por los conjuntos {(b,1) : b € I} y {(b,b) : b € I} son enviados sobre I}(3) por
h. En consecuencia, bajo la funcion h, los lados de A* son identificados como
se indica en la definicion de gorro de bufon. Ademads, la funcion h restringido al
interior de A* es inyectiva, y asi D* representa el espacio I& (4).

Es sabido que el espacio gorro de bufén D? es contréctil [31]. A continuacién,
veremos que para cada n € NU {0} D?" es contréctil y D*"*! tiene el mismo tipo de
homotopia que la (2n+ 1)-esfera $2"+1 [2].

Consideremos el homeomorfismo

h: A — AGE2(1)2)



76 Sobre el hiperespacio producto simétrico del circulo

definido por
h(xt,..o,xn) = (0,x1, .00y X, 1)
Definamos ala funcién
h,: A" — D"

por

B (X1, vy Xn) = Fyo (h(X1, oy X))
:{O,Xl,"' 7xn,1}~

Se tiene que &, es continua y suprayectiva.

Lema 3.1.6. La funcion h, : (A", fr(A")) — (D",D"1), con n > 1, como una funcién
de pares, es un homeomorfismo relativo y por lo tanto, se tiene D" ~ A" UED”*I, el
CW-complejo obtenido adjuntando A" a D"~ con la funcion h, = hy, | fr(an) - Donde
fr(A") denota la frontera de A"

Demostracion. Véase [2]. O

Asi, tenemos la sucesion de CW-complejos
pD’cp'c...cp!cp

donde D" es formado pegando la n-celda A" a D! con la funcién h,,.

El uso de coordenadas cartesianas en la descripcién de A" ha sido muy conveniente
para la construccioén de D”.

Ahora cambiamos a coordenadas baricentricas para un n-simplejo.

Sea 6" = [vg,v1,...,V,] un n-simplejo estandar, asi, cada punto x € ¢” estd tinica-
mente determinado por x = Agvg +Ajvi + -+ Ayvp tal que Ag+ A1+ + A4, =1y
cada A; > 0.

Entonces definimos el homeomorfismo

Op:0" — A"
por

0n(x) = (A0, Ao+ A1, ., o+ A+ + A1)

y asi, la funcién
pn:.o't — D"

definido por
pn(x) ={0,20, 20 + A1, Ao+ A1+ + Ay, 1},
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es topoldgicamente equivalente a
hy,: A" — D".

Esto es, el siguiente diagrama
Lq)n Lid
hn
Al’l "y Dl’l
conmuta, es decir, p, = h, o ¢,, donde las flechas verticales son homeomorfismos.

También tenemos un resultado de pegado correspondiente al lema 3.1.6. Esto es,
tenemos

Lema 3.1.7. Para cada n > 1, se tiene que
"y -1
D"~ ¢" Uy, D"
donde

DPn = Dn ’86” .

Donde d o™ denota la frontera de un n-simplejo o”.

Sead!:o" — do™! i=0,1,...,n+1, las funciones cara la cual toma ¢” sim-
plicialmente sobre la n-cara de ot = [V0,V1, .-+, Vnt1] Opuesta al vértice v;.

Lema 3.1.8. El siguiente diagrama conmuta, donde p,,, | : 2ot — D" es la restric-
cion de pny1 a d6™. Esto es, para todos los indices permitidos, se tiene

Pn = ﬁn—i—l Odln

Gn pl‘l Dn

d?l /
pn+l

aGn—H

Demostracion. La demostracion se sigue de la definicion, aqui lo ilustraremos para el
cason=2yi=1.

Six = Agvo+ A1vi + Aava € 62, entonces dlz(x) = dovo +0vi +A1va + Apvs € o3
y

P3odi(x) ={0,0,20,20 + A1, 1}
= {0720720+)L'171}
= pa(x).
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O
Sea f: (9o, (6"+1)("=1)) - (X,x¢) cualquier funcién sobre un espacio puntea-
do (X,xg), donde (6"+1)("~1 es el (n— 1)-esqueleto de 6. Entonces f representa
un elemento [f] de 7,(X,xo). Por otro lado, tenemos las funciones caras d : 6" —
do" parai=0,1,...,n+ 1,y asi, la composicién fod! : (6",dc6") — (X,xo) repre-
senta un elemento [f od!'] de m,(X,xo) paratodoi=0,1,....,n+1.
El siguiente resultado es una de las varias versiones del Teorema de la Adicién de
Homotopia, usaremos éste en particular, el cual se puede encontrar en [11, p. 165].

Teorema 3.1.9 (Teorema de la Adicion de Homotopia). Para cualquier funcion
f: (agn—H’ (Gn-i-l)(n—l)) N (X;XO)

yn > 2, siempre tenemos que

yparan =1, se tiene
[f1=foda]x[fodg) [fodi]™".
Ahora, hemos llegado al siguiente teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.1.10. Para cada n > 0, el espacio D*" es contrdctil y D>+ es del mismo
tipo de homotopia que S*"*1.

Demostracién. Ya hemos visto que D° y D? son contrictiles y que D' es homeomorfo
as!

Sea n > 2 impar y supongamos que D"~ ! es contrictil. Ahora, se tiene que D" ~
o" Usp, Dl y como D" ! es contrictil, por el teorema 1.3.5, la funcién cociente

p:D"— D"/D"!

es una equivalencia homotépica. Ademds, D" /D"~ ! es homeomorfo a §”, ya que este
es equivalente a 6" /dc”. Esto verifica que D" ~ §", para n impar.
Ahora aplicamos el teorema de la adicién de homotopia a la funcién de pares

pol_)n—i—l . (aGnJrl’ (Gn+1)(n71)) SN (Sn7*)

Por el lema 3.1.8, se tiene
pn—}—l Odzn =Dn
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y combinando esto con el teorema de la adiciéon de homotopia, tenemos que

+
popn+1 Z poanrlOd ]
+1 .
=) (=1)[popul.
i=0

Como n es impar, se sigue que

[PoDpi1] = [popnl-

Ast, [poP,.1] € m(S", %), como un elemento de 7, (S", *), es representado por
popn:(0",d0") — (8", %)

la cual representa el elemento identidad de m, (S").
Consecuentemente,
POPpys i 0" — 5"

es homotépico a un homeomorfismo y es por tanto una equivalencia homotdpica.

Por hipétesis, D"~ es contrictil y asi, p : D" — D"/D"~! es una equivalencia
homotépica por el teorema 1.3.5.

Como pop, |y p son equivalencias homot6picas, se sigue que

es una equivalencia homotdpica. Se sigue del teorema 1.3.6 que
n+1 o ~n+1, n
D" ~o"" Up,, D

y o™ tienen el mismo tipo de homotopia y asi, D"*! es contrictil, pues 6"*! es
contractil. a

Para terminar esta seccién vamos a probar unos resultados relacionados con los
espacios D", los cuales, éstos exhiben a los espacios D" como subespacios del producto
simétrico del circulo.

Proposicién 3.1.11. Para cada n € N con n > 2, se tiene que r,(Aj(1/2)) es homeo-
morfo a D" 1.

Demostracion. Recordemos que

AG(1/2) = {(x1, %2, %) €EA":0=x) <xp <+ <xy <1}y
n+l(1/2) {<x17x27"'7xnaxn+l) S An_H 0=x1 <0< <X <xpy1 = 1}
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Definimos f : A%(1/2) — Agjl(l/z) por £(0,x2,....x,) = (0,x2, ..., %, 1).

Es facil ver que para cada x € Ajj(1/2) se tiene que r,(x) = rpp1(f(x)).

Por otra parte, mostremos que para cada x € A%(1/2) se tiene que f(r,, ! (rn(x))) =
roti (1 (F(x)) NAGT (1/2).

Seay € f(r, ! (ra(x))), asi y = f(x') con x' € r;; ! (ry(x)), ¥’ € Al(1/2), entonces,
como r,(x') = r,(x), tenemos que

Pt (y) = rar1 (f (X))
= ra(x')
= ru(x)

= TIn+1 (f(x)>7

se tiene entonces que y € rnjil(rnH (f(x))) ﬂAgjl(l/Z).

Ahora, supongamos que y = (0,y2,...,yn, 1) € r,;:l(rnﬂ(f(x))) ﬂAgjl(l/Z), asf,
se tiene r,41(y) = rpt1(f(x)); notamos que y = f(0,y....yn) ¥y ¥ = (0,y2,...,yn) €
Aj(1/2). Ast, se tiene que

m(y) = rat1(y)
= rp+1(f(x))
= ry(x).
Por lo tanto, y' € r; ! (r,(x)); se tiene entonces que y = f(y') € f(r, ' (ra(x))). Asi, se
tiene que
P ) = 1y (e (FG) NG (1/2).

Por lo tanto, f induce una funcién
F:ra(A3(1/2)) = i (A1 (1/2)) = D"
dado por
z=rx) = a1 (f(%)).

Veamos que F estd bien definida: si r,(x) = r,(y) entonces y € ;! (r,(x)), asf se
tiene que f(y) € f(r;  (r(x))) = rnjll(rnﬂ(f(x))) ﬂAgjl(l/2); por lo tanto
a1 (f(x)) = rp1 (F(0)-

Observemos que la inversa

F~l i (A571(1/2)) = D" — ma(45(1/2))

esta dado por
w=rp1(y) — ”n(f_l()’))'
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Proposicion 3.1.12. Sea 0 <t <1/2yn &N conn>2. Se tiene entonces que r,(Ao (1))
es homeomorfo a D" 2.

Demostracion. Asumamos que 0 < ¢ < 1/2. Recordemos que

g,l(t):{(xluxzu )GA OC;—x1<x2< <xn:Bt} y
0.1(1/2) ={(x1,x2,...,.%,) EA":0=x; <xp < --- < x = 1},
(

Definamos ¢ : [o, B;] — I por ¢((1—s)0;+sP;) =sparacadasc I,y f: Aj () =

1—
AG1(1/2) por f(04, X2, xn—1,Br) = (0,9(x2), ..., @(x4—1),1). Se tiene que (pyfson
homeomorfismos.
Afirmamos que para cada x € Afj | (¢) se tiene que

£ ra())) = r H(ra(f () N AG 4 (1/2

0.1(1/2).
En efecto, si x = (0, x2,...,%0—1, ;) € AG (1), seay € f(r; 1 (ra(x))), asi y = f(x)
con X' € r, L (ry(x)), X' € A} 1(1), es decir, X' = (04,xp,...,x,_1,Br) € A (¢) y ademds

(X)) = rp(x).
Por lo tanto

y= f(x,) :f(ahxlb“'?x;l—laﬁt) = (O,Q(X/Z),...,(P(X;_]), 1)

entonces
ra(y) = {9(0),9(¢(x2)), -+ ,a(@(x,-1)),q(1)}.
Sea z € ry(y), asi z=q(@(x})); como r,(x") = r,(x) entonces g(x}) = g(x;), como
0 <1< 1/2, se tiene que g es inyectiva en [0y, 3], asi se tiene que x; = x;, entonces
¢(x}) = @(x;), lo que implica que z = q(@(x})) = g(¢(x;)) € ry(f(x)). Por lo tanto,
a(y) C ra(f(x)). Similarmente se ve que r(f(x)) C ra(y). Asi se tiene que r,(y) =
ra(f(x)). Por lo tanto, y € r,, ' (r,(f(x))) NAG . (1/2).

Ahora, seay € 1y, (ra(f(x))NAG ;1 (1/2), asiy = (0,y2, ., y—1,1) y ra(y) = ra(f (¥)),
es decir,

{q(0)7Q<y2>7' . 761(yn71)aqa)} = {Q(O):Q((P(xZ))f . 75]((P<Xn71)>7q(1)}'

Queremos demostrar que y € f(r, ! (r,(x))), es decir, existe X' € r;, ! (r,(x)) tal que
f(x') =y. Veamos, como y € A} ,(1/2) y f es homeomorfismo, existe x' € Af} (1) tal

que f(x') =
Ahora, basta ver que r,(x") = r,,(x). Supongamos que x’ = (04, x5, ...,x,,_;, ). Asi,
sea z € ry(x') entonces z = g(x}); como r,,(y) = r,(f(x)), por un lema anterior se tiene

que 7, (y) = r,(f(x)), es decir,
{07.))27"' yYn—15 1} = {0,(P(X2),"' 7(P(xn—1)> 1};



82 Sobre el hiperespacio producto simétrico del circulo

como y = f(x'), asi se tiene que

{07§D(x/2)7"' 7(P(x:z—l)71} = {Oa¢(x2)7"' 7(p<xn—1)7 1}

entonces @(x;) = @(x;), como @ es inyectiva implica que x; = x;. Por lo tanto, z =
q(x}) = q(x;), asi z € ry(x). Por lo tanto, r,(x") C ry(x). Se puede comprobar que
ra(x) C ra(x'). Asi, se tiene que 7, (x') = r,(x), de donde x’ € ;! (r,,(x)). Por lo tan-
to, y = f(x') € f(r, ' (rn(x))). Asi, hemos mostrado que para cada x € A , (¢) se tiene
fOr ! (ra(2))) =y (£ (2))) N AG 4 (1/2).

Ahora, definamos
Fra(Ag1 (1) = ra(Af 1 (1/2)) = D" 2,

inducido por f, dado por
F(ra(x)) = ra(f(x)).

Veamos que F estd bien definido: supongamos que r,(x) = r,(y), asi se tiene
que y € 1, ' (1(x), de donde £(y) € f(r, ' (ra(x))) = 73 (ra(£(x))) ¥ por lo tanto
r(f(x)) = ra(f())-

La inversa

Folir(85,1(1/2)) =D"7% = (A5, (1))
estd dado por
F_]<rn(y)) = rn(f_l(y))'
O

3.2. F,(S') es una compactificacion de el cono abierto
de TA (1)

El cono ¢(X) de un espacio métrico X es el espacio identificaciéon X x [0,1]/X x
{1}.Sea ¢ : X x [0,1] — X x[0,1]/X x {1} la funcién cociente. Entonces llamamos a
la imagen @(X x {1}) el punto cono. El cono abierto de X es la imagen @ (X x (0,1]) y
lo denotamos por ¢’(X). Supongamos que un subconjunto X C R" y un punto vy € R"
estdan en posicion general. Entonces 1lamamos al conjunto {(1 —s)vg+sx € R" 1 x €
X,0 < s <1} el cono geométrico de X con vértice vg. La suspension X de X es el
espacio cociente de X x [—1, 1] por la relacién de equivalencia inducido por (x, —1) ~
(X, —1)y (x,1) ~ (¥, 1). Asaber, £X = X x [—1,1]/{X x {—1},X x {1}}. Lamamos
a los puntos identificados X x {—1} y X x {1} los puntos suspensién de £X. Una
compactificacién de un espacio topolégico X es un espacio topoldgico compacto Y tal
queX CYyX=Y,estoes,X esdensoenY;aY \ X le llamamos residuo de X.
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Lema3.2.1. Sea0 <t <1/2y j=0, 1. Se tiene entonces que ry(A’}(t)) es homeomorfo

al cono c(r, (A} (1)) de r,(Af () con el punto de cono ry(a;(t)).
Demostracion. Recordemos que

AY(t) ={(x1,x2,..,xp) EA o =x1 <2< - <x, < B}y
01(1) ={(x1,%2,, %) EA" 1 0 =x1 <xp <o <xy = B}

Aqui podemos identificar el cono c¢(Af} ;(¢)) con el cono geométrico de Afj , (¢) con
el vértice ag(t) y asi escribir

(A1 (1) = {(1—s)ag(t) +sx €R" :x € A, (£),0 < s < 1}

Notamos que c(Af ; (1)) = Aj(?): pues, para cualquier punto x = (0, X2, ..., Xp—1, B) €
Aj () y0<s<l.Yaqueo; <x <---<x,_1 <[, tenemos que

o <(1—=s)ogp+sx0<---<(1—=s)op+sx;<--- < (l—s)o+ s <.

Asi,

(1 —5)ap(t) +sx = (a, (1 —5)04 +s5x2,.... (1 —8) 0 + sx,_1, (1 —5) 04 + s;)

3.1
€ Aj(0y, (1 —s)oy +sB;) C AG(2). G-1)

Asi, se tiene que c(Af (2)) C Aj(7). Seax = (Q,x2,...,x) € AG(7). Ya que 0y < x, <
B, existe s € I tal que x, = (1 —s)a; +sB;. Si s = 0 entonces x; = o4 Vi = 1,...,n, asi
x=ag(t) € c(Ag(1)).
Asumamos que s > 0. Asf, para cadai=1,...,n, seax; = 1 (x; — (1 —s5)&). Ya que
o <xp < -+ < xp, se tiene que
1

o =—(og—(1—s)ay) <

B (xn — (1 =s)01) = B = x,

(—(1=s5)og) <--- <

© | =
“ | =

luego X’ = (04, x5, ...,x,_1,B) € AG 4 (2).
Por lo tanto,

X = (ata-x%"'axn—lyﬁt)
= (04, (1 —8)04 + x5, ..., (1 —s)a +sx,,_1, (1 —5)04 +5B) (3.2)
= (1—=5)ap(t) +sx' € c( 871(t)).
Por lo tanto, se tiene que c(Af (1)) = Aj(t).

Por la ecuacién 3.1, note que todo s-nivel de c(Af (t)) es igual a Af (o, (1 —
$)0; +5PB:) C AG(2).
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Tomemos puntos

x= (0, x2, .00, Xn_1,B), X' = (04,%5,....x, |, B) € A&l(t).

Tenemos que si r,(x) = r,(x'), por la ecuacion 3.1, se tiene que r,((1 —s)ag(t) +sx) =
ra((1—15)ao(r) +sx’) para cada s € I; pues, sea y € r,((1 —s)ap(t) +sx), asi y = g((1 —
)04 + sx;); por otro lado, por hipétesis tenemos que g(x;) € r,(x) = r,(x') entonces
q(x;) = q(x;,), como 0 <t < 1/2 entonces ¢ es inyectiva en ¢y, ], asi x; = x} entonces
(1—s)0t+sx; = (1 —5) 0y +5x), porlo tanto y = g((1 —s) 0 +sx;) = g((1 — ) 0 +5x7.),
de donde y € r,((1 —s)ag(t) + sx’), asi r,((1 — s)ao(t) +sx) C r,((1 —s)ap(t) + sx’).
Similarmente se prueba la otra contension.

También tenemos que si 7, ((1 — s)ao(t) + sx) = ry((1 — s)ap(t) + sx’) para al-
gin s € (0,1], por la ecuacién 3.1 y el lema 3.1.3(3), tenemos similarmente que
X' € ryl(ra(x)) C A2, (2): en efecto, la contesién r, ! (r,(x)) C A2, (¢) es claro por
el lema 3.1.3(3). Por otro lado, si y € r, (x) entonces y = g(x;); por hip6tesis tene-
mos que g((1 —s)oy + sx;) € ra((1 —s)ao(t) + sx) = r,((1 — s)ap(t) + sx’), asi que
q((1 —s)oy +sx;) = q((1 — s)oy + sx;) entonces (1 —s)oy + sx; = (1 —5)0y + sx7,
por inyectividad de ¢; de donde x; = x}, asi y = q(x;) = q(x},) € r,(x). Por lo tanto,
ra(x) C rp(xX'). Similarmente se muestra la otra contension.

Por lo tanto, el homeomorfismo

Joe(g,1 (1)) = A7)

dado por
fo((L—=8)ap(t) +sx) = (1 —s)ap(t) + sx,

induce el homeomorfismo
Fo:c(ra(Ag 1 (7)) — ra(A5(2))

dado por
[rn(x),s] = 1, ((1—s)ag(t) + sx);

y se tiene que Fy[rn(x),0] = ru(ao(t)) Vra(x) € ra(AG 1 (1)) y Fol[ra(x), 1] = ra(x) Vra(x) €

’"n<A8,1(t))-
Similarmente tenemos que 7,(Af(¢)) es homeomorfo al cono ¢(r,(Ag (f)) con el
punto cono ry(a;(t)). O

Lema 3.2.2. Sea 0 <t < 1/2. Se tiene entonces que r,(A"(t)) es homeomorfo a la
suspension Xr, (A} ((t)) de ry(Af | (t)) con puntos de suspension ry(ai(t)) y ra(ao(t)).

Demostracién. Por el lema 3.2.1 tenemos que r,, (A} (1)) = c(ra(Af 1 (1)) y ra(A5(2)) =
c(rn(Af 1 (¢))) con puntos conos r,(a1(t)) y ra(ao(t)) respectivamente.
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Ahora veamos que la interseccion de estos conos solo se da en la base de los conos,
es decir, que 1, (A(1)) Nra(AG(1)) = ra(AG 1 (). Seay € ry(Af(2)) Nra(AG(2)), asiy =
ra(x) = ra(x’) con x € A} (r), ¥ € Aj(t); supongamos que x = (x1,x2,..., B) € A}(t) y
X = (04,xy,...,x,) € Aj(t); como ry(x) = r,(x') y 0 < oy < xy, se tiene entonces que
04 = x1, pues de lo contrario, si & < x| entonces g(;) # q(x1), por inyectividad de g;
como g(oy) = q(x;), por ser ¢ inyectiva, se tiene entonces que o; = x; > x| > ¢4, lo cual
es una contradiccién. Asi, se tiene que x = (&, x2,...,x,—1,B;) € Aj ; (). De donde, y =
Fa(x) € ra (AR (£)). Ast, 7, (A(£)) N7y (AR(2)) C ru(AD | (¢). La otra contension es clara,
pues Af(t) N A’(’) (t) = Ag (1), y por lo tanto se tiene la igualdad r,, (A} () Nr(AG(1)) =
rn(Ag 1 (1)

Con lo anterior, se tiene que

con puntos de suspension r,,(ay(t)) y rn(ao(t)). O
Lema 3.2.3. Se tiene que r,(A"(1/2)) = ra(Aj(1/2)) = ra(A7(1/2)).
Demostracién. Mostremos que 7, (Aj§(1/2)) = r,(A}(1/2)). Para cualquier punto x =
(0,x2,...,x,) € A} (1/2) definimos el punto x’ = (x2,...,x,,1) € AT(1/2). Como ¢(0) =
g(1) entonces r,(x) = r,(x'). Asi, ra(A§(1/2)) C r,(A}(1/2)). Similarmente se tiene
ra(A5(1/2)) 2 ra(A(1/2)).
Por otra parte, tenemos que
ra(A"(1/2)) = ra(A5(1/2) UA{(1/2))
= ra(86(1/2)) Ura(A7(1/2))
ra(8(1/2)).

Ahora, vamos a demostrar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.2.4. Sea 0 < t < 1/2 fijo. Se tiene entonces que F,(S')\ r,(A"(1/2)) es ho-
meomorfo al cono abierto ¢®(Xr,(Af | (t))) de Lrn(Af (t)) con punto cono ry(ap(0)) =

ra(a1(0)). A saber;, F,(S') es una compactificacion de c°(%ry, (A5,1(2))) cuyo residuo
es homeomorfo a r,(Aj(1/2)).

Demostracion. Consideremos el conjunto de R” dado por

A={(1-5)C+sx:xe A1), 0<s<y},
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donde C =ap(0) = (1/2,...,1/2) y = 1/2t.
Consideremos la proyeccion candnica al cociente

p:ANt) x [0,%) — A"(1) < [0,%)/A"(r) x {0}
Definamos
g:A"(t)x[0,%) — A
dado por
(x,5) = (1 =5)C+sx,

notemos que g estd bien definida y es continua.
Abhora, sea [x,s] € A"(t) x [0,%)/A"(t) x {0}. Asi, tenemos que

g~ ([xs])) = g({v.w) : p(w) € [, ]3).

Si s # 0 entonces se tiene que p~!([x,s]) = {(x,s)}. Asi, tenemos que g({(x,s)} =
{(1 —5)C+sx}.

Si s = 0 entonces p~!([x,0]) = A"(t) x {0}. Asi, tenemos que g(A"(¢) x {0}) =
{C}.

Por lo tanto, tenemos que g es constante en cada p~! ([x, s]). Asi, por el Lema de la
transgresion (propiedad universal del cociente) existe una unica funcién continua

h:A"(t)x[0,7%)/A"(t) x {0} = A

tal que
hlx,s] = (1 —5)C + sx.

A" (1) x [0,%) —= A

|

AM(t) > [0,7) /A% (2) x {0}
Veamos que & es inyectiva: sea [x,s], [x/,s'] € A"(t) x [0,%)/A"(t) x {0} tales que

(1—5)C+sx=(1—5)C+s'x.
Se tiene entonces que
(1—9)/2+sx;i=(1—5)/2+5x. Vi=1,...,n.
En particular, tenemos que

(1—5)/24sx; = (1—5")/2+5'x],
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(1—5)/24sx, = (1—5)/2+5'x),.
Si s = 0 entonces tenemos que
1/2=(1-5")/2+s'x],
1/2=(1-)/2+5,

asi, tenemos
0=s"(x} —1/2),
0

S
S/(X;l - 1/2)7

tenemos entonces que
s =0 0 x{—-1/2=0,
s=0 0 x,—1/2=0.
Asi, tenemos que
§=0 0 xj=1/2=x,.
Notamos que si x] = 1/2 = x], entonces se tiene que x; =x5 =--- =x), = 1/2 y asi se
sigue que X' = C ¢ A"(¢), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, si s = 0 entonces
s’ = 0 de donde tenemos que [x,s] = [x,0] = [¥/,0] = [/, s'].
Ahora, si s # 0y s’ # 0; por la figura 3.4, tenemos que (x,x,) = (x],x),).

Xn

B

(x1

o X1
Figura 3.4:
Asi, tenemos que

1/2—5/2+sx1=1/2—5/2+5'x,

1/2—5/2+sx, =1/2—5 2+ s'xp,
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luego

luego tenemos
= (s—s)(1/2=x1),

0
0=(s—5)(1/2—x,),
entonces tenemos que
s—s' =0 0 x1=1/2=x,.

Vemos que x; = x, = 1/2 no se puede dar, entonces s — s’ =0, asi s = 5. Se tiene
entonces que x; = X, i = 1,...,n, luego, x = x’. Asi, (x,s) = (x',s), de donde [x,s] =
X/, s'].

Tenemos que % es suprayectiva, pues sea (1 —s)C + sx € A. Tenemos que [x,s] €
A"(t) x [0,%)/A"(t) x {0} y asi hlx,s] = (1 —s5)C + sx.

Por lo tanto, & es biyectiva.

La inversa de 4 es la funcion

Bl A — A1) < [0,7%) /A" (1) x {0}

dado por
(1 —5)C+sx+— [x,s],

la cual es continua, pues si consideramos la funcién continua g’ : A — A™(¢) x [0, %)
dado por g'((1 —5)C +sx) = (x,s), se tiene que la siguiente composicién

A—EC A1) % [0, 1) — 2 AR(1) % [0, 1) /A (1) x {0}

es continua, y es inmediato que 4~! = pog’ es continua.

Por lo tanto, & es un homeomorfismo.

Por otra parte, notamos que ¢’(A"(z)) es homeomorfo a A*(r) x [0,%)/A"(t) x {0},
pues [0,1) es homeomorfo a [0, 7). Por lo tanto, tenemos que

O (A" (1)) = A.

Ahora demostraremos que A"\ A"(1/2) = c?(A"(t)). Sea (1 —5)C +sx € c°(A" (1))
con 0 <5<y yxeA*(r). Se tiene entonces que

(1=5)C+sx=((1—5)/2+sx1,...,(1=5)/24+5x,),

como s < )% = 1/2¢, entonces 2ts < 1, lo que implica que 0 < 1 — 2st y también 1 +
2st < 2, de donde tenemos que (1 —2st)/2 >0y (1+42st)/2 < 1.
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Por otro lado tenemos que

(1—5)/24sx1 > (1—=5)/24+s0,=(1—5)/2+5(1/2—1)
=1/2—st
= (1—2st)/2 >0,

también

(1—5)24sx, < (1—=5)/2+sB=(1—5)/24+s(1/2+1)
=1/2+st
=(1+2st)/2 < 1.

Como o < x; < --- <x, < 3, tenemos que
0<(l—s)/24sx < - <(l—=s5)/24sx, <.
Asi, (1 —s)C+sx € A"\ A"(1/2). Por lo tanto, ¢ (A"(¢)) C A"\ A*(1/2).
Seax € A"\ A"(1/2) conx #C.

Como se ve en la figura 3.5, existe A € (0,00) y (x},x},) € A(t) tal que

(x1,%,) = (1= A) /24 Ax1, (1 — 1) /2 + Axy).

(xlvxn)

._(_x&‘%) I

B:

Figura 3.5:
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Por lo tanto, definimos x} = (1 —A)/2+ Ax; para cada i = 1,...,n y consideremos
en punto x’ = (x},...,x,) € R". Asi, tenemos que oy <x} <---<x, < B yx; =040

x), = PB; se tiene entonces que x’ € A"(r).
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Definamos yt = A~ > 0, se tiene entonces que

(1=p)C+ux =(1-p)C+pu((1-2)C+Ax))
(1-A"He+r7 11 -1)C+1""Ax
(1—-A~

e+ '-1)Cc+x

Ahora veamos que U < %. Supongamos que U > ¥, asi > 1/2¢t entonces 0 >
1/2—puty1/24pr > 1. Si x| = oy entonces

(1—p)/2+poy =1/2+p(oy —1/2)
=1/2+p(-1)
=1/2—ur <0,

la cual es una contradiccién. Si x/, = B, entonces
(I=p)/2+up=1/2+n(B—1/2)
=1/24ut>1,

la cual es una contradiccion.

Por lo tanto, % > i > 0. Asi, x € ¢®(A*(r)) y asi A"\ A"(1/2) C ¢°(At)). Por lo
tanto, A"\ A"(1/2) = c°(A"(¢)).

Sea0 <s <y yx€ A"(r). Entonces

(1=5)C+sx=((1—s5)/2+s5x1,.... (1 —5) /24 sx).

Para cualquier ' € r,, ! (r,(x)), tenemos que r,(x’) = r,(x). Asi, tenemos que g(x}) =
g(xj), como 0 <t < 1/2y q es inyectiva, asi x} = x, se tiene entonces que

(1—5)/2+sx;=(1—15)/2+sx;

entonces
q((1=5)/2+sx;) = q((1—5)/2+ sx;),
(1—=5)C+sx' = ((1—5)/245x],....,(1=5)/2+sx,),

tenemos que
Fa((1=9$)C+sx') = ra((1—95)C+5x),

(1—=8)C+sx’ € r, Y (r((1—5)C+sx)).
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Ahora, supongamos que existen y,z € A"\ A"(1/2) con r,(y) = ru(z) # ra(C). Co-
mo se vi6 anteriormente, existen y',z € A"(t) y A,A’ € [0, %) tales que
y=(1-A)C+Ay y z=(1-A)C+1"7.
Ya que r,,(y) = ry(z), se tiene que y; =21 Y yn = Zn- Asi,
(1=2)2+1 =y1=a=(1-1")/2+ 1"z,
(1=2)/2+ Ay, =yn=2=(1=-1")/2+ 1"z,

como vimos anteriormente, tenemos que (y},y;,) = (z},2,), lo que implica que A = 1.

Asi, si y; = zj para algunos i, j, entonces y; = z’j. Por lo tanto tenemos que r,(y') =

rn(Z'). Ademds, notamos que A = A’ implica que y,z € A"(¢') para algin ¢’ € [0,1/2).
Por lo tanto la funcién identidad

(A1) — A"\ A'(1/2)
induce el homeomorfismo
@n 2 c”(ra(A"(1))) — ra(A"\ A"(1/2))

dado por
[rn<x)as] = rn((l —S)C+SX).

En efecto, ¢, es un hemeomorfismo, pues si consideramos la funcién continua
V(A1) x [0,1) — (A" \ A"(1/2))

definido por
(rn(x),8) — rp((1 —5)C +sx),

luego, se tiene que el siguiente diagrama conmuta,

ra(A(£)) % [0,1) — 1, (A"\ A"(1/2))

T
L Pn

c?(ra(A"(1)))

esto es, se tiene que @, o T = Y es continua, donde 7 es la proyeccion al cociente; por
el lema de la transgresion, se tiene que ¢, es continua, con inversa

On : ra(A"\AY(1/2)) — ¢*(ra(A"(1)))
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definido por

rn((1 —$)C 4+ sx) — [ry(x), ],
la cual es continua, pues si consideramos la funcién continua ' : r,, (A" \ A"(1/2)) —
ra(A"(t)) x [0, 1) definido por r,((1 —5)C + sx) — (r,(x), s), se tiene que la siguiente
composicion

n n II/I n n
ra(AM\A"(1/2)) ——= ra(A"(1)) % [0,1) == ¢ (ra (A" (1))
es continua, y es inmediato que ¢, = T o ¥’ es continua.
Que @, sea biyectiva, ya lo verificamos en el parrafo antes de la definicién de ¢,.
Por lo tanto, ¢, es homeomorfismo.

Por el lema 3.2.2 tenemos que
On: < (Zra(AG (1)) = Fu(S") \ ra(A"(1/2))

es homeomorfismo.

Para la segunda parte del teorema, tenemos por el lema 3.2.3, que r,(A"(1/2)) =
rn(Ao(1/2)).

Se tiene que F,(S') = F,(S") \ r,(A"(1/2)) Ur,(A"(1/2)) es compacto.

Ahora veamos que Fy,(S1) \ ,(A"(1/2)) = F,(S"). Para esto, veamos que cualquier
punto en F,(S'), es limite de una sucesién de F,,(S')\ r,,(A"(1/2)). En efecto, para cada
punto y € A", consideramos la recta (1 —¢)C+ty, con 0 <7 < 1, que une C con y. Para
cadam € N, seat,, = 1 —1/my definamos los puntos (1 —t,,)C +t,,y, observemos que
0 <t, < 1. Se tiene entonces que {(1 —1#,)C+1t,y} convergea (1 —1)C+ 1y =y, ya
que {t,,} converge a 1. Es facil verificar que, como 1, < 1, se tiene que {(1 —1,)C +
tmy} C A"\ A"(1/2). Con lo anterior, para cada puntos r,,(y) € r,(A") = F,(S!), existe
la sucesion {r,((1—1,,)C+1,y)} C F(S') \ 7, (A"(1/2)) que converge a r,(y), ya que
r, €S continua.

Asf, se tiene que F,(S1) \ r,(A"(1/2)) = F,(S"). Por lo tanto, F,(S') es una com-
pactificacion de ¢ (Xr,(Af ;(#))) cuyo residuo es homeomorfo a r, (Aj(1/2)). O

Acabamos esta seccidn dando una consecuencia inmediata del teorema anterior.

Corolario 3.2.5. Sea n € N con n > 2. Se tiene entonces que existe un subconjunto
cerrado R de F,(S") el cual es homeomorfo a D"~! tal que F,(S') \ R es homeomorfo
al cono abierto c®(LD"?) sobre LD" 2,

3.3. Tipo de homotopia de F,(S')

Vamos a ver que el tipo de homotopia de F,(S') esté relacionado con esferas de
ciertas dimensiones.
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Antes, vamos a probar un resultado técnico.

Teorema 3.3.1. Sea 0 <ty <1/2, n €Ny K = U, <;<1/27(A"(t)). Se tiene entonces
que existe un retracto por deformacion de K a r,(A"(1/2)).

Demostracion. Para cada x € A" (ty) definamos
X =s0(x—C)+C e A (1/2), (3.3)

donde so = 1/2t9 y C = ap(0) = (1/2,...,1/2) € A".
Hemos visto que, efectivamente, x' € A"(1/2), pues so(a, —1/2)+1/2=0y
so(By —1/2)+1/2 =1, asi x € A%(o) implica que x" € A%(1/2) para j =0, 1.
Consideremos el conjunto

Z={(1—p)x+ux' :pel, xcA{)}.
Para puntos x,y € A"(tp) supongamos que existen i, v € I tales que
(1= p)x+px' = (1-v)y+vy.

Tenemos que
(I—p)xi+ux; = (1=v)y;+vy; Vi=1,..,n.

En particular, se tiene

(1= p)xg + pxy, (1= p)xy + px,) = (1= v)yr + vy, (1= V)yn + vyy).

Como hemos visto, tenemos entonces que (x1,x,) = (y1,y,), y entonces también
(1 x) = (51:¥)-

Se tiene entonces que
= x| — Mxp + Ux] =x; — vxy + vx)
= p(=x1+x)) = v(—x +x7)
= (H=V)(—x1+x]) =0
= (U—v)=0 o —x;+x]=0.

(1 —p)xy +pxy = (1 —v)x;+ v}

Similarmente, de (1 — pt)x, + px], = (1 —V)x, + vx), se tiene que (L — V) =00 —x, +
x), = 0. Asi, se tiene que

(U—Vv)=0 0 —x;+x;=0=—x,+x.

Si suponemos que —xj +x] = 0 = —x, + x},; por un lado tenemos que —x; + ((1 —
50)/2 4 sox1) = 0, luego x| + sox; = —(1 —s9)/2, luego —x1(1 —s0) = —(1 —s9)/2,
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asi x; = 1/2; por otro lado tenemos, similarmente, que x, = 1/2, y por lo tanto, se

tiene que x = C ¢ A"(tp), la cual es una contradiccién. Por lo tanto, se tiene entonces
que 4 —v =0, es decir, 4 = v.

Asi, se tiene que

(1= p)x; + px = (1 — p)yi + py;

= (1= p)xi+ p((1 = 50)/2 4 soxi) = (1 — p)yi + u((1 —50)/2 + soyi)
= (1 — pw)x; + usox; = (1 — p)y; + Usoy;

= (1—p+uso)xi = (1 — 1+ pso)yi

= (1 —p+pso)(xi —yi) =0

=1—-u+usy=0 o x;—y;=0.

Sil—p+ pso=0entonces u — sy = 1, luego (1 —sp) = 1, lo que implica que
n=1/(1-s0) <0, pues 1 —s9 <0, lacual es una contradiccion, pues u € I.

Por lo tanto, x; —y; =0, asi x; = y; Vi=1,...,n, por lo tanto x = y.

Esto muestra que Z es homeomorfo a A" (fy) x I. Como A"(ty) es homeomorfo a

A*(1/2), se tiene que A"(fp) x I es homeomorfo a A"(1/2) x I, asi se tiene también
que Z es homeomorfo a A"(1/2) x I.

Xn

Bro

Figura 3.6:

A continuaci6n, mostremos que Z = [y <,<1 2 A" (7).
Es claro que Z C A".

Para 1 € I, se tiene que (1 — )0y, = oy para algin o <t < 1/2si y solo si (1 —
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w)Bi, + 1 = By. En efecto,

(I-pwoy, =0 = (1—pu)(1/2—1p=1/2—1
= 1/2—u/2—(1—u)tg=1/2—1t
= —u/2=1—puh.

Se tiene entonces que

(1—m)Bo+ 1= (1— ) (1/2+10) +
=1/2—u/24+ (1 —p)io+ 1
=1/2+u/2+(1—u)n
=1/2+u/2+t—u/2
=1/2+t¢
:ﬁt-

Reciprocamente,

(L= +u=p = (-p)(1/240)+pn=1/2+1
= 124pu2+(1—-uito=1/2+t
= pu/2—t=—(1—p)p.

Se tiene entonces que

(1), = (1—p)(1/2 1)
=1/2—u/2—(1—p)i
=1/2—u/2+u/2—t
=1/2—t
= 0.
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Asi, para cualquier x € Aj(79) o A (1), se tiene entonces que (1 — p)x+ pux’ € Aj(z) o

Al (t) para algin to <t < 1/2, respectivamente.

Por lo anterior, si (1 — pt)x+ ux’ € Z, se tiene entonces que (1 — u)x+ ux’ € A"(z)

para algin 7o <¢ < 1/2. Por lo tanto, Z C Uy <;<12A"(2).
Ahora, seay € Uy <<1/2A"(2).

Como (y1,¥n) € Uy<i<1/2 A*(ay, B;), como se ve en la figura 3.7, podemos encon-

trar A € Iy (x1,%,) € A(to) tales que

(x1,%) = (1 =2A)/24+Ay1,(1 = 1) /24 Ayn).
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Figura 3.7:

Definamos x; = (1 —A)/2+ Ay; para cada i = 1,...,n, asi obtenemos los puntos
x=(X1,..,%2) €EA"(tg) y X =s0(x—C)+C € A"(1/2).

Definamos p = (1 —A)/(so —1)A >0.Como | —pu+uso =A "'y pu(so—1) = (1 —
A)/A, se tiene que, paracadai=1,...,n

(1= w)x; +pox; = (1= )i+ p(so(x; — 1/2) +1/2)
(1 — p)xi + psox; — pso/2+ /2
(1=t pso)xi+ pu(1—s0)/2
(1/A)xi + u(1—s0)/2
(1
(1
(1

JAY(1=2)/24Ay)+p(1—s0)/2
'

)/22+yi+ ((1=4)/(s0 = DA)((1 —50)/2)
—4)/22 +yi— (1 =24)/(s0—1)A)((s0—1)/2)
=(1=2)/2A +yi—(1—1)/22
=y
Porlotanto, u €'y y € Z, asi Uy <,<1 2 A"(¢) C Z. Porlo tanto, Z = Uy <;<1 2 A" (1)
yrn(Z):K'
Es mds, mostramos esencialmente que

A'(1/2) ={x" :x € A'(1p)}
y existe el homeomorfismo natural

F:A(1/2)xI— | A')
10<r<1/2
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definido por
Fx,u) = (1—p)x+ ux'.
Definimos
H: |J A'@)xI— |J A"
10<t<1/2 10<t<1/2
por

H((1—p)x+px',u) = (1= (u+ 1 —pu))x+ (u+ (1 —pu)x', (3.4
para cada x € A"(tp) y cadau € I.
Es claro que Hy = idz, Hy |an(1/2)= idan(1/2) Y Hi1(Z) = A"(1/2).
Para cada x € A"(1y), u € I, por las igualdades 3.3 y 3.4, tenemos que
H((1—p)x+ux'u)=(1—=v)x+vx' = (1 —-v+vso)x+v(l—s0)C,
donde v = p + (1 — p)u. Asf, para cualquier y € r; ! (r,(x)) y cualquier u € I, podemos
ver que
ra(H((1 = p)x+px', 1)) = ra(H((1 = )y +py', pb))-
Asi, H induce una funcion continua
H:KxI—K
dado por
(rn (1= )+ '), ) = ra(H((1 = )+ ', ).
Supongamos que existen X,y € Uy <,<1 2 A"(7) tales que r,(X) = r,(y). Como se
vi6 anteriormente, existen i, i’ € I'y x,y € A"(1y) tales que
X= (1 —u)x—i—ux’, y = (1 _H/))"Hi/y/»
como r,(X) = ry (), se tiene que X =y, y X, = y,,. Asi, se tiene que
(1= )y +pxy =% =, = (1— )y +u'y),
(1= p)xn —}—[.sz =X =y, = (1 _.u/)yn ‘1‘“/)};1-
Como vimos anteriormente, tenemos que (x1,%,) = (y1,y2) ¥ (*],%,) = (b,¥,), 1o
que implica que p = p’. Asi, se tiene que x = y. Ademds, si X; = y;j para algunos i, j,
entonces x; = y;. Por lo tanto tenemos que 7,(x) = r,(y).
Con lo anterior, se tiene entonces que

H:KxI—K

estd bien definido, tal que ﬁo =1idg, Eu ’rn(A”(l/Z)): idr,l(A”(l/Z)) y ﬁl (K) =1, (An(l/Z))
Por lo tanto H; : K — r,(A™(1/2)) es un retracto por deformacion, el cual prueba el
teorema. O

Ahora, damos los resultados principales de esta seccion.
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Teorema 3.3.2. Sea n € N. Se tiene entonces que anH(Sl) tiene el mismo tipo de
homotopia de la (2n+1)-esfera S+

Demostracion. Por el teorema 3.2.4, proposiciones 3.1.11y 3.1.12, se tiene que Fa, 4 1(S')\
Fans1(AZ"1(1/2)) es homeomorfo al cono abierto c®(ED*'~!) de D>~ !y By, 1(S!)
es una compactificacién de c®(ZD*'~!) cuyo residuo es homeomorfo a D*".

Sea

p: F2n+1(Sl) —>F2n+1(Sl)/r2n+1(A2n+1(1/2))

la proyeccion al cociente. Se tiene entonces que

Fon1(81) /ran1 (871 (1/2)) = Zra 1 (A1)
= EEry 41 (AT (1))
— 22 (D2n71)

estoes, Fant1(S")/rans1(A?"1(1/2)) es homeomorfo a la doble suspension X2 (D>~ 1),
Por el teorema 3.1.10 se tiene que D*"~! tiene el mismo tipo de homotopia que S~ !,
se tiene asf, que 2(D**~!) tiene el mismo tipo de homotopia que X?($2*~ 1) = §21+1,
Por lo tanto, Fy,;1(S')/rauy1(A%"T1(1/2)) tiene el mismo tipo de homotopia que
SZn-i—l'

Por otro lado, por el lema 3.2.3 y proposicién 3.1.11 se tiene que 41 (A?"T1(1/2)) =
D?* y por el teorema 3.1.10 se tiene que D?" es contréctil; por lo tanto, p es una
equivalencia homotdpica, esto es, F»,1(S!) tiene el mismo tipo de homotopia que la
(2n+1)-esfera $"+1, O

Teorema 3.3.3. Sea n € N. Se tiene entonces que F»,(S') tiene el mismo tipo de ho-
motopia que la (2n — 1)-esfera S,

Demostracion. Definamos los siguientes conjuntos

Ko= U ra@&(@) y K =Cl(Fu(S")\Ko).
1/4<t<1/2

Es claro que se tiene que K| UKy = F>,(S') y K1 N Ko = r2,(A%"(1/4)).

Para cada z # rp,(C) € K, donde C = (1/2,...,1/2), como ry, es sobreyectiva se
tiene que existe x € A?" tal que r2,(x) = z; nos fijamos en la recta (1 —s)C + sx que
pasa por C y por x, y consideramos el punto de esta recta que intersecta a AZ”(I /4),
esto es, para x definimos p(x) = (1 —s9)C + sox, donde 5o = 7, con 0 <t < 1/2. Para
C definimos p(C) = (1/4,1/2,...,1/2,3/4). Notemos que p(x) € A**(1/4).

Ahora parametrizamos el segmento de x a p(x), esto es, (1 —u)x+ up(x), con
0<u<1,como en la figura 3.9.
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Ko
V3
KoNK —1
Figura 3.8:

Figura 3.9:

Definamos
R K1 — K1NKy

por
Ry (r2n(x)) = ran(p(x)).

Observemos que si x € K; N Ky, no es dificil verificar que p(x) = x, asi, se verifica
que Ry (724(x)) = r20(p(x)) = r2n(x).
Asi, se tiene que R es continua y es una retraccion.
Definamos
HY Ky xT— K

por
(ran(x),u) — rap((1 —u)x+up(x)).
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Se puede mostrar, como en los teoremas anteriores, que para cualquier
y € rz_nl(rzn(x)) y u € I se tiene que (1 —u)y+up(y) € rz_nl(rzn((l —u)x+up(x))).
Por lo tanto, H (1) estd bien definida y es continua. Como Hl(l) =Ry Hél) = idk,, se
tiene que R es homotopica a la identidad idk, , Asi, H (1) es una retraccién de K sobre
K1 NKy.

Por otra parte, por el teorema 3.3.1, existe una retraccion

RO : Ko — rzn(Azn(l/Z)),
la cual es homotdpica a la identidad id,. Asi, existe una homotopia
H?Y Ky x I — Ky

tal que Héz) =idg, y Hl(z) = Ry, que es una retraccion por deformacion de Ky sobre
ran(A?(1/2)).
Ahora definamos una retraccion

R: Fo(S") = Ki UKy —> rn(A%(1/2))

mediante Ro(R(ran(x)))  ran(x) € K
o 0 1\n2p X p\X & 1
R(ran(x)) = { Ro(rm(x)  ran(x) € Ko.

Se tiene que R es continua y bien definida por el lema del pegado.
Veamos que R es homotépica a la identidad idp, (s1); para esto, definimos una ho-
motopia
H : Fp,(S") X I — Fy,(S")

dado por
o HOHW (ry,(x),v),v)  ran(x) €K
H(r2n(x>7v) - { H(2) (rzj(x),v) 7‘22,1()6) € K()l

Se tiene que Hy = idp, (s1) YHi =R.Conlo anterior, H es una retraccion por defor-
macién de F»,(S') sobre r2,(A?*(1/2)), esto es, r2,(A*'(1/2)) es retracto por deforma-
cién de Fo,(S'). Asi, F>,(S') tiene el mismo tipo de homotopia que r,,(A%*(1/2)) =
D*'~!'y D>~ tiene el mismo tipo de homotopia que S*"~!. Por lo tanto, F,(S!) tiene
el mismo tipo de homotopia que S~ a

Se sabe que F>(S!) es homeomorfo a la banda de Moebius. Con el resultado ante-
rior, obtenemos el siguiente.

Corolario 3.3.4. Cualquier F>,(S") no es una 2n-variedad cerrada.
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Demostracién. Supongamos que F»,(S!) es una 2n-variedad. Por el teorema 3.3.3 te-
nemos que F»,(S') tiene en mismo tipo de homotopia que S**~!, asi, se tiene que
71 (Fo,(SY)) = w1 (S2"~1) = 0 es trivial; luego por el corolario 1.6.23, se tiene que
F>,(S") es orientable. Por otra parte, por el corolario 1.6.25, se tiene que Ha,, (F2,(S')) =
Z, lo que es una contradiccién, pues Hy,(Fa,(S')) = Ha, (S>~1) = 0. O

34. F;(S') es homeomorfo a S°

En el caso de n = 3, el teorema 3.2.4 implica el siguiente resultado mds preciso.

Teorema 3.4.1. Se tiene que F3(S')\ r3(A%(1/2)) es homeomorfo a R* y F5(S') es una
compactificacién de R cuyo residuo es homeomorfo al gorro de bufén D?.

Demostracion. Notemos que

F3(8')\r3(8%(1/2))

?(Er3(A0,1(7)))
(D)
(28" = °(5%) =R%.

Con esto y por el teorema 3.2.4 se sigue lo que queremos demostrar. O

Algo muy importante es ver que F3(S') es una 3-variedad, lo cual probamos a
continuacion.

Proposicién 3.4.2. F5(S') es una 3-variedad.

Demostracién. Por el teorema 3.4.1 anterior, se tiene que F3(S')\ r3(A%(1/2)) es ho-
meomorfo a R3. Asf, todo punto x € F3(S') \ r3(A3(1/2)) tiene una vecindad, la cual
es homeomorfa a R?. Veamos ahora que todo z € A*(1/2) tiene una vecindad homeo-
morfa a R?. Escribamos ¢3(z) = (s,z,u) tal que (1,0) € {s,u}. Se tiene entonces que
existe un homeomorfismo 4 : S — S' tal que

Pry(sty (h(s),h(r), h(u)) € F3(S") \ r3(A%(1/2));

podemos considerar un homeomorfismo 4 como una rotaciéon que mueva a los puntos
s,t,u con un dngulo adecuado, que no sean los angulos complementarios de s,t,u. Sea
H: F;(S') — F3(S') el homeomorfismo inducido por & x h x hx : T3 — T3 tal que
Hors(z) € F5(S") \ r3(A3(1/2)). Por lo tanto, r3(z) tiene una vecindad la cual es ho-
meomorfa a R>. a
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En 1949, K. Borsuk en su articulo [3] se equivocé en afirmar que F3 (Sl) es ho-
meomorfo a S! x $2. Tres afios después, en 1952, R. Bott corrige la afirmacién de
Borsuk y demuestra que F3(S 1) es homeomorfo a S [5]. Estos matemdticos, para sus
demostraciones, utilizaron técnicas de cortes y pegados. A continuacién damos una
demostracion alternativa del teorema de Bott, con base en el teorema de Perelman-
Poincaré (teorema 1.7.2). En cierto sentido, tal demostracion es alternativa y moderna,
pues en los afios cincuentas atin no se habia demostrado la conjetura de Poincaré sino
hasta recientemente en 2006.

Del teorema 3.3.2, proposicion 3.4.2 y teorema 1.7.2 se obtiene el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.4.3 (Bott,1952). F3(S') es homeomorfo a S°.

Demostracién. El teorema 3.3.2 nos dice que F3(S!) tiene el mismo tipo de homotopia
que S° y el lema 3.4.2 nos dice que F3(S') es una 3-variedad. Ahora bien, el teorema
de Perelman-Poincaré (teorema 1.7.2) nos dice que la tnica 3-variedad compacta y
conexa, con el mismo tipo de homotopia que S es S°; por lo tanto tenemos que F3(S')
es homeomorfa a 3. a

Estudiar el tipo de homotopia y la orientabilidad de variedades ha sido muy impor-
tante para conocer las propiedades de F,(S'), con esto, hemos visto, por ejemplo, que
F>,(S") no es una 2n-variedad cerrada.

Para finalizar este capitulo damos algunos resultados, los cuales nos dan otras pro-
piedades interesantes acerca de F; (S 1). En [7] se tiene el siguiente resultado, el cual
nos dice para cuales n € N, F;,(S') no es una n-variedad.

Teorema 3.4.4. Para cadan € N, con n > 4, se tiene que F,(S') no es una n-variedad.

No daremos la demostracion del teorema anterior, ya que se requiere de construc-
ciones mds complejas; el lector interesado puede consultar [7, teorema 6.4]. De hecho,
en ese mismo articulo se muestra mas fuertemente que F,(S') no admite variedades de
dimensién n. De modo preciso:

Teorema 3.4.5. Para cada entero n > 4, no existe ningiin encaje de una n-variedad
cerrada orientable en F,(S").

La demostracién del teorema anterior requiere de técnicas de cohomologia, por
tal motivo, no damos la demostracién, pero el lector interesado puede consultar [7,
teorema 7.1].

Corolario 3.4.6. Sea n € N. Se tiene entonces que existe un encaje de la n-esfera S"
en Fy(S') si y solo sin=1,3.
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Para justificar la demostracién del corolario anterior, notemos que si n = 1,3 se
tiene, de hecho, que S' = F(S') y que S* = F3(S'). Reciprocamente, si n # 1,3, el
teorema anterior nos dice que para cada entero n > 4, no se puede encajar S” en Fy,(S').
Para terminar, basta ver por qué no se puede encajar S> en F»(S!).

Sabemos que F»(S!) es homeomorfo a la banda de Moebius, que lo denotaremos
por M. Recordemos que M es el espacio que se obtiene de indentificar los lados del
cuadrado representado en la figura 3.10.

Figura 3.10: La Banda de Moebius M

Se sabe que M es un espacio CW-complejo de dinension 2, considerando la des-
composicion celular de M que tiene en la figura 3.11.

Pe o

0 ' ¥

Figura 3.11: Celdas de M

Supongamos que existe un encaje de S> en F»(S'), asf, S? es hoemeomorfo a su
imagen en F>(S!). Ya que F>(S') es homeomorfo a M, vamos a pensar a S> como subes-
pacio CW de M. Consideremos la sucesion exacta larga de la pareja (M, SZ) (véase el
teorema 1.5.32)

- ——> H3(M,S?) —— H(S?) —= H,(M) — - --

Por el teorema 1.5.43 se tiene que Hz (M, S?) =0, y por el teorema 3.3.2 obtenemos
que F>(S') tiene el mismo tipo de homotopia que S', asi M tiene el mismo tipo de
homotopia que S', luego, por la proposicién 1.5.24 y el ejemplo 1.5.42, se tiene que
Hy(M) = Hy(S') = 0.
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Por lo tanto, la sucesion exacta larga anterior se reduce a lo siguiente,

0 —— H,(S?) —=0,

como H,(8?) = Z, por lo tanto, se tiene que la siguiente sucesién

0—2Z2—0

es una sucesion exacta, la cual es absurdo. Por lo tanto, no se puede encajar S2 en
B (Sh).

Para lograr los propdsitos principales de este trabajo de tesis ha sido muy impor-
tante haber repasado las herramientas de topologia algebraica, por ejemplo el grupo
fundamental, la orientabilidad y la homologia, entre otros, ya que muestra la relevan-
cia de ésta drea de la matemadtica dentro de la teoria de continuos e hiperespacios.
Hemos logrado conocer las propiedades de F,(S 1) de manera general, es decir, sabe-
mos sus tipos de homotopia y cuando es una variedad o no; aunque no se han logrado
encontrar explicitamente sus modelos geométricos para cada n > 4.

Como una propiedad muy importante es haber descrito a F,(S') \ r,,(A"(1/2)) co-
mo el cono abierto de la suspension del subespacio particular r,(Aj,(¢)), de donde

F,(S") es una compactificacién de éste cono abierto; en esto, los espacios gorro de
bufén de dimensiones mayores juegan un papel muy impertante; ya que con esto nos
permitié conocer de F;,(S!) sus propiedades de tipo de homtopia y de variedad. El sa-
ber que F3(S') es una 3-variedad y que es del mismo tipo de homotopia que S* nos ha
permitido dar una demostracion alterna y moderma del teorema de Bott, mediante el
teorema de Perelman-Poincaré.

Nos hemos enfocado particularmente en F,(S'), pero ciertamente el tema de pro-
ductos simétricos, en general, el de hiperespacios de un continuo es muy amplio en el
area de la teoria de continuos e hiperespacios.
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