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Prefacio

Los continuos e hiperespacios son dos ramas de la topologia que han sido estudiadas
fuertemente en los ultimos anos. La primera de ellas se encarga de estudiar propiedades
de los espacios métricos, compactos y conexos. Los hiperespacios se encargan de estudiar
subespacios particulares del conjunto potencia de un espacio.

La teoria de hiperespacios de continuos es una linea de investigacién en topologia que
aparecié aproximadamente en la década de 1910 a 1920. Cabe mencionar que México tiene
un grupo grande y variado de especialistas dedicado a la investigacion en estas areas de la
matematica.

Aunque los continuos e hiperespacios son, primordialmente, objeto de estudio de los
topdlogos, aparecen de manera natural en otras ramas de la matemética, como en los siste-
mas dindamicos y las ecuaciones diferenciales, asi como también en la fisica y la quimica.

Dentro de los subconjuntos del producto potencia de un espacio, es de nuestro interés
considerar a aquellos subconjuntos que tienen a lo mas n puntos del espacio, donde n es un
nimero natural. A este hiperespacio se le conoce como el n-ésimo producto simétrico, y fue
introducido por K. Borsuk y S. Ulam en 1931. Es en este hiperespacio que estéd dirigido el
trabajo de esta tesis.

Una funcién continua y sobreyectiva entre continuos, define de manera natural, otra fun-
cién continua y sobreyectiva entre hiperespacios de continuos. De manera general, a esto se le
llama funcién inducida en hiperespacios. Existen diversos trabajos sobre funciones inducidas
en hiperespacios. Las funciones inducidas en los productos simétricos no son la excepcion,
se ha trabajado en ello particularmente en los ultimos 8 anos.

Se trabaja con direfentes clases de funciones entre continuos y para cada una de estas
clases se estudia cudndo la funcién inducida pertenece o no a la misma clase de la funcién
original, de la misma manera, se estudia el reverso.

En esta tesis se da una recapitulacién de resultados encontrados en 28 clases de funciones
orientadas en el estudio de las funciones inducidas de los productos simétricos de continuos.
Existen muchas funciones que no han sido analizadas en este sentido y que podrian ser cam-
po de investigacién en el area de hiperespacios de continuos, por lo que considero que este
trabajo puede ayudar a las personas interesadas en la investigacién de esta area o areas afines.

En el capitulo uno se dan los preliminares a la tesis. En este capitulo se dan los resultados
bésicos de la teoria de continuos e hiperespacios que se utilizaran. Se supone que el lector
tiene conocimientos basicos de topologia y de espacios métricos.

En el capitulo dos se trabaja con diferentes clases de funciones orientadas en el estudio
de las funciones inducidas de los productos simétricos de continuos.






Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dividido en dos secciones principales en los cuales se dan definiciones,
resultados y ejemplos que nos ayudaran a introducirnos en los conceptos matematicos que
utilizaremos en esta tesis. En la primer seccién damos una introduccién a los hiperespacios
y dotamos de una topologia al mismo. En la segunda seccién damos resultados relacionados
a la conexidad de espacios métricos y topolégicos.

1.1. Notacion

Iniciamos dando algunas notaciones y definiciones que adoptaremos para esta tesis.

Para cualquier n € N, usaremos la notacién I,, para designar a un conjunto de indices
de n elementos, es decir, I, :={1,...,n}.

Decimos que un conjunto X es no degenerado si tiene més de un elemento. Si X tiene
exactamente un elemento, diremos que de X es degenerado. Usaremos la notacién | X| para
designar la cardinalidad de un conjunto X.

Sean X un conjunto arbitrario y A una familia de subconjuntos de X, denotaremos por
|JA ala unién de todos los miembros contenidos en A, es decir, | JA = {z € X : existe A €
Aconz € A}.

Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X, z un punto en X, y € un niimero
mayor que cero. Denotamos:
(i) El didmetro de A por didmy (A), donde didmx (A) = sup{d(z,y) : =,y € A}.
(i) La bola abierta (cerrada) centrada en z de radio €, por Bg(x,¢) (Bga(w,¢€), respecti-
vamente), donde By(z,€) = {2’/ € X : d(z,2') < €} (Ba(z,¢) = {2’ € X : d(z,2") < €}).
(iii) La cerradura de A en X por clx(A). Si no hay confusién del espacio en cuestion,
entonces se denotard a la cerradura de A en X por A.
(iv) El interior de A por intx (4).
(v) La frontera de A en X por frx(A).
(vi) El complemento de A por X \ A.

Denotamos por S! al circulo unitario en R? con centro en el origen, es decir, S' =
{(z,y) e R? : 2% + y% = 1}.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio topoldgico, se define el producto topolégico de n
copias de X consigo mismo, como el conjunto X™ = X x ... x X, con la topologia producto.
————

n—uveces
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1.2. Hiperespacios

La teoria de continuos e hiperespacios estan muy relacionadas y, como en esta tesis tra-
bajamos los hiperespacios de continuos, iniciamos con la definiciéon de lo que entendemos
por un continuo.

Definicién 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conero y no vacto.

Ejemplos 1.2.2. Los siguientes son ejemplos de continuos.

1. Dados a,b € R, el intervalo [a,b] como subespacio de R con la métrica usual.

2. Para algin © € R™ y € > 0, la bola cerrada By(z,¢€)), donde d es la métrica usual de R.
3. El circulo unitario S*.

4. La curva senoidal del topdlogo, definida por {(z,sen(1/z)) € R? : 0 < z < 1} U
{(0,y) eR?: -1 <y < 1}.

Definicién 1.2.3. Dado un conjunto no vacio X, un hiperespacio de X es una familia
de subconjuntos de X.

Trabajaremos con algunos hiperespacios distinguidos:

Definicién 1.2.4. Sean (X,7) un espacio topoldgico y n € N, se denotan los siguientes
hiperespacios:

(i) CL(X)={AC X :A#0,Aes cerrado},

(ii) 2X = {A C X : A# (), Aes compacto}

(i) C(X) = {A € 2% : Aes conexo}

(iv) Cp(X) = {A € 2% : Atiene a lo mdsn componentes}

(v) Fp(X)={AC X:A#0,]A| <n}.

Al espacio C(X) se le conoce como el hiperespacio de subcontinuos de X y, al hi-
perespacio F,,(X), como el n-ésimo producto simétrico de X.

Definicién 1.2.5. Sean (X,d) un espacio métrico, A € 2%, y € > 0. Se define la nube
centrada en A de radio € como el conjunto

Ny(A,e) ={z € X : ezistey € Atal qued(x,y) < €}.

Si no hay confusién de la métrica utilizada pondremos N (A, €) para designar a Ng(A, €).

Definicién 1.2.6. Sean (X, d) un espacio métrico. Dados A, B € 2%, se define la métrica
de Hausdorff como

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ng(B,e) y BC Ny(A,e)}.
Notemos que cuando A = {a}, B = {b} son conjuntos unipuntuales entonces Hy(A, B) =

d(a,b). El siguiente teorema muestra que en efecto, Hy define una métrica para 2.

Teorema 1.2.7. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces la funcién Hy es, en
efecto, una métrica para 2%,
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Demostracién. Sean A, B,C € 2%, Definamos E(A,B) ={e>0: AC N(B,e)y B C
N(4,¢)}.
(i) Mostremos primero que la métrica de Hausdorff estd bien definida. En efecto, por la
compacidad de X, para cada p,q € X, se tiene que d(p,q) < didm(X) +1:=4. Si a € A,
entonces d(a,b) < § para cada b € B, asi A C N(B,¢). Andlogamente B C N(A,d). Por lo
tanto, 6 € E(A, B) y entonces E(A, B) # (. Como E(A, B) estd acotado inferiormente por
0, existe Hy(A, B) = inf E(A, B).
(ii) De la definicién se observa que H4(A, B) > 0.
(iii) Mostremos que H4(A, B) = 0 si y s6lo si A = B. En efecto, si A = By € > 0, entonces
A C N(B,e¢), por lo que € € E(A, B). Esto implica que inf F(A, B) = 0. Ahora supongamos
que Hy(A,B) =0.Sean a € A, y € > 0. Ya que Hq(A, B) = 0 < ¢, € no es cota inferior de
E(A, B). Se sigue que existe 6 € E(A, B) tal que § < e. Como A C N(B,d§) y B C N(4,9),
existe b € B tal que d(a,b) < ¢. Por lo tanto, b € B(a,d) C B(a,¢€). Asi, B(a,e) N B # .
Notemos que hemos probado que a € B. Como B € 2%, B = B, es decir, a € B. Por lo
tanto A C B. Analogamente se prueba que B C A. Por lo tanto, A = B.
(iv) Es claro que Hy(A, B) = Hy(B, A).
(v) Mostremos que Hy(A, B) < Hy(A,C)+H,(C, B). Es decir, que inf E(A, B) < inf E(A, C)
+inf E(C, B). Para esto, mostraremos que inf F(A4,B) < inf{d+7n: 4§ € E(A,C)yn €
E(C,B)}. En efecto, Sean 6 € E(A,C) y n € E(C,B). Se sigue que A C N(C,d) y
C C N(B,n). Dado a € A, existe ¢ € C tal que d(a,c) < §. Ademds, existe b € B tal
que d(c,b) < n. Asi, d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < §+n, por lo que A C N(B,J+n). De mane-
ra similar B C N(A4,0 + n). Por lo tanto, § +n € E(A, B). Tenemos que inf (4, B) < 4§+,
por lo que Hy(A, B) es cota inferior de {6 +n: 6 € E(A,C), yn € E(C, B)}. Por lo tanto,
Hy(A,B) < inf{d+n:5 € E(A,C)yn € E(C,B)}. Esto completa la prueba de que Hy es
una métrica para 2%,

1.2.1. Topologia para los hiperespacios

Es importante definir de manera general una topologia para los hiperespacios de conjun-
tos. Por lo que daremos una topologfa para el hiperespacio C'L(X), como en los capitulos
posteriores trabajaremos cuando X es un continuo, entonces en particular X serd métri-
co compacto y asi CL(X) = 2%. Con esto, ya que para todo natural n se tiene que
F,(X),C,(X) y C(X) estdn contenidos en 2% entonces tendremos también una topologia
para cada uno de estos hiperespacios, a saber, la topologia del subespacio obtenida de la
topologia en 2.

Definicién 1.2.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La topologia de Vietoris para CL(X)
es la topologia mds chica, denotada por Ty, para CL(X), con la siguiente propiedad: {A €
CL(X):AcU}lery siUert,y{Ae CL(X):AC B} es ty-cerrado si B es T-cerrado.

Notemos que existe una topologia cumpliendo las propiedades anteriores, a saber la
topologia discreta. Sean (X, 7) un espacio topolégico y U,Uy,Us,...,U, elementos de T.
Usaremos las siguientes notaciones para algunos conjuntos que son distinguidos en CL(X):
() TU)={AeCL(X): ACU},

(i) A(U)={A e CL(X): ANU # 0},
(iii) (Uy,...,U,) ={A € CL(X): AcC UL, U;,ANU; # 0,para todoi € I, }.

Observemos que I'(U) = (U), A(U) = (X, U) y (Ux,...,Uy,) = [L (UL, U) N[N, ATL)].

Queremos dar una base a la topologia de Vietoris, para esto demostraremos el siguiente
resultado.
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Lema 1.2.9. SiU =U_U; y V =UJL,Vj, entonces
Urye  UNO Vi Vi) = (VAUL...,VAULUNV,...,UNV,).
Demostracién. Sea A € (Uy,...,U,) N {(V1,...,V,,) entonces

ACUNV = (U U)N (UL, V)
= (VN (UL U)]U U N (U7, V)]
(Ui (V N U)] U UL, (U N V)]

Ademés, AN(VNU;)) =ANU; #0y AnN(UNV;)=ANV; #0, por lo que (Uy,...,U,) N
WV, Viy e (VNUy,..., VU, UNV,, ..., UN V).
Para la otra contencién, sea A € (VNUy,...,VNU,,UNVy,...,UNV,,) entonces

Ac [OVQU]UGUQV = LnJU@ OVJ-)]
= [VnUlu[unV]
= Unv.

Concluimos que A CU y A C V. Ademéds, ANU; = AN(V NU;) # 0, para cada i € I,,, por
lo que A € (Uy,...,Uy,). Similarmente, ANV; = AN (UNYV;) # 0, para cada j € I,,, por lo
que A€ (Vi,..., V).

|
Estamos listos para mostrar una base para la topologia de Vietoris.

Teorema 1.2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. El conjunto
By = {{(U1,...,Uy,) : U; € T para cada i,n € N}
es base para la topologia de Vietoris Ty . Ademds, el conjunto
P={{U):UertU{{X,U):Uer}

es una subbase para la misma topologia.

Demostracién. Notemos que {A € CL(X): AcCcU}={U)y{A e CL(X): AC
B} = CL(X)\ (X, X \ B). Por definicién 7y es la topologia mds chica para CL(X) que
contiene a

S={U):UertU{(X,U):Uer)}.

Por lo que la familia S’A de intersecciones finitas de miembros de S , es una base para Ty .
Asi, basta probar que S = By,. En efecto, notemos que

Uty Un) = (UinaUs) 0 (N2 (X, U3)) € 8,

asi que By C S. Para la otra contencién, utilizaremos el Lema 1.2.9, para probar que la
interseccién de cualesquiera dos miembros de 5’, estd en By, con lo que la prueba que-
dard completa. En efecto,

(i) (Ur) N (Uz2) = (U1, Uz) € By,

(11) <U1> n <)(7 U2> = <U17 Ui N U2> S %V,

(111) <X, U1> N <X, U2> = <X, Ul, U2> € By .

Para la segunda parte, sea

P'={NL:L C Py Les finito}.

Notemos que By C P’. Ademds, P C By. Por el Lema 1.2.9, By es cerrado bajo intersec-
ciones finitas. Tenemos que P’ C By . Por lo tanto, P/ = By . Esto muestra que P es una
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subbase para Ty .

|

Es natural preguntarnos si la topologia de Vietoris coincide con la topologia inducida

por la métrica de Hausdorff. El Teorema 1.2.12 da una respuesta afirmativa. Para probar
dicho teorema daremos antes el siguiente resultado.

Lema 1.2.11. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, A,B € 2%, y ¢ > 0, entonces
Hy(A,B) < e siysdlosi AC Ng(B,e) y BC Ng(A,e).

Demostracién. Supongamos que Hi(A, B) < €. De la definicién de H,, se sigue que
A C N4(B,e) y B C Ng(A,e). Para la otra implicacién, supongamos que A C N4(B,€) y
B C N4(A,€). Notemos que Ng(B,€) = UpepBa(b,€). Asi, A C UpepBa(b,e). Como A es
compacto, existen nimeros positivos €1, ..., €,, tales que €; < €, para cada ¢ € I,,, y existen
b; € B, paracadai € I,, tales que A C U ; B4(b;, €;). Yaque U Ba(b;, €;) C U Na(B,¢€;)
se sigue que A C U Nq(B, €).
Sea m4 =méx{e,...,€,}. Se tiene que A C U Ny(B,¢;) C Ng(B, my4). De manera simi-
lar, como B C N4(A,€) y B es compacto, exite un nimero mp > 0, con mp < e y B C
Ng4(A,mp). Sea m =méx{ma, mp}. Tenemos que m < €, A C Ny(B,m)y B C Ny(A4,m),
por lo que concluimos que Hy(A, B) < m <e.

Teorema 1.2.12. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y Tg la topologia para 2% ge-
nerada por la métrica de Hausdorff, se tiene que v = Tg.

Demostracién. Veamos que 1y C 7. Sea U € 7. Probaremos que:
(i) T(U) =(U) € n,
(ii) A(U) =(X,U) € p.

Para probar (i), sea A € I'(U), asi A C U. Sea € :% d(A,X \ U) > 0. Mostraremos

que By (A,e) :== {B € 2% : Hy(A,B) < ¢} C T'(U). En efecto, notemos primero que si
x € N(A,¢€), entonces existe a € A tal que d(z,a) < e. Si ocurriera que x ¢ U, tendriamos
que d(A, X \U) < d(a,z) < e = %d(A,X \ U), lo cual no es cierto, por lo que z € U, y
asi N(A,€) C U. Por tanto, si B € By (A, ¢), entonces por el Lema 1.2.11, B C N(4,¢) C U.
Asi B eT'(U).

Para probar (ii), sea A € A(U), entonces ANU # (). Sea p € ANU, existe € > 0 tal
que By(p,€) C U. Mostraremos que By (A,e) C A(U). En efecto, sea B € By(A4,¢), en-
tonces A C N(B,e). Como p € A, entonces existe b € B tal que d(p,b) < €, por lo que
b€ By(p,e) CU,yasibe UnN B, es decir, B € A(U).

Ahora veamos que 7y C Ty. Sean A € 2% y € > 0. Mostraremos que By (A,¢) € 1y, es
decir, queremos probar que existen Uy, ..., U, elementos de 7 tales que A € (Uy,...,U,) C
Bp (A, €). En efecto, por la compacidad de A, existen Uy,...,U, en 7, tales que para cada

i € I, el didgm(U;) < % AcC Ul N(A,%), v que ANU; # 0. Por lo anterior,
A € (Uy,...,U,). Sean B € (Uy,...,U,) y a € A, entonces existe un indice i € I,
tal que a € U;. Ademds, existe b € B N U;, por lo que d(a,b) < didm(U;) < ¢, es de-
cir, A C N(B,¢€). De manera similar B C N(A,¢€). Por el Lema 1.2.11, H4(A,B) < €, y
asi <U1, ey Un> C BH(147 6).

|
El siguiente lema es 1util para probar que la interseccién de continuos anidados es un
continuo. Ademads, servird para probar algunos teoremas del siguiente capitulo.
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Lema 1.2.13. Sea (X,) una sucesidn de espacios métricos compactos tal que para cada
neN, Xpp1 CX,. Sea X =N, X;. SiU es un subconjunto abierto de Xy, tal que X C U,
entonces existe N € N tal que X,, C U para todo n > N. En particular, si para todo n € N,
X, # 0, entonces X # (.

Demostracion. Supongamos que el enunciado es falso, entonces podemos suponer que
para todo n € N existe z,, € X,, \ U. Asi, existe una sucesién de elementos (z,)nen en
X1\ U. Por la compacidad de X; \ U, podemos suponer que existe p € X; \ U tal que la
sucesion (x, )nen converge a p. Sea k € N, puesto que X, 11 C X, entonces para cada i > k,
z; € Xg. Asf (2;)i>r C Xi, por lo que p € Xj. Entonces, p € (2, X; = X C U, lo cual es
una contradiccién. Para probar la segunda parte, supongamos que para cadan € N, X, # .
Si ocurriera que X = {), entonces tomando U = §, se tiene que X C U, y por lo anterior
existe N € N tal que Xy C U = 0, es decir, X = (, lo cual es falso.

[ |
Una manera de construir continuos es tomar la interseccién de continuos anidados. Esto
es lo que garantiza el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2.14. Sea (X,,) una sucesion de continuos tal que para cadan € N, X, 11 C
X,, entonces X = ﬂ;)i1 X; es un continuo.

Demostracion. Por el Lema 1.2.13, X es un espacio métrico no vacio, y es compacto al
ser cerrado. Mostremos que X es conexo. Supongamos que no lo es, por lo que X = AU B,
con A y B subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X. En particular, A y B son com-
pactos, y por la normalidad de X7, existen subconjuntos abiertos y ajenos de X1, V. y W,
talesque ACV y BCW.SealU =V UW, sesique que X = AU B C U y, por el Lema
1.2.13, existe un N € N, tal que Xy € U = V U W. Por la conexidad de Xy, podemos
suponer sin perdida de generalidad que X C V, pero entonces B C X C Xy C V, es decir,
B CcVNnW, lo cual es falso.

Ejemplo 1.2.15. Sean Xy = [0,1]? el cuadrado unitario en R?, X; = Xy \ C1, donde C4
es un cuadrado (oscuro) como se muestra en el inciso (b), sea Xo = X1\ Ca, con Cy los
cuadrados en oscuro del inciso (¢). De manera inductiva se define X,,, para cadan € N (para
n =3 yn =4 se vizualiza en los incisos (d) y (e), respectivamente). Por la Proposicion
1.2.14, X = N2, X; es un continuo. A este continuo X se le llama Carpeta de Sierpinsk:.
La figura indica la construccion de dicho continuo.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

Carpeta de Sierpinski

1.2.2. Compacidad de hiperespacios

En esta seccién se prueba, entre otras cosas, que los hiperespacios 2%, C(X) y F,,(X) son
continuos, si X es un continuo. Iniciamos con el siguiente resultado que nos proporciona una
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métrica para el espacio X™. La prueba, siendo elemental de la teoria de espacios métricos,
se deja de ejercicio al lector.

Lema 1.2.16. Sea (X, d) un espacio métrico. La funcion D : X™ x X™ — [0,00), definida
por
D[(Ih sty In)? (ylv et 7yn)} = de{d(Il, yl)v e 7d(x7la yn)}7

es una métrica para X".

El siguiente lema garantiza que la métrica definida en el lema anterior, induce la topo-
logia producto.

Lema 1.2.17. La topologia para X", inducida por la métrica D del Lema 1.2.16, coincide
con la topologia producto para X™.

Una prueba a este lema se puede encontrar en [4]. Ahora veamos que F,,(X) es compacto
y conexo, para ello mostremos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.18. Sea (X, d) un espacio métrico. La funcion g : X™ — F,(X), definida
por
g(x1,.. . xn) ={x1,.. ., 20},

es continua Yy suprayectiva.

Demostracién. Cada elemento de F,(X) se puede escribir de la forma {z1,...,z,},
donde por supuesto, puede ser que x; = x; para algunos ,j € I, e i # j. Se tiene que
g(x1,...,xn) ={x1,...,2,}, es decir, g es sobreyectiva. Por el Lema 1.2.17, podemos consi-
derar a X" con la métrica D definida en 1.2.16. Sea € > 0, se probara que g es uniformemente
continua. En efecto, sean (x1,...,2n), (Y1,...,yn) € X™ tales que

D((xl’ te ,J?n), (yl, .- ayn)) = méX{d(mhyl)v ce 7d(xnayn)} <€,

entonces d(x;,y;) < €, para todo i € I,. Por lo que {z1,...,2,} C N(&,{y1,---,Yn}), ¥
{y1,--,ynt C N(e,{z1,...,zn}). Ast Hi({z1, ..., xn}, {41, -, Yn}) <€, es decir,

Hd(g(xla"'7xn)7g(y17"'7yn)) <¢,

por lo que g es uniformemente continua.

Estamos listos para mostrar que el hiperespacio F,,(X) es un continuo.

Teorema 1.2.19. Sea X un continuo y n € N, entonces el hiperespacio F,,(X) es compacto
Y conezxo.

Demostracion. Por el Teorema de Tychonoff, el espacio X" es compacto, pues X es
compacto. Ademads, se sabe que X" es conexo si X es conexo. Por la Proposicién 1.2.18,
F,(X) es la imagen continua de un conjunto compacto y conexo, por lo que F,,(X) es com-
pacto y conexo.

Corolario 1.2.20. Para cadan € N y X un continuo, el hiperespacio F,,(X) es un continuo.
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Ahora mostremos que 2% es un continuo. Primero veamos que es compacto.
Teorema 1.2.21. Si X es un espacio métrico compacto entonces 2% es compacto.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.10, el conjunto
P ={TU):Uer}U{AU):Ucer}

es una subbase para la topologia de Vietoris. Sean Y y € dos conjuntos de indices. Puesto
que £ es una subbase, elijamos L C &2, digamos L = {T'(U,) : 0 € >} U{A(V,,) : w € Q},
tal que 2% = UL. Se sigue que

2X — Uoes>T'(Us)] U [UueaA (VL))

SeaY = X \UyeaVe. SiY =0, X = U,eaV., v, por la compacidad de X, existe wy,...,wy
tales que X = U™, V,,.. Por lo tanto, 2% = U™ A(V,,), es decir, 2% es compacto. Suponga-
mos Y # (. Se sigue que Y ¢ A(V,,), para todo w € . Ademds, notemos que Y es cerrado
en X, asf Y € 2. Existe entonces a € >_ tal que Y € I'(Uy,), por lo que Y C U,. Asf,
X\Uy, € X\Y = UyeqVs. Como X \ U, es un conjunto cerrado no vacio, X \ U, es
compacto, por lo que existen wy, ..., wy, tales que X \ U, C U™, V,,..

Afirmamos que 2% = T'(U,) U [UM™,A(V,,,)]. En efecto, sea A € 2%, entonces A C U, o
AN(X\U,) #0, es decir, A € T(Uy) 0 AN (U™, V,,) #0. St An (U™, V,,) # 0, existe
J € Iy, tal que ANV, # 0, asi A € U A(V,,,). Por lo tanto, A € T'(Uy) 0 A € Up_ A(V,,).

]
Para mostrar la conexidad de 2% necesitamos el siguiente resultado.
Lema 1.2.22. El conjunto F(X) = U, F,(X) es denso en 2%
Demostracién. Sean A € 2X y € > 0. Por la compacidad de A, existen ay,...,a, € A

tales que A C U B(a;,¢) = N({a1,...,an},€). Ademds, {ai1,...,a,} C A C N(A,¢), por
lo que H(A, {ay,...,a,}) < e. Como {ai,...,a,} € F(X)NBg(A,¢), F(X) es denso en 2.

Teorema 1.2.23. Si X es un continuo, entonces 2% es un continuo.

Demostracién. Sea g la funcién definida en la Proposicién 1.2.18, entonces g(X") =
F,(X), para todo n € N. Puesto que F,(X) es conexo y F;(X) C F,(X), para todo n € N,
entonces F(X) = US2, F,,(X) es conexo, pues es la unién de conexos que intersecan a un
conexo en comun, a saber Fy(X). Asi, F((X) es conexo. Por el Lema 1.2.22, 2% = F(X), por
lo que 2% es conexo. Por el Teorema 1.2.21, 2% es compacto, por lo tanto, 2% es un continuo.

|
Mostraremos que C(X) es un continuo. Comenzaremos definiendo el siguiente concepto.

Definicién 1.2.24. Sean (X,d) un espacio métrico y € > 0. Una (d,e)—cadena en X es
un subconjunto finito {x1,...,x,} de X tal que d(x;,x;11) < €, para todo i € I,,_1.

Decimos que una (d, e)—cadena {z1,...,2,} de X conp =121y ¢ =x,, vade pagq. Si
no importa el orden, diremos que une a p con q.

Si Z es un subconjunto de X, diremos que Z es (d, €)—encadenado si cualesquiera dos
puntos de Z pueden ser unidos por una (d, e)—cadena en Z. Si Z es (d, €)— encadenado para
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todo € > 0, decimos que Z es d-bien encadenado. Veremos en el Corolario 1.2.26, que todo
espacio métrico es d-bien encadenado. Para este fin, mostraremos antes el siguiente resultado.

Lema 1.2.25. Sean (X,d) un espacio métrico, Z C X y e > 0. Entonces
C(Z,e) ={x € X : existez € Z tal que existe una(d,€) — cadena que une a x conz},

es un subconjunto abierto y cerrado de X.

Demostracién. Sea x € €(Z,¢), entonces existen z € Z y {x1,...,2,} C X tales que
T =, &, = 2,y d(x;,241) < €, paracadai € {1,...,n—1}. Veamos que B(x,¢€) C €(Z,¢).
En efecto, sea y € B(z,¢), el conjunto {y,x1,...,x,} es una (d, €) — cadena que une a y con
Ty = z, es decir, y € €(Z,¢). Por lo tanto, €(Z, €) es un conjunto abierto. Probemos ahora
que € (Z,€) es cerrado. Sea y € €(Z, ¢€). Se sigue que existe © € B(y,e) NE(Z,¢€), por lo que
x €6 (Z€e),yy € B(x,e). Asi, y € €(Z,¢), por lo que €(Z,¢€) es cerrado.

|
Un razonamiento similar al anterior muestra el siguiente resultado.

Corolario 1.2.26. Todo espacio métrico conexo (X,d) es d-bien encadenado.

Demostracién. Sean X un espacio conexo y € > 0. Dado z € X, consideremos
€ ({z},e) = {2’ € X : existe una (d,€) — cadena que une a =’ con x}.

Claramente z € €({z},€) y asi por la conexidad de X y el Lema 1.2.25, €({z},¢) = X.
Concluimos que X es d—bien encadenado.

]
Para probar la compacidad de C'(X) utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.2.27. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y (A,)S2, una sucesidn de elemen-
tos en 2% que converge a un elemento A € 2% . Si para todon € N, A,, es (d, ¢,)—encadenado,
donde (€,)22, es una sucesidn que converge a cero, entonces A € C(X).

Demostracién. Supongamos que A no es conexo en 2% . Tenemos que A = K U L, con
K y L cerrados y ajenos no vacios de A, y por tanto de X. Por la normalidad de X, existen
U y V subconjuntos abiertos de X tales que K CU, LCVyUNV =0. Asi, A € (U, V),
por lo que existe Ny € N tal que para todo n > Ny, A, € (U, V). Sea § = d(U,V) > 0,
como (€,)22, converge a cero, existe Ny € N tal que para todo n > Na, €, < 0. Sean
N =méx{Ny, N2} y n > N, entonces A, € (U,V), por lo que A, NU # 0, A, NV # 0,
A, CUUV y A, es (d,e,)—encadenado. Sean x € A, NU,y y € A,NV. Se sique que existe
una (d,e)—cadena {x1,...,2,} C Ay, con x; =2y 2, = y. Sea m =max{i € I, : x; € U}.
Notemos que m # r, pues z, =y € V, porloque z,,, € Uy 41 ¢ U. Yaque A, CUUV,
Tmi1 €V, pero entonces § = d(U, V) < d(zm, Tmi1) < €n < J, o cual es una contradiccion.
Se concluye que A € C(X).

|
Estamos listos para probar que C(X) es compacto.

Teorema 1.2.28. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces C(X) es compacto.
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Demostracién. Por el Teorema 1.2.21, 2% es compacto. Mostraremos que C(X) es
cerrado en 2% . Sea (A,,)%% ; una sucesién de elementos en C(X) que converge a un elemento
A € 2%, En particular, (4,)%; C 2%. Consideremos (€,)% ;, una sucesién de nimeros
mayores que cero, que convergen a cero. Puesto que A,, es conexo, para cada n € N, por el
Corolario 1.2.26, A, es (d, €,)—encadenado. Por el Lema 1.2.27, A es conexo, es decir, C'(X)
es cerrado.

|

Si un espacio métrico (X, d) es compacto, se puede probar que C'(X) es arco conexo. Para

probar esta afirmacién se necesita un estudio mas profundo de algo llamado arcos ordenados
en C'(X). Una demostracién al siguiente teorema se puede encontrar en [9, Teorema 14.9].

Teorema 1.2.29. Si X es un continuo entonces C(X) es arco conezxo.
Como una consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.2.30. Si X es un continuo entonces C(X) es un continuo.

Demostracién. Por el Teorema 1.2.28, C'(X) es compacto y, por el Teorema 1.2.29,
C(X) es conexo. Por lo tanto, C'(X) es un continuo.

]
Una consecuencia inmediata del Teorema 1.2.28, es el siguiente corolario.

Corolario 1.2.31. Si X es un espacio métrico compacto, entonces cada sucesion de sub-
continuos de X tiene una subsucesion convergiendo a un subcontinuo de X, por lo que cada
sucesion convergente de subcontinuos de X tiene un subcontinuo de X como su limite.

1.2.3. Productos simétricos

En esta seccién se dan algunos resultados que son importantes en los productos simétri-
cos. Las siguientes dos definiciones son de gran importancia para la tesis pues la usaremos
en cada seccién del siguiente capitulo.

Definicion 1.2.32. Decimos que una funcion f : X — Y entre espacios métricos es un
mapeo si f es una funcion continua y sobreyectiva.

Definicién 1.2.33. Paran,k € N, conk <n y A={a1,...,ar} un elemento arbitrario de
F,(X), definimos la funcion F,(f) : F,(X) — Fo,(Y), por

Fu(f)(A) = {F(ar), ..., flar)}.

A la funcién F,(f) le llamaremos funcion inducida por f.

Notemos que como subconjuntos, F,(f)(A) = f(A4). Dado un mapeo f: X — Y entre
espacios métricos, surge de manera natural definir las funciones inducidas por f para los
hiperespacios 2%, C(X), C,(X), etcétera. En la presente tesis estudiaremos el producto
simétrico de X, F,(X), cuando X es un continuo.

El siguiente teorema garantiza la continuidad y sobreyectividad de F,(f), si f es un
mapeo.
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Teorema 1.2.34. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos. Si f : X — Y es un mapeo,
entonces la funcion F,(f) : F(X) — Fo(Y) es un mapeo.

Demostraciéon. Sea B = {by,...,b.} € F,(Y). Cémo f es sobreyectiva, para ca-
da i € I, existe a; € f~1(b;). Por lo tanto, A = {a1,...,a.} € (F.(f))"Y(B). Para
probar la continuidad de F,,(f), sean A = {a1,...,a,} € Fp(X), con r < n, y € > 0.
Demostraremos que existe § > 0 tal que F,(f)(Bu,(A,6)) € Bu, (Fu(f)(A),¢€). Defina-
mos A" = {a},...,a},} = F,(f)(A), con k < r. Es decir, queremos mostrar que para todo
B ={by,...,V,} € F,(f)(Bu,(A,0)), B' € By, (A’ €), es decir, que Hy (A’, B") < e. Por
el Lema 1.2.11, mostraremos que A’ C Ny (B’,e) y B’ C Ng(A',€).

En efecto, ya que f es continua, para cada i € I, existe §; > 0 tal que f(Bgy(a;,9;)) C
By (a}, €), para algin ¢ € Ij. Sea § :=min{d,...,d,} > 0, entonces para cada i € I,

f(Ba(ai,0)) € Bar(a; €). (1)

Sea B = {b},...,b.} € F,(f)(Bm,(A4,d)), entonces existe B = {by,...,bn} € By, (A,J),
con s < m < n, tal que F,(f)(B) = B’, Asi, tenemos que Hy(A, B) < ¢, es decir,

ACNy(B,5) y BC NyA,09). 2)

Mostremos que B’ C Ng/(A’,¢€). Sea i € I5, y supongamos que d'(b},a) > € para todo
J € Ii. Asi, para algin a € I, tal que f(by) = b}, se tiene por (1) que b, ¢ Bg(a;,d) para
todo j € I, pero esto contradice que B C N4(A,d) en (2). Por lo tanto, existe j € Ij tal
que d' (b}, a}) <€, es decir, B" C Ng/ (A, ¢).

Para la otra contencidn, sea a’ € A’. Existe a; € A, para algin j € I, tal que f(a;) = a’. Pa-
ra esta j € I, por (2), existe a € I,, tal que d(ba,a;j) < 9, lo cudl implica que b, € Bqg(a;,d)
v, por (1), para algin ¢ € I, se tiene que f(by) = b, € By (d’,€), es decir, d'(a',]) < e,y
asi A’ C Ny (B',¢€).

|

Denotemos por Top’ a la cetegoria de espacios topoldgicos, entonces la funcién inducida

por f, F,,(f), define un funtor F,(f) : Top’ — Top’, con los mapeos como sus morfismos.
Esto es lo que garantiza la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.35. Sean X, Y y Z espacios topolégicos, f : X — X, 9:Y — Z, y
h: X —Y mapeos, y A un elemento de F,(X). Tenemos que

(1) F,(f) = Ldp, (X si f es el mapeo identidad (f = Idx).

(ii) Fr(g o h) = F(g) o Fu(h).

Demostracion.
(i) Fu(f)(A) = f(A)=A
(i) Fn(goh)(A) = (goh)(A) = g(h(A)) = g(Fn(h)(A)) = Falg)(Fn(h)(A4)) = (Fulg) o
Fy(h))(A).

De la proposicién anterior tenemos que Fy,(f) lleva la identidad en la identidad y que
distribuye composiciones.

El siguiente teorema generaliza al Teorema 1.2.34. Una demostracion al teorema siguien-
te se puede encontrar en [9, Teorema 13.3].

Teorema 1.2.36. Sean X y Y espacios métricos compactos, y sea f : X — Y una fun-
cion continua. Definamos 25 : 2% — 2 por 27(A) = f(A), para cada A € 2%. Sea
C(f) =2 o(x) : C(X) — C(Y). Entonces, 2/ (y asi C(f)) es continua.
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Dada una coleccién finita, Uy ..., Uy, de subconjuntos de un espacio X, (Uy,...,Up)n,
denota el siguiente subconjunto de F,(X):

{AEFn(X):AC UUi’ yAﬂUi;é@paracadaiGIm}.

i=1

Se sigue del Teorema 1.2.10, que la familia de todos los subconjuntos de F,(X) de la
forma (Uy,...,Up)n, donde cada U; es un subconjunto abierto de X, forma una base para
la topologia del subespacio (inducida por la topologia de Vietoris de CL(X)) de F,,(X).

Lema 1.2.37. Sea (X,d) un continuo, entonces la funcidn h : X — F1(X), definida por
h(z) = {x}, es un homeomorfismo.

Demostracién. Claramente la funcién h es biyectiva. Afirmamos que h(U) = (U);. En

efecto, sea A € h(U), entonces existe x € U tal que A = h(x), es decir, A = {z} C U, por
lo que A € (U);. Sea A € (U)1, entonces A C U y |A| = 1, entonces existe z € X tal que
{r} = ACU,porloquexeUyh(x)=A. Esdecir, A€ h(U). Por lo tanto, h(U) = (U);.
Si U es un subconjunto abierto de X, entonces por el comentario antes de este lema se tiene
que (U); es un abierto bésico de Fy(X), por lo que (U); es un abierto en F;(X). Por lo
tanto, h es una funcién abierta.
Mostremos que h es continua. Sean = € X y € > 0. Queremos probar que existe 4 > 0 tal
que h(Bg(z,96)) C Bp,(h(z),€). En efecto, sean 6 = ey A € h(Bgy(z,)) = (Ba(z,d))1. Asi,
|A] = 1, digamos A = {y}, para algiin y € X. Como {y} C By(z,0) = Ba(x,¢€), d(z,y) < e,
por lo que Hy({z},{y}) < €. Por lo tanto, {y} = A € By, ({z},€) = Bu,(h(z),€). Con esto
h es biyectiva, abierta y continua, lo cual hace que h sea un homeomorfismo.

[ |
Una prueba al siguiente teorema se puede encontrar en [11, Lema 3].

Teorema 1.2.38. Si (X,d) es un continuo, n > 2, {z1,...,x.} € F,,(X), y € > 0 son tales
que d(x;,x;) < €, para cada z;,x; € {x1,...,2,} y x; # xj, entonces

Fo(X)\ (Ba(x1,€),...,Ba(zr,€))p

es conexo.

El siguiente corolario garantiza que para n > 2, el complemento de cualquier elemento
A € F,(X) es conexo.

Corolario 1.2.39. Sea (X,d) un continuo. Sin>2yp={x1,...,2.} € F(X), entonces
F,(X)\ {p} es conexo.

1
Demostracién. Sea N € N tal que — < min {d(z;, ;) : z5,z; € {x1,..., 2.}y x; #
z;}. Notemos que {z1,...,2,} = N2y (B(x1,1),...,B(z,1)),. Por el Teorema 1.2.38 vy,
para cada | > N, F,(X) \ (B(z1,1),..., B(%;, 7))n es conexo. Asi, F,(X)\ {z1,...,2,} =
Fo(X)\ N2 N (B(@1, §)s s By, 1)) = U N Fu(X) \ (B(1,1),-- -, B(r, 7))n, ¥ €5 cO-
nexo al ser uniéon de conjuntos conexos con intersecciéon no vacia.
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1.3. Conexidad en espacios

Esta seccién estda dividida en dos subsecciones donde se dan definiciones y resultados
importantes referentes a la conexidad de espacios topoldgicos.

Definicién 1.3.1. Sean X un espacio topoldgico, y U y V subconjuntos de X. Decimos que
U yV estin separados si
Unv=0=U0nV.

Diremos que U y V forman una separacion de X, y lo denotaremos por X = U|V, si
X=UUV,U#0+#V,yU yV estin separados.

Recordemos que un espacio topolégico X es conexo si no existen subconjuntos abiertos
Uy V en X satisfaciendo que X = UUV,U # 0 #V,y UNV = (. El siguiente lema
establece una equivalencia muy util de la conexidad.

Lema 1.3.2. Si X es un espacio topoldgico, y A es un subconjunto de X, entonces A es no
conexo si y solo si existe una separacion de A.

Demostracién. Supongamos que A no es conexo, entonces existen U y V subcon-
juntos abiertos en A tales que A =U UV, U # 0 #V,y UNV = (. Mostremos que
UNV =0 =UnNV. En efecto, supongamos que existe x € U N'V. Como V es abierto de A
que contiene a z, y € U, entonces U NV # (), lo cual es falso. Asi, U NV = ). De manera
similar se prueba que U N’V = (). Por lo tanto, U y V forman una separacién de A.

Para el regreso, supongamos que existe una separaciéon de A. Se sigue que existen U y
V subconjuntos de A, tales que A = UUV, U,V #0,yUNV =0 =UNV. Ya que
UNV cUNV =0, tenemos que U NV = (. Mostremos que U y V son cerrados en A.
En efecto, U=UNA=UNUUV)=UnNU)UUNV)=UUD=U. Asi, U es ce-
rrado en A. De manera similar se prueba que V es cerrado en A. Por lo tanto, A no es conexo.

]
El siguiente lema garantiza que una componente de la preimagen de un continuo, es un
continuo.

Lema 1.3.3. S5i X y Y son espacios métricos compactos, f: X — Y es un mapeo, B un
subcontinuo de'Y, y A una componente de f~1(B), entonces A es un subcontinuo de X.

Demostracién. Por definicién A es conexo en X. Como B es un subcontinuo de Y, B
es un cerrado en Y. Como f es continua, f~1(B) es un cerrado en X. Como A es cerrado
en un cerrado, A es cerrado en X, el cual es compacto, es decir, A es compacto en X. Como
f es sobreyectiva A # (), por lo tanto, A es un subcontinuo de X.

1.3.1. Teoremas de golpes en la frontera

En esta secciéon demostraremos teoremas importantes que seran tutiles en el siguiente
capitulo.

Lema 1.3.4. Sean (X,d) un espacio métrico, y (A,)S%; una sucesion de elementos en 2%
que converge a A € 2%X. Se tiene que, p € A si y solo si existe (a,)%, una sucesion de
elementos en X que converge a p y, para todon € N, a,, € A,,.
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Demostracién. Supongamos que p € A. Sea ¢; > 0 tal que Hy(A1,A) < €1. Por el

Lema 1.2.11, A C N(A1,€1). Como p € A, existe a1 € A; tal que d(p,a1) < €. Asi, para
n € N, sea e, >0y a, € A, tales que d(p,a,) < €,. Notemos que como la sucesién (4,,)22 ,
converge a A, podemos pedir que la sucesién (€,)5° ; converja a cero. Sea € > 0. Como la
sucesién(e,, )52, converge a cero, existe N € N tal que, para todan > N, 0 < ¢, < e. Por lo
tanto, si n > N, d(p,a,) < €, < e. Hemos probado que la sucesién (a,)322, converge a p, y
an € A, para cada n € N.
Para el regreso, sea € > 0. Como la sucesién (a,)S2; converge a p, existe N € N tal que
d(an,p) < §, para todo n > N. De la misma manera, como la sucesién (A4,)52; converge a
A, existe K € N tal que Hy(A,, A) < §, para cadan > K. Sean M = méx{N,K}yr > M.
Como Hg(A,, A) < 5, A, C N(A, ). Asi, para a, € A,, existe 2, € A tal que d(a,,z,) < 5.
Se sique que si n > M, d(p, z,) < d(p, an) + d(an,z,) < § + § = €. Hemos probado que la
sucesién (z,,)2%; de elementos de A, converge a p. Como A € 2% A es cerrado en X. Por
lo tanto, p € A.

|
El siguiente teorema se conoce como el Teorema del cable cortado.

Teorema 1.3.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y A, B subconjuntos cerrados no
vacios de X . Si ningin subconjunto conexo (o quivalentemente, ninguna componente) de X
intersecta a A y B, entonces X = X7 U Xa, con X1 y Xo subconjuntos cerrados y ajenos
tales que A C X1, y B C X5.

Demostracién. Supongamos que para todo n € N, existe K,, una (d, %)—cadena que
une un punto a, € A con un punto b, € B. Notemos que para cada n € N, K,, € 2X. Por
el Teorema 1.2.21, 2% es compacto, por lo que podemos suponer que la sucesién (Kn)%2,
converge a un elemento K € 2%X. Ademds, como la sucesién (1/27)3°; converge a cero, por
el Lema 1.2.27, K € C(X). Por otra parte, por la compacidad de X podemos suponer que
la sucesién (a,)52, converge a a € A. De manera similar la sucesién (b,)22; converge a
b € B. Como a,, € K, para todo n € N, entonces por el Lema 1.3.4, a € K N A. De forma
similar b € K N B, pero esto implica que K es un conexo que interseca a A y a B, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, existe € > 0 tal que € (A,e) N B = (), con € (A, €) como se
defini6 en 1.2.25. Definiendo X; = €(A4,¢), y Xo = X \ Xj, se tiene el resultado.

]
Ahora veamos una serie de teoremas que se conocen como Teoremas de golpes en la
frontera. El primero de ellos es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Sean X un continuo y U un subconjunto propio, abierto y no vacio de X .
Sea K una componente de U, entonces KNfrx(U) # 0, es decir, KN (X \U) # 0.

Demostracién. Supongamos que KNfry (U) = . Notemos que K y frx(U) son cerra-
dos en U, y ninguna componente de U interseca a ambos. Por el Teorema 1.3.5, U = M;UMo>,
con My y My cerrados ajenos de U tales que K C My y frx (U) C My. Sea M3 = MaU(X\U).
Notemos que M3 es cerrado, X = M; U M3, vy que My, y M3 son no vacios. Ademas,
M;NMs; =M N (M2 U (X\U)) =M N (X\U) cUn (X\U) :er(U) C Ms. Se Sigue
que M1 N M3z = (). Esto contradice la conexidad de X.

]
El siguiente resultado es una consecuencia importante del teorema anterior.

Lema 1.3.7. Si X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un subcontinuo
propio no degenerado. Mas ain, si A es un subcontinuo propio de X, y U es un abierto de
X tal que A C U, entonces existe un subcontinuo B de X tal que AGC B CU.
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Demostracion. Mostremos primero la segunda parte. Sean X un continuo, A un sub-
continuo propio de X, y U un subconjunto abierto de X tal que A C U. Por la normalidad
de X existe un subconjunto abierto V de X tal que A C V C V C U. Sea B la componente
de V que contiene a A, entonces B es un subcontinuo de X tal que A C B C V C U. Por
el Teorema 1.3.6, BNfrx (V) # 0. As{, BN (X \V) #0. Seab € BN (X \ V). Puesto que
ACV, X\VCX\A, porloquebd¢ A, es decir, A ¢ B.

Para la primera parte, sean p,q € X, p # ¢, y U un subconjunto abierto de X tal
que A := {p} € X\ {¢} = U. Por lo anterior, existe B un subcontinuo de X tal que
A G B C X\ {q}, conlo cual B es no degenerado y propio de X.

|
El siguiente teorema es conocido como el teorema de golpes en la frontera II.

Teorema 1.3.8. Sea X un continuo y E un subconjunto propio no vacio de X. Si K es una
componente de E, entonces clx (K)Nfrx(E) # 0 o, equivalentemente clx (K)Neclx (X \ E) #
0.

Demostracién. Supongamos por el contrario que clx (K)Neclx(X \ E) = . Como
cx(X\E) # 0 (y clx(K) # 0) se tiene que clx (K) es un subcontinuo propio de X. Sea
U = X\clx (X \ E). Tenemos que clx(K) C U. Por el Lema 1.3.7, existe un subcontinuo B
de X tal que K Cclx(K) & BCU C E. Asi, K & B C E. Esto contradice la maximalidad
de K. Por lo tanto, clx (K)Nclx (X \ E) # 0.

|
El siguiente corolario es una observacién 1til a los teoremas anteriores.
Corolario 1.3.9. Sean X, E y K como en el Teorema 1.3.8. Se tiene que:
(i) Si E es abierto entonces clx (K)N (X \ E) # 0.
(it) Si E es cerrado entonces KNelx (X \ E) # 0.
Demostracién. (i) se sigue del Teorema 1.3.8, y (ii) se sigue del Teorema 1.3.6.
|

1.3.2. Continuos de Peano

Esta seccién es una introduccién a los continuos de Peano y estda basado en el capitulo
VIII de [13].

Definicién 1.3.10. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Decimos que X es localmen-
te conexo en p si para toda vecindad U de p, existe V un subconjunto abierto y conexo
de X tal quep € V. C U. Decimos que X es localmente conexo silo es en cada punto de X.

Definicién 1.3.11. Un espacio métrico X es llamado un espacio de Peano si es local-
mente conexo. Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo.

Como veremos en el capitulo siguiente, en algunas clases de funciones la hipétesis de que
un continuo sea de Peano sera de gran importancia.

Definicién 1.3.12. Sean X un espacio topoldgico, y p € X. Decimos que X es conexo en
pequeno (cik) en p si para cada N vecindad abierta de p, existe una vecindad conexa U de
p tal que p € U C N. Decimos que X es ctk si lo es en cada punto de X.
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Notemos que un espacio localmente conexo en p implica que es conexo en pequeflo en p.
Sin embargo, el reciproco no es cierto. La siguiente figura muestra un continuo X que es cik
en p, pero que no es localmente conexo en p.

El siguiente teorema establece una equivalencia importante entre conexidad local y co-
nexidad en pequeno.

Teorema 1.3.13. Para todo espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(1) X es localmente conezo,

(2) Las componentes de subconjuntos abiertos de X son abiertos en X,

(3) X es cik en todo punto.

Demostracién. (1) implica (3) es inmediata de las definiciones. Mostremos (3) implica
(2). Para esto, sean U un subconjunto abierto de X, C una componente de U, y z un punto
en C. Como X es cik en # y U es una vecindad abierta de z, entonces existe una vecindad
conexa V de x tal que x € V C U. Como C es la componente que tiene a z, entonces
V C C. Asi, C es un abierto de X. Probemos que (2) implica (1). En efecto, sean z € X, U
un abierto en X que contiene a x, y V' la componente de z en U. Por hipdtesis, V' es abierto
en X. Por lo tanto, X es localmente conexo en x, y asi es localmente conexo en todo punto.

|

Los siguientes resultados son importantes en el estudio de continuos de Peano.

Definicién 1.3.14. Sea X un espacio métrico. Decimos que un subconjunto no vacio Y
de X tiene la propiedad S si para todo € > 0 existen Aq,..., A, subconjuntos conexos no
vacios de Y tales que Y = A1 U---U A, y didmx (A;) < €, para todo i € I,,.

Teorema 1.3.15. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces (X, d) es un
espacio de Peano.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.13, mostremos que X es cik. Sean p € X, y
e > 0. Como X tiene la propiedad S, existen Aj,..., A, subconjuntos conexos no vacios
de X tal que X = A U---UA,, y diamx(A4;) < §, para todo i € {1,...,n}. Sea
G = J{A; : p € A;}. Notemos que G es conexo, que el didmx(G) <e, yquep ¢ X \ G. Ya
que, X \ G = X\intx (G), p € intx(G). Se sigue que G es una vecindad de p. Por lo tanto,
X es cik en p.

]
El siguiente resultado muestra que, si ademés X es compacto, entonces los dos conceptos
son equivalentes.

Teorema 1.3.16. Un espacio métrico compacto no vacio es de Peano si y solo si X tiene
la propiedad S. En particular, un continuo X es de Peano si y solo si para todo € >0, X es
una union finita de subcontinuos de didmetro menor que €.
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Demostracién. Si X tiene la propiedad S, por el Teorema 1.3.15, X es de Peano.
Para la otra implicacién, sea ¢ > 0. Como X es localmente conexo, para cada = € X, exis-
te un subconjunto abierto y conexo V, de X tal que = € V,, y didmx(V,) < e. Asi, la
familia {V,, : € X} es una cubierta abierta de X que es compacto, por lo que existen
Z1,...,%, € X tales que X = U}, V,., es decir, X tiene la propiedad S.

Para la segunda parte, consideremos V. los cuales son subcontinuos de X.

Teorema 1.3.17. Si (X,d) es un espacio métrico, y' Y es un subconjunto de X tal que Y
tiene la propiedad S, entonces para cualquier subconjunto Z tal que Y C Z C Y, Z tiene la
propiedad S. Por tanto, es de Peano.

Demostracion. Sea e > 0, entonces existen Ay, ..., A, subconjuntos conexos no vacios
de Y tal que Y = U, A;, y didmy (A;) < ¢, para cada i € I,. Sea B; = Z N cly(A4;).
Notemos que para cada i € I,,, B; = clz(4;). Asi, cada B; es conexo, y didmy (B;) < e.
Ademds, U1 B, = ZN (U cly(4))=2ZNnY =Z.

Definicién 1.3.18. Sean (X,d) un espacio métrico, y € > 0. Una S(¢)-cadena es una
coleccion finita y no vacia L = {Ly,...,L,} de subconjuntos de X tales que:

(1) Ll ﬂLH_l # @, para cada i € In—l;

(2) L; es conexo para cada i € I,

(3) didmx (L;) < (e-27%), para cada i € I,,.

Si £ es una S(e)—cadena, entonces cada L; € L es llamado eslabén de £. Six € Ly y
y € Ly, decimos que £ es una S(e¢)—cadena de x a y. Si A es un subconjunto de X y € es
un nimero mayor que cero, definimos

S(A,e) ={y € X : existex € Atal que existe una S(e) — cadena dexay}.

Lema 1.3.19. Si (X,d) es un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X, y ¢ > 0,
entonces:

(1) diam(S(A,e€)) < didmx (A) + 2e,

(2) Si A es conexo, S(A,¢€) es conexo,

(8) Si (X, d) tiene la propiedad S, S(A,¢€) es abierto en X.

Demostraciéon. (1) Seanz,y € S(A,¢€), existen entonces a,b € Ay L, y L, S(e)—cadenas

de a a x, y de b a y, respectivamente. Se sigue que, d(z,a) < ZLELm didmx (L) < Y2, (e-
27%) = ¢. De manera similar, d(b,y) < €. Por lo tanto, d(z,y) < d(x,a) + d(a,b) + d(b,y) <
didmy (A) + 2e.

(2) Notemos que toda S(e)—cadena es conexa. Ademds, S(A,€) es unién de S(e)— cadenas,
todas intersecan a A. Por la conexidad de A, S(A4,¢€) es conexo.

(3) Sea z € S(A,¢), existen a € A,y L = {Ly,...,L,} una S(e)—cadena de a a x. Co-
mo X tiene la propiedad S, por el Teorema 1.3.15, X es de Peano. Se sigue que existe un
subconjunto abierto y conexo U de X tal que 2 € U, y didmx(U) < (e-2-("+1). Sea
L'={Ly,...,Ly,Lpy1 =U}. Como x € UN Ly, L' es una S(e)— cadena de a a cualquier
punto de U, es decir, U C S(A,¢€), por lo que S(A,¢€) es abierto.

El siguiente resultado muestra cudndo los conjuntos de la forma S(A,€) tienen la pro-
piedad S. Una demostracién a este lema se puede encontrar en [13, Proposicién 8.7].
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Lema 1.3.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Si X tiene la propiedad S entonces para cada
subcongunto no vacio A de X y cada € > 0, S(A,¢€) tiene la propiedad S.

Teorema 1.3.21. Si (X,d) es un espacio métrico con la propiedad S, entonces para to-
do € > 0, X es la union finita de conexos, cada uno de los cuales tiene la propiedad S, y
de didmetro menor que €; mds aun, dichos conexos se pueden elegir abiertos o cerrados en X.

Demostracién. Como X tiene la propiedad S, X = U ; A;, con A; conexo y didmx (A;)
< ¢, para cada i € I,,. Sean B; = S(A;, §). Por (2) y (3) del Teorema 1.3.19, B; es conexo, y
didm(B;) < §+ % = ¢, respectivamente. Por (3) del mismo Teorema, B; es abierto. Adem4s,
por el Lema 1.3.20, B; tiene la propiedad S, para cada ¢ € I,,. Para tomar cerrados a todos
los conexos, basta considerar clx (B;), para todo i € I,,.

Lema 1.3.22. SiY es un continuo de peano, y B es un subcontinuo de Y, entonces existe
una sucesion {B;}2, de subcontinuos de Peano de'Y tal que N2, B; = B y, para cada i, el
inty (B;) contiene a B.

Demostracion. Fijemos un entero positivo i. Definamos B; como sigue. Por el Teorema
1.3.16, Y tiene la propiedad S. Por el Teorema 1.3.21, existen subconjuntos abiertos y cone-
xos Uy, ...,U, de Y tal que para cada k € I, Uy tiene la propiedad S, didmy (Uy) < 1\ 4,
U.NB#0,y BcUr Us.

Sea B; = U ,U}. Teniendo asi definido B; para cada i, se tiene que la sucesién {B;}2,
tiene las propiedades descritas (el hecho de que B; es de peano se sigue del Teorema 1.3.17,
sabiendo que cada Uy es de Peano).

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del lema anterior.

Corolario 1.3.23. Sean X un espacio localmente conexo y p € X, existe entonces una
sucesion de subcontinuos de X, {B;}2,, tal que N2, B; = {p}, y para cada i, B;y1 C B; y
p € intx(B;).

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado que serd 1til més adelante, una de-
mostracién se puede encontrar en [14, P4g. 50, (4.15)].

Lema 1.3.24. Si Y es un continuo localmente conexo, y € Y es un punto tal que Y \ {y}
es conexo, entonces existe un subconjunto A de'Y, que es lo suficientemente pequenio tal que
es abierto, conexo, y € A yY \ A es conezxo.



Capitulo 2

Funciones inducidas en los
productos simétricos de
continuos

El estudio de este capitulo estd basado principalmente en los articulos [1], [2], [3] ¥ [5].

En lo que sigue de la tesis, salvo que se indique lo contrario, las letras X y Y denotaran
siempre continuos y supondremos que tienen métrica d y d’, respectivamente.

Dada una clase de funciones M, el objetivo principal de cada seccién es contestar a las
siguientes preguntas:

(i)Si f: X — Y es un mapeo y f € M, ;Para qué natural n se tiene que el mapeo
F,.(f): F.(X) — F,(Y) pertenece a M?

(ii) Si n es un ndmero natural tal que n > 2, F,,(f) : Fi,(X) — F,(Y) es un mapeo y
F,(f) e M, {La funcién f: X — Y pertenece a M?

En algunos casos, estas preguntas se contestan de manera directa a través de resultados
que se ponen y demuestran en cada seccién, o se exhibe un ejemplo para probar que alguno

de los mapeos no pertenece a la clase de funciones que se estudia. Cuado pedimos que Y
sea localmente conexo, algunas clases de funciones se preservan al pasar a la funcién inducida.

2.1. Homeomorfismos

Iniciamos el estudio de las funciones inducidas en los productos simétricos, con la clase
de funcién que es mas comuin preguntarnos, esta es, la clase homeomorfismos.

Definicién 2.1.1. Decimos que una funcion f : X — Y es un homeomorfismo si f es
continua, biyectiva y f~1 es continua.

Veamos algunos resultados previos al teorema principal de esta seccién.

Lema 2.1.2. Para cadan € N, la funcion f : X — Y es sobreyectiva si y solo si la funcion
F.(f): Fo,(X) — F,(Y) es sobreyectiva.
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Demostracién. Ya probamos en el Teorema 1.2.34 que F,(f) es sobreyectiva si f
es sobreyectiva. Para la otra implicacién, sea y € Y, entonces {y} € F,(Y). De manera
que si F,(f) es sobreyectiva, entonces F,(f)~*({y}) es no vacfo. Sea A € F,(X) tal que
F,.(f)(A) = {y}, entonces f(A) = {y}, por lo que existe z € A C X tal que f(z) =y, es
decir, f es sobreyectiva.

|
Mostremos el andlogo para funciones inyectivas.

Lema 2.1.3. Para cadan € N, la funcion f : X — Y es inyectiva si y sélo si la funcion
F.(f): Fo,(X) — F,(Y) es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que f es inyectiva. Sean A y B dos elementos distintos en
F,(X). Como A # B, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe p € X con p €
Ay p¢ B, entonces f(p) € f(A), pero f(p) ¢ f(B), pues f es inyectiva. Asi, f(A) # f(B),
es decir, F,(f)(A) # F.(f)(B), por lo que F,(f) es inyectiva. Supongamos que F,(f) es
inyectiva. Sean p, ¢ € X, con p # g, entonces {p} # {q}, por lo que F,,(f)({p}) # Fn(f)({q}),

es decir, f(p) # f(q); por lo que f es inyectiva.
[ ]

Con lo anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.1.4. Para cadan € N, la funcién f: X — Y es biyectiva si y sdlo si F,(f)
es biyectiva.

Del Teorema 1.2.34 sabemos que la continuidad de la funciéon f implica la continuidad
de la funcién F,,(f). Veamos que el reciproco también es cierto.

Lema 2.1.5. Para cada n € N, si F,(f) : F,(X) — F,(Y) es continua, entonces f :
X — Y es continua.

Demostracién. Sean € N, p € X,y ¢ > 0. Supongamos que F,,(f) es continua. Mos-
tremos que existe un nimero § > 0 tal que f(Bq(p,d)) C Ba(f(p),€). Como {p} € F,(X),
y Fu(f) es continua, existe oo > 0 tal que F,(f)(Bu,({p},d)) C Bu, ({f(p)}, €). Elija-
mos § = dg, y sea y € f(Bai(p,d)). Se sigue que existe ¢ € Bgy(p,d) tal que f(q) = vy v,

d(q,p) < &; es decir, {q¢} € Bpu,({p},0), por lo que F,.(f)({q}) = {f(@)} € Bu, ({f(p)},e).
Asi, d'(f(p), f(q)) < ¢, es decir, d'(f(p),y) < ¢, por lo tanto, y € Ba (f(p), €).

Corolario 2.1.6. Sin > 2 entonces f : X — Y es un mapeo si y solo si F,(f) es un
mapeo.

Demostracién. La sobreyectividad en ambas direcciones se obtiene del Corolario 2.1.4,
la continuidad de F,,(f) se sigue del Teorema 1.2.34 y la continuidad de f del lema anterior.

Mostremos el teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.1.7. Para cada n € N, la funcion f: X — Y es un homeomorfismo si y sélo
st la funcion F,(f) : Fo(X) — F.(Y) es un homeomorfismo.

Demostracién. Supongamos que f es un homeomorfismo. Por el Corolario 2.1.4, F,,(f)
es biyectiva y, por el Teorema 1.2.34, F,,(f) es continua. Ademds, notemos que la funcién
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inversa de F,,(f) es F,(f)™' = F,(f™!) : F,(Y) — F,(X). Nuevamente, como f~! es
continua, por el Teorema 1.2.34, F,,(f~!) es continua. Por lo tanto, F,,(f) es un homeo-
morfismo. Supongamos ahora que F,,(f) es un homeomorfismo. Por el Corolario 2.1.4, f es
biyectiva y, por el Lema 2.1.5, f es continua. Como la funcién inversa F,(f)~! = F,(f~1)
es continua, entonces la inversa de f, f ', es continua. Por lo tanto, f es un homeomorfismo.

2.2. Mapeo simple

La clase de mapeos que estudiamos en esta seccién son, de manera intuitiva, mapeos casi
inyectivos, pues las preimagenes de conjuntos unipuntuales tienen a lo méas dos elementos.

Definicién 2.2.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es simple si f~1(y) tiene a lo mds
dos elementos para toda y € Y .

El Ejemplo 2.2.4 muestra un ejemplo de un mapeo simple y de uno que no lo es.

El siguiente resultado muesta una condicién suficiente para que un mapeo f: X — Y
sea un homeomorfismo.

Proposicién 2.2.2. Sin > 2, y F,(f) : F,(X) — F,.(Y) es un mapeo simple, entonces
f: X —Y es un homeomorfismo.

Demostracién. Mostraremos que f es inyectiva, pues de serlo, entonces Idx = f~'o f
y por el Lema 2.1.5, f es continua y de la igualdad anterior se tendria que f~! es continua,
esto implicaria que f es un homeomorfismo. Razonando por contradiccion, supongamos que
f no es inyectiva. Sean y € Y, x1,x9 € X, 1 # o, vy tal que f(x1) = y = f(x2). Se sigue
que, {1}, {z2}, {z1, 72} € F.(f)"1({y}), contradiciendo que F,(f) es un mapeo simple,
por lo tanto, f es inyectiva, y asi un homeomorfismo.

|
El teorema importante de esta seccién se obtiene de manera inmediata de la proposicién
anterior.

Teorema 2.2.3. Si F,,(f) es un mapeo simple y n > 2, entonces f también lo es.

Demostracién. Si F,,(f) es un mapeo simple entonces, por la Proposicién 2.2.2, f es
un homeomorfismo; por lo tanto, f es un mapeo simple.

]
El reciproco del teorema anterior no se cumple ya que existe un mapeo simple f tal que
F,(f) no lo es, para cada n > 2. Este es el siguiente:

Ejemplo 2.2.4. Sea f: S' — S el mapeo definido por z — z%. La siguiente figura des-
cribe el comportamiento de la funcion f sobre un subconjunto A de X.

Notemos que f es un mapeo simple; sin embargo, afirmamos que para cadan > 2, F,(f) no
es un mapeo simple. En efecto, sean z, 21,22 € S* con z1 # 2o y tales que f(z1) =z = f(22).
Notemos que {z1}, {22}, {21, 22} € Fo(f)"1({z}), por lo que F,(f) no es un mapeo simple
para todo n > 2.
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f

2.3. Mapeo abierto

La clase de funciones abiertas es de gran importancia al estudiar propiedades topolégicas,
pues esta clase se define en terminos de abiertos de un espacio topoldgico.

Definicién 2.3.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es abierto si f(U) es abierto en' Y
para cada subconjunto abierto U de X.

El mapeo f descrito en el Ejemplo 2.3.7 es un ejemplo de un mapeo abierto. Veremos en
ese mismo ejemplo que F,,(f) no es un mapeo abierto para n > 3.

El primer resultado de esta seccién nos ayudard a probar que si el mapeo inducido F,,(f)
es abierto, entonces f también lo es.

Lema 2.3.2. Sean X un continuo, n,r € N tales que r < n, y sean Uy, ..., U, subconjuntos
abiertos de X, entonces | J(Un,...,U.)n es un subconjunto abierto de X.

Demostracién. Sea z € |J(Uy,...,U,),. Se sigue que existe A, € (Uy,...,U,), tal que
z € A,. Definamos J = {j € I, : x € U;}. Como z € Uy U---UU,, J # (. Afirmamos que
NjesU; C Ui, ..., Upr)n. En efecto, sean y € NjcsUj, y A = {y}U (A, \ {z}). Es claro que
ACUU---UU,. Ademas, para k € I,, ANU, = ({y} NUx) U[(Az \ {z}) NUg], de manera
que si {y} N U, = 0, entonces k ¢ J, por lo que z ¢ Uy. Asi que, (A, \ {z}) N Uk # 0, es
decir, AN Uy, # 0. Por lo tanto, A € (Uy,...,Uy)p. Asi, y € J(Un,...,U)n. Como Njc; U,
es un subconjunto abierto de X que contiene a z, concluimos que | J(Uq,...,U,), es un
subconjunto abierto de X.

|
El siguiente corolario garantiza que la unién como subconjuntos de X de los elementos
de un abierto en F,,(X), es un abierto en X.

Corolario 2.3.3. Sean X un continuo, n € N, y € un subconjunto abierto de F,,(X), en-
tonces |J€ es un subconjunto abierto de X.

Demostracién. Sea x € |J€, entonces existe A, € € tal que z € A,. Como €
es un abierto en F,(X), existen Uj,...,U, subconjuntos abiertos de X tal que A, €
(Uy,...,Up)y, C €. Por el Lema 2.3.2, |J(Uy,...,U,), es un subconjunto abierto de X,
y claramente © € | J(Uq,...,U.), C JC, por lo tanto, | J € es un subconjunto abierto de X.

|
El primer teorema importante de esta seccién es el siguiente.



Funciones inducidas en los productos simétricos de continuos 23

Teorema 2.3.4. Sea f: X — Y un mapeo yn > 2. Si F,,(f) es un mapeo abierto entonces
f es un mapeo abierto.

Demostracién. Sea U un subconjunto abierto de X. Como consecuencia a los teo-
remas 1.2.10 y 1.2.12, se tiene que (U), es un subconjunto abierto de F,(X). Por lo que
E,.(f)((U)n) es un subconjunto abierto de F,(Y) y, por el Corolario 2.3.3, se tiene que
UIF.(f)({U)r)] es un subconjunto abierto de Y. Mostraremos que J[F,,(f)((U)n)] = f(U).
En efecto, sea y € J[Fn(f)((U)n)], entonces existe B € F,(f)((U),) tal que y € B, y
existe A € (U),, tal que F,,(f)(A) = B. Asi existe a € A C U tal que f(a) = y, es decir,
y € f(U). Para la otra contencién, sean y € f(U) y a € U tales que f(a) = y. Definamos
A ={a} y B={y}, entonces A € (U),, y F.(f)(A) = B, asi B € F,(f)({U)n), es decir,
y € UIFn(f)((U)pn)]. Concluimos que f(U) es un abierto en Y por tanto, f es un mapeo
abierto.

|
Veamos que el reciproco es cierto para n = 2.

Teorema 2.3.5. Sea f: X — Y un mapeo abierto, entonces Fa(f) es un mapeo abierto.

Demostracién. Sean U un subconjunto abierto de F5(X), B € Fo(f)(U)y A ={p,q} €
U tal que F5(f)(A) = B. Como U es abierto, existe € > 0 tal que By (A, €) C U. Como B(p, €)
es un subconjunto abierto de X, y como f es abierta, entonces f(B(p,€)) es un subconjunto
abierto de Y, por lo que para cada r € f(B(p,€)), existe 6, > 0 tal que B(r,d,) C f(B(p,¢)).
En particular f(p) € f(B(p,¢€)), por lo que B(f(p),d¢)) C f(B(p,€)). De manera similar
existe (4 > 0 tal que B(f(q),05(q)) C f(B(q,€)). Sea ¢ ::ml'n{5f(p),5f(q)} > 0. Tenemos
que

B(f(p),0) C f(B(p,€)) y B(f(q),9) C f(B(g,¢))-

f(p) # f(q), entonces podemos pedir a § tal que B(f(p),d) N B(f(q),d) = 0. Afirmamos
que By (B,d) C Fa(f)(U). En efecto, sea C = {a,b} € By (B,J), entonces Hyq(C, B) < 0.
f(p) # f(q), como B = {f(p), f(q)} C N4(C,J), entonces existen r,s € C tal que

d(f( ),r) <0y d(f(q),s) <J, esto obliga a pedir r # s, pues si r = s tenemos que

r=s¢€ B(f(p),d) N B(f(q),),

lo cual no es cierto por como hemos elegido a 4. Por lo tanto, en caso de que f(p) # f(q),
entonces supondremos que a € B(f(p),0) vy b € B(f(q),6). En el caso f(p) = f(q),
entonces a,b € B(f(p),0) = B(f(q),d). Por lo que en ambos casos supondremos que
a € B(f(p),d) C f(B(p,e)) y be B(f(q),d) C f(B(q,€)). Se sigue que existen z € B(p,€)
vy y € B(q,€) tales que f(z) =ay f(y) = b. Notemos que Hy({z,y}, A = {p,q}) < e. Asi,
{z,y} € Bu(A,¢) C U. Es decir, F5(f)({z,y}) = {f(z), f(y)} = {a,b} = C, por lo tanto
C e B(f)U).

|
Para el caso n > 3, el reciproco no es cierto. Para dar el ejemplo, necesitamos el siguiente
teorema que generaliza al Teorema 2.3.4.

Teorema 2.3.6. Sean f: X — Y un mapeo, n > 3, y Y no degenerado. Si F,,(f) es un
mapeo abierto, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracién. Ya que F,(f) es abierto, entonces por el Teorema 2.3.4, f es abierto.
Ademads, como f es continua y sobreyectiva, bastard probar que f es inyectiva para mos-
trar que f es un homeomorfismo. Supongamos, razonando por contradiccién, que f no es
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inyectiva. Asi, existen z7 y 2 en X tales que x; # xa, pero f(z1) = f(x2). Como Y es no
degenerado, entonces existe 3 € X tal que f(x3) # f(x1). Sea € > 0 tal que

B(f(z1),€) N B(f(x3),€) = 0. (1)

Por la continuidad de f, existe 6 > 0 tal que los conjuntos B(x1,d), B(x2,0) y B(xs,d) son
disjuntos por pares, y

f(B(1,6)) U f(B(x2,0)) C B(f(21),¢€), (2)

y tal que f(B(z3,0)) C B(f(x3),€). Sea A = {x1,22,23}. Como F,(f) es un mapeo abierto,
entonces F,(f)(Bu(A,0)) es un subconjunto abierto de F,(Y). Como {f(z1), f(z3)} €
E,(f)(Bu(A,9d)), entonces existe o > 0 tal que

Bu({f(x1), f(x3)}, a) C Fu(f)(Bu (A, 0)).

Podemos suponer que a < €. Elijamos n — 1 elemntos y1,...,y,—1 € B(f(z3),a) \ {f(z3)}
tales que y1 # y; si ¢ # j. Sea L = {f(x1),¥1,...,Yn—1}. Es claro que

L C Ba({f(x1), f(x3)}, @) C Fu(f)(Bu(A,0)). (3)

Se sigue que existe B € By (A, ) tal que F,(f)(B) = L. Asi, existen by,by € B tales que
b1 € B(z1,96) y ba € B(x2,9), por lo que by # by. Ademds, existen r1,...,7r,-1 € B tales que
f(r;) = y; para cada i € I,,_1. Ya que y; # y; si ¢ # j, entonces r; # r; si ¢ # j. Note que
f(z1) ¢ B(f(z3), @), pues de lo contrario d'(f(z1), f(x3)) < § < ¢, lo que contradice (1). Por
lo tanto, de (3), como {f(x1), f(z3)} C N(L,J), se tiene que existe un indice i € I,,_1 tal que
para y; € L, d'(y;, f(v3)) < e, es decir, £(r) = yi € B(f(z3),6). Por (1), f(rs) & B(f(z1),¢)
y, por (2), f(r;) ¢ f(B(x1,9)) U f(B(x2,9)). Esto implica que r; ¢ B(z1,0) U B(xzg,0). Asi,
r; # x1, 2. Notemos que los elementos by, bs, 71, ...,7,_1 € A son todos distintos; pero esto
es una contradiccién, pues A € F,,(X). De la contradiccién concluimos que f es inyectiva.

|

Veamos un contraejemlo para n > 3.
Ejemplo 2.3.7. Sean X = [-1,1], Y = [0,1] y f : X — Y wuna funcién definida por,
f(z) = |z|. Notemos que f es sobreyectiva, continua, abierta, y no inyectiva. Supongamos

que la funcidn inducida F,(f), para n > 3, es un mapeo abierto. Por el Teorema 2.5.6
tenemos que f es un homeomorfismo, lo cual no es cierto. Concluimos que F,(f) no es un
mapeo abierto.

2.4. Mapeo mondétono

La siguiente clase de funcién surge de manera natural cuando se hacen cuestionamientos
sobre la conexidad de subconjuntos en X y en F,,(X). Como se verd en algunas secciones mas
adelante, si una mapeo pertenece a la clase de funciones monétonos, entonces f pertenece,
en su gran mayoria, a las otras clases de funciones que se estudian en las secciones siguientes.

Definicién 2.4.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es mondtono si f~1(y) es conexo
para cada y en'Y .

A continuacién damos un par de ejemplos donde mostramos un mapeo que es monétono
y otro que no.
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Ejemplo 2.4.2. Definamos
I={(z,0) eR*: 2 € [0,1]},

A ={(z,y) eER?* 1z =1/2" y € [0,1/2" 1]},
para cadan=0,1,2,..., X =TUU;2 A y [ : X — f(X) una funcién definida por

f(z,9)) = { (x,y) siy<uz,

(x,z) sixz<y.

La siguiente figura describre el comportamiento de la funcion f, donde f mapea la sec-
cion marcada en negro en el respectivo punto resaltado de cada A, y se comporta como la
identidad en la seccion marcada de azul. Notemos que f es un mapeo mondtono.

(1,2) 1,1)

f/é

(1/2,1) (1,1/2)
A()
(1/4,1/2) (1/4,1/4)
4 I
2l *A“+ 21 T T

W40 (1/2,0) (1,0) (1/4,0) (1/2,0) (1,0)

Ejemplo 2.4.3. Consideremos el mapeo f : [-1,1] — [0,1] definido por f(x) = |x| para
cada x € [-1,1]. Para cada y # 0 se tiene que f~1(y) = {—y,y} no es un subconjunto
conezxo. Concluimos que f no es un mapeo mondtono.

Los siguientes lemas nos serviran para probar el Teorema 2.4.6 y también nos seran utiles
en secciones posteriores.

Lema 2.4.4. Sean X un continuo, y C4,...,C, subconjuntos conexos de X. Sin > r, en-
tonces (C1,...,Cr)n es un subconjunto conexo de F,(X).
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Demostraciéon. Tomemos dos elementos arbitrarios {z1,...,2:} v {y1,...,ys} de
(C1,...,Cp)p. Definamos (z) = {x1,...,2:} y (y) = {v1,...,ys}. Puesto que para cada
i€l (x)NC; # 0 # (y) NC,, entonces para cada i € I, existe xj, € C; para algin j; € I,
y existe y, € C; para algin k; € I,. Probaremos la siguiente afirmacion:

(x) Existe un subconjunto conexo de (Ch, ..., Cy), que contiene a(z)y{z;,..., <, }

Para probar (%) supongamos que (x) # {zj,,...,z; }. Asi, {z;,,...,z;.} & (x), por lo
que existe o € (x) \ {zj,,..., ;. }. Sabemos que z, € C, para algin u € I,. Definamos
fodx b x-ox{z;. } xCy — (Cy,...,Cp)p por (xj,,...,2j5.,¢) = {xj,...,xj.,c}. Es
facil ver que f es continua. Sea A = f({z;, } x---x{z;.} x C,). Notemos que A es la imagen
continua de un conexo, por lo que A es un subconjunto conexo de (C1,...,C}),. Ademds,
{zj, ..., x5} {zj,, ..., x5, 0} € A Si (2) = {xj,,...,xj,, 2}, entonces tenemos que ()
esta probado.

Supongamos que (z) # {zj,...,%j,, %o}, entonces existe z, € (z) \ {z;,..., %), %Ta}-
x, € C,, para algin v € I,.. Aplicando el argumento previo a x,, podemos encontrar un
subconjunto conexo de (C1,...,Cy), que contiene a {x;,,...,z;.} v {;,..., %}, Ta, To}.
Haciendo el argumento anterior un nimero finito de veces, se puede obtener un subconjunto
conexo de (C1,...,Cy), que contiene a {z;,,...,x; } y (z). Esto concluye la prueba de (x).
Afirmamos que existe un subconjunto conexo de (C1,...,Cy), que contiene a {z;,,...,z; }
Y {Ukys- -, Y, }- Para este fin, definamos f1 : C1 x {z;,} x---x{z;.} — (C4,...,Cy)p, por
(¢, xjy, ... xz5.) — {c, x4y, ..., x;, }. Notemos que f; es continua. Consideremos A; = f(C1 x
{zj,} x---x{z;.}). Se sigue que A; es un subconjunto conexo de (C, ..., C;), que contiene
a{xj,....x;} v {Uks»Tjps- .. 2, ;. Definamos fo : {yg, } x Co x {z;,} x -+ x {z;.} —
(Ci,...,Cr)ny PO (Ypoys € Ty -y X5, ) = {Yky s €, Ty, ..., 2, }. Notemos que fo es continua.
Consideremos As = f({yk, } X Ca x {z;,} x--- x {z;.}). Tenemos que Az es un subconjunto
conexo de (Ch,...,C}), que contiene a {Yr,, Tj,, - L5} Y {Ykys Ykos Tjns - - -, Tj, }- Similar-
mente definimos As, ..., A,.

De una manera similar a la prueba dada para (), podemos construir un subconjunto conexo
de (C1,...,Cy)pn que contenga a {yg,,-..,Yk,.} v (v). Asi, usando los conjuntos Ay, ..., A,
podemos construir un subconjunto conexo de (Ci,...,C;), que contenga a los elementos
(z) y (y). Por lo tanto, (C4,...,C,), es conexo.

Lema 2.4.5. Sea A un subconjunto conexo de 2% tal que ANC(X) # 0, entonces | JA es
un subconjunto conexo de X.

Demostracién. Sea A C 2% tal que ANC(X) # 0. Supongamos que |J.A no es conexo.
Se sigue que existen A; y Az subconjuntos cerrados, no vacios y disjuntos de | A, tales que
UA = A3 UAs. Sea B € ANC(X). Tenemos que B C A; o B C Ay. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que B C A;. Sean

Blz{MEAIMCAl}

BQZ{MGA:MQAQ#@}.

Yaque Be Ay B C Ay, By # 0. Puesto que Ay 20y As C JA, By # 0.

Si existiera L € B;NBsy, entonces L C Ay y LNAs # 0, pero esto implica que A;N Ay # 0, lo
cudl es falso, por lo que By N By = (). Mostremos que A = B;UB,. Es claro que BiUBy C A.
Sea A’ € A, y supongamos que A’ ¢ By. Asi, A’N Ay = 0, por lo que A’ C Aj, es decir,
A’ € By. Por lo que A C By U Bs.

Notemos que Bj es un cerrado en A (por la definicién de la topologia de Vietoris en 1.2.8).
Veamos que Bj es un cerrado en A. En efecto, el complemento de Bs es A\ Bz = I'(|J A\ 42),
el cual es un abierto en A, pues |J A\ Az es un abierto en A. Asi, By es un cerrado en A.
Por lo tanto, By y By forman una separacién de A, lo que contradice la conexidad de A.
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Estamos listos para mostrar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.4.6. Si f : X — Y es un mapeo, y n > 2, f es mondtono si y solo si F,(f)
es monaotono.

Demostracién. Supongamos que f es un mapeo monénoto. Sea B = {by,...,b.} €
Fu(Y). con < . Veamos que F,(f)71(B) = (f~(br).-...S (b)) En efecto, sea
A € F,(f)"Y(B), entonces F,(f)(A) = f(A) = B, por lo que A C Ul_,f~1(b;). Sea
i€l :={1,...,r}, como b; € B = f(A), existe z; € A tal que f(x;) = b, asi z; € f~1(b;),
por lo que AN f~1(b;) 75 () para cada i € I,. Por lo tanto, A € (f=(b1),..., f1(by))n-
Sea A € (f~(b1),..., f1(b,))n. Para cada i € I, se tiene que A N f~1(b;) # 0, entonces
B C f(A). Por otra parte, A C Ul_;f~1(b;), asi f(A) C f(Ur_,f~1(b;)) = B, entonces
A€ F,(f)~YB). Como f es monotona entonces f~1(b;) es conexo para cada i € I,.. Luego
por el Lema 2.4.4, se tiene que F,(f) es mondtono.

Para la otra parte, sea y € Y, entonces {y} € F,(Y). Notemos que J(F,(f)"1({y})) =
f71(y). En efecto, sea z € J(Fn(f))"*({y}), se sigue que existe A € (F,(f ) Y{y})) tal
que x € Ay f(A) = {y}. Asi, f(z) =y, por lo que = € f~1(y). Sea x € f~1(y), entonces

{z} € Fu(f)"'({y}), asf que @ € U(F(f) ' ({y})). Por hipétesis F,,(f)~({y}) es conexo y,
por el Lema 2.4.5, se sigue que |J(F,,(f) 1 ({y})) es conexo, es decir, f~1({y}) es conexo.

2.5. Mapeo confluente

En esta seccién, aparte de los mapeos confluentes definiremos y veremos resultados sobre
otras clases de funciones que nos ayudardan al estudio de las funciones confluentes.

Definicién 2.5.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es confluente siempre que para
cada subcontinuo B de Y, y cada componente C de f~1(B), tenemos que f(C) = B.

El mapeo descrito en el Ejemplo 2.4.3 es un ejemplo de mapeo confluente ya que para ca-
day €Y, f~!(y) consta de una o dos componentes, a saber {—y} y {y}. De la definicién de f
se tiene que f(—y) =y = f(y). El siguiente ejemplo muestra un mapeo que no es confluente.

Ejemplo 2.5.2. Consideremos el mapeo f : X — f(X) que identifica los puntos p y q
a un punto r como se identifica en la siguiente figura. Consideremos el subcontinuo B que

estd marcado de rojo en f(X) (ver siguiente figura) y notemos que f~1(B) = {{p}, B}. Ya
que f(p) # B concluimos que f no es un mapeo confluente.

El siguiente resultado es una generalizacién del Lema 2.4.5.
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Lema 2.5.3. Sean X un espacio Hausdorff compacto, n € N, y B un subconjunto conexo
de 2% tal que BN C,(X) # 0, entonces B € C,(X).

Demostracién. Supongamos que | J B tiene mds de n componentes. Se sigue que existen
subconjuntos Ay, ..., A,41 de X separados por pares y no vacios tales que [ JB = A;U---U
Apy1. Sea B € BNC,(X), entonces B tiene a lo mds n componentes y B C Ay U---UA,41.
Supongamos que para algin indice m, A; N B # () para cada i € I,, y, A; N B = (), para
cadaie {m+1,...,n+1}. Asi que, m < n. Sean

fR={CeB:Ccl]A}

i=1

g={CeB:Cn( U A;) # 0}

i=m-+1

Notemos que & # 0, pues B € |J*| A;. Afirmamos que £ # 0. En efecto, dado p € 4,41 C
U, existe C € B tal que p € C, por lo que C N (U 1 A;) # 0, y asf £ # 0. Ya que
UB=(Ur,4)u (U?igﬂ_lAjL B = RU L. Veamos que K y £ son subconjuntos separados.
Supongamos, razonando por el contrario, que existe D € clyx (&) N £. Definamos Z = {F €
2% E Cclx(A; U---UA,,)}. Notemos que, por la definicién de la topologia de Vietoris,
Z es un cerrado en 2¥X. Ademss, es claro que & C Z, por lo que clyx (R) C Z, y asi D € Z.
Yaque D € £ clx(A1U---UApn)N(Api1U---UA,i1) # 0, lo cual es una contradiceidn,
pues las uniones (41 U---UA,,) y (Am+1 U~ U A,41) son separados.

De manera similar, supongamos que existe D € £ N clyx (£). Definamos W = {E € 2%X :
ENnclx(Ap1U---UA, 1) # 0}. Por la topologia de Vietoris, W es un cerrado en 2% y, como
LCW, clyx€ CW, porloque D eW. Como D € R, clx(Apt1U---UAp1)N(A1U---U
Ap) # 0, 1o cual es una contradiccion, pues las uniones (A1 U---UAp,) vy (Ame1U---UApq)
son separados. Por lo tanto, 8 y £ son subconjuntos separados, lo que implica que 8 no es
conexo, lo cual es falso. Concluimos que | JB tiene a lo mds n componentes.

|

Si ademds pedimos que el conjunto B del lema anterior sea compacto, entonces | JB

es un subconjunto cerrado de X. Esto es de utilidad en los mapeos confluentes, pues una
caracteristica de las componentes es que son subconjuntos cerrados.

Lema 2.5.4. Sean X un espacio Hausdorff compacto, n € N, y B un subcontinuo de 2%
tal que BNC, (X) # 0, entonces | JB es un subconjunto cerrado con a lo mdsn componentes.

Demostracién. Definamos B = |JB, y sea p € clx(B). Para cada vecindad cerrada M
depen X,sea Ay ={A' € B: A'NM # 0}. Puesto que B\ Ay ={A' €eB: A CcX\M}
es un abierto bésico en B, se tiene que Ay es un subconjunto cerrado (y asi compacto)
en ‘B. Notemos que si M y N son vecindades cerradas de p en X con M C N, entonces
Ay € An. Ademds, cada Ajy; es no vacio, pues que M sea vecindad de p implica que
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M N B # (), por lo que existe un A’ € B tal que M N A" # (), y asi A’ € Ajs. Se sigue
que € = {Ap; : M es una vecindad cerrada de p en X} es una familia de subconjuntos
compactos de B con la propiedad de la interseccién finita. De aqui que NE # (@, por lo que
existe Ay € B tal que Ay € Ajs para cada vecindad cerrada M de p en X, pero esto implica
que p € clx(Ap) = Agp. Por lo que p € B, y por lo tanto B es un subconjunto cerrado de X.
Para la tltima parte del lema, como B es en particular conexo con BN C,(X) # 0, se sigue
del Lema 2.5.3 que | JB tiene a lo mds n componentes. .

|
El siguiente lema es de gran importancia al dar condiciones necesarias para obtener com-
ponentes en F,(X).

Lema 2.5.5. Sean f: X — Y un mapeo, n > 2, B un subcontinuo de Y, y C' una com-
ponente de f~1(B), entonces F,,(C) es una componente de (F,,(f))~ (F.(B)).

Demostracién. Por el Corolario 1.2.20, F,(C) es un conexo contenido en F, (X). Es

claro que F,(C) C (Fn.(f)) Y (F,.(B)). Sea € la componente de (F,(f))~1(F,(B)) tal que
F,(C) C €. Mostremos que |J€ es un subcontinuo de X. En efecto, puesto que € es una
componente de (F,(f))"Y(F.(B)) C 2%, se tiene que € es conexo en 2% y, puesto que
F,(C) C ¢, existe {z} € F,,(C) C € tal que {z} € €NC(X). Por el Lema 2.4.5, se tiene que
U € es conexo en X. Mostremos que € es compacto en 2X. Puesto que B es un subcontinuo
de Y, F,,(B) es un subcontinuo de Y (Corolario 1.2.20), por lo que F,,(B) es un subconjunto
cerrado de F,,(Y) y, como la funcién F,(f) es continua (Teorema 1.2.34), (F,,(f)) " (F.(B))
es un subconjunto cerrado de F,,(X). Como € es una componente de (F,(f))~1(F,.(B)),
entonces € es un subconjunto cerrado de (F,(f))~(F,(B)). Por lo tanto, € es un cerrado
en F,(X), el cual es un continuo. Por lo tanto, € es compacto en F,,(X), y asi compacto
en 2%, Como € es compacto y conexo en 2%, € € C(2%X). Veamos que € N C,,(X) # (. Sea
A € €, entonces A tiene a lo mas n elementos (pues F,,(f)(A) € F,(B)), asi{ A tiene a lo
méas n componentes, es decir, A € C,,(X), por lo que €NC,(X) = € # . Por el Lema 2.5.4,
|J€ es un subconjunto cerrado de X, el cual es compacto, por lo que | J€ es compacto en
X. Como |J€ es compacto y conexo en X, |J€ € C(X).
Afirmamos que C C |J€ C f~(B). En efecto, si z € C, entonces {z} € F,(C), por lo
que {2} € € y entonces z € (JC. Siy € |JC, existe A € [J€ tal que y € A, por lo que
fy) € f(A) = F,(f)(A) € F,(B), entonces F,(f)(A) C B, por lo que y € f~1(B). Esto
prueba que C' C |J€ C f~1(B). Por ser C' una componente de f~1(B), la cual estd conte-
nida en un subconjunto conexo, | J€, de f~1(B), se tiene que C = |J €. Esto nos ayudard a
probar que F,(C) = €. La parte F,,(C) C € ya la tenemos por definicién de €. Para la otra
contencién, sea A € €, entonces A C |J&€ = C, as{ A € F,(C). Al ser € = F,(C), hemos
probado que F,,(C) es una componente de (Fy,(f))~Y(F.(B)).

|
Con los resultados previos podemos mostrar que si F),(f) es confluente, entonces f tam-
bién lo es.

Teorema 2.5.6. Sean f: X — Y un mapeo yn > 2. Si F,(f) es confluente, entonces f
es confluente.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y y C una componente de f~*(B). Por
el Lema 2.5.5, F,,(C) es una componente de (F,(f))~'(F,(B)). Como B es un continuo,
entonces por el Corolario 1.2.20, F},(B) es un continuo, y como B C Y, F,(B) es un subcon-
tinuo de F,(Y). Por hipdtesis F,,(f) es confluente, asi F,,(f)(F.(C)) = F,(B). Probemos
que f(C) = B. La contencién f(C) C B es clara. Ahora, sea b € B, asi {b} € F,,(B), por lo
que existe H € F,,(C) tal que F,,(f)(H) = f(H) = {b}, lo cual implica que b € f(C), por lo
que B C f(C).
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|

Existe un mapeo confluente f : X — Y, donde Y no es localmente conexo, y tal que

la funcién Fy(f) no es confluente. Este se da en [5, Ejemplo 3.18]. Sin embargo, si Y es

localmente conexo y f : X — Y es confluente, entonces Fy(f) es confluente. Este es el

resultado del Teorema 2.5.19. Para probar este teorema, daremos antes algunos resultados
y definiciones. Comencemos con la siguiente clase de funciones.

Definicién 2.5.7. Decimos que un mapeo f : X — Y es cuasi interior si siempre que
y €Y, y U es un subconjunto abierto de X que contiene una componente de f~1(y), se
tiene que y € inty (f(U)).

Lema 2.5.8. Si f: X — Y es mapeo confluente y 'Y es localmente conezo, entonces f es
un mapeo cuasi interior.

Demostracién. Sean y € Y, C una componente de f~*(y) y U un subconjunto abier-
to de X tal que C C U. Queremos mostrar que y € inty (f(U)). Como Y es localmente
conexo, por el Lema 1.3.23, existe una sucesién de subcontinuos de Y, {B;}$2,, tales que
N2, B; = {y}, y para cada i, B;11 C B; e y € inty(DB;). Para cada i, sea C; la compo-
nente de f~1(B;) tal que C C C;. Como para cada i, f~1(B;y1) C f~(B;), se tiene que
C C Cip1 C f7YBy), por lo que Ciy1 C Cj. Sea K = N, C;. Por la Proposicién 1.2.14,
se tiene que K es un continuo. Notemos que C C K,y que K C f~!(y), ya que si z € K,
entonces para cada i, f(z) € f(C;) C B; , por lo que f(z) € N2, B; = {y}, asi z € f~1(y).
Como C' es una componente de f~!(y) contenido en el conexo K que tambien est4 contenido
en f~1(y), se sigue que C' = K. Por el Lema 1.2.13, se tiene que existe un niimero natural
N tal que para todo ¢ > N, C; C U. Sea j > N, entonces f(C;) C f(U). Como f es un
mapeo confluente y cada B; es un continuo de Y, se tiene que f(C;) = B; C U. Ademads,
como y € inty (B;), concluimos que y € inty (f(U)).

|
El siguiente resultado es util al trabajar con mapeos cuasi interior.

Lema 2.5.9. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X — Y un mapeo, y €Y, y
U un subconjunto abierto de X que contiene a f~1(y), entonces y € inty (f(U)).

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que existe un abierto U de
X que contiene a f~1(y), tal que y ¢ int((f(U)). Se sigue que existe una sucesion (¥, )nen,
de elementos en Y \ f(U) que converge a y. Para cada n € N, sea x,, € f~(y,). Notemos
que z, ¢ U. Como X es compacto, existe una subsucesién (z,,);cn de elementos en X que
converge a un € X. Notemos que x ¢ U. Como f es continua, (f(z,,))ien converge a f(x).
Es decir, (yn, )ien converge a f(z). Asi z € f~1(y) C U, lo cual es una contradiccién.

Una consecuencia inmediata es la siguiente implicacion entre clases de funciones:

Corolario 2.5.10. Si f : X — Y wun mapeo mondtono, entonces f es un mapeo cuasi
interior.

Demostracién. Sean y € Y, C una componente de f~!(y), y U un subconjunto abierto
de X tal que C C U. Como f es monétono, C = f~1(y). Asi, f~1(y) C U. Por el Lema
2.5.9, y € int(f(U)), por lo tanto, f es cuasi interior.
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La siguiente clase de funciones que veremos es la siguiente:

Definicién 2.5.11. Sea f: X — Y un mapeo. Decimos que f es OM, si existe un con-
tinuo Z, un mapeo abierto g : Z — Y y un mapeo mondtono h : X — Z, tal que f = goh.

Veamos que los dos conceptos son equivalentes:

Teorema 2.5.12. Si f: X — Y un mapeo entonces f es cuasi interior si y sélo si f es
oM.

Demostracién. Supongamos que f es un mapeo cuasi interior. Sean Z = F;(X),
g : Z — Y la funcién definida por, {x} — f(z), y sea h : X — Z la funcién definida
por z — {z}. Por el Corolario 1.2.20, Z es un continuo y por el Teorema 1.2.37, h es un
homeomorfismo, por lo que h es un mapeo monétono. Ademsds, es claro que el siguiente
diagrama es conmutativo:

X"z

PN

Y

Mostremos que g es un mapeo abierto. Es claro que la funcién g es un mapeo. Sea V' un sub-
conjunto abierto de Z, veamos que g(V') es un subconjunto abierto de Y. Si p € g(V'), enton-
ces existe {q} € V tal que g({q}) = f(q) = p. De aqui que, ¢ € f~*(p). Sea C la componente
de f~1(p) que contiene a . Como h es un homeomorfismo, h~*(V) es un subconjunto abierto
de X. Afirmamos que C C h=1(V). En efecto, sea ¢ € C, si suponemos que ¢ ¢ h=1(V), en-
tonces h(c) = {c} ¢ V., v asf g({c}) & g(V), pero g({c}) = £(c) = p, ¥ p € g(V), tendrfamos
una contradiccién, por lo que ¢ € h=H(V), es decir, C C h=!(V). Como f es cuasi interior,
p € inty (f(h=1(V))). Por la conmutatividad del diagrama, f(h=1(V)) = g(V). Asf que, p €
inty (g(V)). Por lo tanto, g(V) = inty (g(V)), por lo que g(V') es un subconjunto abierto de
Y. Concluimos que f es un mapeo OM.

Para la otra implicacién, supongamos que f es un mapeo OM. Se sigue que existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto g : Z — Y, y un mapeo monétono h : X — Z tal que f = goh.
Sean y € Y, C una componente de f~*(y), y U un subconjunto abierto de X tal que C' C U.
Mostremos que y € inty (f(U)). Sea p € g~ '(y), como h es monétono, h~1(p) es conexo
en X. Veamos que h=1(p) C C. En efecto, notemos que g(h(h=t(p))) =y = f(h=1(p)), ¥
que f(C) = y. Por el Corolario 2.5.10, h es cuasi interior, por lo que p € intz(h(U)). Asi,
g(p) =y € g(intz(h(U))) C g(h(U)). Como g es un mapeo abierto, g(intz(h(U))) es un
subconjunto abierto de Y, por lo que y € inty (g(h(U))) = inty (f(U)). Por lo tanto, f es
un mapeo cuasi interior.

Existe una equivalencia para definir un mapeo monétono, ésta es el siguiente:

Lema 2.5.13. Si X yY son espacios métricos compactos, y f : X — Y un mapeo, entonces
f~Y(y) es conezo para caday €Y siy solo si f~1(B) es conexo para cada subconjunto conexo
B deY.

Demostracién. Si suponemos que f~1(B) es conexo para cada B subconjunto conexo
de Y, entonces f~!(y) es un conexo, pues {y} es un conexo en Y, para cada y € Y. Para
la otra implicacién, supongamos que f~!(y) es conexo para cada y € Y. Sea B un subcon-
junto conexo de Y. Supongamos, por el contrario, que f~(B) no es conexo. Se sigue que
existen subconjuntos V y W tales que f~1(B) = V|W. Sean E = {y € B : f~(y) C V},
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yF={ye€B: f 1y ¢ W}. Veamos que E y F forman una separacién para B. Su-
pongamos que E = (), entonces para cada y € B, como f~!(y) es un conexo contenido en
f~Y(B) = V|W, entonces f~1(y) C W. Lo anterior prueba que V = (), lo cual es falso. Por
lo tanto, E # (). Andlogamente F # (). Como para cada y € B, f~'(y) C V o f~1(y) c W,
entonces B C FUF, es decir, B=FEUF.

Mostremos que E y F son separados. En efecto, veamos primero que ENF = ). Supongamos
por el contrario que existe y € ENF, entonces f~!(y) C W. Como y € E, existe una sucesién
(Yn)nen de elementos en E que convergen a y. Asi, para cadan € N, f~1(y,) C V C V. Para
cada n € N, sea w, € f~!(y,). Por la compacidad de X podemos suponer que la sucesién
(wn)nen converge a un elemento w. Por la continuidad de f, la sucesién (f(wy,))nen con-
verge a f(w). Puesto que, para cada n € N, f(w,) = yn, tenemos que f(w) =y, por lo que
w € f~(y). Ademés, notemos que w, C V C V, porloquew € V. Asf, w € VAW, lo cual es
falso, pues V' y W son separados. De manera similar se puede mostrar que ENF = (. Hemos
probado que B = E|F, lo cual contradice la conexidad de B. Por lo tanto, f ~*(B) es conexo.

La siguiente implicacién entre clases de funciones es inmediata del lema anterior.

Proposicién 2.5.14. Si f : X — Y es un mapeo mondtono, entonces f es un mapeo
confluente.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y y C una componente de f~!(B). Por el
Lema 2.5.13, f~!(B) es conexo. Asi, C = f~1(B), por lo que f(C) = B, es decir, f es un
mapeo confluente.

|
El siguiente resultado sirve para probar que los mapeos abiertos son confluentes.

Lema 2.5.15. Sean X y Y espacios topoldgicos, y sea f: X — Y un mapeo abierto. Si Z
es un subconjunto de'Y , entonces f|p-1(z): f71(Z) — Z es un mapeo abierto.

Demostracién. Sean g = f|;-1(z), y W un subconjunto abierto de f~'(Z). Se si-
gue que existe un subconjunto abierto U de X tal que W = U N f~%(Z). Es claro que
g(W) = f(U)NZ y, como f es un mapeo abierto, se tiene que g(W) es un abierto en Z. Por
lo tanto, g es un mapeo abierto.

|
Otra implicacién entre clases de funciones es la siguiente.

Proposicion 2.5.16. Si f : X — Y es un mapeo abierto, entonces f es un mapeo con-
fluente.

Demostracién. Supongamos que f no es confluente. Se sigue que existen B un sub-
continuo de Y, y C una componente de f~1(B) tal que f(C) # B. Ya que f(C) C B, existe
p € B tal que f~1(p) N C = 0. Por lo tanto, f~*(B) no es conexo. Asi que, f~(B) = G|H
(1.3.2), con G y H de subconjuntos abiertos de f~!(B) tales que C C Gy f~(p) C H.
Notemos que f(G) es un cerrado en B (pues G, siendo cerrado en f~1(B), es compacto),
pero también f(G) es abierto en B (pues G es un abierto en f~1(B) y flg-1(B) es un mapeo
abierto por el Lema 2.5.15). Ademds, f(G) # B. Por lo que B no es conexo, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, f es confluente.

|
Veamos que la composicién de mapeos confluentes es concluente.
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Lema 2.5.17. Sth: X — Z yg: Z — Y son mapeos confluentes, entonces goh : X —»
Y es un mapeo confluente.

Demostracién. Sean B un subcontinuo de Y, y C una componente de (g o h)~!(B).
Mostremos que g(h(C)) = B. Como C es conexo en X, h(C) es conexo en Z, y como
C C (goh)™Y(B) = h™1(g71)(B), entonces h(C) C g~1(B). Es decir, h(C) es un sub-
conjunto conexo de g~!(B). Sea D la componente de g~ (B) que contiene a h(C). Ya que
C c h Y(D) c h=1(g7%(B)), C es una componente de h~*(D). Notemos que D es un sub-
continuo de Z. En efecto, Como B es cerrado en Y , y g es continua, g~ *(B) es cerrado en
Z. Tenemos que D es cerrado (y as{ compacto) en Z. Ya que D es conexo por definicién,
se tiene que D es un subcontinuo de Z. Como h es confluente, h(C) = D y, como g es
confluente, g(D) = B. Es decir, g(h(C)) = B. Por lo tanto, g o h es confluente.

Veamos que los mapeos cuasi interior son confluentes.
Proposicion 2.5.18. Sea f: X — Y un mapeo cuasi interior, entonces [ es confluente.

Demostracion. Por el Teorema 2.5.12, f es un mapeo OM. Entonces, exiten un con-
tinuo Z, un mapeo abierto g : Z — Y, y un mapeo monétono h : X — Z tales que
f = goh. De las proposiciones 2.5.16 y 2.5.14, g y h son mapeos confluentes y, por el Lema
2.5.17, g o h es un mapero confluente, es decir, f es un mapeo confluente.

|
Estamos listos para probar el resultado que garantiza que la funcién F5(f) es confluente,
si f: X — Y es confluente y Y es localmente conexo.

Teorema 2.5.19. Sean Y un continuo localmente conexo y f : X — Y un mapeo con-
fluente, entonces Fy(f) es confluente.

Demostracién. Por el Lema 2.5.8 se tiene que f es cuasi interior y, por el Teorema
2.5.12, f es OM, por lo que existe un continuo Z, un mapeo monétono h : X — Z, y un
mapeo abierto g : Z — Y tales que f = g o h. Por los teoremas 2.4.6 y 2.3.5, F5(h) es
mondtono y Fi(g) es abierto. Por (ii) de la Proposicién 1.2.35, F5(f) = Fa(g) o Fa(h), por lo
que F5(f) es OM. Por el Teorema 2.5.12, F5(f) es cuasi interior y, por la Proposicién 2.5.18,
F5(f) es confluente.

|

El siguiente lema fue probado en [6, Lema 3.1] por H. Hosokawa, quién inici6 el estudio de

las funciones inducidas en los hiperespacios C'(X) y 2X. Este lema es 1til, entre otras cosas

que veremos mas adelante, para dar una equivalencia entre la clase de mapeos confluentes
F,(f) v la clase de mapeos monétonos f.

Lema 2.5.20. Si & un subcontinuo de 2%, y K € R, entonces cada componente de |J &
interseca a K.

Demostracién. Supongamos que el enunciado es falso, existe entonces una componente
C de |J R tal que C N K = (. Se sigue que C' es un subconjunto cerrado en |J K. Ademds,
como K € 2X K es un cerrado en X tal que K C [J& Como K = JRN K, K es un
cerrado en | J R. Asi que, por el Lema 1.3.5, existe una separacién [JR = AU B, de | R, tal
que K CAyCCB.Sean Kg={LeR:LC A}y K, ={LeR:LNB #0}. Note que
Ky # 0, pues K € Ky. Veamos que K1 # ). Sea ¢ € C' C |J R, entonces existe W € £ tal
que c € W, asi que c € WN B, por lo que W € K;. Afirmamos que R = KgUK;. Sea L € &
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y supongamos que L N B = (), puesto que L C [JR = AU B, entonces L C A, por lo que
L € K.

Mostremos que Kq N K; = (). Si no fuera asi, entonces existe W € Kq N Kj, asi, en par-
ticular W € A, por lo que W N B = {}, pero entonces W ¢ K;, que es una contradiccion.
Por lo tanto, 8 = Ky U K;. Veamos que Ky es un subconjunto cerrado en K. Notemos
que R\ Ko = {L e R: LN(X\A4) # 0} = (X,X\A4) = AX \ A). Por el Teore-
ma 1.2.10, A(X \ A) es un subbésico de 2%, por lo que A(X \ A) es un abierto en &, y
asi Ky es un subconjunto cerrado en K. Veamos que K; es un cerrado en K. En efecto,
A\K ={Le f:LC (X\B)}=(X\B) es un abierto bésico en 2%, por el Teorema 1.2.10.
Asi, K7 es un cerrado en R. Por lo tanto, existe una separaciéon de K, 8 = KqU K1, lo cual
contradice la conexidad de R.

Teorema 2.5.21. Si f : X — Y es un mapeo y n > 3, entonces F,(f) es un mapeo
confluente si y solo si f es un mapeo mondtono.

Demostracién. Si f es un mapeo mondtono entonces, por el Teorema 2.4.6, F,,(f) es
mondétono y, por la Proposicién 2.5.14, F,(f) es confluente.
Ahora supongamos que F,(f) es un mapeo confluente. Supongamos que f no es monétono.
Por tanto, existe y € Y tal que f~!(y) no es conexo. Sean Py @) componentes distintas de
f1(y),yseanp € Py q € Q. Elijamos z € Y\ {y}. Por el Lema 1.3.7, existe un subcontinuo
RdeY tal que {z} ¢ RC Y \ {y}.
Sean # = {{y} UK : K € F,_.1(R)}, y G : F,o1(Y) — F,(Y) la funcién definida
por G(K) = {y} UK, para todo K € F,_1(Y). Es claro que G es un mapeo tal que
G(Fn-1(R)) = . Notemos que % es la imagen continua de un subconjunto compacto y
conexo, es decir, # es un subcontinuo de F,(Y). Tomemos s € X tal que f(s) = z. Sea
S la componente de f~1(R) tal que s € S, y sea € la componente de (F,(f))~(-¢) tal
que {p,q,s} € €. Sea Z = |J<. Por la definicién de €, € es un conexo en 2%, ademds,
{p,q,5} € €N Cy(X). Por el Lema 2.5.3, Z € C,,(X). Notemos que PUQU S C Z.
Veamos que P es una componente de Z. En efecto, sea P’ la componente de Z tal que
P C P'. Asumamos que P G P'. Sea w € P’ \ f~!(y). Es claro que:
(i) f(w) € F(P)N R, y
(i) y € {y} N f(P').
Mostremos:
(iii) f(P’") C {y} U R. En efecto, sea x € f(P’) y supongamos que z ¢ {y}. Existen r € P’
tal que f(r) =z, y D € € tal que r € D. Se sique que f(r) € f(D),y f(D) € . Como
f(r) =z #y, existe D' € F,,_1(R) tal que f(r) € D’, es decir, z € R.
Por (iii), y como {y} N R = (), tenemos que f(P’) esta contenido en dos subconjuntos dis-
juntos, que por (i) y (ii), f(P’) intersecta a ambos. Esto contradice la conexidad de f(P’).
Por lo tanto, P’ C f~1(y), de aqui que P = P’. Similarmente ) es una componente de Z.
Afirmamos que F,,(f)(€) C {{y} UK : K € F,,_2(R)}. En efecto, sea A € €. Como € es ce-
rrado en F, (f) 71 (), y Fo(f) 71 () es cerrado (ya que # es un subcontinuo de F,,(Y)) en
2% entonces # es cerrado en 2%, es decir, # es compacto en 2% . Por definicién, € es conexo
en 2%, Por lo tanto, € es un subcontinuo de 2X. Por el Lema 2.5.20, ANP # 0, y ANQ # 0.
Por lo tanto, f(A) € {{y} UK : K € F,_2(R)}. Yaque {{y}UK : K € F,,_2(R)} & ¥,
F,.(f)(€) ¢ 2. Por lo tanto, F,,(f) no es confluente.

]
Existe un mapeo confluente f : X — Y tal que, para cada n > 3, la funcién inducida
F,(f) no es confluente.

Ejemplo 2.5.22. Sean X = [-1,1], Y = [0,1], v f : X — Y wuna funcidn definida por,
f(z) = |x|. Es facil ver que el mapeo f es confluente, pero no es mondtono. Por el Teorema
2.5.21, se tiene que para n > 3, F,(f) no es un mapeo confluente. Notemos que en este
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ejemplo Y es incluso localmente conexo.

2.6. Mapeo atridédico

Definicién 2.6.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es atriddico si para cada subcon-
tinuo B de Y, existen dos componentes C' y D de f~1(B) tal que f(C)U f(D) = B y, para
cada componente E de f~(B), tenemos que f(E) = B, o f(E) C f(C), o f(E) C f(D).

El Ejemplo 2.6.4 nos proporciona una ejemplo de una funcién que pertenece (y de otra
que no) a la clase de mapeos atriédicos.

El siguiente lema nos ayudara a probar que si la funcién inducida F,(f) es un mapeo
atriédico, entonces f también lo es.

Lema 2.6.2. Sean f : X — Y un mapeo, n > 2, By,..., B, subcontinuos disjuntos a
pares de Y, y E; una componente de f~'(B;), para cada j € I,,, entonces (E, ..., Ep), €s
una componente de F,,(f)~'((B1,...,Bn)n)-

Demostracién. Definamos &, = (F1,..., E,),. Como F; es cerrado para cada i € I,,
En es cerrado en F,(X) que es compacto. Asi, &, es compacto. Ademds, por el Lema 2.4.4,
&, es conexo. Por lo tanto, &, es un subcontinuo de F,(X). De manera similar se muestra
que (B, ..., By)y, es un subcontinuo de F,(Y). Notemos que &, C F,(f)"*({(B1,..., Bu)n).
Sea £ la componenete de F,,(f)~*((Bi,..., Bn)n) que contiene a &,. Por el Lema 2.5.3, | J&
tiene a lo mas n componentes en X. Notemos que U E; C |JE. Como E; N E; = 0 si
i # j, |JE tiene exactamente n componentes, digamos E1,..., E!. Sin perdida de genera-
lidad, supongamos que E; C E!, para cada i € I,,. Afirmamos que f(|J&) C U, B;. Para
esto, sea x € |JE. Existe B € £ tal que = € B, por lo que F,,(f)(B) € (B1,...,Bu)n, s
decir, f(B) C U™, B, por lo que f(z) € U, B;. Ya que E; es una componente de f~1(B;),
tenemos que |JE& = Ui Ej, y E; = F;, para cada j € I,.
Sea A € €. Por el Lema 2.5.20, AN E; # 0, para cada i € I,,. Ademds, como A C Ul" | E;,
A € &,.Deaqui que, &, = €. Por lo tanto, £, es una componente de F,,(f) "1 ((B1,..., Bu)n)-

Teorema 2.6.3. Seann > 2, y F,(f) : Fo(X) — Fo.(Y) un mapeo atriddico, entonces f
es un mapeo atriédico.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y. Si B = Y, entonces f~!(B) tiene una
sola componente, a saber X, y f(X) =Y. Supongamos B # Y. Sean y1,...,Yn—1 puntos
distintos en Y \ B. Consideremos el conjunto:

B={{y...,yn1} U{b}:be B}

Notemos que B es homeomorfo a B. Por lo tanto, B es un subcontinuo de F,,(Y'). Ademas,
es claro que BN F1(Y) = 0. Ya que F,(f) es atriddico, existen dos componentes C y D de
F,.(f)~Y(B) tales que F,,(f)(C) U F,(f)(D) = By, para cada componente £ de F,(f)~*(B),
se tiene que Fy,(f)(E) = B, o F,(f)(E) C Fo(f)(C), o Fun(f)(E) C Fo(f)(D). Mostremos las
siguientes afirmaciones:

GHyUccftuy)u - UfHyn_1)U fH(B). En efecto, sea z € |JC, existe A € C tal que
x e Ay F,(f)(A) € B. Se sigue que f(A) = {y1,...,yn—1} U {b}, para algin b € B. Asi,
z e U f y) U fH(b) C URS ) U f (B,

(i) UC N f~1(y;) # 0, para cada j € I,_;. Para esto, sean j € I,_1 y A € C. Ya que
Fo.(f)(A) € B, existe k € K tal que f(A) = {y1,...,yn—1}U{k} := K. Como y; € K, existe
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a € A tal que f(a) =y;. Es decir, a € f~!(y;). Comoa € AC |JC, JCN f~ (y;) # 0.

(iii) UC N f~Y(B) # 0. Sea z € |JC, existe A € C tal que x € A, y F,(f)(A) € B. De
aqui que, f(A) ={y1,...,Yn—1}U{b}, para algiin b € B. Asi, existe a € A tal que f(a) = b,
es decir, a € f71(b) C f1(B). Comoa € AcC JC, UC N f~1(B) #0.

Como los y; son distintos a pares y BN {y;} = 0, para cada i € I,,_1, entonces por (i),(ii) y
(iii), | JC tiene al menos n componentes. Por otra parte, por el Lema 2.5.3, | JC tiene a lo més
n componentes. Por lo tanto | JC tiene exactamente n componentes, digamos C1, ..., Cy. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que para cada j € I,,_1, C; C f~'(y;) y, Cn C f~1(B).
Similarmente, | J D tiene exactamente n componentes, digamos Dy, ..., D,. Podemos supo-
ner que D; C f~(y;), paracadai € I,_1,y D, C f~(B). Sean C' y D las componentes de
f~1(B) que contienen a C,, y D,,, respectivamente.

Mostraremos que f(C) U f(D) = B. Claramente f(C)U f(D) C B. Sea b € B, entonces
{y1,--.,yn—1}U{b} € B. Sin perdida de generalidad, suongamos que {y1,...,yn—1}U{b} €
E,(f)(C). Se sigue que existe A € C tal que f(A) = {y1,...,yn—1} U {b}. Asi, b € f(A) C
f(UC) c U, f(Ci). Como b ¢ UL £(Cy), be C, C f(C). Por lo tanto, f(C)U f(D) = B.
Sean E una componente de f~!(B) y, para cada j € I,,_1, F; una componente de f~!(y;).
Definamos & := (Fy,..., Ep,_1, E),.

Por el Lema 2.6.2, £ es una componente de F, ()™ ({y1}, ..., {yn-1}, B)n)-

Yaque Fo (f) "' (({y1}, -+ {yn—1}, B)n) = Fu(f)~'(B), € es una componente de F,,(f)~" (B).
Como F,(f) es atriddico, entonces Fy,(f)(E) = B, o Fu(f)(E) C Fo(f)(C), o Fr(f)(€) C
Fu(£)(D).

Supongamos que F,(f)(€) = B. Mostremos que f(E) = B. Es claro que f(E) C B. Sea
b € B, entonces {yi,...,yn—1} U {b} € B. Se tiene que existe A € & tal que f(A4) =
{y1,-- - yn—1} U {b}. Asi, existe x € A, tal que f(z) = b. Como = ¢ {y1,...,Yn-1},
x ¢ U?:_llEn_l. Por lo que = € E, es decir, b € f(FE). Por lo tanto, f(F) = B.

Supongamos que F,(f)(£) C F,(f)(C). Mostremos que f(E) C f(C). En efecto, sea
y € f(F). Existe e € E tal que f(e) = y. Para cada ¢ € I,_1, sea e; un punto en FE;.
Asi {e1,...,en—1,e} € E. Por hipétesis, existe C' € C tal que F,(f)({e1,...,en—1,€}) =
E.(f)(C"), es decir, {y1,...,yn-1,f(e)} = f(C"). En particular, f(e) € f(C"). Como C' C
UC = UiCi %, 5 & {5s- e stihs F(€) € F(Cn) C F(C). Asi, y € F(C). Por lo tanto,
7(E) < (0).

De manera similar se puede probar que si Fy,(f)(€) C F,.(f)(D), entonces f(E) C f(D).
Por lo tanto, f es un mapeo atriédico.

|

El reciproco del teorema anterior no se cumple ya que existe un mapeo atriédico f :

X — Y tal que, para cada n > 2, el mapeo F,,(f) no es atriédico como veremos a conti-
nuacion.

Ejemplo 2.6.4. Sean X =[0,1] yY = S'. Sea f : X — Y la funcion definida por, f(x) =
(cos(2mz), sen(2mx)), para cada © € X. La siguiente figura describe el comportamiento de
la funcion f.

Notemos que f es un mapeo atriddico. Mostremos que, para cada n > 2, F,(f) no es
atriodico. Para esto, mostremos primero que

Q= {{f(s)vf(t)} HERS [Oa ﬂ’t € [%v” ys+t= 1} UFl(f([()» i] U [%al]));

es un subcontinuo de F,(S'). Consideremos Q = Jy U Ja, con J; = {{f(s),f(t)} : s €
0,4, te[3,1]ys+t=1}, y Jo:= Fi(f([0,2]U[3,1])). Notemos que Ji es homeomorfo a
f([0,4]) (el cuadrante superior derecho de S*), por lo que Ji es un subcontinuo de F»(S").
Ademds, ya que f([0,%] U [3,1]) es un subcontinuo de S' (consta de los puntos de S* cu-
ya primera coordenada es mayor o igual a cero), Jo es un subcontinuo de Fy(S*). Como
{f(0)} € hNJa, J1UJs es conezo. Asi, Q € C(F,(S1)).

Ahora notemos que las componentes de F,(f)*(Q) son C1 = {{s,t} : s € [0,3],t €
2,1 ys+t =1}, Co = F1([0,1]) y C3 = Fi([2,1]), y que F,(f)(C;UCy) # Q, para
i # j. Por lo tanto, F,(f) no es atriddico, para cada n > 2.
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2.7. Mapeo ligero

La clase de mapeo de esta seccién estudia la disconexidad de las preimagenes de elemen-
tos de Y.

Definicién 2.7.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es ligero si f~1(y) es totalmente
disconexo para cada y € Y, es decir, si f~1(y) no tiene subconjuntos conewos con mds de
un punto para caday €Y.

El Ejemplo 2.4.2 muestra un mapeo f que no es ligero ya que f~1((1,1)) = {(1,y) €
R?: y € [1,2]} es un conjunto conexo con mas de un punto. El siguiente ejemplo muestra
un mapeo que es ligero.

Ejemplo 2.7.2. Consideremos el mapeo proyeccion en la primer coordenado del continuo
X en el continuo Y = [0,1] como se muestra en la siguiente figura. Es claro que la funcién
f es un mapeo ligero.

Veamos el primer resultado de mapeos ligeros.

Lema 2.7.3. Si A es un subcontinuo de X, y f : X — Y un mapeo ligero, entonces la
funcion fla: A— f(A) es también un mapeo ligero.
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Demostracién. En efecto, f|4 es claramente continua y sobreyectiva, por lo que es
un mapeo. Ademds, si f|a no fuera ligero, entonces existe un b € f(A) tal que f=1|4(b)
no es totalmente disconexo en A C X. Pero entonces f~1(b) no es totalmente disconexo,
contradiciendo que f es un mapeo ligero. Por lo tanto, f|4 es un mapeo ligero.

|

De este lema tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.7.4. Sean f: X — Y un mapeo y n > 3. Si F,(f) es un mapeo ligero, entonces
F,.(f) es un mapeo ligero, para cualquier natural m < n.

Demostracién. Notemos que F,,,(X) es un subcontinuo de F,,(X). Consideremos la fun-
cién restriccion Fy, (f)|p,, (x) 1 Fn(X) — Fo(f)(Fn(X)). Afirmamos que F,(f)(Fn (X)) =
F,,(Y). En efecto, sea B € F,,(f)(Fn (X)), entonces existe un A € F,,(X) tal que F,,(f)(A4) =
B. Asi, |F,(f)(A)| < m, pues |A| < m, por lo que F,,(f)(A) =B € F,,(Y). Sea B € F,,(Y).
Supongamos B = {b1,...,b.}, con r < m. Por ser f sobreyectiva, para cada i € I,
existe a; € f~1(b;). Consideremos A = {ai,...,a,}, entonces f(A) = B. Por lo tanto
A € F,(X), es decir B € F,(f)(Fin(X)). Ademds, sea A = {ay,...,a,} € F,,(X), entonces
Fu(F)ln ) (4) = Ful/)(A) = {Flar)s- - flan)} = Fu(F)(A), o5 decir, Fu(f)lr,.cx) =
F,.(f). Por lo tanto, si suponemos que para m < n, F,,(f) no es un mapeo ligero, entonces
la funcién restriccion F,(f)|r,, (x) : Fm(X) — Fu(f)(Fn (X)), no serfa un mapeo ligero, lo
cual, por el lema anterior, sabemos que eso no pasa cuando F,(f) es ligero. Por lo tanto, la
funcién F,,(f) : Frn(X) — F,(Y) es un mapeo ligero.

|
Para probar el teorema principal de esta seccién, veamos primero el siguiente resultado.

Lema 2.7.5. Sean k,n € N, n>2 k <n yCy,...,Cr subconjuntos cerrados totalmente
disconezos de X, tales que C;NC; =0 parai # j, entonces (Cy,...,Ck)n es un subconjunto
totalmente disconexo de F,(X).

Demostracién. Supongamos que (Ci,...,C), no es totalmente disconexo en F,, (X).
Se sigue que existe una componente no degenerada C' de (C1,...,Ck)n. Por el Lema 2.5.3,
|JC tiene a lo mds n componentes. Supongamos | JC = U_; K;, con s < n, y K; es com-
ponente de | JC, para cada i € I,. Si K; fuese degenerado para cada i € I, entonces C es
degenerado, lo cual es falso. Por lo tanto, existe un indice r € I tal que K, es no degenerado.
Como K, es una componente de | JC C U¥_;{C;} y los C; son disjuntos dos a dos, entonces
existe un indice a € I}, tal que K, C C,, pero esto implica que C, es no degenerado, lo cual
es falso. Por lo tanto (C1,...,Ck)y, es totalmente disconexo en F,(X).

|
Si un mapeo f pertenece a la clase de funciones que son mapeos ligeros, entonces el
mapeo inducido F,(f) también pertenece a la misma clase. El reciproco también es cierto.

Teorema 2.7.6. Sea f: X — Y un mapeo y n > 2. Entonces, F,(f) es ligero si y sdlo si
f es ligero.

Demostracién. Supongamos que F,(f) es un mapeo ligero. Por el Lema 2.7.4, F(f)
también es ligero. Por el Lema 1.2.37, las funciones h: X — Fi(X),z— {z} yg: Y —
Fi(Y), y — {y}, son homeomorfismos. Ademds, es claro que g o f = Fi(f) o h. Asi, sea
y € Y, entonces f1(y) = A H(F1(f)) " (g7 (y))]. Puesto que g y h son homeomorfismos,
y Fi(f) es un mapeo ligero, se tiene que A~ [(F1(f)) ' (g *(y))] es totalmente disconexo, es
decir, f~1(y) es totalmente disconexo. Por lo tanto, f es un mapeo ligero.
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Para la otra implicacién, supongamos que f es un mapeo ligero. Sea B = {by,...,bs} €
F,(Y), con s < nyb; # b parai # j. En la demostracién del Teorema 2.4.6, se
mostré que (F,(f))"(B) = (f71(b1),..., f (bs))n. Puesto que b; # b; para i # j, en-
tonces f1(b;) N f71(b;) = 0, para cada i # j. Ademéds, como f es un mapeo ligero se tiene
que para cada i € I, el subconjunto f~!(b;) es totalmente disconexo. Por el Lema 2.7.5,
se tiene que (f~1(b1),..., f 1(bs))n = (F(f))~1(B) es totalmente disconexo. Por lo tanto,
FE,.(f) es un mapeo ligero.

2.8. Mapeo union

Definiciéon 2.8.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es union siempre que para ca-
da subcontinuo B de Y, y para cada dos componentes C y D de f~1(B), tenemos que

F@)Nf(D) # 0.

Un ejemplo de un mapeo unién estd dado en Ejemplo 2.8.3. El primer resultado que
veremos es el siguiente.

Teorema 2.8.2. Seann € N, y F,(f) : F,(X) — F,(Y) un mapeo union, entonces f es
UN Mapeo union.

Demostracion. Sean n € N, B un subcontinuo de Y, y C y D dos componentes
de f~Y(B). Supongamos que F,(f) es un mapeo unién. Por el Corolario 1.2.20, F,(B)
es un subcontinuo de F,,(Y) y, por el Lema 2.5.5, F,,(C) y F,(D) son componentes de
F.(f)"Y(F.(B)). Por tanto, F,(f)(F.(C)) N F.(f)(F.(D)) # 0, por lo que existen E €
F,(C),y F € F,(D) tales que F,(f)(E) = F,(f)(F), es decir, f(E) = f(F). Yaque E C C
y F C D, f(C)n f(D) # 0. Por lo tanto, f es un mapeo union.

Existe un mapeo unién f : X — Y, tal que F5(f) no es un mapeo unién. Asi, el recipro-
co del teorema anterior no se cumple.

Ejemplo 2.8.3. Sean X =[0,1] =Y,y f: X — Y el mapeo definido por

20+1  si we [O,%],
f@)=% —220+43 si z€ [?ZL
20— 3 si we[$,1]

La siguiente figura describe el comportamiento del mapeo f.

— — — ——
0 1/4 3/4 1 0 1/2 1
— —
1/4 3/4 0 1

Se puede probar que f es un mapeo union. Mostremos que F>(f) no es un mapeo unién.
Para esto, sea
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B={{12}:zelpstu{{z e}z lg 31}

Denotemos por Jy = {{3,2} 1z € [,2]}, y Jo = {{4,:10} z € [2,3]}. Notemos que Jy
y Ja son subcontinuos de F5(Y'). Ademds, el punto {4, 4} es un punto en comin de Jy y Ja,
por lo que B = Jy U Js es un subcontinuo de F5(Y).
Sean J{ ={x:x € [3, 3]} U {2}, y Jb = {2} U{z: 2 € [3, §]}. Notemos que J| representa
la seleccion de los puntos de J1 enY (elzgzendo siempre el punto ¢1). De manera andloga
J4 con Js.

Jll JQI

C1 — 3/4 Co = 2/8
a=2/8 d=3/8
b=5/8 e =6/8
Calculemosf NOAE
(i) f~ ([ 3) =[5, 1] Ul3, g1u{0},
(ii) f~ ([372)2[071*16 U{1} Ul 51U {i}
(iii) [~ () = {5} U{§}-

Q
)
(o)
£,
9]
S
3
»
*ﬁ
L
Ryl

(i) (5, 3)) = {0} U 55, U [5. 751,
(i) 158 = fo. Uy U
s ) T .
0= T8 3/8 7/16 5/8 778 :1 0 1:/8 3/8 g/f(; 5/8 8 )i
Por lo tanto,
Fg(f)_l(B) {{1/8,2} : x € [0,1/16]} U {{1/8,2} : x € [7/16,5/8]}

({1/8,2} 1z € [7/8,1]} U{{3/8, 2} : x € [0,1/16]}}
U{{3/8,z} : = € [7/16,5/8]} U {{3/8,2} : z € [7/8,1]}
({5/8,2) :x € [0,1/8]} U{{5/8, 2} : z € [3/8,9/16]}
({5/8,2) = € [15/16, 1]} U {{7/8,2} : = € [0,1/8]}
({7/8,2} : z € [3/8,9/16]} U {{7/8,2} : z € [15/16,1]}.

Sean C = {{$, 2} 2z € [0, %]}, y D ={{%, 2} : 2z € Hg,l]} Notemos que C y D son dos

componentes de Fy *(B). Ademds, F5(C) = {{4,33} ve[5,3]}, y Fo(f)(D)={{i,2}:z €
[2,3]}. Ast, F»(C) N Fy(D) = 0. Por lo tanto, F2(f) no es un mapeo unidn.

c c ccc Il
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2.9. Mapeo semi abierto

Pedir que un mapeo mande abiertos en abiertos puede ser mucho, pero podemos pedir
que el interior de las imagenes de abiertos sea no vacio. Esto es lo que define a la clase de
mapeos semi abiertos que estudiamos en esta seccién.

Definicion 2.9.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es semi abierto si para todo sub-
conjunto abierto y no vacio U de X, tenemos que inty (f(U)) # 0.

El resultado principal de esta seccién garantiza que los mapeos f y F,(f) pertenecen a
la clase de mapeos semi abiertos, si alguno de ellos pertenece a esta clase.

Teorema 2.9.2. Sin > 2, entonces [ es semi abierto si y sdlo si F,(f) es semi abierto.

Demostracion. Supongamos que f es un mapeo semi abierto. Sea n > 2. Mostremos
que F,(f) es un mapeo semi abierto. Sean U € F,(X), y sea Ay € U. Por la primera parte
del Teorema 1.2.10, y el Teorema 1.2.12, existen Uy, ..., Uy subconjuntos abiertos de X tales
que Ay € (U,...,U), CU. Como f es semi abierto, para cada j € Iy, inty (f(U;)) # 0.
Asi, por lo teoremas mencionados, (inty (f(U1)),...,inty (f(Ug)))n es un subconjunto abier-
to de F,(Y). Afirmamos que (inty (f(U1)),...,inty (f(Ur)))n C Fn(f)(U). En efecto, sea
B e (inty (f(Ur)),...,inty (f(Uk)))n. Para cada j € Iy, sea B; = BNinty (f(U;)). Notemos
que existe A; C U; tal que |4;| =|B;|, y f(4;) = B;.

Sea A = Ay U---U Ay. Se sigue que A € (Uy,...,Uk)n, vy Fn(f)(A) = B. Por lo tanto,
B e F(f)((Ut,...,Uk)n) C Fu(f)U). Hemos probado que int g, vy (F,(f)(U)) # 0. Por lo
tanto, F,,(f) es semi abierto.

Ahora, sea n > 2, y supongamos que F,(f) es semi abierto. Mostremos que f es semi
abierto. Sea U un subconjunto abierto de X. Por el Teorema 1.2.10, (U),, es un subcon-
junto abierto de Fy,(X). Como F,(f) es semi abierto, intp, (yv)(Fn(f)((U)n)) # 0. Sea
A€ intp, vy (Fn(f)((U)n)), existe V un subconjunto abierto de F,(Y') tal que

A€V CF(f)({Uhn). (2.9.4)

Por el Corolario 2.3.3, |JV es un subconjunto abierto de Y. Como A € V, JV # 0. Afir-
mamos que |JV C f(U). Para probar esto, sea y € |JV. Existe D € V tal que y € D.
Por (2.9.4), existe C € (U), tal que F,(f)(C) = D, es decir, f(C) = D. Ya que C C U,
D C f(U), es decir, y € f(U). Asi, JV C f(U). Hemos probado que existe un subconjunto
abierto y no vacio de Y que estd contenido en f(U). De aqui que, inty (f(U)) # 0. Por lo
tanto, f es semi abierto.

2.10. Mapeo cuasi interior

La definicién de mapeo cuasi interior fue dada en la Definiciéon 2.5.7. Para esta clase de
mapeo también tenemos el estudio en las funciones inducidas de los productos simétricos.
Recordemos la definicién en esta seccién.

Podemos debilitar un poco la condicién de que un mapeo sea abierto, esto es, que el
mapeo sea cuasi interior. La definicién fue dada en 2.5.7. Recordémosla en esta seccion.

Definicién 2.10.1. Decimos que un mapeo f: X — Y es cuast interior si siempre que
y €Y, yU es un subconjunto abierto de X que contiene una componente de f~1(y), se
tiene que y € inty (f(U)).
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Vea el comentario final de esta seccién para ejemplos de mapeos cuasi interior.
Uno de los teoremas principales de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.10.2. Sea f: X — Y un mapeo yn > 2. Si F,,(f) es cuasi interior, entonces
f es cuasi interior.

Demostracién. Sean y € Y, U un subconjunto abierto de X, y C' una componente de
f*({y}) tal que C C U. Queremos mostrar que y € inty (f(U)). Por el Lema 2.5.5, F,(C)
es una componente de (F,,(f))~*({y}). Sea A € F,,(C), A C C C Uy, como A tiene a lo més
n componentes, A € (U),,. Ademds, como (U),, es un abierto en la topologia de Vietoris para
F,(Y), y como F,(f) es un mapeo cuasi interior, {y} € intg, yv)(F(f)((U)n). Se sigue que
existe un abierto V en F,(Y) tal que {y} € V C F,(f)((U)n). Podemos suponer a V' como
un elemento bésico en la topologia de Vietoris, por lo que existen Uy, ..., U,, subconjuntos
abiertos en Y tales que V = (Uy,...,Up)p. Definamos V! = Uy N --- N U,,. Notemos que
V' es un subconjunto abierto de Y no vacio, pues y € V'. Afirmamos que V' C f(U). En
efecto, sea x € V', x € U; para cada i € I,,,, por lo que {z} € (U1, ...,Un)n C Fpo(f)({U)n),
entonces existe D € (U),, tal que F,(f)(D) = {z}, asi D C U, por lo que f(D) C f(U), es
decir, f(D) ={z} C f(U), asi que V' C f(U). Como y € V', entonces y € inty (f(U)). Por
lo tanto, f es cuasi interior.

|

Veamos que el reciproco al teorema anterior es cierto para n = 2. Sin embargo, para

n > 3 no se cumple, esto lo veremos en el Ejemplo 2.12.6 (Ver el comentario final de esta
seccion).

Teorema 2.10.3. Si f: X — Y un mapeo cuasi interior entonces Fo(f) es cuasi interior.

Demostracion. Como f es cuasi interior, por el Teorema 2.5.12; existe un continuo Z,
un mapeo monotono h : X — Z, y un mapeo abierto g : Z — Y tales que f = go h. Por
el Teorema 2.4.6, F»(h) es mondtono, y por el Teorema 2.3.5, F5(g) es un mapeo abiero. Por
(ii) de la Proposicion 1.2.35, Fa(f) = F(g) o Fa(h), por lo que F>(f) es un mapeo OM. Por
el Lema 2.5.12, F»(f) es un mapeo cuasi interior.

[ |
El siguiente resultado da una equivalencia entre mapeos mondtonos f y mapeos cuasi
interior F,(f).

Teorema 2.10.4. Si f : X — Y es un mapeo y n > 3, entonces f es un mapeo monotono
st y sdlo si Fp,(f) es un mapeo cuasi interior.

Demostracién. Si f es monétona, entonces por el Teorema 2.4.6, F,(f) es mondtono
para n > 2, y por el Corolario 2.5.10, F,,(f) es un mapeo cuasi interior para n > 2. Para el
regreso, supongamos que Fy,(f) es un mapeo cuasi interior, con n > 3. Por la Proposicién
2.5.18, F,,(f) es confluente y por el Teorema 2.5.21 f es un mapeo monétono.

]

Existe un mapeo cuasi interior f tal que, para cada n > 3, el mapeo inducido F,(f) no

es cuasi interior. Este es el Ejemplo 2.12.6. Para ver el ejemplo necesitamos el Lema 2.12.5

que veremos en la seccién siguiente y que garantiza que todo mapeo MO es un mapeo OM,

seguido del Teorema 2.5.12 que garantiza que la clase de mapeos OM es equivalente la clase
de mapeos cuasi interior.
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2.11. Mapeo casi abierto

Podemos debilitar un poco la condicién de que un mapeo sea abierto, esto es, que el
mapeo sea casi abierto. Veamos la definicion.

Definiciéon 2.11.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es cast abierto si para cada
y €Y, existe x € f~1(y) tal que y € N{inty (f(U)) : x € U,U es un abierto en X }.

De la definicién de mapeo casi abierto se puede probar de manera directa el siguiente
teorema.

Teorema 2.11.2. Si F,,(f) : F,(X) — Fo(Y) es un mapeo casi abierto, con n > 2, en-
tonces f: X — Y es un mapeo casi abierto.

Demostracién. Sea n > 2y supongamos que F,(f) es un mapeo casi abierto. Mos-
tremos que f es un mapeo casi abierto. Para esto, sea y € Y. Ya que F,(f) es casi abierto,
entonces existe A € F,(f)"1({y}) tal que

{y} e n{int g, (v)(Fu(f)U)) : A €U, yUes un abierto en F;,(X)}.

Sea z € A. Ya que F,(f)(A) = {y}, se sigue que = € f~!(y). Queremos probar que
y € N{inty (f(U)) : © € Uy U es un abierto en X }. Para esto, sea U un subconjunto abierto
de X tal que x € U. Probemos que y € inty (f(U)).

En efecto, notemos que A € (X,U),. Ya que (X,U),, es un abierto en F,(X), se sigue que
{y} € intp, (v)(Fu(f)((X,U)n)). Por el Teorema 1.2.10, existen U,...,U, subconjuntos
abiertos de Y tales que {y} € (Uy,...,U)n C Fp(f)(X,U),). Sea V. = Ni_,U;. Note-
mos que V es un subconjunto abierto de Y, y que y € V. Afirmamos que V C f(U). En
efecto, sea w € V, entonces {w} € (Uy,...,U,),. Se sigue que existe B € (X,U),, tal que
F.(f)(B) = {w}. Como BNU # 0 y f(B) = {w}, entonces BNU C f~!(w). Se sigue que
w € f(U). Por tanto, V' C f(U). Hemos mostrado que y € V C f(U), con V un subconjunto
abierto en Y. Asi, y € inty (f(U)). La prueba estd completa.

|
El reciproco del teorema anterior también es cierto, para ver una prueba de esta afirma-
ciéon demos antes el siguiente resultado.

Lema 2.11.3. Si f: X — Y es un mapeo, n € N, Uy, ..., U, son subconjuntos abiertos y
no vacios de X, con r < n, entonces

(inty (f(T1)), ..., inty (f(Up))n C Fn(f){Ur, ..., Upp).
Demostracién. Sea B € (inty (f(U1)),...,inty (f(U,)))n. Consideremos el conjunto
A={f1b)nU;:iecl.,be Bninty(f(U;))}.

Notemos que A # (). Ademds, como r < n y |B| < n, entonces existe Ay C A tal que
|Ag| < n, para cada U € {Uy,...,U,}, existe N € Ag tal que N C U, y tal que para cada
b€ B, existe M € Ap tal que M C f~1(b).

Sean h : Ay — |J Ao una funcién tal que h(L) € L, para cada L € Ay, y

A={h(L): L e Ao}

Notemos que |A| < |Ag|, por lo que A € F,(X). Afirmamos que A € (Uy,...,Up), N
E(f)"H(B).
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Mostremos primero que A € (Uy,...,U,),. En efecto, sea a € A. Se sigue que exis-
ten U € {Uy,...,U.} y b € B, tales que UN f~1(b) € Ay y (U N f~1(b)) = a. Ya
que h(U N f71(b)) € UN f~1(b), entonces a € U, por lo que A C U!_,U;. Ahora, sea
U e {U,...,U.}. Por la eleccién de Ay, existe N € Ag tal que N C U. Asi, h(N) € UN A,
es decir, U N A # (). Esto prueba que A € (Uy,...,U)n.

Veamos ahora que A € F,,(f)~(B). En efecto, ya que Ay C A, tenemos que F,,(f)(A) C B.
Para probar la otra contencién, sea b € B. Por la eleccion de Ay, existe M € Aq tal que
M cC f~1(b). Por tanto, h(M) € Ay f(h(M)) = b. Concluimos que F,(f)(A) = B.

Como A € (Uy,...,Up)n vy Fo(f)(A) = B, se tiene que B € F,(f)((Uy,...,Ur)n). Esto
completa la prueba.

Teorema 2.11.4. Si f : X — Y es un mapeo casi abierto y n > 2 entonces F,(f) es un
mapeo casi abierto.

Demostracion. Supongamos que f es un mapeo casi abierto, y n > 2. Mostremos
que F,(f) es un mapeo casi abierto. Para este fin, sea B € F,,(Y). Como f es casi abierto,
entonces para cada b € B existe a, € X satisfaciendo:

b e N{inty (f(U)) : a, € U, yU es un abierto en X }.
Sea A = {a, : b € B}. Notemos que A € F,(f)~!(B). Mostremos que
B € n{intg, (vy(Fo(f)(U)) : A€ U, yUes un abierto en F;,(X)}.

En efecto, sea U un subconjunto abierto de F,(X) tal que A € U. Mostremos que B €
int ., 1) (Fo () (4)).

Por el Teorema 1.2.10, existen Uy, ..., U, subconjuntos abiertos de X, con r < n, tales que
Ae(Uy,...,Up CU. Asl, ANU; # 0, para cada i € I,.. Sea j € I,.. Consideremos a; € A,
para algin b € B, tal que a;, € ANU;,. Se sigue que b € inty (f(U;)), es decir, inty (f(U;)) # 0.
Asi, inty (f(U;)) es un subconjunto abierto no vacio de Y, para cada i € I,.. Por el Teorema
1.2.10, (inty (f(U1)), .. .,inty (f(U,)))n es un subconjunto abierto no vacio de F,,(Y"). Por el
Lema 2.11.3, tenemos que

(inty (f(U1)), - .., inty (f(Ur)))n C Fu(f)((Us,-- ., Ur)n) C Fu(f)U).

Afirmamos que B € (inty (f(U1)),...,inty (f(U;)))n. En efecto, sea b € B. Ya que A C
UI_, Ui, entonces existe U € {Uy,...,U,} tal que a € U. Esto, y la eleccién de ap, implican
que b € inty (f(U)). Asi, b € Ul_jinty (f(U;)). Por ultimo, sea U € {Uy,...,U,}. Como
A e (Uy,...,U),, tenemos que ANU # (. Asi, existe ¢ € B tal que a. € U. Por la elec-
cién de ac, se sigue que ¢ € inty (f(U)), por lo que BN inty (f(U)) # 0. Concluimos que
B € (inty (f(U1)),...,inty (f(Ur)))n. Por lo tanto, B € intg, vy (F.(f)(U)). Esto termina
la prueba.

|
De los dos teoremas de esta seccién se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.11.5. Si f : X — Y es un mapeo y n > 2 entonces f es un mapeo casi
abierto si y sdlo si F,(f) es un mapeo casi abierto.

2.12. Mapeo MO

Definicién 2.12.1. Sea f : X — Y un mapeo. Decimos que f es MO, si existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto h : X — Z y un mapeo mondtono g : Z — Y, tales que f = goh.
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El Ejemplo 2.12.6 nos da un ejemplo de un mapeo f que cuasi interior, pero que F,(f)
no lo es para n > 3.
El primer resultado de mapeos MO es el siguiente:

Teorema 2.12.2. Si f: X — Y es un mapeo MO, entonces Fs(f) es un mapeo MO.

Demostracién. Como f es un mapeo MO, existe un continuo Z, un mapeo abierto
h: X — Z, y un mapeo monétono g : Z — Y tales que f = g o h. Por los Teore-
mas 2.3.5 y 2.4.6, Fy(h) es un mapeo abierto, y F»(g) es un mapeo mondtono. Ademsds,
Fs5(f) = Fa(g) o F5(h). Por lo tanto, F»(f) es un mapeo MO.

|
El teorema anterior no se cumple para los casos n > 3. Antes de dar un ejemplo veamos
unos resultados que necesitamos. El primero de ellos es el siguiente:

Lema 2.12.3. Si f: X — Y es un mapeo mondtono entonces f es un mapeo MO.

Demostracién. Supongamos que f es un mapeo mondtono. Sean Z = Fy(X), g : Z —
Y un mapeo definido por, {z} — f(x), y sea h : X — Z un mapeo definido por, = — {z}.
Por el Corolario 1.2.20, Z es un continuo y, por el Lema 1.2.37, h es un homeomorfismo,
por lo que h es un mapeo abierto. Ademsds, es claro que f = g o h. Mostremos que g es un
mapeo monétono. En efecto, sea y € Y, como f es monétono, f~1(y) es conexo y, como h
es homeomorfismo, h(f~1(y)) es conexo. Puesto que h(f~1(y)) = g7 *(y), g~ (y) es conexo,
por lo que g es mondtono. Por lo tanto, f es un mapeo MO.

]
El siguiente resultado nos da una condicién suficiente para que el mapeo F,(f) sea MO.

Teorema 2.12.4. Sea f : X — Y un mapeo mondtono, entonces para n > 3, F,(f) es un
mapeo MO.

Demostracién. Como f es un mapeo monétono, se sigue del Teorema 2.4.6 que F,,(f)
es un mapeo monétono, para n > 3. Por el Lema 2.12.3, F,,(f) es un mapeo MO.

|
Es natural preguntarnos si existe una relaciéon entre los mapeos OM que se definié en
2.5.11 y los mapeos MO. El siguiente resultado nos da una respuesta afirmativa.

Lema 2.12.5. Todo mapeo MO es un mapeo OM.

Demostracién. Sea f: X — Y un mapeo MO. Se sigue que existen un continuo 7,
un mapeo mondtono g : Z — Y, y un mapeo abierto h: X — Z tales que f = g o h. Por
el Corolario 2.5.10, g es cuasi interior. Afirmamos que f es cuasi interior; en efecto, sean
y € Y, C una componente de f~*(y), y U un subconjunto abierto de X tal que C C U.
Como h es abierto, h(U) es un abierto en Z. Como g es monétono, g~1(y) es conexo y
asf consta de una sola componente. Notemos que g~ (y) C h(U). Como g es cuasi interior,
y € inty (g(h(U))) = inty (f(U)). Por lo tanto, f es cuasi interior. Por el Teorema 2.5.12, f
es OM.

|
Estamos listos para ver un ejemplo que muestra la existencia de un mapeo MO f tal
que F,(f) no lo es, para n > 3.
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Ejemplo 2.12.6. Consideremos la funcién f :[0,1] — [0,1], definido por,

| 2z si x€l0,3],
f(x)_{2—2x st xe[%j]

Veamos que f es un mapeo MO pero, para n > 3, F,,(f) no es OM (y entonces tampoco
es MO).
En efecto, notemos que f es un mapeo abierto y que f = ido f. Asi, f es un mapeo MO.
Supongamos que F,(f) : F,([0,1]) — F,([0,1]) es un mapeo OM, para n > 3. Se sigue
que existen un continuo Z, un mapeo mondtono G : F,([0,1]) — Z, y un mapeo abierto
H:Z — F,([0,1]) tal que F,,(f) =HoG.
Observemos que para cada y € [0,1], f~1(y) tiene a lo mds dos elementos. Asi, para cada M
subconjunto finito de [0,1], f~Y(M) es finito, y P(f~1(M)) := {N : N C M} es finito. Sea
A € F,([0,1]). Afirmamos que F,(f)"'(A) C P(f~*(A)). Para esto, sea B € F,(f)"'(A),
entonces F,,(f)(B) = A, por lo que f(B) = A. Asi, B C f~*(A), es decir, B € P(f~1(4)).
Por tanto, F,,(f)~1(A) C P(f~1(A)). Como A es un subconjunto finito de [0,1], F,(f)"1(A)
es finito.
Dado = € Z, Fa(f)(G1(2)) = (Ho Q)G 1(2) = M(2). Asi, G-1(2) € Fulf) " (H(2).
Como G es mondtono, y F,(f) L(H(z)) es finito, G~1(2) es un conjunto unipuntual. Se
sigue que G es un mapeo inyectivo. Notemos que G es un homeomorfismo y, en particular
G es abierto. Ya que H es abierto, F,,(f) = H oG es abierto. Por el Teorema 2.3.6, f es
un homeomorfismo, lo cual es falso. Por lo tanto, F,(f) no es un mapeo OM. Por el Lema
2.12.5, F,(f) no es MO.

Si la funcién inducida F,(f) pertenece a la clase de funciones MO entonces f también
pertenece a esta clase.

Teorema 2.12.7. Si F,,(f), con n > 3, es un mapeo MO entonces f es un mapeo MO.

Demostracién. El resultado se obtiene de una implicacién de resultados previos. Como
F,(f) es un mapeo MO, por el Lema 2.12.5, F,,(f) es un mapeo OM y, por el Lema 2.5.12,
F,(f) es un mapeo cuasi interior. Por el Teorema 2.5.18, F,,(f) es confluente. Como n > 3,
entonces por el Teorema 2.5.21 f es mondtono y, finalmente por el Teorema 2.12.3 f es MO.

No encontré una respuesta para la siguiente pregunta que trata el caso n = 2 en el teo-
rema anterior.

Pregunta 6.6 Si F»(f) es un mapeo MO, (f : X — Y es MO?
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2.13. Mapeo OM

Recordemos la definicion de mapeo OM que se di6 en 2.5.11.

Definicién 2.13.1. Sea f : X — Y un mapeo. Decimos que f es OM, si existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto g : Z — Y y un mapeo mondtono h : X — Z, tales que f = goh.

Un ejemplo de un mapeo OM y otro que no lo es, se dan en el Ejemplo 2.12.6.

Recordemos también que por el Teorema 2.5.12 la clase de mapeos OM y la clase de ma-
peos cuasi interior son equivalentes, de manera que los resultados obtenidos en esta seccion
para mapeos OM pueden ser obtenidos de los analogos a los resultados de los mapeos cuasi
interior. Sin embargo, damos algunas demostraciones alternas de esta seccion.

La siguiente definicién es una caracterizacién importante de los mapeos cuasi interior o
mapeos OM.

Definicién 2.13.2. Dada una sucesion (An)2o_, de elementos en X, se define limsup,,_, . Am
como el conjunto de puntos x € X tal que existe una secuencia de numeros positivos
mi < mg < ---, y existen puntos T, € A, tal que la sucesion (zm,,)5, converge a
x.

Proposicion 2.13.3. Un mapeo f : X — Y es cuasi interior si y solo si para cada su-
cesion (Yn)nen en Y que converge a un punto y € Y, se tiene que lim supn_oof *(yn)
interseca a cada componente de f~1(y).

Demostracion. Supongamos que f es cuasi interior y sea y € Y. Tomemos una su-

cesién ()5, en Y que converge a y. Sean C una componente de f~!(y) y U un abierto
de X que contiene a C. Como f es cuasi interior, y € inty (f(U)), es decir, f(U) es una
vecindad de y en Y. Asi, existe un natural N tal que para todo n > N, y, € f(U). Se
sigue que f~1(y,) C U, para cada n > N. Tomando puntos de estos conjuntos cerrados lo
suficientemente cerca de C, obtenemos C N limsup,—soof *(yn) # 0.
Para mostrar el regreso, sean U un subconjunto abierto de X, y C' una componente de
f~Y(y) contenida en U. Razonando por contradiccién, supongamos que y ¢ inty (f(U)).
Se sigue que existe (Yn)nen una sucesién de elementos en Y\ f(U) que converge a y. Asi,
" yn) € fFAYN\ fU) = X\ fHf(U)) € X\ U. Como X \ U es un cerrado en X,
entonces limsupy, oo f H(yn) C X \U C X \ C, es decir, C N limsup, oo f *(yn) = 0, lo
cual es falso. Por lo tanto, y € inty (f(U)).

|
El siguiente teorema es una caracterizacion de los mapeos OM.

Teorema 2.13.4. Un mapeo f : X — Y es OM si y sdlo si para cada sucesion (yn)neN
en'Y que converge a un punto y € Y, se tiene que lim sup, soof '(yn) interseca a cada
componente de f~1(y).

Demostracién. Se sigue del Teorema 2.5.12 y de la Proposicién 2.13.3.

El siguiente teorema es el andlogo al Teorema 2.10.2.

Teorema 2.13.5. Sean >2y f: X — Y un mapeo. Si F,,(f) : F,(X) — Fo(Y) es un
mapeo OM, entonces f es OM.
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Demostracién. Sean (y,,)%°_; una sucesién en Y que converge a un punto y € Y,
y C una componente de f~!(y). Para probar que f es un mapeo OM, por el Teorema
2.13.4, basta probar que C N limsupm,—oof > (ym) # 0. Por el Lema 2.5.5, F;(C) es una
componente de F1(f)~"(F1({y})) = Fi(F) " ({y}). Como Fi(f)""({y}) © Fulf) "({u}) ¥
Fy(C) es conexo, consideremos la componente C de F,(f)~*({y}) que contiene a F;(C).
Por el Lema 2.5.3, | JC es conexo. Afirmamos que C' = [JC. En efecto, sea 2 € C, entonces
{z} € F1(C) C C. De aqui que, x € |JC. Ahora, sea = € |JC, existe A € C tal que x € A.
Ya que A € C € Fu(f) " ({y}), Fa(£)(A) = {y}. Asi, f(z) = y, por lo que & € f~1(y). Se
sigue que | JC C f~1(y). Ya que |JC es conexo, C C |JC y C es una componente de f~1(y),
tenemos que C' = |JC.
Como F,(f) es OM y ({ym})2_; es una sucesién en F,(Y) que converge a {y}, por el
Teorema 2.13.4, existe A € C N Limsupm ooy (f) " ({ym }). Asi, existen enteros positivos
my < mg < ---,yelementos A, € Fo(f) "2 ({ym, }) tal que (A,,, )S_; converge en F,(X) a
A. Sea z € A. Por el Lema 1.3.4, existe una sucesién de puntos (z,, )52, en X que converge
a x, tal que z,,, € Ap,, para cada k € N. Ya que F,(f)(Am,) = {Umi }»f (@m,,) = Ym,-
Ast, Ty, € f7 (Ym,)- Se sigue que z € limsup,—oof 1 (Ym). Ademds, como z € A € C, y
UC = C, x € C. Por lo tanto, x € C N limsupm—cof *(ym). Esto completa la prueba.

|
EL siguiente teorema es el equivalente al Teorema 2.10.3.
Teorema 2.13.6. Si f: X — Y es un mapeo OM, entonces F>(f) es OM.
Demostracion. Andlogo a la demostracién del Teorema 2.12.2.
|

Por el Ejemplo 2.12.6, existe un mapeo f : [0,1] — [0, 1] que es OM (pues f es abierto
y f = foid), pero que F,(f) no lo es, para cada n > 3.

2.14. Mapeo homeomorfismo local

El concepto de homeomorfismo local es muy importante en el estudio de propiedadades
topolégicas. Veamos la definicion:

Definicién 2.14.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es homeomorfismo local si para
cada x € X, existe un abierto U de X tal que x € U, f(U) es abierto en Y, y la funcidén
restriccion f|ly : U — f(U) es un homeomorfismo.

Un ejemplo de un mapeo homeomorfismo local f se da en el Ejemplo 2.2.4, esto ya que
para cada punto p de S! se puede elegir un subconjunto abierto lo suficientemente pequefio
U de S' que contenga a p y que f|y sea un homeomorfismo. El siguiente ejemplo muestra
un mapeo que no es homeomorfismo local.

Ejemplo 2.14.2. Sea I = {(z,0) e R? : x € [0,1]} y f : SUT — S el mapeo que es la
identidad en S* y que mapea I en el punto p = (1,0). Veamos la siguiente figura.

Notemos que no existe un abierto U de S* U T que contenga al punto p y que f|y sea un
homeomorfismo, por lo que concluimos que [ no es un mapeo homeomorfismo local (aunque
si lo sea en cada punto de S*\ I).

El siguiente resultado muestra que una condicién suficiente para que un mapeo f sea
abierto es que sea un mapeo homeomorfismo local. Este resultado servirda para probar el
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Teorema principal de esta seccion.
Lema 2.14.3. Todo mapeo homeomorfismo local es un mapeo abierto.

Demostracion. En efecto, sean f : X — Y un homeomorfismo local, y U un sub-
conjunto abierto de X. Mostremos que f(U) es un subconjunto abierto de Y. Para esto, sea
y € f(U), entonces existe € U tal que f(x) = y. Como f es un homeomorfismo local, existe
un subconjunto abierto V de X tal que € V', f(V) es un abierto en Y, y la restriccién
flv : V. — f(V) es un homeomorfismo. Ya que U NV es un abiertoen X y UNV C V se
sigue que U NV es un abierto en V. Como f|y es un homeomorfismo, entonces f|y (U NV)
es un abierto en V', el cual es asu vez un abierto en Y. Se sigue que |, (UNV) es un abierto
en Y. Ademds, como x € UNV, entonces y = f(x) € fly(UNV) C f(U). Esto prueba que
f(U) es un abierto en Y.

La siguiente proposicién es una caracterizacién de los mapeos homeomorfismo local. El
lector puede consultar [12, Teorema 4.27].

Proposicion 2.14.4. si f : X — Y es un mapeo, entonces f es un homeomorfismo local
si y sélo si f es un mapeo abierto y ewiste un entero positivo n tal que |f~'(y)| = n, para
caday €Y.

Los resultados principales de esta seccién se obtienen como una consecuencia del siguien-
te teorema.

Teorema 2.14.5. Si f : X — Y es un mapeo y n > 2, entonces F,,(f) es un homeomor-
fismo local si y solo si f es un homeomorfismo.

Demostracién. Supongamos que F,(f) es un homeomorfismo local para n > 3. Por el
Lema 2.14.3, F,,(f) es un mapeo abierto y, por el Teorema 2.3.4, f es un homeomorfismo.
Veamos el caso n = 2.

Supongamos que Fa(f) es un homeomorfismo local. Mostremos que f es un homeomorfismo.
Por hipétesis f es una funcién continua y sobreyectiva. Por el Lema 2.14.3; F5(f) es un
mapeo abierto y, por el Teorema 2.3.4, f es un mapeo abierto. Mostremos que f es una
funcién inyectiva. Para este fin, mostraremos que |f~!(y)| = 1, para cada y € Y. En efecto,
por la Proposicién 2.14.4 existe un entero positivo m tal que |Fa(f) " 1(A)| = m, para cada

A € F(Y). Afirmamos que m = |f_1(y)|(‘£_l(y)‘+1), para cada y € Y. Para probar esto, sea

y € Y. Notemos que |Fa(f)~'({y}) N Fu(X)| = [~ (y)], ¥ aue el conjunto Fo(f)~*({y}) N
(F2(X) \ F1(X)) consta de los subconjuntos de dos elementos de X que son mapeados por
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f sobre {y}. Asf, |Fa(f)"*({y}) N (F2(X) \ F1(X))] es el coeficiente binomial de (‘f;(y)‘).

-1 B 1 | T F1 2
Ya que (If 2(y\)) - 2(\)\071(;%')12)! — | (y)l(l2 =1

, se sique que

m = ‘F2(f)_1({y})‘ _ \f_l(y)\ 4 |f_1(y)|(|f2_l(y)| — 1) — |f_1(y)|(‘f2_1(y)‘ + 1)

Como y fue arbitrario, se sigue que la igualdad anterior es cierta para cada y € Y.

De la igualdad anterior se sigue que existe r € N tal que r = |f~!(y)|, para cada y € Y. Fi-
nalmente, sea {a,b} € F,(Y), con a # b. Notemos que Fy(f)~1({a,b}) = (f~1(a), f71(b))2,
y que [(f~Ha), f71(b))2] = |f1(a) x f7L(b)] = r2. Asl, m =12 = w7 es decir, r? = r,
por lo que 7 = 1. Esto termina la prueba de que f es un homeomorfismo.

La otra implicacién del enunciado se sigue del Teorema 2.1.7, y del hecho de que cada ho-
meomorfismo es un homeomorfismo local.

Teorema 2.14.6. Si F,(f) : F,(X) — Fo,(Y) es un mapeo homeomorfismo local, con
n > 2, entonces f también lo es.

Demostracién. Sean n > 2y F,(f) : F,(X) — F,(Y) un mapeo homeomorfismo
local. Por el Teorema 2.14.5, f es un homeomorfismo. Notemos que todo homeomorfismo es
un homeomorfismo local. Concluimos que f es un mapeo homeomorfismo local.

El siguiente resultado muestra que el reciproco al teorema anterior no es cierto.

Teorema 2.14.7. Existe un mapeo homeomorfismo local f tal que F,(f) no es un mapeo
homeomorfismo local para todo n > 2.

Demostraciéon. En efecto, la funcién f del Ejemplo 2.14.2 es un mapeo homeomorfismo
local. Supongamos que F,,(f) es un mapeo homeomorfismo local para algin n > 2, entonces
por el Teorema 2.14.5 f es un homeomorfismo, lo cual no es cierto pues f no es inyectiva.
Concluimos que para cada n > 2, F,,(f) no es un mapeo homeomorfismo local.

2.15. Mapeo fuertemente mondétono

Las funciones que pertenecen a la clase de funcién que veremos en esta secciéon, estudian
la irreducibilidad de las preimagenes de continuos irreducibles. Comencemos esta seccién
con un par de definiciones.

Definicion 2.15.1. Decimos que un continuo X es irreducible si no existe un subcontinuo
propio de X que contenga a {p,q} para algunosp y q en X.

Ejemplo 2.15.2. FEI continuo [0, 1] es irreducible, pues para 0,1 € [0,1], no existe un sub-
continuo propio de [0,1] que contenga a {0,1}.

Definicion 2.15.3. Decimos que un mapeo f : X — Y es fuertemente mondtono si
f~Y(B) es un continuo irreducible para cada subcontinuo irreducible B de Y .
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En el Ejemplo 2.15.6 se da un ejemplo de un mapeo fuertemente monétono (y de otro
que no lo es).

El siguiente resultado nos da una caracterizaciéon de los mapeos mondtonos (de donde
podemos suponer el por qué del nombre fuertemente monétono).

Lema 2.15.4. Para un mapeo f: X — Y son equivalentes las siguientes afirmaiones:
(1) f es mondtono.
(2) Para cada subcontinuo irreducible B de Y, tenemos que f~1(B) es un continuo.

Demostracién. Si f es monétono, entonces f~1(B) es un subcontinuo de X, para todo
B € C(Y) (la conexidad se sigue del Lema 2.5.13 y la compacidad de que B es cerrado
en Y y f es continua). Supongamos ahora que (2) es cierto. Sea B un subcontinuo de Y,
mostremos que f~1(B) es conexo. Para esto, sea p € f~(B). Se tiene que f(p) € By,
por [10, Teorema 1, p.192], se sigue que para cada b € B\ {f(p)}, existe un subcontinuo
irreducible B;’p(p) entre f(p) y b contenido en B. Notemos que B = U{B?(p) : b € B}. Se

sigue que f~1(B) = U{f‘l(BS’c(p)) : b € B}. Por la hip6tesis de (2), tenemos que para cada
be B\{f(p)}, f‘l(Bj’c(p)) es un continuo. Ya que p € f_l(BZJi(p)) para cada b € B\ {f(p)},

tenemos que f~!(B) es la unién de una familia de continuos con interseccién no vacfa. Se
sigue que, f~1(B) es conexo. Por el Lema 2.5.13, f es monétono.

Teorema 2.15.5. Sean f: X — Y un mapeo, yn > 2. Si F,(f) es un mapeo fuertemente
mondtono, entonces f también lo es.

Demostracién. Supongamos que F,,(f) : Fj,(X) — F,(Y) es un mapeo fuertemente
monétono. Sean ) un subcontinuo irreducible de Y, y E un elemento en F,,_1(Y \ Q) con
|E| =n —1, digamos E = {e1,...,en,—1}. Sea Q = (Q,{e1},...,{en-1}))n. Notemos que

Q={{gtUE:qeQ}.

Tenemos que Q es una familia de subconjuntos de n elementos de Y, y es homeomorfo a
Q. Por lo tanto, Q es un subcontinuo irreducible de F,(Y). Como F,(f) es fuertemente
mondtono, entonces F,(f)~1(Q) es un continuo irreducible, digamos irreducible entre A y
B.Seana € AN f~1Q),y b€ BN f~1(Q). Afirmamos que f~(Q) es irreducible entre a
y b. Para este fin, por el Lema 2.15.4, tenemos que F,(f) es mondtono y, por el Teorema
2.4.6, f es mondtono. Sea & = {f~(e1),..., f(en—1)}. Como f es monétono, £ C C(X),
vy f7HQ) € C(X). Definamos

<{f_1(Q)} U g>’ﬂ = <f_1(Q)7 f_l(el)? ) f_l(en—1)>7’b'

Mostremos que F,(f)"1(Q) = ({f~4Q)} U E). En efecto, sea C € F,(f)~1(Q), se sigue
que existe ¢ € Q tal que E.(f)(C) = {¢} UE, y asi |C| = n. Ademds, para cada i €
Ino1, C C fHQ)U f (), Cnf~e) # 0,y CN f~HQ) # 0. Lo anterior implica
que C € {f~HQ)} U 5} Para la otra contencién, sea C € ({f~1(Q)} U E),, entonces
ICl =ny F, (f)(C’) = {q} U E, para algin ¢ € Q. Se sigue que F,(f)(C) € Q, es decir,
C € F,(f)~4(Q). Por lo tanto,

Fu(f)7HQ) = {fTHQ)IUE.

Ahora mostremos que f~1(Q) es irreducible entre a y b. En efecto, Sea Z un subconti-
nuodeXtalqueabGZCf 1(@Q). Notemos que A,B € ZU f~YE), ZNA # () #
ZNB,y Anf~Ye) # 0 # BN f~(e;), para cada i € I, ;. Se sigue que A, B €
(Z,fYer),..., f Hen1))n = ({Z}UE),. Como Z C f~1(Q), tenemos que ({Z}UE),, C
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{fHQ)} U &),. Ademd, ya que f~H(Q) v f~'(e;) son subcontinuos de X, para cada
i € I,_1, se sigue del Lema 2.4.4 que ({Z} UE),, es un subcontinuo de F,,(X) satisfaciendo
que A,B € {Z}UE), C F,(f)"YQ). Ya que F,(f)"1(Q) es irreducible entre A y B, se
sigue que F,(f)"1(Q) = {Z} U &),.

Sean r € f7HQ)y K € ({f7HQ)}U &), con x € K. Como f~HQ)N f~1(e;) = 0, para
cada i € I,,_1, entonces = ¢ f~!(e;), para cada i € I,,_;. Ademas, como ({f~1(Q)}UE), =
{Z}UE),, se sigue que K € ({Z}UE),, por lo que x € Z. Asf, f~1(Q) = Z. Por lo tanto,
f~Y(Q) es irreducible entre a y b. Esto concluye la prueba.

El siguiente Ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir,
que existe un mapeo fuertemente mondtono f: X — Y, tal que F,,(F) no es fuertemente
monodtono, para cada n > 2.

Ejemplo 2.15.6. Sean X = {(z,sen(%)) :x € (0,1} U{(0,y) : —1 <y <1}, y Y =[0,1].
Sea f: X — Y una funcion definida por f((x,y)) = x. Veamos la siguiente figura.

El continuo Y es irreducible entre los puntos 0 y 1 (los extremos del intervalo), y f~(Y)
es irreducible entre los puntos (0,y) (para alginy € [—1,1]) y f~1(1). Como los subcontinuos
B de Y que son irreducibles son subintervalos, se sigue de un razonamiento similar a lo
anterior que f~1(B) es irreducible. Por lo tanto, f es un mapeo fuertemente mondtono.
Mostremos que F,(f) no lo es, paran > 2.

En efecto, sea T = {{0,y} : y € [0,1]}. Notemos que I es un subconjunto de Fy(Y) que
es homeomorfo a 'Y, por lo que I es un subcontinuo irreducible de F5(Y). Mostremos que
F,(f)"YZ) no es irreducible. En efecto, notemos primero que

Fo(f)~HT) = {{(0,), (y, sen(1/y))} : ¢ € [-1, 1],y € (0,1] U{(0,9/) : ¢/ € [-1,1]}.

Sean A, B € F,(f)"1(Z). Se sique que existen a € AN f~10) y b € BN f~1(0). Sean
A={a,z}:2€ X}, B={{bz}:2€ X}, y F={(f10)),UAUB. Notemos que A
y B son homeomorfos a X, por lo que A,B € C(F,(X)). Ademds, como f~1(0) es cone-
zo y cerrado, f~(0) es un subcontinuo de X, por lo que (f~1(0)), € C(F,(X)). Ya que
{a} € (f7H0))n N A, y {b} € (f71(0)), N B, se sique que F € C(F,(X)).

Sea c € f71(0), con a # ¢ # b, entonces {c,z} ¢ F, para cada x € X \{(0,y) : g y < 1}
Asi, F es un subcontinuo propio de F,(X). Finalmente, tenemos que A € < 10 ))
Ae A yBe (f710), o B € B, es decir, A,B € F. Por lo tanto, F,(f)"*(Z) no
irreducible. Esto prueba que F,,(f) no es un mapeo fuertemente mondtono, para n > 2.
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2.16. Mapeo casi monétono

En esta seccién estudiamos la clase de funciones que debilita de manera natural a la clase
de funciones que son mapeos monoétonos, esto es, que las preimagenes de subcontinuos con
interior no vacio sean conexos.

Definicién 2.16.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es casi mondtono si siempre que
para cada subcontinuo B de Y con interior no vacio, se tiene que f~1(B) es conexo.

Un ejemplo de un mapeo que es casi monétono y otro donde no lo es se dan en el Ejemplo
2.16.6.
El primer resultado importante de esta seccion es el siguiente:

Teorema 2.16.2. Sea n > 2, si F,(f) : Fr(X) — F,(Y) es un mapeo casi mondtono,
entonces f : X — Y es un mapeo casi mondtono.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y con interior no vacio. Mostremos que
f~1(B) es conexo. Por el Lema 2.4.4, (B), es conexo. Ademds, como B es cerrado en
Y, (B), es cerrado en F,(Y), por lo que (B), es un subcontinuo de F,(Y) y, como
(inty (B))n C (B)n, intp, (v)((B)n) # 0. Se sigue que F,(f)"'({(B)n) es conexo. Veamos
que F,(f)"*((B),) N C(X) # 0. En efecto, sea b € B, existe a € f~1(b), por lo que
{a} € F.(f)"*((B)n), y {a} € C(X). Por el Lema 2.4.5, J F,,(f)"1((B),) es conexo. Afir-
mamos que | F,,(f) "1 ((B)n) = f~1(B). En efecto, sea x € f~1(B), entonces {f(z)} € (B),.
Ast, {z} € F.(f)'({f(2)}) € Fo(f)"1((B)n). Por lo tanto, z € U F.(f)"1({(B),). Para
la otra contencién, sea x € |J F,,(f) 1 ((B),), entonces existe A € F,(f)"*((B),) tal que
r € A. Ya que F,(f)(A) € (B),, f(A) C B, por lo que f(x) € B, y asf x € f~1(B). Hemos
probado que |J Fy,(f)"1({B)») = f~1(B). Por lo tanto, f es casi mondtono.

|
El siguiente resultado muestra que si el espacio Y es un continuo de Peano entonces la
clase de mapeos mondtonos y la clase de mapeos casi mondtonos coinciden.

Proposicion 2.16.3. Si Y es localmente conexo entonces f : X — Y es un mapeo casi
mondtono si y solo si f es mondtono.

Demostracién. Si f es un mapeo mondtono entonces, por el Lema 2.5.13, f es casi
mondétono. Supongamos que f es casi monétono. Sea y € Y, como Y es localmente conexo,
por el Lema 1.3.22, existe una sucesién (Y, )nen de subcontinuos de Peano de Y, tal que
{y} =NV, yparacadan € N, y € inty (Y,,), y Y41 C Y,. Como f es casi monétono,
f71(Y,) es conexo, para cada n € N. Notemos que f~1(y) = N>, f~1(Y,,) es conexo. Por
lo tanto, f es un mapeo mondétono.

|
Una manera de garantizar que la funcién inducida F,,(f) es un mapeo casi monétono, si
f lo es, es que el contino Y sea de Peano.

Teorema 2.16.4. Si f : X — Y es un mapeo casi mondtono y Y es localmente conexo,
entonces F,,(f) es casi mondtono, para cada n > 2.

Demostracién. Sea n > 2. Como Y es localmente conexo y f es casi monétono, por
la Proposicién 2.16.3, f es mondtono y por el Teorema 2.4.6 F,,(f) es un mapeo mondtono.



54 Funciones inducidas en los productos simétricos de continuos

Por el Lema 2.5.13, F,,(f) es casi monétono.

[ ]

El siguiente lema sirve para mostrar que la condicién de que Y sea un continuo de Peano

en el teorema anterior, es necesaria. Para ello definamos Cy(X) = {A € C(X) : intx(A4) #
(0}, el cual nos servird en el siguiente lema.

Lema 2.16.5. Paran > 2, {(K), : K € Cy(X)} C Co(Fr(X)).

Demostracién. Sea K € Cy(X). Como K € C(X), (K), es un subcontinuo de F,,(X).
Como intx (K) # 0, (intx(K)), es un abierto no vacio en F,(X). Ya que (intx(K)), C
(K)n, int g, (x)(K)n # 0. Por lo tanto, (K), € Co(F,(X)).

|
Existe un mapeo casi monétono f: X — Y, donde Y no es localmente conexo, tal que
F,(f) no es casi mondtono para n > 2, este mapeo es descrito en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16.6. Sean X = {(z,sen(l/z)) e R*: 0< 2z <1}U{(0,y) e R?: -1 <y < 1},
y'Y el espacio identificacion de X obtenido de identificar los puntos (0,1) y (0,—1) a un
punto. Sea f: X — Y la funcion identificacion. Veamos la siquiente figura.

Notemos que f es casi mondétono. Sean

Q={(sen(;)) w51} ¥ Q= FR()US@)n

Afirmamos que Q es un subcontinuo de F,(Y). En efecto, como (0,—1),(0,1) ¢ Q, f(Q) es
homeomorfo a Q. Asi, f(Q) es cerrado y conexo en'Y . Se tiene que (f(Q)), es un cerrado
en F,,(X) que es compacto. Por tanto, (f(Q))n es compacto en F,,(Y). Ademds, por el Lema

2.4.4, {f(Q))n es conexo. Por lo tanto, (f(Q))n € C(Fn(X)). Ya que Fi(Y)N (f(Q))n =
Fi(f(Q)) #0, Q es conexo. Como Q es union de dos cerrados en F,(Y), Q es compacto.
Por lo tanto, Q@ € C(F,(Y)). Ademds, es claro que f(Q) € Co(Y). Por el Lema 2.16.5,
(F(@Q)n € Co(Fn(Y)). Asi, deducimos que Q € Co(F,(Y)). Ahora notemos que

Fo(f)71(Q) = Fu(H)HFL(Y) U Fu(f)H({F(@))n) = (F1(X) U{(0,1), (0, =1)}) U(Q)n,

el cual no es conexo, por lo tanto, F,(f) no es casi mondtono, para n > 2.

2.17. Mapeos cuasi monénoto y débilmente mondétono

En esta seccién se estudia un par de clases que debilitan el ser un mapeo casi mondétono.
Veamos las definiciones de estas clases de mapeos.
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Definicién 2.17.1. Sean f: X — Y un mapeo y B un subcontinuo de Y con interior no
vacio, decimos que f es un mapeo:

(i) cuasi mondnoto si f~1(B) tiene un nimero finito de componentes y cada una de estas
componentes es mapeada por f sobre B.

(ii) débilmente mondtono si cada componente de f~1(B) es mapeada por f sobre B.

Notemos que todo mapeo cuasi monétono es débilmente mondtono. Ejemplos de fun-
ciones que pertenecen (y también de las que no pertenecen) a las clases de mapeos de la
definicién anterior se dan en el Ejemplo 2.17.6.

El primer resultado de esta secciéon es el siguiente.

Teorema 2.17.2. Sea f : X — Y un mapeo yn > 2. Si F,,(f) es cuasi mondtono entonces
f es cuasi mondtono.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y tal que inty (B) # 0. Sea y € inty (B),
existe un subconjunto abierto de Y, U, tal que y € U C B. Asi {y} € (U),, C F,(B). Como
F,(B) es un subcontinuo de F,,(Y") tal que intp, (v)(Fn(B)) # 0 y, F,.(f) es un mapeo cuasi
mondtono, entonces (F,(f)) 1 (F,(B)) tiene un nimero finito de componentes K1, ..., K,,
vy F.(f)(K;) = F,.(B), para cada i € I,. Sea C una componente de f~1(B), por el Lema
2.5.5, F,,(C) es una componente de (F,(f)) *(F,(B)), por lo que existe j € I, tal que
F.(C)=K,.

Afirmamos que |JK; es conexo. En efecto, notemos primero que K; es un subcontinuo de
2% pues por definicién es conexo y, al ser componente es cerrado en (F,(f))~(F,(B)),
como (F,,(f)) 1 (F.(B)) es cerrado en 2%, K; es cerrado en 2%, el cual es compacto. Asf K;
es compacto en 2%. Por lo tanto, K; € C(2%). Como cada elemento de K; tiene a lo mas n
componentes, K; NC, (X) # 0. Por lo tanto, se cumplen las hipétesis del Lema 2.5.4, enton-
ces |JK; es un subconjunto cerrado de X. Sea W una componente de |JKC;j, W es cerrado
en un subconjunto cerrado de X, por lo que W es cerrado en X, y asi W es compacto. Se
sigue que W es un subcontinuo de X, por lo que K; N C(X) # . Como se cumplen las
hipétesis del Lema 2.4.5, | JK; es un subconjunto conexo.

Notemos que C C |JK; C f~1(B), por lo que concluimos que C' = |JK;. Asi, f~1(B) tiene
a lo mas r componentes. Ademds, si b € B, {b} € F,,(B), por lo que existe A € K; tal que
F.(f)(A) = {b}. Es decir, A € F,(C), y b e f(A) C f(C), por lo que f(C) = B. Por lo

tanto, f es un mapeo cuasi mondtono.

]
El andlogo al teorema anterior, para la clase de mapeos débilmente monétonos, también
es cierto.

Teorema 2.17.3. Sea f: X — Y un mapeo y n > 2. Si F,,(f) es débilmente mondtono,
entonces f es débilmente mondtono.

Demostracién. Sea B un subcontinuo de Y tal que inty (B) # (). Sea y € inty (B), exis-
te un subconjunto abierto de Y, U, tal que y € U C B. Tenemos que {y} € (U),, C F,(B).
Como F),(B) es un subcontinuo de F;,(Y') tal que intg, (v)(Fn(B)) # 0y, Fo.(f) es un ma-
peo débilmente monétono, entonces cada componente de (Fy,(f)) ™! (F,(B)) es mapeada por
F,(f) sobre F,(B). Sea C' una componente de f~!(B), por el Lema 2.5.5, F},(C) es una
componente de (F,(f)) " (F.(B)), por lo que F,(f)(F,(C)) = F,(B). Sea b € B, existe
A€ F,(C) tal que F,(f)(A) = f(A) ={b}. Asi, b e f(A) C f(C), por lo que B C f(C). Ya
que f(C) C B, f(C) = B. Por lo tanto, f es un mapeo débilmente monétono.
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Los reciprocos a los Teoremas 2.17.2 y 2.17.3 no se cumplen. Para ver el ejemplo mos-
tremos antes dos resultados. El primero de ellos garantiza que ser un continuo de Peano X
es equivalente en Fy,(X).

Lema 2.17.4. X es localmente conexo si y sdlo si F,(X) es localmente conexo, con n € N.

Demostracién. Supongamos que X es localmente conexo. Sean A = {aj,...,a,} €

F,(X), y U un subconjunto abierto de F,(X) que contiene a A. Por el Teorema 1.2.10
, podemos elegir Uy, ..., U, subconjuntos abiertos de X tal que A € (Uy,...,U.), C U
y, para cada i € I., a; € U;. Com X es localmente conexo, existen Vi,...,V, subcon-
juntos abiertos y conexos de X tal que para cada i € I., a; € V; C U;. Se tiene que
Ae (V,...,Viy, C(Uy,...,Up)p. Por el Teorema 1.2.10, y el Lema 2.4.4, (V,...,V,.), es
un subconjunto abierto y conexo en F,(X), respectivamente; por lo tanto, F;,(X) es local-
mente conexo en A. Como A fue arbitrario, F,,(X) es localmente conexo.
Para la otra implicacién, sean xg € X, U un subconjunto abierto de X que contiene a z,
y n € N. Supongamos que F,(X) es localmente conexo. Ya que {xo} € (U),, existe un
subconjunto abierto y conexo de F,(X), W, tal que {zo} € W C (U),. Por el Corolario
2.3.3, W es un subconjunto abierto de X y, como WNC(X) # 0, por el Lema 2.4.5, JW
es un subconjunto conexo de X. Ademds, es claro que z¢ € (JW C U. Por lo tanto, X es
localmente en xg. Como zg fue dado arbitrariamente, X es localmente conexo.

]
El segundo resultado previo al ejemplo que queremos dar es la siguiente implicacién con-
dicionada entre clases de funciones.

Lema 2.17.5. Si f : X — Y es un mapeo débilmente mondtono yY es localmente conexo,
entonces [ es confluente.

Demostracién. Sean B un subcontinuo de Y, y A una componente de f~!(B). Consi-
deremos la sucesién {B;}$°; como en el Teorema 1.3.22. Como B C B;, A C f~1(B,), para
cada i € N. Sea A; la componente de f~1(B;) que contiene a A. Por el Lema 1.3.3, A; es un
subcontinuo de X, para cada i € N. Por el Corolario 1.2.31,

(1) existe una subsucesién (A;(;))jen de (A;)ien, que converge a A*, para algiin A* subcon-
tinuo de X. Como A C Aj;(;, para cada j € N,

(2)A C A*. Ya que cada B; es un subcontinuo de Y con inty (B;) # (0 (1.3.22), y f es por
hipétesis débilmente mondétono, entonces

(3) f(Ai(j)) = Bigj), para cada j € N. Ademds, notemos que como N2, (B;(;)) = B, enton-
ces

(4) la sucesion {By(;)}52; converge a B. Por (1) y por el Teorema 1.2.36, (f(A;(;))) converge
a f(A"). Por (3) v (4),

(5) f(A*) = B. Por (2) y (5), A C A* C f~Y(B). Ya que A es una componente de f~1(B) v,
por (1), A* es un subcontinuo de X, A = A*. Por (5), f(A) = B. Por lo tanto, f es confluente.

|
Veamos ahora un ejemplo de un mapeo f que es cuasi monotono y débilmente monétono,
pero que F,(f) no pertenece a ninguna de estas dos clases de funciones, para n > 3.

Ejemplo 2.17.6. Notemos que el mapeo f : [—1,1] — [0, 1], definido por, f(x) = |z|, es
cuasi mondtono (y asi débilmente mondtono), pero no es mondtono. Afirmamos que para
cada n > 3, F,(f) no es cuasi mondtono ni débilmente mondtono. En efecto, razonando
por contradiccion, supongamos que F,(f) es débilmente mondtono. Como [0,1] es un espa-
cio localmente conexo, se sigue del Lema 2.17.4 que F,([0,1]) es localmente conexo. Por el
Lema 2.17.5, F,,(f) es un mapeo confluente. Asi, si n > 3, entonces por el Teorema 2.5.21,
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f es mondtono, lo cual es falso. Por lo tanto, sin > 3, F,(f) no es débilmente mondtono
y, por lo tanto, tampoco es cuasi monotono.

No encontré una respuesta a la siguiente pregunta para el caso n = 2. El lector puede
consultar [2, Capitulo 9].

Pregunta 2.17.7. Si f : X — Y es cuasi mondtono (respectivamente débilmente mondtono),
¢Fo(f) es cuasi mondtono (débilmente mondtono)?

2.18. Mapeos débilmente confluente y seudo confluente

En esta seccién se estudian dos clases de funciones que debilitan el concepto de mapeo
confluente. Veamos las definiciones.

Definiciéon 2.18.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es débilmente confluente
siempre que para cada subcontinuo B de Y, existe una componente C de f~(B) tal que

£(C) = B.

Un ejemplo de un mapeo que es débilmente confluente es la funcién proyeccion del Ejem-
plo 2.7.2. Un ejemplo de un mapeo que no es débilmente confluente es la funcién f del
Ejemplo 2.6.4, ya que las componenetes de f~1(B), con B = {(x,y) € S' : x > 0}, son
los subintervalos [0,1/4] y [3/4, 1], pero ninguna de estas componentes son mapeadas por f
sobre B.

Definicién 2.18.2. Decimos que un mapeo f : X — Y es seudo confluente siempre
que para cada subcontinuo irreducible B de Y, existe una componente C de f~*(B) tal que

f(C) = B.

Notemos que todo mapeo confluente es débilmente confluente, y todo mapeo débilmente
confluente es seudo confluente. Para un ejemplo de esta clase de mapeos el lector puede ver
el ultimo parrafo de esta seccion.

En [5, Ejemplo 3.18] se prueba la existencia de un mapeo débilmente confluente f :
X — Y tal que F5(f) no es débilmente confluente. La prueba es muy técnica por lo que
damos la referencia al lector para consultar los detalles.

Mostremos que si la funcién inducida F,(f) pertenece a la clase de funciones débilmente
confluentes, entonces f también pertenece a la misma clase de funciones. Veamos antes el
siguiente resultado.

Lema 2.18.3. Sea A un subcontinuo de F,(X) tal que AN Fp,(X) # 0, para algin m < n,
entonces | J A € Cp(X), y cada componente de | J A interseca cada elemento de AN F,,(X).

Demostracién. Por el Lema 2.5.3, | JA € C,,(X) y por el Lema 2.5.20, cada compo-
nente de | J A interseca a cada elemento de A (y asi, a cada elemento de AN F,,(X)).

Teorema 2.18.4. Si F,(f) es débilmente confluente, con n > 2, entonces f es débilmente
confluente.
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Demostracién. Supongamos que F,(f) es débilmente confluente. Sea B un subconti-

nuo de Y. Tenemos que F} (B) es un subcontinuo de F,,(Y), por lo que existe una componente
B de Fn(f)il(Fl(B)) tal que Fn(f)(B) = Fl(B)
Sea G = U{E : E € B}. Es claro que G C f~!(B). Elijamos C una componente de G,
y sea D la componente de f~!(B) que contiene a C. Dado b € B, existe E € B tal que
E,(f)(F) = {b}. Ya que B es cerrado y conexo, por el Lema 2.18.3, F interseca cada compo-
nente de G, por lo que existe z € CNE. As{ f(z) =y, ycomo z € C C D, f(z) =y € f(D).
Es decir, B C f(D), por lo que f(D) = B. Por lo tanto, f es débilmente confluente.

|
El analogo al Teorema anterior también es cierto para la clase de funciones seudo con-
fluentes.

Teorema 2.18.5. Sea f: X — Y un mapeo yn > 2. Si F,(f) es seudo confluente enton-
ces [ es seudo confluente.

Demostracién. Sea B un subcontinuo irreducible de Y. Si B = Y, entonces f~!(B)
tiene una sola componente, a saber X, y f(X) = B. Por tanto, f es seudo confluente.
Supongmos que B # Y. Por el Lema 1.3.7, existen b1, ...,b,_1 puntos distintos a pares en
Y\ B.Sean D = {by,...,bp1}, y K={DUK : K € Fi(B)}. Puesto que D es constante
y F1(B) es homeomorfo a B, K es homeomorfo a B. Asi, K es un subcontinuo irreducible
de F,(Y), y KN F1(Y) = (. Por hipétesis F,,(f) es seudo confluente, entonces existe C una
componenete de F,(f)~1(K) tal que F,,(f)(C) = K.

Sea B, := (f~1(b1),..., fH(bp_1), f1(B))n. Notemos que F,(f)"*(K) = B,,. Sea

@By — fTHb1) x o x fTH(ba) X fTH(B)

una funcién definida por A = {x1,...,2y-1,b} — (z1,...,2,_1,b), para cada A € B, con
x; € f7Y(b;), para cada i € I,,_;. Notemos que ¢ es un homeomorfismo. Consideremos la
funcién proyeccién

ot f7Hb1) % o x fTH (bpm) X fTH(B) — fTH(B),

definida por A = (x1,...,2,_1,b) = b, para cada A en f=1(by) x--- x f~ 1 (b,_1) x f1(B).
Definamos C = m,(p(C)). Como ¢ y m, son continuas, y C es conexo, C es un subconjunto
conexo de f~1(B). Afirmamos que f(C) = B. Claramente f(C) C B. Sea b € B, existe
A € C tal que f(A) = DU {b} € K. Asi que, existe un tnico elemento z; en A tal que
f(xp) = b. As, 2, € f71(b). Ademds, 7,(p(A)) = xp, por lo que z, € C, y f(xp) = b, es
decir, b € f(C). Por tanto, f(C) = B. Sea C’ la componente de f~!(B) que contiene a C.
Es claro que f(C") = B. Por lo tanto, f es seudo confluente.

|

Existe un mapeo seudo confluente f : X — Y tal que F5(f) no es seudo confluente.

Una prueba a esta afirmacién se encuentra en [2, Ejemplo 10.7], por lo que el reciproco del
teorema anterior no es cierto.

2.19. Mapeos semi confluente y débilmente semi con-
fluente

Recordemos que los mapeos confluentes son aquellos que mapean cada componente de
la preimagen de cada subcontinuo, de manera sobreyectiva al subcontinuo. Si no se pue-
de garantizar mapear estas componenetes de manera sobreyectiva en el subcontinuo, nos
gustaria tener una relaciéon de orden respecto a la contencién de conjuntos de las imagenes
de cada par de estas componentes. Esto es lo que estudia las clases de mapeos de esta seccion.
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Definicién 2.19.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es semi confluente siempre que
para cada subcontinuo B de Y, y para cada dos componentes C' y D de f~1(B), tenemos

que f(C) C f(D), o f(D) C f(C).
El primere teorema importante de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.19.2. Si para n > 2, F,,(f) : F,(X) — F,(Y) es semi confluente entonces f
es semi confluente.

Demostracién. Sean n € N, B un subcontinuo de Y, y C'y D dos componentes
de f~!(B). Supongamos que F,(f) es un mapeo semi confluente. Por el Corolario 1.2.20,
F,(B) es un subcontinuo de F,(Y) y, por el Lema 2.5.5, F,,(C) y F,(D) son componen-
tes de Fu(f)~ (Fa(B)). De aani aue, Fu(£)(Fa(C)) C Fulf)(Fu(D)) 0 Fualf)(Fa(D)) C
E,(f)(F,(C)). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F,(f)(F,.(C)) C F,(f)(F.(D)).
Afirmamos que f(C) C f(D). En efecto, sea y € f(C), entonces y = f(c) para algin ¢ € C.
Asi, {¢} € F,(C), por lo que F,(f)({c}) = {f(e)} = {y} € F.(f)(F.(D)). Asi, existe
A € F,(D) tal que F,(f)(A) = f(A) ={y}, y existe a € A C D tal que f(a) =y, es decir,
y € f(D), por lo que f(C) C f(D). Por lo tanto, f es semi confluente.

|
En [5, Ejemplo 3.18] se prueba la existencia de un mapeo semi confluente f : X — Y
tal que F(f) no es semi confluente, por lo que el reciproco al teorema anterior no es cierto.

Una manera de debilitar la clase de mapeos semi confluentes es pedir que los subconti-
nuos de la imagen sean gordos, es decir, que sean de interior no vacio. Esto es lo que define
la siguiente clase de mapeos.

Definicién 2.19.3. Decimos que un mapeo f : X — Y es débilmente semi confluente
stempre que para cada subcontinuo B de Y con interior no vacio, y para cada dos compo-

nentes Cq, Cy de f~1(B), tenemos que f(C1) C f(C2) o f(Ca) C f(Ch).

El siguiente resultado garantiza que si F,(f) pertenece a la clase de mapeos débilmente
semi confluentes, entonces f también pertenece a esta clase de mapeos.

Teorema 2.19.4. Sea f: X — Y un mapeo, y n > 2. Si F,(f) es un mapeo débilmente
semi confluente, entonces f también lo es.

Demostracion. Sean B un subcontinuo de Y con interior no vacio, y C7 y Cy dos

componente de f~1(B). Por el Lema 2.16.5, (B),, es un subcontinuo de F,(Y) con interior
no vacfo y, por el Lema 2.5.5, (C1),, y (C2), son componentes de F,(f)"'((B),). Ya que
F,(f) es un mapeo débilmente semi confluente, tenemos que F,(f)((C1)n) C F,(f)((C2)y)
0 Fn(f)({Ca)n) C Fu(£)({Crn)-
Sin perdida de generalidad supongamos que F,(f)((C1)n) C Fr(f)({C2)y). Afirmamos que
f(Cy) C f(Cs). En efecto, sea x € f(C1). Se sigue que existe ¢ € Oy tal que f(c) = x, por lo
que {c} € (Cryn. Asi, Fa(£)({c}) € Falf)((Ca}n), entonces f({c}) = {a} € Fu(f)((Ca)n).
Se sigue que existe A € (C2), tal que F,(f)(A) = {x}. Sea a € A, entonces a € Cz y
f(a) =z, es decir, x € f(Cs). Por lo tanto, f(C1) C f(C2). Esto prueba que f es un mapeo
débilmente semi confluente.

|
El converso al teorema anterior no se cumple. El lector puede consultar [1, Ejemplo 3.15]
para encontrar un ejemplo de un mapeo débilmente semi confluente f : X — Y, tal que
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F5(f) no es débilmente semi confluente. El ejemplo es muy técnico y algo extenso, motivo
por lo cual la prueba no se ha incluido aqui.

2.20. Mapeos localmente confluente y localmente débil-
mente confluente

Definicién 2.20.1. Decimos que un mapeo f : X — Y es localmente confluente (local-
mente débilmente confluente) si para cada y € Y, existe una vecindad cerrada de y, V,
tal que la funcion restriccion flp-1qyy : f7H(V) — V es un mapeo confluente (débilmente
confluente).

Ya que un mapeo confluente es claramente un mapeo débilmente confluente, se tiene que
los mapeos localmente confluentes son localmente débilmente confluentes. Para ejemplos de
estas clases de funciones el lector puede ver el iltimo parrafo de esta seccién.

La siguiente proposicién nos da una caracterizacion de los mapeos localmente confluentes
y localmente débilmente confluentes, respectivamente.

Proposicién 2.20.2. Un mapeo [ : X — Y es localmente confluente (localmente débil-
mente confluente respectivamente) si y sdlo si existe un nimero ¢ > 0 tal que para cada
subcontinuo B de Y con didmy (B) < €, cada componente de f~'(B) es mapeada por f
sobre B (existe una componente C de f~(B) tal que f(C) = B).

Una demostracion a las afirmaciones de la proposicién anterior se pueden encontrar en
[12, Teorema 4.38] y [12, Teorema 4.37] para la caracterizacién de los mapeos localmente
confluentes y localmente débilmente confluentes, respectivamente.

El siguiente resultado nos sera de utilidad para probar el Teorema 2.20.4.

Lema 2.20.3. Si B es un subconjunto de un espacio métrico (Y,d), y € es un nimero mayor
que cero tal que didmy (B) < €, entonces didmp, (yy(Fn(B)) < €.

Demostracién. Veamos primero que Hy(E, F') < ¢, para cada E, F € F,,(B). En efec-
to, sean F, F' € F,(B), ya que E, F C B, tenemos que d(e, f) < didmy (B) < ¢, para cada
ecEy feF.Asi, EC N(F,e)y F C N(E,¢). Por el Lema 1.2.11, Hy(E,F) < e.

Se sigue que el didmpg, vy (F.(B)) < e. Supongamos que didmp, (y)(F.(B)) = €, entonces
para todo § > 0 existe A € {H4(E,F) : E,F € F,(B)} tal que e — 6 < A < e. Ya que
A= Hy(E,F), para algunos E, F € F,(B), se sigue de la primera parte que A < ¢, es decir,
0 < e—A. De aqui que € — (e — A) < A, lo cual es falso. Por lo tanto, didmpg, (v)(Fn(B)) < €.

Veamos el primer Teorema importante de esta seccién.

Teorema 2.20.4. Sean f: X — Y un mapeo, y n > 2. Si F,(f) es un mapeo localmente
confluente, entonces f también lo es.

Demostracién. Ya que F,,(f) es localmente confluente, se sigue de la Proposicién 2.20.2
que existe un niimero € > 0 tal que para cada subcontinuo B de F,,(Y) con didmp, (v (B) < €,
y para cada componente C de F,(f)~1(B) se tiene que F,(f)(C) = B.

Sean B un subcontinuo de Y con didmy (B) < ¢, y C una componente de f~!(B). En base
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a la Proposicién 2.20.2 queremos mostrar que f(C) = B. Para este fin, por el Corolario
1.2.20, F,(B) es un subcontinuo de F,(Y) y, por el Lema 2.20.3, didmp, (v (F,.(B)) < e.
Ademés, por el Lema 2.5.5, F},(C) es una componente de F,(f) 1 (F,(B)). Se sigue del
primer parrafo que F,(f)(F,(C)) = F,(B).

Veamos ahora que f(C) = B. En efecto, sea b € B. Como {b} € F,(B), existe A € F,,(C)
tal que f(A) = {b}. Sea a € A C C, entonces f(a) = b, es decir, b € f(C). La contencién
f(C) C B es inmediata. Se sigue de la Proposicién 2.20.2 que f es un mapeo localmente
confluente.

|
El siguiente lema nos ayudara a probar el Teorema 2.20.6.

Lema 2.20.5. Sean f : X — Y un mapeo, B un subconjunto finito y no vacio de 2V,
n > 2, y C un subconjunto de F,(f) " ((B),). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) si B es una coleccion disjunta a pares y |B| < n, entonces C es una componente de
Fulf) " ({B)n).

(2) Existe un subconjunto finito y no vacio de 2%, A, tal que

(i) 14| < n,

(ii)) A C U{C : C es una componente de f~(B), para cada B € B},

(iii) AN C # 0 para cada C componente de f~*(B), para cada B € B,

(iv) C = (A)n.

Ademas, si |B| =n, entonces | Al = n.

Una demostracién al lema anterior se encuentra en [1, Proposicién 2.2]. El segundo teo-
rema importante de esta seccion es el siguiente.

Teorema 2.20.6. Sean f: X — Y un mapeo, y n > 2. Si F,,(f) es un mapeo localmente
débilmente confluente, entonces f también lo es.

Demostraciéon. En base a la Proposiocién 2.20.2, mostraremos que si B es un sub-
continuo de Y tal que didmy (B) < ¢, entonces f(C) = B para alguna componente C' de
f71(B). Para esto, como F,(f) es un mapeo localmente débilmente confluente, se sigue de la
Proposicién 2.20.2 que existe un nidmero € > 0 tal que si B es un subcontinuo de F,,(Y") con
didmp, (v (B) < €, entonces existe C una componente de F,(f)~(B) tal que F,(f)(C) = B.
Sean B un subcontinuo de Y tal que didmy (B) <€,y E € F,,_1(Y \ B) \ F,—2(Y \ B),
digamos F = {e1,...,en_1}. Sea B = ({B} U F1(E)),. Notemos que B = {{b}UFE : b € B},
y asi B es una familia de subconjuntos de n elementos de Y que es homeomorfa a B. Por lo
tanto, B es un subcontinuo de F,(Y'). Por el Lema 2.20.3, tenemos que didmp, v (B) < e.
Por el primer pérrafo, existe una componente C de F,,(f)~1(B) tal que F,(f)(C) = B. Sean

Cp = {C C X : Ces una componente de f~*(B)},
y para cada i € I,_1, sean
C; = {C C X : Ces una componente de f ! (e;)}.

Notemos que las condiciones de (1) del Lema 2.20.5 se cumplen, por lo tanto, del mismo
lema, (2) nos garantiza que:

(i) Existe una familia A de subconjuntos de 2%, con |A| = n, digamos A = {A,..., A, },
(ll) AcCCpU U{Cz RS Infl},

(i) [ANCgl =1,y |[ANC;| =1 para cada i € I,,_1,

(iv) C=(Ay,..., Ap)n.

Ya que F,(f)(C) = B, y de (iv), tenemos que F,,(f)({(A1,...,An)n) = B. Sea C € AN Cp.
Afirmamos que f(C') = B. La contencién f(C) C B es clara. Para la otra contencidn,
sea b € B. Tenemos que {b} UE € B, por lo que existe D € (A1,...,4,), tal que
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E,.(f)(D) ={b}UE. Asi, existen d € D tal que f(d) =b,y A; € A (para algtn i € I,,) tal
que d € A;. Puesto que AN Cg = C, se sigue que A; = C. Hemos probado que d € C'y,
como f(d) = b, tenemos que B C f(C). Asi, f(C) = B. Esto concluye la demostracién.

]

Los conversos respectivos de los teoremas 2.20.4 y 2.20.6 no se cumplen. El lector puede

consultar [1, Ejemplo 3.15] para encontrar un ejemplo de un mapeo localmente confluente

(v asf localmente débilmente confluente) f: X — Y tal que F3(f) no es localmente débil-

mente confluente (y entonces tampoco es localmente confluente). El ejemplo es muy técnico
y algo extenso por lo que se deja la referencia al lector para consultar los detalles.

2.21. Mapeos refinable y monétonamente refinable

En esta seccién se estudia un par de clases de funciones que estan relacionadas de manera
directa con las distancias de cada continuo. Demos antes la siguiente definicion.

Definicién 2.21.1. Dados e >0, y f : X — Y un mapeo, decimos que f es un e-mapeo
si didm(f~*(y)) < €, para todo y € Y.

De manera intuitiva, los e—mapeos miden que tan cerca esta la funcién de ser inyectiva.
El siguiente resultado es de utilidad para estudiar a los mapeos de esta seccion.

Lema 2.21.2. Sin>2 ye>0 entonces f : X — Y es un e—mapeo si y solo si Fp,(f) es
un €—mapeo.

Demostracién. Supongamos que f es un e—mapeo. Sean B € F,,(f)(Y), y 41,4 €
F.(f)"Y(B). Como F,(f)(A1) = F.(f)(As), para cada a; € A, existe az € Ay tal que
f(a1) = f(az). Como f es e—mapeo, didm(f~1(f(a1)) < e. Por tanto d(aj,az) < e, es
decir, Ay C N(As,¢). De manera similar A C N(Aj,¢). Se sigue del Lema 1.2.11, que
Hi(A1, A2) < e. Por lo tanto, F,,(f) es un e—mapeo.

Supongamos que F,(f) es un e—mapeo. Sean y € Y, y z1,22 € f~!(y). Notemos que
{z1}, {22} € Fo(f)"*({y}). Como F,(f) es un e—mapeo, d(z1,22) = Ha({z1}, {72}) < €.
Por lo tanto, f es un e—mapeo.

|

Notemos que para la clase de funciones que son e—mapeos, el lema anterior es un analogo

al estudio que tenemos en cada seccién de este capitulo. Veamos las definiciones de las clases
de mapeos de esta seccién.

Definicién 2.21.3. Decimos que un mapeo f : X — Y es refinable (mondtonamente
refinable) si para todo € > 0, existe un e—mapeo (e—mapeo mondtono) g : X — Y, tal
que d'(f(x),g(x)) < €, para todo x € X.

Un ejemplo de mapeos refinables se encuentra en [7, Capitulo 3]. El siguiente resultado
nos servird para probar el teorema maés importante de esta seccién.

Lema 2.21.4. Sin>2,¢>0,y f,g: X — Y son dos mapeos, entonces para cada x € X
d'(f(x),g(x)) < e siy sdlo si para cada A € F,(X), Hy (Fo.(f)(4), Fn.(9)(A)) < e.
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Demostracién. Supongamos que para cada z € X, d'(f(z),g(z)) < e. Sea A € F,,(X).
) C

Para cada a € A, d'(f(a),g(a)) < €, entonces F,(f)(A) C N(F,(g9)(4),¢), y Fn(g)(A
N(F,(f)(g),€). Por el Lema 1.2.11, Hy (F,,(f)(A), Fi(9)(A)) < e.

Para la otra implicacién, supongamos que para cada A € F,,(X), Hy (F,(f)(A), Fr(9)(A)) <
€. Sea x € X, entonces Hd/( w(HHz}), Fo(g)({z})) < e

Ya que Ha (Fo(f)({2}), Fu(9)({2})) = d'(f(x), 9(x)), se tiene que d'(f(x), g(x)) < e
|

Teorema 2.21.5. Si f : X — Y es un mapeo refinable (respectivamente, mondtonamente
refinable), entonces Fy,(f) es un mapeo refinable (mondtonamente refinable) para cadan > 2.

Demostraciéon. Como f : X — Y es un mapeo refinable, existe g : X — Y un
e—mapeo (e—mapeo mondtono) tal que, para cada z € X, d'(f(x),g(x)) < e. Por el Le-
ma 2.21.4 (por Lema 2.21.4 y Teorema 2.4.6), F,,(g) es un e—mapeo (e—mapeo mondénoto).
Ademas, por el Lema 2.21.2, Hy (F,,(f)(A), Fn(g)(A)) < €, para cada A € F,(X). Por lo
tanto, F,(f) es refinable (mondtonamente refinable).

]
Las siguientes preguntas siguen abiertas (el lector puede consultar [3, (i), Pregunta 8.6])

Pregunta 2.21.6. Sean > 2. ;51 F,(f) es refinable, entonces f es refinable?

Pregunta 2.21.7. Sean > 2. ;5i F,,(f) es mondtonamente refinable, entonces f es mondto-
namente refinable?

2.22. Mapeos libremente descomponible y fuertemente
libremente descomponible

Definicién 2.22.1. Decimos que un mapeo f: X — 'Y es:

(i) libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios de Y tales que
Y = AU B, entonces existen dos subcontinuos propios A’ y B’ de X, tales que X = A’UB/,
(A C A, y f(B') C B.

(ii) fuertemente libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios
de Y tales que Y = AU B, tenemos que f~1(A) y f~1(B) son conexos.

Es claro de las definiciones anteriores que todo mapeo monétono es fuertemente libremen-
te descomponible, y que todo mapeo fuertemente libremente descomponible es libremente
descomponible. Algunos autores prefieren llamar mapeo débilmente mondtono a la clase de
mapeo fuertemente libremente descomponible. Nosotros adoptaremos el nombre que se da
en esta seccion pues ya hemos usado el nombre de mapeo débilmente mondtono en secciones
anteriores.

El Ejemplo 2.22.7 muestra ejemplos de mapeos que pertenecen (y que no pertenecen) a
las clases de mapeos de la definiciéon anterior. Ademaés, el Ejemplo 2.5.2 muestra un mapeo
que es libremente descomponible pero que no es fuertemente libremente descomponible (el
subcontinuo B y su complemento son los que funcionan).

El siguiente lema da una condicién suficiente para que un mapeo libremente descompo-
nible sea un mapeo mondtono.
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Lema 2.22.2. Si Y es un continuo localmente conexo, y € Y es un punto tal que Y \ {y}
es conexo, y f : X — Y es un mapeo libremente descomponible, entonces f es un mapeo
monaotono.

Demostracion. Por el Lema 1.3.24, existe un subconjunto lo suficientemente pequeno
Ay de Y tal que es abierto, conexo, y € Ay y Y \ A; es conexo. Sea By = Y \ A;. Es
claro que A; y B; son subcontinuos propios de Y = A; U B;. Un razonamiento inductivo,
muestra que existe una sucesién (A,, B,)%; de parejas de subconjuntos de Y tales que,
para cada n € N, se tiene que y € A,11 C Ay, B, =Y\ A,, Y =A,UB,,y A, y B, son
subcontinuos propios de Y. Como f es libremente descomponible, para cada n € N, existen
A!'y B! subcontinuos propios de X, tales que X = A/, UB.,, f(A) C A,,y f(B,) C B,.
Notemos que A} D A4 D ---. Por lo tanto, f~1(y) = N{A’}. Ademas, N{A’} es conexo al
ser (A/,)"_, una sucesién anidada de conexos no vacios. Por lo tanto, f~!(y) es conexo, es
decir, f es mondtono.

]
El siguiente resultado da equivalencias importantes cuando Y es un continuo de Peano.

Proposicion 2.22.3. Sean Y un continuo de Peano, f : X — Y un mapeo, y n > 2. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) F,(f) es libremente descomponible,

(2) F(f) es mondtono,

(8) f es mondtono.

Demostracién. Por el Teorema 2.4.6, (2) y (3) son equivalentes. La parte (2) implica
(1) es inmediato. Probemos que (1) implica (2). Supongamos que F,(f) es libremente des-
componible. Como Y es localmente conexo, por el Lema 2.17.4, F,, (V) es localmente conexo.
Ademds, por el Corolario 1.2.39, Para cada B € F,,(Y), F,(Y) \ B es conexo. Por el Lema
2.22.2, F,,(f) es monétono.

]

Un resultado inmediato de la proposicién anterior es que si Y es un continuo de Peano,

entonces la clase de mapeos fuertemente libremente descomponible es equivalente a la clase
de mapeos libremente descomponibles.

Corolario 2.22.4. Sean Y un continuo de Peano, f : X — Y un mapeo, yn > 2, entonces
F,.(f) es fuertemente libremente descomponible si y sélo si F,,(f) es libremente descompo-
nible.

Demostracién. Supongamos que F,(f) es libremente descomponible. Por la Propo-
sicién 2.22.3, F,,(f) es mondtono. Como todo mapeo monétono es fuertemente libremente
descomponible, F,(f) es fuertemente libremente descomponible. La otra implicacién es in-
mediata de las definiciones.

El siguiente teorema se prueba en [8, Teorema 4.1], y es el resultado mds reciente en esta
tesis.

Teorema 2.22.5. Sea f: X — Y un mapeo, y n > 2. Si F,(f) es un mapeo libremente
descomponible entonces f es un mapeo libremente descomponible.
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Demostracién. Supongamos que F,(f) es libremente descomponible. Sean A y B
subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Afirmamos que

Eu(f)(Y) = (A)n U (B, Y )n.

En efecto, sea K € F,(Y), entonces K C Y = AUB. Si K C A, entonces K € (A),.
Si no, entonces existe b € K tal que b € Y\ A C B, por lo que K € (B,Y),. Asi,
F,(Y) C (A), U (B,Y),. Por lo tanto, F,,(f)(Y) = (A), U(B,Y),. De manera similar se
tiene que

Fn(f)(y) = <B>n U <AvY>n

Observemos que (A),, (B,Y),, (B)n ¥ (A, Y), son subcontinuos propios de F,,(Y). Ya que
F,(f) es libremente descomponible, entonces existen subcontinuos propios de F,,(X), Ao,
By, A1 y By, tales que

AgUBy = F,(X) = Ay UBy,

Ea(£)(Ao) C (A, Fulf)(Bo) C (B,Y)n,
Eo(f)(B1) C(B)ny Fu(f)(A1) C (A, Y)n.

Sean M = |JAp, y N = |JB;. Como B es subcontinuo propio de Y, Y \ B # ). Sean y €
Y\B,yzo € X tal que f(xg) = yo. Se tiene que {zo} € Ag. Asi, AgNC(X) # 0. Por el Lema
2.5.4, M es un subcontinuo de X. De manera similar se prueba que N es un subcontinuo
de X. Si z € M, entonces existe A, € Ap tal que © € A,. Asi, F,,(f)(Az) € (A)n, por lo
que f(x) € A. Hemos probado que f(M) C A. De manera similar se prueba que f(N) C B.
Veamos que M es un subconjunto propio de X. En efecto, ya que f(M) C A ¢ Y, existe
y € Y\ f(M). De aqui que, f~!(y)NM = (). Como f es sobreyectiva, f~1(y) # 0, por lo que
M ¢ X. Similarmente, N es propio en X. Si suponemos que X = M UN, hemos terminado,
es decir, f es libremente descomponible.

Supongamos que X # M U N. Se sigue que X \ (M U N) # 0 y, por (i) del Corolario 1.3.9,
si C es una componente de X \ (M U N), entonces clx (C) N (M U N) # (. Sean

C ={C C X : Ces una componente de X \ (M U N)yclx(C)NM # 0},

D ={C C X : Ces una componente de X \ (M UN)yclx(C)NN # 0},

A = Hcdx(C): CeCtuM,y B = J{clx(C) : C € D} UN. Es claro que clx(A’)
y clx(B’) son subcontinuos de X. Mostremos que son propios. Para esto, como A & YV y
f es sobre, entonces X \ f71(A) # 0. Sea z € X \ f7(A), entonces {z} & Ao U Ay, y
{x} € BoNB;i. Asi, z € Ny x ¢ M. Se sigue que X \ f~H(A) C Ny (X\ f~H(A)nM = 0.
Notemos que entonces (X \ f~1(A4)) N A" = 0. Como f~!(A) es cerrado en X, entonces
X\ f71(A) es abierto en X. Asi, si suponemos que (X \ f~1(A))Nclx(A’) # 0, tendrfamos
que (X \ f71(A))N A" £ 0, lo cual es falso. Se sigue que, (X \ f~1(A4))Neclx(A") = 0. Por lo
tanto, clx(A’) es propio. De manera similar, clx (B’) es propio.

Ya que, para cada componente C' de X \ (M U N), el conjunto clyx (C) interseca a M o a N,
entonces X =cly(A")Uclx (B).

Mostremos que f(clx(A’)) C A. En efecto, ya sabemos que f(M) C A. Sea z € A’ \ M. Se
sigue que existe una sucesion (x,)52; de puntos de X \ (M U N) que converge a x. Afirma-
mos que f(X \ M UN) C AN B. En efecto, si z € X \ M, {z} ¢ Ao. Asi que, {z} € By y,
{f(x)} € (B,Y),, por lo que f(x) € B. De manera similar, si x € X \ N, entonces f(z) € A.
Por lo tanto, f(X \ M UN) C AN B. De aqui que, f(z,) € A, para cada n € N. Asf,
f(z) € A. Hemos probado que f(A’) C A, entonces cly (f(A’)) C cl(y(4)) = A. Como f
es continua, se sigue que f(clx(A")) Ccly (f(A’)). Por lo tanto, f(clx(A’)) C A. De manera
similar se obtiene que f(clx(B’)) C B. Hemos probado que f es libremente descomponible.

El andlogo al teorema anterior en la clase de mapeos fuertemente libremente descompo-
nibles también se cumple.
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Teorema 2.22.6. Sea f: X — Y un mapeo, y n > 2. Si F,,(f) es un mapeo fuertemen-
te libremente descomponible, entonces f es un mapeo fuertemente libremente descomponible.

Demostracién. Supongamos que F,(f) es un mapeo fuertemente libremente descom-

ponible. Sean B; y Bs subcontinuos propios de Y tales que Y = B; U By. Tenemos que
(Y,B1)n y (B2), son subcontinuos de F,(Y) (la conexidad se sigue del Lema 2.4.4, y la
compacidad de que By y B son cerrados en Y). Como B; y Bs son propios, entonces
(Y, B1)n, v (Bs), son subcontinuos propios de F,(Y). Ademds, como Y = By U B, se tiene
que F,,(Y) = (Y, B1)n U (Ba),. Como F,(f) es fuertemente libremente descomponible, en-
tonces F,(f)~1({Bz2),) es conexo.
Sea K una componente de f~!(By). Por el Lema 2.5.5, F,,(K) es una componente de
Fo.(f)71((Ba)n). Ast que, F,,(K) = F,(f)"'({(Ba)n). Afirmamos que K = f~1(By). Cla-
ramente K C f~1(By). Sea x € f~1(By), entonces existe b € By tal que f(z) = b. Como
{b} € (Ba)y, entonces {z} € F,,(f) " ((Ba)n) = Fn(K). Asf,z € K,porloque f~1(By) C K.
Por lo tanto, K = f~!(Bs). Hemos probado que f~!(Bz) es conexo. De manera similar se
prueba que f~!(Bj) es conexo. Por lo tanto, f es fuertemente libremente descomponible.

|

Existen un continuo de Peano Y y un mapeo fuertemente libremente descomponible

f: X — Y (y asf libremente descomponible), tal que F,,(f) no es libremente descompo-

nible (y entonces no es fuertemente libremente descomponible), para cada n > 2, como se
muestra a continuacién.

Ejemplo 2.22.7. Sea f : S' — [~1,1] la funcién definida por, f((x,y)) = =, para cada
(x,y) € St. Veamos la siguiente imagen.

-1 1

Claramente f no es un mapeo mondtono, pero si es un mapeo fuertemente libremente
descomponible y libremente descomponible. Por la Proposicién 2.22.3, para n > 2, F,(f)
no es libremente descomponible y, por consecuencia, tampoco es fuertemente libremente des-
componible.



Conclusiones

Como vimos a lo largo de la tesis, el estudio de hiperespacio de continuos en las funciones
inducidas es una area de las matematicas muy ineresante, ya que aunque en su mayoria son
definiciones féciles de entender, cuando se intenta resolver los cuestionamientos de ver si se
preserva o no las clases de funciones al pasar a las funciones inducidas o de las funciones
inducidas a la funcién original, puede ser una tarea nada facil. En general, considero que los
continuos e hiperespacios tienen el beneficio de presentarce interesantes como un campo de
estudio para los matemaéticos, pero como en todas las dreas de las matemaéticas, queda de
manifiesto el rigor, la creatividad y la complejidad en muchas de sus demostraciones.
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