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Introduccion

El calculo estocastico es una de las ramas de la teoria de procesos estocasti-
cos que ha cobrado importancia debido a su eficiencia al modelar en tiempo
continuo. Surge su aplicacion en las finanzas como un intento de brindar
respuestas claras y fundamentadas para el analisis del desempeno financiero
de empresas, inversionistas, entre otros. Probablemente dirigido a agudizar
los problemas relacionados con la supervivencia de instituciones financieras
y todo lo que esto implica: quiebras, liquidez, rendimientos, etc. También de-
bido a la necesidad de realizar de manera detallada y eficaz las decisiones de
inversiones y financiamiento, asi como llevar a cabo la organizacién y control
para optimizar sus recursos.

La eleccion de portafolios es un problema central de los agentes financieros
que surge naturalmente del preguntarse, scudl es la mejor manera de exten-
der su capital a través de un nimero de diferentes activos que maximicen
el rendimiento y controlen el riesgo?. Por supuesto, cada activo es tnico y
ofrece sus propios resultados. Estos pueden ser resumidos por un rendimiento
esperado y un riesgo. El primero cuantifica cual seria la posible apreciacion
del precio del activo o ingreso que se derive de él durante un periodo de
tiempo determinado. El segundo mide la incertidumbre de estos pagos para
el inversor.

Desde hace mucho tiempo, se ha entendido que existe un equilibrio funda-
mental entre estos dos conceptos, dando lugar a un incontable ntimero de
oportunidades. Por un lado, encontramos los bonos a corto plazo que ofre-
cen rendimientos muy pequenos con absoluta certidumbre. En el otro, las
acciones de crecimiento de pequenas capitalizaciones que pueden prometer
rendimientos asombrosos, pero sélo si la empresa tiene éxito de lo contrario,
el inversionista podria perder completamente su capital.

Igual de importante es la forma en que los riesgos individuales se combinan en
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el nivel del portafolio, en otras palabras, es importante saber cuél es el riesgo
general del portafolio si los activos se combinan de cierta manera. Lo que
tenemos que considerar es que los activos en el mundo real no son indepen-
dientes. Esta es la idea fundamental detrés del concepto de diversificacion:
el riesgo general del portafolio puede ser menor que la suma de los riesgos de
los activos individuales que lo constituyen.

El estudio asociado a la optimalidad de portafolios fue iniciado por H. Marko-
witz [19], que introdujo, entre otros conceptos, la nocion de frontera eficiente
entre el riesgo y el rendimiento (midiendo el riesgo con la desviacion estan-
dar). Hasta Markowitz, la eleccion del portafolio se rigi6 bajo la metodologia
de “abajo hacia arriba", basicamente se trata de que cada componente del
portafolio (acciones, bonos, etc.) es elegido por su propio riesgo y sus ca-
racteristicas de rendimiento sin considerar su interacciéon con el resto del
portafolio. Sin embargo, debido a los efectos de la diversificacion, este anéli-
sis simple es insuficiente.

La decision de mantener un valor no solo debe depender de una comparaciéon
simple de su riesgo esperado y perfil de rendimiento con el de otros valores,
sino también de su impacto marginal en el perfil riesgo-rendimiento de todo
el portafolio de inversiéon. Dicho de otra manera, la decisiéon de mantener
un valor no puede hacerse de manera aislada, sino que depende de los otros
valores que el inversionista ya posee o desea mantener.

La metodologia de Markowitz ha sido perfeccionada y llamada Teoria Mo-
derna de Portafolio (por sus siglas en inglés MPT).

Tiempo después, surgio el trabajo fundamental de Black-Scholes-Merton, cu-
yo modelo se convirtié en cimiento del estudio y desarrollo de muchos pro-
blemas en las matematicas financieras. En los ultimos anos se han estudiado
diferentes generalizaciones de este modelo clasico para explicar con mayor
precision la dinamica de los precios de los activos y asi poder estructurar un
portafolio que permita llevar al maximo las ganancias del inversionista.

En resumen, un concepto de gran importancia en finanzas, es el de maximi-
zar la utilidad esperada de los portafolios de inversion, lo cual se traduce en
optimizar nuestro portafolio y el éxito de éste, depende directamente de la
capacidad de administrar el capital, donde claramente estara sujeto a varios
factores que analizaremos en los siguientes capitulos de esta memoria.

Generalmente, en economia, un problema de optimizacion es presentado co-
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mo una minimizaciéon de costos. Por ejemplo, la maximizacién de ingresos de
una empresa mediante la minimizacion de sus costos de produccion y a lo
largo del tiempo, varios autores han tratado este problema. Tal como Z. Zhou
y S. Grossman con el articulo Optimal investment strategies for controling
drawdowns [30] , en donde se analiza el caso del inversionista que pretende
no perder mas de cierto porcentaje fijo del valor méximo de su portafolio.
También Risk Sensitive Control of finite state Markov Chain in discrete time,
with portfolio management [2] de T. Bielecki, D. Hernandez y S. Pliska, que
presentaron un modelo que permite optimizar la utilidad esperada a largo
plazo de un portafolio de inversién sensible al riesgo.

El objetivo de este trabajo de tesis es encontrar una estrategia de inversion
O6ptima para un problema de optimizacion de portafolio, donde el inversio-
nista busca maximizar sus ganancias, considerando los riesgos exigidos en el
desarrollo de éste y las pérdidas a lo largo de su trayectoria. Para lograr el
objetivo es necesario comenzar con un modelo més sencillo, sin considerar
pérdidas, ni cotas restrictivas.

Organizamos este trabajo de la siguiente manera. En el primer capitulo, pre-
sentaremos los preliminares necesarios para modelar los problemas anteriores.
No obstante, durante el desarrollo de esta tesis iremos definiendo los concep-
tos y herramientas necesarias de la teoria de programacion dinamica.

En el segundo capitulo, mostramos un modelo simple de optimizacioén, el pro-
blema de portafolio de inversién para el caso sin restricciones en un horizonte
finito, el cual se basara en encontrar una funcién de valor que nos proporcione
la inversion 6ptima. Después expandiremos el resultado a tiempo continuo,
el cual resolveremos a través de la tasa de crecimiento a largo plazo.

Luego, en el tercer capitulo, comenzaremos a agregar al modelo de mercado
financiero ciertas restricciones que lo asemejan a un problema mas real. Aqui
introduciremos los conceptos de cotas de referencia y caidas, que no son més
que restricciones para mantener cierto capital a través del tiempo y evitar
pérdidas.

Esta inclusion en el modelo es necesaria debido a la existencia de un grupo
especial de inversionistas que exige requisitos especificos. Su caracteristica
principal es que ellos no sélo estan interesados en maximizar la utilidad del
capital final de sus clientes, sino también en optimizar la trayectoria que el
capital toma para llegar a su destino.
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Consideraremos, por ejemplo, un cliente que elige entre dos fondos competi-
tivos que ofertan rendimientos similares: asumiendo que las caracteristicas de
los otros fondos son idénticas (incluyendo el perfil de riesgo de la inversion),
el cliente podria preferir que el fondo tenga las caracteristicas de rendimiento
mas agradables, en las que agradable puede no soélo incluir la varianza de los
rendimientos, sino criterios globales tal como las pérdidas.

Esencialmente este modelo se basa en el trabajo de Z. Zhou y S. Grossman
[30], que fue presentado en los 90’s, el cual emplea ampliamente la teoria de
programacion dindmica.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo iremos introduciendo los conceptos bésicos y definiciones mas
importantes relacionados con las matematicas financieras que seran emplea-
dos a lo largo de este trabajo de tesis. Recordemos que el objetivo principal
es encontrar una soluciéon al problema de inversion, que trata de maximizar
la utilidad esperada del capital final encontrando la estrategia de mercado
6ptima, es importante definir y conocer los siguientes términos que pueden
ser encontrados de manera mas extensa en [I1], [16], [I7], [24].

1.1. Mercado financiero

Un mercado financiero, es un mecanismo que permite a los agentes eco-
némicos el intercambio de activos financieros, cuyas caracteristicas son:

» Liquidez. El activo més liquido sera el dinero. Luego, los diferentes tipos
de depositos, fondos publicos, obligaciones y para finalizar, los créditos
comerciales.

= Riesgo. Esta determinado por la solvencia que posee el emisor y las
garantias que puede presentar para el acreedor.

= Rentabilidad. Es el rendimiento que obtiene el poseedor de un activo
al aceptar el riesgo que implica la sesiéon temporal del dinero.

En este trabajo de tesis, se considerarda un modelo de mercado financiero,
en el cual se podra invertir continuamente en d + 1 activos (bonos, créditos,

5
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dinero, etc.) durante algtn horizonte de tiempo T', donde T" € (0, ). Estos
activos evolucionan en el tiempo y asumiremos que sus precios estan definidos
en un espacio de probabilidad (€2, F,P), equipado de una filtracion (F)>o.
La o-algebra F; se puede ver como la informacién disponible al tiempo s. Los
precios de los activos en el tiempo se describen por las variables aleatorias
Sit>0,i=0,..,d, las cuales son variables aleatorias medibles respecto a
la o-algebra F;, para cada t > 0. Mas atn, definimos el vector aleatorio de
precios 5; = (89,5}, ..., 8%), con valores dados en R para toda t > 0. El
activo indizado por 0 es el activo libre de riesgo llamado bono y cuyo precio
lo denotaremos por B; := S?. Este activo evoluciona de acuerdo a la ecuacion

dBt = TtBtdt, BO = bo > 0.

Los activos indizados por i = 1,...,d son llamados activos con riesgo y co-
munmente se les conoce como stocks. La dindmica del precio S¢ del i-ésimo
activo al tiempo ¢ > 0 sigue un movimiento Browniano geométrico dado de
la siguiente forma

d
dsgzsg[ugdt+za§jdzg], Sy = s €(0,00). (1.1.1)
j=1

i = 1,...d

En este modelo, la fuentes de riesgo son modelados por componentes inde-
pendientes de un movimiento Browniano d-dimensional 7, = (Z}, Z2, ..., Z&)',
t > 0. Con esta interpretacion, el coeficiente de volatilidad ij de mo-
dela la intensidad instantanea con la cual la j-ésima fuente de incertidumbre
afecta el precio de i-ésimo stock al tiempo ¢. El movimiento Browniano Z
es definido sobre el espacio de probabilidad (€2, F,[P) y denotaremos por

F = {F:, t > 0} ala completacion bajo P de la filtracién natural
Fl=0(Z,0<s<t) t>0, (1.1.2)

generada por Z.

El proceso de tasa de interés {r;, t > 0}, el proceso vectorial de tasa de
apreciacion {p; = (pl,...,pd)’, t > 0} y el proceso matricial de volatilidades
{oy = (aij )axa, t > 0}, son conocidos conjuntamente como los coeficientes del
modelo de mercado. Asumiremos que estos coeficientes son progresivamente
medibles con respecto a F y satisfacen la condicién

T
/ (7o |+ 1l pe || + || o0 )t < o0, c.s. (1.1.3)
0
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con || z |[|= (z2) + ... + #2)/? la norma Euclidiana en R?.

Suponer que los coeficientes 7y, 1, 0y son adaptados a F, los hace esencial-
mente funcionales en la trayectoria del movimiento Browniano {Z,, 0 < s <t}
hasta el tiempo ¢, para todo ¢ > 0. Esta condicién trae como consecuencia
dos caracteristicas deseables: excluir cualquier anticipaciéon en el futuro y
permitir la dependencia sobre el pasado de los precios.

1.2. Portafolios

Cuando hablamos de portafolios nos referimos a una selecciéon de documentos
que se cotizan en el mercado bursatil, M, y en lo que una persona o empresa
deciden colocar o invertir su dinero. Un portafolio estd compuesto por una
combinacion de instrumentos de renta fija y/o renta variable y 7! representa
la cantidad de dinero que se que invierte en cada uno de los activos disponi-

bles i =1,...,d.

El proceso 7 := (m;)>0 se supone adaptado a la filtracion, es decir, {F;}-
medible. Esta hipotesis implica que las posiciones del portafolio en el tiempo
t >0, m},...,m son decididas con respecto a la informacién disponible en
el tiempo ¢, ya que debe de ser realizada de una manera no anticipada, sin
conocimiento de eventos futuros.

Si denotamos por W™ al capital asociado al proceso m al tiempo ¢t > 0,
donde Wy = w, entonces W,"™ — 3¢ 7! es la cantidad invertida en el bono
y asi el proceso de capital {W;"", t > 0}, sigue la dinamica:

d ; d
o ,dS; o 4B
th ’ - Z ﬂ-t Sit + (Wt — Z ﬂ-t) ?t
i=1 t i=1 t
d d N ' d
=Y {ui dt+> a;ﬁ]dZt]} + (W,}”’” - ﬁ') redt
1=1 i=1 i=1

= TtWthrdt + W;[(Mt — Ttld)dt —+ O'tdZt], WO =w, (121)

donde 1, es el vector de unos en R?. No es dificil ver que la solucién de esta
ecuacion diferencial estocéstica lineal con coeficientes aleatorios estéd dada
por:

t
W™ = +/ VsT|osdZs + (pus — rslg)ds], t >0, (1.2.2)
0
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donde

1 t
wim g = e (= [ ras) (123)

es el factor de descuento en M. La interpretacion financiera de es
que el proceso de capital descontado es la suma del capital inicial mas las
ganancias descontadas de haber invertido en los activos con riesgo al tiempo
t.

A continuacién se presentan las definiciones precisas de los procesos mencio-
nados anteriormente.

Definicién 1.1. Un proceso m; = {(n},...,7), t > 0}, a veces denotado
como 7, con valores en R?, que es F-progresivamente medible y que satisface

T T
/ | wlos || ds +/ |7l (s — rs1g)|ds < oo c.s.
0 0

es llamado estrategia de portafolio o estrategia de inversion.

Definicion 1.2. Para una w > 0 dada y una estrategia de inversion m, el
proceso {W;”™, t > 0} como en (1.2.1)) es llamado proceso de capital corres-
pondiente al capital inicial w y estrategia de portafolio 7 y denotamos por
(W™ = Wt > 0} al proceso de capital descontado.

.. i w,T d i
Notemos que estamos permitiendo que tanto 7; como W™ —>""_ | 7y, para
1 = 1,..,d tomen valores negativos, es decir, estamos permitiendo ventas

en corto de los activos y préstamos a una tasa de interés r(-), por lo que
necesitamos imponer alguna restriccion sobre las estrategias de portafolio
que se consideraran admisibles.

Definicién 1.3. Una estrategia de portafolio 7 se dice que es dominada si
el proceso asociado a las ganancias descontadas

t
G = / o [osdZs + (s — 7o 1a)ds], £ > 0
0

esta acotado inferiormente c.s. por alguna constante real, esto es, si
PIG} > ¢, Vt > 0] = 1, para alguna ¢, € R.

Definiciéon 1.4. Llamaremos admisible a la estrategia de portafolio si ésta
es dominada.

Ademés denotaremos como A al conjunto de todas las estrategias admisibles.
Es importante notar que A no depende del capital inicial w.
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1.2.1. Tipos de portafolios

La mayor ventaja que ofrecen los portafolios de inversién es que permiten
diversificar el capital, repartiendo el riesgo al combinar de entre una amplia
gama de activos de distinta naturaleza (acciones, depdsitos a plazo, efectivo,
monedas internacionales, bonos, bienes raices), lo que permite disminuir el
impacto de los distintos riesgos financieros a los cuales se encuentran expues-
tos los activos que lo componen. Partiendo de esto podemos clasificar los
portafolios de inversion de la siguiente forma:

= De renta fija: integrados tnicamente por activos de renta fija.

= De renta variable: se integran por instrumentos de inversion en renta
variable.

= Corporativo: este portafolio es integrado solamente por acciones.

= Patrimonial: se integra por valores de renta fija y variable asi como de
acciones, es decir, es una combinacién de los anteriores.

= De instrumentos financieros derivados: lo integran instrumentos como
swaps, opciones y futuros.

» Mixtos: incluyen activos de cualquier tipo.

1.3. Arbitraje

Intuitivamente, una oportunidad de arbitraje es una operacién con la que
se obtiene una ganancia segura, por ejemplo, al comprar acciones y vender
simultaneamente un mismo contrato, pero en diferentes mercados, obteniendo
ganancias por la diferencia de precios. De manera formal diremos que:

Definiciéon 1.5. Una oportunidad de arbitraje es un proceso de portafolio 7
dominado que satisface

P(GT. > 0) =1, P(G}. > 0) > 0.

Es decir, comenzamos con capital inicial cero en el tiempo ¢t = 0 y emplean-
do la estrategia 7(-), finalizamos al tiempo T con capital Wy = W9 sin
ninguna exposicion al riesgo (Wr > 0, c.s.) y probabilidad positiva de ganar

(P(Wr > 0) > 0).
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Definiciéon 1.6. Decimos que el mercado M es libre de arbitraje si no existen
estrategias que satisfagan lo anterior.

La ausencia de oportunidades de arbitraje es parte de las condiciones de
equilibrio general. Mientras que su existencia se debe a ineficiencias en el
mercado, en el sentido de que los precios de los activos no fueron dados de
manera razonable. Lo ideal es que en el mercado no existan oportunidades de
arbitraje, para ello es necesario imponer algunas restricciones sobre el modelo
de mercado.

Teorema 1.1. (i) Si M es libre de arbitraje, entonces existe un proceso
6 :[0,T] x Q2 — R? progresivamente medible con respecto a F, llamado
proceso de precio de mercado al riesgo, tal que

e — 1l
Ot ’

0, t>0. (1.3.1)

(ii) Reciprocamente, si el proceso 0(-) existe y ademds de (1.3.1)) satisface

T
/ | 0, ||? ds < 0, c.s. (1.3.2)
0

T T
E{exp{ —/ e;dzs—%/ 6. H?dsH ~1 (133)
0 0

entonces M es libre de arbitraje.

Este resultado es una manera de verificar si en el modelo de mercado existen
oportunidades de arbitraje, aunque es importarte mencionar que del Teorema
de Novikok (ver Karatzas y Shreve [16]) las condiciones (1.3.2)) y (1.3.3) se
satisfacen si Efexp{3 fOT | 65 1|? ds}] < oo. Es decir, si §; satisface la condicion
de Novikov, entonces el mercado no admite arbitraje. En particular, esto
sucede si el proceso #(-) es uniformemente acotado en (t,w).

Definicién 1.7. Un modelo de mercado M, para el cual existe un proceso
6 :[0,T] x Q — R que es F-progresivamente medible y que satisface
(1.3.1), (1.3.2)), (1.3.3), es llamado estdandar.

1.4. Derivados

Los derivados financieros son actualmente uno de los instrumentos més im-
portantes en el sistema financiero mundial. Surgen con la finalidad de que
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las empresas y los inversionistas puedan cubrirse y anticiparse ante los mo-
vimientos del mercado. Pueden ser usados para cobertura, especulacion y
arbitraje. Algunos derivados son comercializados en intercambios, otros son
negociados por instituciones financieras, agentes de fondos y corporaciones
en el mercado Over The Counter.

Un derivado financiero es un contrato financiero cuyo valor depende del valor
de otro activo, el cual es llamado activo subyacente y estos pueden ser divisas,
renta fija, acciones, bonos, indices bursatiles, etc. Cada derivado financiero
tiene caracteristicas que lo diferencian de otros. Sin embargo, podemos men-
cionar algunas caracteristicas comunes:

= El valor del derivado subyacente varia segin el valor del activo subya-
cente.

= Los contratos no requieren una inversion inicial o ésta es muy pequena
en comparacion de otros productos financieros que responden de ma-
nera similar a cambios en el mercado del activo subyacente y aunque
esto permite mayores ganancias, también mayores pérdidas.

= La liquidacién del contrato se realiza en una fecha futura.

= Pueden ser objeto de comercializacion en los mercados financieros.

1.4.1. Tipos de derivados

Los derivados financieros se pueden clasificar en diferentes tipos segin dife-
rentes criterios tales como el tipo de contrato, el activo subyacente, finalidad,
lugar de negociacion o complejidad del producto.

En funcién del tipo de contrato. Por ejemplo, permutas financieras
(swaps), contratos de futuros; ya sean negociados en un mercado financiero
o no, las opciones y contratos por diferencia por mencionar algunos.

En funcién de la complejidad del contrato. Aqui podemos dividir en
dos tipos, las opciones vainilla que son los convencionales y los conocidos
como opciones exroticas.

En funcién del lugar de negociaciéon. Los derivados se pueden nego-
ciar en mercados organizados (M.M.0O.0.) o mercados Over The Counter
(O.T.C.). En el primero, los contratos financieros son productos estandariza-
dos, es decir, todos los participantes en el mercado acceden con las mismas
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condiciones y mismos precios. Mientras que en el segundo los contratos se
realizan segiin los acuerdos a los que llegan ambas partes.

En funcién del activo subyacente. Dada la naturaleza del activo subya-
cente, los derivados se pueden clasificar en financieros o no financieros. Los
financieros es donde el activo subyacente es un producto financiero en si mis-
mo. Se incluyen derivados sobre acciones, divisas, tipos de interés, bonos, etc.
Y los no financieros son aquellos cuyos activos subyacentes son generalmente
productos y bienes como derivados sobre materias y otros productos basicos
(metales, cereales, energia, etc.).

Segun la finalidad. Dependiendo de la finalidad al que se negocie un deri-
vado financiero, éste podra ser especulativo o de cobertura.

Cobertura. Los utiliza la persona o ente econdémico que necesita protegerse
de movimientos en el precio de un activo.

Especulacion. Son utilizados por la persona o ente econémico que busca apro-
vechar las fluctuaciones de los precios de activos para generar una ganancia.
En este caso no busca mitigar riesgos, sino incrementar el riesgo al tratar
de adelantarse a los movimientos del mercado con la finalidad de generar
utilidades.

En los derivados de especulaciéon se pueden tomar posiciones de tal mane-
ra que, con una pequena cantidad de recursos invertidos, se pueden llegar
a tener grandes ganancias si el precio del activo del derivado se mueve de
acuerdo con lo que se esta esperando. Sin embargo, de la misma manera,
con una pequena cantidad de recursos invertidos se pueden perder grandes
cantidades de dinero si los precios se mueven en sentido contrario.

Para disminuir este riesgo de pérdida, se recurre a una de las reglas basicas
de las inversiones: diversificar, es decir, si en lugar de hacer un derivado ha-
cemos 10 con posiciones encontradas, el riesgo de pérdida disminuiréd y las
oportunidades de ganancia aumentaran.

Actualmente todos nos vemos afectados por los impactos que generan los
movimientos en el tipo de cambio, tasas de interés y precio de las acciones
de empresas. Por eso, al no tener derivados financieros dentro de nuestra es-
trategia de inversion, estaremos desaprovechando grandes oportunidades en
los mercados.

Gracias a los avances en inversiones, hoy es posible incorporar derivados
diversificados a nuestra estrategia y maximizar rendimientos, principalmente
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en periodos de alta volatilidad en los mercados.
A continuacion se presentan los derivados més usuales.

1.4.2. Opciones

Una opcién es un instrumento financiero derivado que se establece en un
contrato que da a su comprador el derecho, pero no la obligacién, a comprar
o vender bienes o valores. Hay dos tipos bésicos de opciones; una opcion de
compra, usualmente llamada call, da a su propietario el derecho a comprar
un activo en una fecha determinado por un cierto precio, mientras que una
opcion de venta, put, da al propietario el derecho a vender un activo en una
fecha dada a un precio determinado. El activo sobre el que se instrumenta
la opcién se denomina el activo subyacente. El precio de compra o de venta
garantizado en la opcion es el precio de ejercicio (strike en inglés).

1.4.3. Opciones Vainilla

Las opciones tipo Vainilla, son las opciones clasicas y son un derecho a com-
prar o vender un activo a un precio y plazo determinados, esperando que este
precio de ejercicio nos sea mas favorable que la cotizacion de mercado. En
caso de ocurrir esto, el producto se liquidara por diferencias. En funcién de
su forma de ser ejercidas podemos diferenciar entre Furopeas y Americanas.
El método mayormente empleado para valuar opciones Europeas es el de
Black-Scholes. Para las opciones Americanas, que rara vez son ejercidas an-
tes de su fecha de ejercicio, se puede emplear el mismo método, suponiendo
que su comportamiento es similar. El trabajo de Myron Scholes y Fisher
Black [3], fue mejorado posteriormente por Robert C. Merton [20].

Opciones Europeas
Las opciones Europeas son las que solamente pueden ser ejercidas en una
fecha determinada, llamada fecha de ejercicio.

Opciones Americanas

Las opciones Americanas son las que pueden ser ejercidas a lo largo de su
vida hasta la fecha de ejercicio.

1.4.4. Opciones Exo6ticas

Las opciones Exoéticas son opciones més complejas, dependen de toda la
trayectoria y/o de la fecha de expiracion. Las opciones Exéticas més usuales
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encontramos a las opciones lookback y a las opciones Asiaticas. En ambos
casos su soluciéon esté basada ecuaciones diferenciales parciales estandar. La
primer opciéon tiene una férmula de precio explicita, la cual se rige en el
principio de reflexién para movimiento Browniano, mientras que la segunda
recurre a métodos iterativos (ver J. Hull [15]).

Opciones Asiaticas

Una opcién Asiatica, es una opciéon cuyo payoff incluye un promedio de tiem-
po de los precios subyacentes. El promedio puede ser sobre el periodo del
tiempo entre el inicio y expiraciéon o sobre algtn periodo de tiempo que em-
piece después que la iniciacion de la opciéon y al finalizar la expiracion de la
opcion.

Opcion Lookback

Una opcion cuyo payoff es calculado en funciéon del méaximo alcanzado por
el activo subyacente en un cierto periodo es llamado Opciéon Lookback. El
payoff de esta opcion es la diferencia entre el precio méaximo del activo so-
bre el tiempo entre inicio y fecha de maduracion y el precio del activo a la
expiracion.

1.5. El modelo de Black-Scholes-Merton

El modelo de Black-Scholes-Merton consiste en un mercado con dos activos.
Un activo libre de riesgo, B;, que evoluciona de tal manera que

dBt = TBtdt, t Z 0,

y un activo con riesgo, cuyos precios, (S;)¢>o, siguen la dinamica de un mo-
vimiento Browniano geométrico, es decir,

dSt = ILLStdt + O'StdZt, t Z O,

donde Z; un movimiento Browniano. Por otra parte, del Ejemplo 5.5 de
F. Klebaner [18] llegamos a que aplicando la formula de Itd a f(z) = Inx
podemos encontrar la soluciéon a la dinamica de precios, que esta dada por

2
Sy = Sy exp {,ut— %t—i—aZt}, (1.5.1)

y por tanto log S; es un movimiento Browniano, no necesariamente estandar.
Por las propiedades del movimiento Browniano tenemos que:
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e S, tiene trayectorias continuas.

e Losincrementos relativos, Stg S son independientes de o(Sy, 0 < k < u),
es decir,

Sy =S, St S

t _ _
< S_u_lys_u_exp{u(t u) + o(Z, ZU)};

que es independiente de o(Z;, 0 < k < wu) =0 (Sk, 0 < k < w).

e Los incrementos relativos son estacionarios

St - Su Stfu - SO
Su So

Por otra parte, consideremos a {W,”™, t > 0} como el proceso de capital
del portafolio, el cual invierte en el mercado de dinero que paga una tasa de
interés constante r > 0.

De sabemos que a lo largo del tiempo, el inversionista mantiene ciertas
umdades de un activo que pueden ser aleatorias, pero siempre adaptada a la
filtracion asociada con el movimiento Browniano Z;, ¢t > 0y que el diferencial
dW™ depende de la ganancia de su posicion en el mercado, la cual esta

dada por m; gt 45t v de la ganancia por invertir en el activo libre de riesgo que
es (W7 )dgt, es decir:
dSt dBt
dWw,T(' — =t Ww T
t iy St + ( t 7Tt) Bt

= pmdt+om dZy + r(WS" —m,)dt
= W dt + m(p — r)dt + o mdZy,

de donde podemos interpretar lo siguiente:

» El término »W,”"dt representa la tasa de rendimiento subyacente pro-
medio, r, sobre el portafolio.

» El término (p — r) mdt, es la prima de riesgo p — r por invertir en los
activos.

» El término o m;dZ;, representa la volatilidad proporcional al tamano de
la inversion del activo.

El modelo de BSM es un modelo de mercado completo, pero bajo ciertas
condiciones éste puede dejar de serlo. Esto se prueba en Ejemplo [1.2]
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1.6. Cambio de medida

Una herramienta fundamental en la valuacion tedrica de muchos y diversos
productos derivados es el Teorema de Girsanoy} El cual construye una me-
dida de probabilidad que permite transformar un movimiento Browniano con
tendencia en un movimiento Browniano sin tendencia, definido en un espacio
de probabilidad equivalente. Todo esto se resume en llevar el modelo con
riesgo a un ambiente neutral al riesgo.

Teorema 1.2. Sean (Q, F,IP) un espacio de probabilidad y Z una variable
aleatoria no negativa c.s., con la propiedad de que B(Z) = 1, entonces para

A € F se define

Mmzémmmw,

P es una nueva medida de probabilidad absolutamente continua con respecto
a P. Ademds, si X es una variable aleatoria no negativa, entonces

E(X) =E(XZ2).

Si Z es estrictamente positiva c.s., entonces

E(Y) = ]E(%)

Teorema 1.3. Girsanov (1-dimensional).

Sea (Wy)i>0 un movimiento Browniano estandar definido en un espacio de

probabilidad (Q, F, P) y (0)i>0 un proceso adaptado a la filtracion generada
T

por W, (Fi)io0, como en (1.3.1)) tal que/ 02ds < o c.s. Definamos

0

t 1 t
= exp{ — / 0, dW, — 5/ Hgds},
0 0

una martingala, entonces existe una medida de probabilidad
P(A) = /AZ(w)dIP)(w), VAeF,
tal que P:=E(1,7Z,) =1y

W, = Wt+/0t05ds.

es un Fy-movimiento Browniano estdndar.

Ver S. Shreve [26]
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Para ejemplificar estos términos, consideremos la dinamica de precios dada
por la ecuacion (|1.1.1)) para d = 1, es decir

dSt = uStdt + O'StdZt
= TStdt + USt (N

_Tdt+dZt). (1.6.1)
g

donde el rendimiento medio esperado () y la volatilidad instantanea (o)
son constantes. Si definimos a Z;, = 0t + Z;, donde 6 = £ ;T es el precio de
mercado al riesgo. Entonces, podemos reescribir la ecuacion ((1.6.1]) como

dS; = rSdt + 0S,dZ;. (1.6.2)

Observemos que el coeficiente de tendencia p se modifico sin alterar la va-
rianza. Por ello, podemos concluir que el teorema de Girsanov proporciona
una medida de probabilidad definida en el espacio muestral original y bajo el
cual, Z; es un movimiento Browniano. La nueva medida de probabilidad se
dice que es neutral a riesgo, es decir, si dos agentes tienen diferentes expecta-
tivas sobre el rendimiento promedio de un activo, entonces pueden omitirlas
en sus decisiones de inversiéon siempre y cuando la volatilidad del activo en
cuestion se mantenga constante.

1.7. Replicacién financiera

Encontrar un portafolio que esta compuesto de diversos activos del mercado,
de tal forma que el valor de dicho portafolio iguale el valor de algtin reclamo
contingente a lo largo de cierto tiempo es lo que se conoce como réplica o
cobertura financiera. Para ejemplos y resultados més extensos ver [27].

Definiciéon 1.8. Un portafolio de inversion es un portafolio replicante si estéa
conformado por una posicién de dinero en el banco y acciones tales que el
valor final del portafolio es igual al final del producto derivado bajo cualquier
estado de la naturaleza, es decir, si el portafolio replica al producto derivado.

1.8. Completez de mercado

Cuando hablamos de mercados completos nos referimos a la capacidad de
tal mercado de replicar a través de una estrategia autofinanciable, cualquiera
de los activos que lo componen. En términos mateméticos se refiere a la
existencia y unicidad de una muy particular medida martingala equivalente.
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Asumiremos que estamos en un modelo de mercado estandar M, esto nos
permite definir el kernel de precios, el cual es un proceso en término de la
prima de mercado al riesgo, {r¢, t > 0} definido de la siguiente manera,

t 1 t
Ky = exp{ - / [rs + 5 | 0, ||*]ds —/ GSdZS}. (1.8.1)
0 0

Ademés, definiendo k := Kk, tenemos que 0 < E[x| < oc.

Definicion 1.9. Sea Y : Q@ — [0, 00) una variable aleatoria Fr-medible que
satisface:

E[rY] < o0 (1.8.2)

se llama activo contingente.
Un activo contingente Y es replicable, si existe una estrategia m con

W =Y, cs. (1.8.3)

Definicién 1.10. Un modelo de mercado es llamado completo si cualquier
activo contingente es replicable; de otro modo es llamado incompleto.

Para los modelos de mercado estandar, M, hay un criterio muy simple de
decidir cuando un mercado es completo, cuya prueba se encuentra en la
pagina 8 de [17].

Teorema 1.4. Un modelo de mercado estandar M es completo si y solo si
la matriz o, es invertible c.s.

Analicemos un mercado que admite més de una probabilidad neutral al riesgo
y que por tanto, es incompleto.

Ejemplo 1.1. El modelo trinomial es un modelo de mercado incompleto.
En efecto, supongamos que el modelo paga 1 4 r al final del periodo y tiene
un activo S, entonces al tiempo final puede tomar uno de los tres valores
posibles: S, = uS con probabilidad p,, S,, = mS con probabilidad p,, o
S4 = dS con probabilidad p; con d < m < u. Sabemos que bajo la valoracion
neutral al riesgo, el precio de cualquier activo puede escribirse como:

S = * * 4+ dpt.
1+T[upu+mpm+ D]

Por lo tanto, para que (p,pl,, p)) sean probabilidades neutrales al riesgo
deben satisfacer, ademés de ser positivas, que:

(14 r) = upl +mpk, + dp,

L= pj, +p, + g
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Las expresiones anteriores forman un sistema de dos ecuaciones con tres
incognitas, de forma que o bien existen infinitas soluciones que satisfacen
ambas ecuaciones o bien no tiene soluciéon. Por otra parte, para comprobar
que este mercado no es completo, usemos el hecho de que un activo derivado
cualquiera con pagos X,,, X,, vy X4 en los tres estados respectivamente puede
replicarse mediante una cartera compuesta de A titulos del subyacente y
invertidos en el bono libre de riesgo si y solo si A y 8 resuelven el siguiente
sistema de ecuaciones

B(l+r)+AS, =X,
B(l+7r)+ AS, = X,
ﬁ(l + 7”) + ASd = Xd.

Notemos que tenemos tres ecuaciones y solo dos incognitas, por lo tanto, el
sistema esta sobre determinado y no tendra soluciéon salvo que:

Xu_Xm o Xm_Xd
Sy —Sm  Sp—8;°
Pero esto no tiene por qué suceder para todos los productos derivados posibles

que podamos disenar. Por lo tanto, no se puede replicar el portafolio, es decir,
el modelo es un modelo de mercado incompleto.

Otro ejemplo comin de mercados completos es el modelo de Black Scholes.

Ejemplo 1.2. El modelo de Black-Scholes-Merton es un modelo de mercado
completo: Supongamos que tenemos un mercado financiero con dos posibili-
dades de inversion:

Un bono que sigue la dindmica

— — rdt, (1.8.4)

con tasa de interés fijo r > 0.

Un activo con riesgo aleatorio, cuyo precio bajo la medida libre de riesgo es
ds,
= = udt+odZ,
St

= rdt +od(Z+ P
g

= rdt +o0dZ, con Sy = , (1.8.5)

donde p es el retorno medio y o es la volatilidad, Z es un movimiento Brow-
niano bajo la medida libre de riesgo.
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Consideremos una opcion Europea que paga (S; — K)* al tiempo T'. Sea
m = (at, by) una estrategia de inversion, donde a; representa la cantidad de
bonos y b; de acciones de un agente en cada instante ¢, entonces si el valor
del portafolio asociado a la estrategia m al tiempo ¢ es:

M/twﬂr = (ZtBt + tht
u asi se tiene que
W%Uﬂr == CLTBT + bTST.

Para probar que el modelo es completo, Black y Scholes [3] propusieron buscar
una funcion g(x) tal que, W,”™ = ¢,(S;) y verificar las siguientes propiedades:

Que el modelo sea autofinanciable, es decir, la variaciéon del capital es pro-
ducto tnicamente de las variaciones de los precios de los activos B y S, esto
es

ther = atdBt + btdSt. (186)

Que replique la opcion, es decir, en el momento de ejecucion de la opcion de
portafolio sea igual en capital:

W™ = f(Sr), (1.8.7)

lo cual se cumple si gr(S) = f(.59).
Para encontrar el portafolio replicante necesitamos encontrar g tal que

Wtw’ﬂ— = (ItBt + tht = gt(St)

Notemos que g es funciéon de S; y t, entonces aplicando la féormula de I[to
obtenemos que:

_ dg 1 , ,0% dg dg -
dgt = (T‘St% + 50’ St @ a)dt + %StUdZt. (188)

Por otro lado, queremos que W™ sea autofinanciable. Entonces, sustituyen-

do ([Z4)-(TE3) tenemos

thw’ﬂ— = Q¢ dBt + bt dSt
= r(a;B; + b,S,)dt + b0 S, dZ,
= Tgt(St)dt + th’St dZt (189)
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Como buscamos que W™ = g;, entonces igualamos los coeficientes dt de
(1.8.8) y (1.8.9)) tenemos:

dg 1 9%y Jg
rSta—St(St) + 50251?@;(51&) + a_tt(st) = 79:(51)-

Para poder replicar, necesitamos gr(Sr) = f(Sr). Asi,

TSt%(St) +50%5¢ %Zg; (Se) + %(S’f) = 79:(5),
gT(St) = f(St)7

es la ecuacion de Black-Scholes-Merton. Una ecuacion diferencial en deriva-
das parciales, donde la condiciéon de réplica es la condicién inicial. Luego,
igualando el coeficiente dZ; obtenemos:

Og:

b, — 27t
7 0s

(S,), (1.8.10)

lo cual indica el nimero de acciones necesarias para replicar la opcion. Por
lo tanto, el modelo es completo bajo condiciones de replica (|1.8.10f) y auto-
financiamiento.

Adicionalmente, la soluciénﬂ para tal opcion estd dada de la siguiente forma:

ge(s) = sN(dy(s,)) — e T KN(d_(s,1)),

con
1 ser@=t 1

di(s,t) = In ——dX(T—-1)),

)= e (G St )
1 serT=t 1

d_(s,t) = In +—o*(T —1t) ),

(5.0 = e (W o)

entonces, el valor de la opciéon que corresponde a t = 0 es
Vo(So) = SoN(dy) — e "TKN(d-),

aqui

2Ver Hull [15]



22 Preliminares

En los mercados completos, los precios de las reclamaciones contingentes
estan determinados exclusivamente por argumentos de replicacion, pero en
mercados incompletos entran factores subjetivos tales como expectativas de
mercado y preferencias de riesgo. Esto se manifiesta en contratos de seguros,
derivados de crédito, derivados del tiempo, contratos de energia, etc. Los
flujos de efectivo a menudo no tienen nada que ver con los valores negociados
en forma liquida. Por otra parte, en mercados incompletos, hay dos nociones
distintas del precio:

» Es la menor cantidad de efectivo que permita cubrir una reclamaciéon
a un nivel aceptable de riesgo.

= Es la menor cantidad de dinero en efectivo que uno podria vender una
reclamacion sin empeorar su perfil de riesgo-retorno.

1.9. Funcion de utilidad

La utilidad es un concepto subjetivo ya que no es posible medirla, pero puede
simularse utilizando funciones de utilidad, que relacionan la “cantidad"de
utilidad con la cantidad consumida de ciertos bienes o servicios. En otras
palabras, una funcién de utilidad asigna valores numéricos a cada cantidad
de acciones invertidas. Claramente, un valor mas elevado de la funcién de
utilidad es preferido a un valor inferior, por lo que se le pide a la funcién que
sea monoétona creciente. Otra propiedad deseable es la aversion al riesgo, la
cual nos indica que se desea la cuantia cierta a la perspectiva aleatoria. Esto
da hincapié a representar a la funciéon de utilidad de la siguiente manera:

U(p) = /udu, (1.9.1)

donde U es la funcion real valuada y p es la distribucion de la posicion finan-
ciera. Por lo tanto, podemos definir a la funcién de utilidad de la siguiente
manera:

Definicion 1.11. Una funcién U : R — R es llamada funcion de utilidad si
es continua en R, estrictamente creciente y estrictamente concava.

Observacion 1.1. Partiendo de la representacion, notemos que la funciéon
es monotona si y solo si u es estrictamente creciente y tiene aversion al riesgo
si y s6lo si es estrictamente concava.
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1.10. Caidas

Cuando de encontrar la estrategia de mercado ¢éptima de inversion se trata, se
debe considerar no sélo lo que el sistema gana histéricamente, sino también
lo que ha perdido. Las caidas (drawdown en inglés) miden eso, el retroceso
actual en la curva de resultados respecto al méximo anterior de tal curva, es
decir, es una forma de medir el riesgo de nuestra estrategia de inversion. Este
término influye directamente en el capital minimo que hemos de invertir,
por tanto, debemos considerar las distintas caidas de nuestro sistema, ya
que eventualmente los portafolios de inversion atraviesan por una racha de
pérdidas y es importante tenerlas en cuenta.

Definicion 1.12. Sea W = (W,"", t > 0) el proceso de capital, asociado a
una estrategia admisible, 7. Entonces definimos la caida, al tiempo T' como

Dr = max {o tg(loa}:ﬁ {wer Wi}“’”}}. (1.10.1)

v la caida mdzrima al tiemo T como
MDy = 0 wer —werl 1.10.2
r = max [ - mix ; }] (1:10.2)

Capital inicial: $50.00

alor del capital

70
leses

Figura 1.1: Grafica de una caida y una caida maxima.

Con el proposito de identificar de manera adecuada los conceptos de caida
y caida mdrima, mostramos un ejemplo grafico. La Figura nos indica
que el valor del capital fue de $50.84 en el segundo mes y esta cantidad se
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convierte en el primer maximo valor que alcanza su capital. Notemos que,
por el quinto mes ocurrié una caida (el valor de su capital cay6 hasta $47.68),
de la que sale al mes 12 cuando el valor del capital alcanza los $51.47, pero
justo por el mes 18, el valor del capital se redujo a $42.41, es decir, se presen-
t6 una caida del 16.58 % (aprox. $8.43) y ésta se convierte en la caida mdzima.

En otras palabras, una caida es una pérdida del capital, mientras que una
catda maxima viene a ser la peor racha de pérdidas ocurridas en todo el
periodo de operacion. Es importante notar que, para salir de una caida se
debe recuperar el nivel del altimo maximo del capital. Con lo cual, se tienen
dos posibles escenarios: alcanzamos un nuevo méaximo del capital o estamos
pasando por una caida.

1.11. Cota de referencia

Contar con una herramienta que permita comparar y evaluar el desempeno
del portafolio de inversién es una ventaja en el sector financiero y éste es
precisamente el propoésito de una cota de referencia. Por lo tanto, podemos
decir que:

Definicion 1.13. Una cota de referencia (benchmark en inglés) es un indi-
cador financiero que sirve como referencia para comparar el rendimiento de
las distintas opciones de inversion.

Podemos interpretarlo como una especie de corte transversal de algtn acti-
vo, que se construye de tal manera que sirva como guia general para tomar
decisiones en el conjunto del modelo de mercado, y que frecuentemente es
utilizado como elemento comparativo para medir la actuaciéon de un inver-
sionista.

En el Capitulo 2 presentamos un modelo de mercado sin restricciones. Como
el proposito del anéalisis financiero es elegir la estrategia de mercado que nos
permita obtener ganancias, consideramos sélo la restriccion que nos garantiza
que el modelo no caerd en bancarrota, es decir, debemos garantizar que el
portafolio es mayor o igual a cero en cualquier tiempo t.









CAPITULO 2

Estrategia de inversién 6ptima sin restricciones

En este capitulo presentamos un modelo simple de tasa 6ptima de crecimien-
to para portafolios, es decir, un modelo sin restricciones. La tinica condicién
que se considera es que el capital sea no negativo para todo tiempo ¢, la cual
representa la condicion sin bancarrota y donde podemos encontrar una estra-
tegia de inversion 6ptima explicita. Este es un caso particular del problema
que fue inicialmente estudiado por Merton [20], [2I] y es conocido bajo el
nombre de Merton terminal wealth problem. El problema consiste en escoger
la mejor inversion sobre un niimero de activos bajo un contexto de incerti-
dumbre, de tal manera que esta inversiéon permita maximizar el rendimiento
del capital de un agente en un horizonte finito o infinito de tiempo.

2.1. Modelo del tipo Merton simple

Se considera un agente, que puede ser una persona o una empresa, que posee
al tiempo t una cierta cantidad de capital W; dividida en acciones que com-
pra o vende en la bolsa y en una cuenta en el banco B;, durante un intervalo
de tiempo [0, T], donde T puede ser finito o infinito.

El agente pretende optimizar el portafolio, es decir, elegir la mejor combina-
cion de acciones y dinero en el banco de tal manera que le permita maximizar
su capital en el intervalo de tiempo considerado. El problema que enfrenta
es la maximizacion de su capital sobre [0, 7] para lo cual debera definir de-
cisiones sobre éste. En este contexto, los controles son las cantidades que
modifican el valor del capital, es decir, las proporciones entre las acciones y
la cuenta en el banco. El agente debe de estudiar la evolucion en el tiempo

27
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de tales controles.

Por otra parte, puesto que se trabaja con cantidades cuyo valor es determina-
do solamente cuando la configuraciéon del mundo no es conocida en el futuro,
de manera natural emerge un modelo aleatorio.

Para el planteamiento de un problema de control 6ptimo debemos considerar
los siguientes términos:

= Estado del sistema. Debemos considerar un sistema dinamico, es de-
cir, que evoluciona con el tiempo, que es caracterizado completamente
por su estado W en todo instante. Analizaremos el problema a tiempo
continuo, comenzando con el caso en el horizonte finito y concluire-
mos con el anélisis del problema en horizonte infinito. En este trabajo
supondremos que el capital W varia continuamente y de manera alea-
toria.
El ntmero de variables de estado es considerado finito, més aun, en
este caso en particular sera igual a uno, ya que el capital toma valores
en el conjunto de los niimeros reales.
Denotaremos por W,"™(w) el estado del sistema en el instante ¢ > 0
bajo el escenario w € ).

» Decision. La dindmica W™ del estado del sistema es influenciada
por una decisiéon m; que se modelara como un proceso cuyo valor puede
ser decidido en todo instante ¢, segtin la informacién disponible en ese
instante, en otras palabras, es un proceso adaptado a alguna filtraciéon
y toma sus valores en un espacio de control.

s Criterio de costo. Para representar el comportamiento del agente
usualmente son utilizados dos criterios: el criterio de utilidad esperada
y el criterio de media-varianza, tal como es el modelo de Markowitz
[19]. Nosotros emplearemos en este trabajo el primer criterio.

Por otra parte, también consideraremos una funciéon de utilidad del tipo de
aversion al riesgo absoluto hiperbodlico (HARA por sus siglas en inglés), de
la forma

WlfA
T1-A
Esto resulta vital para el desarrollo de este problema, ya que el método que
emplearemos consiste en proponer una funcién que satisfaga ciertas condi-

ciones y que esté en términos de (2.1.1]).

Uw)

con parametro 1 > A > 0. (2.1.1)
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Introduciremos la funcion de valor para que con la ayuda de los teoremas de
verificacion, probemos que ésta es una soluciéon 6ptima para el problema de
portafolio. Comenzaremos el anélisis para el caso de horizonte finito y aunque
para el caso de horizonte infinito genera resultados anélogos, lo analizaremos
a detalle en la Secciéon 2.3 .

2.2. Horizonte finito

El objetivo de esta seccion es que el agente pueda resolver el problema de
maximizar la utilidad esperada en el horizonte finito, es decir, considerando
un modelo de mercado con periodo de tiempo T' < oc.

2.2.1. Planteamiento del problema

Dada una estrategia m € A, denotamos por W™ al proceso de capital con
condicién inicial Wy = w > 0. Como describimos en el Capitulo 1, éste se
compone de dos tipos de activos, uno llamado activo con riesgo y otro llamado
libre de riesgo. El activo libre de riesgo tiene una tasa de rendimiento fija,
r, que llamamos tasa de interés, mientras que el activo con riesgo tiene una
tasa de rendimiento que varia con el tiempo, p + r, es decir, el precio sigue
un movimiento Browniano geométrico con deriva p + r y varianza o2:

as, = S ((,u +r)dt + O'dZt) con Sy > 0. (2.2.1)

donde Z; es un movimiento Browniano. Asi, la dinamica del capital estaré
dada por

w ds, wr dB
th ’ = ’ﬂ't?tt + (Wt B Wt)F:
= rW " dt + m(pdt + odZy), (2.2.2)

donde 7; es la cantidad invertida en el activo con riesgo y (I/I/'tw’Tr — 7Tt) es
la cantidad invertida en el bono. La restriccion W™ > 0 para todo t es
impuesta.

Observacion 2.1. Durante el desarrollo del problema, tanto del caso de
horizonte finito como del horizonte infinito, emplearemos la notaciéon 7 para
representar a la cantidad invertida en el activo con riesgo, pero en algunas
ocasiones, por practicidad, trabajaremos con la fraccién del capital invertido

en el activo con riesgo, la cual denotaremos por v = 75+
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Este problema consiste en elegir la cantidad invertida en el activo, 7, de tal
manera que maximice la utilidad esperada del capital final.

El primer paso es definir la funciéon de valor

V(T,w) = méx J (T, w; ), (2.2.3)
donde
J(T,wim) = E[UWE™W™ =w], (2.2.4)

representa la utilidad en funcién del portafolio. Asi, nuestro problema se re-
duce a determinar la funcién valor V' y a encontrar los controles optimales
que la alcancen cuando éstos existen.

Para resolver un problema de optimizaciéon de portafolio de forma correcta,
requerimos de ciertos criterios que nos haran mas sencillo el planteamiento
y la resolucion. Por ello, dedicamos una secciéon adicional para establecer
brevemente las herramientas y pasos fundamentales para el desarrollo de
este problema.

2.3. Meétodo de optimizacién para modelos con-
tinuos

Para resolver problemas de optimizacion de este tipo, es necesario asumir
que el proceso de estados tiene la forma

dw, = f(wy, m)dt + g(wy, m)dz,  w, = w. (2.3.1)

Aqui, w; € R? es el estado del sistema al tiempo ¢, 7; el control aplicado
al tiempo t y z un movimiento Browniano estdndar d-dimensional. Por otra
parte, trabajaremos con un conjunto de controles admisibles que denotaremos
por

A= ANH? (2.3.2)

donde H? es el conjunto de todos los procesos estocasticos F-progresivamente
medibles con norma finita en £2(Q x [0,T)). Por otro lado, para cada m € A,
denotamos al generador infinitesimal| como

d d
1 0’V oV
U™V (w) = 5 Z ai’j(w’ﬁ)ﬁw-aw- + fow’ﬂ)aw-' (2.3.3)
ij=1 Eat i=1 v

!Se define de manera formal en [13].
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donde a = (a;;) = gg’. Supongamos que f, g son de clase C'*, con g—i, %, g—i, %

acotadas. En particular, para el problema de este capitulo, notemos de la
ecuacion ([2.4.3)) que el proceso de difusion toma los siguientes valores

flw,m)=wr+pn, glw,r)=o0m.
Con lo cual,

. ov oV o*r? 9V
U™V (t,w) = rwo +,u7r% + 5 Bt

El generador infinitesimal es parte esencial en la estructura de la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi-Bellman como mostraremos a continuacion.

(2.3.4)

Consideraremos el problema en horizonte finito de la siguiente manera. Ad-
mitiremos estrategias de inversion, m € Ay en un intervalo 0 < t < T,
progresivamente medibles tal que

T
E/ |m[Pdt < o0, p>0.
0

En particular, esta condicion de integrabilidad se cumple si 7 es acotado. Sean
L(w, ), U(w) funciones continuas que satisfacen que para alguna constante
positiva C'y k € N

|L(w, )| < O+ |w]* + [7]),
U(w)] < C(1+ |w]").

De manera general, el problema es maximizar E [P], donde
T
P(Tw, 7) = / L(wn, m)dt + Uwr). (2.3.5)
0

Como hemos mencionado anteriormente, V (7', w) denotaré la funcion de va-
lor, la cual es el supremo de P sobre m € Aj.

Luego, para encontrar la soluciéon del problema, necesitamos resolver la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi-Bellman?| para el horizonte finito, la cual
esta definida como

0 = aé?_‘t/(t’w) + sup [U™V (t,)(w) + L(w, )], (2.3.6)
TEAp

2Esta ecuacion se conoce en la literatura de control estocastico como de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB), por analogfa con las ecuaciones diferenciales parciales que resaltan
en la teoria de Hamilton Jacobi del Calculo de Variaciones.
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con condicion V (T, w) = U(w).

Regresando al planteamiento del problema , notemos que para nuestro
caso, L(w, ) = 0. Sustituyendo el valor del generador infinitesimal en
obtenemos que la ecuacién asociada al problema de horizonte finito
es de la forma

0 = 6)—v%—su rwa—v—f— W@_V+ﬁ82_V (2.3.7)
— o " ow T aw T T2 aw | e
junto con la condicién terminal
V(T,w) =U(w), w>D0. (2.3.8)

Luego, para la solucion de (2.3.7)-(2.3.8]), proponemos una funcién suave de

la siguiente forma

V(t,w) = U(w)h(?),
para alguna funcion positiva h(t). Asi, sustituyéndola en (2.3.7)-(2.3.8) ob-

tenemos la ecuacion diferencial ordinaria

1
0 = hWw'™+(1- Ahmax {rwl_A + prw - —A027r2w_(1+’4)}

weAg 2
= W+ (1—A) hmixqr+ T 1A027r2
N €A Hw 2 w2

1
= h'+(1—A)hméx {7" + py — §A0272}
v
2

/ L p

con condicién terminal
nMT) = 1. (2.3.10)

Notemos de (2.3.9)) que la cantidad que maximiza la ecuaciéon es alcanzado

en m = gLz w, este valor corresponde a la estrategia de inversion 6ptima. Por

otra parte, la funcion h tiene que satisfacer (2.3.9)-(2.3.10)), entonces
h(t) = e(T—D¢,

con & :=(1—A)[r+
esta dada por

- |. Por lo tanto, la funcién V, solucion de ([2.3.7)

M
2A02

V(t,w)=U(w)eT9¢  (t,w) €[0,T] x Ry, (2.3.11)
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donde £ = (1 — A)[r + %}, y donde la estrategia de inversion 6ptima es

* ™ ILL w,T
T (W) = W, 2.3.12
sy = L, (2312)
Para probar que ([2.3.11]) es la funcién que da soluciéon al problema de opti-
mizacion de portafolio sin restricciones en el horizonte finito, necesitamos de
una herramienta fundamental de la teoria de control estocastico, el teorema
de verificacion.

2.3.1. Teoremas de verificacion

El paso crucial en el método de programacion dindmica consiste en probar
que dada una funcién suave y solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-
Bellman, ésta coincide con la funcién de valor, V', definida en (2.2.3). Este
resultado es llamado teorema de verificacion.

Existen diversos teoremas de verificacion de la programacion dindmica y co-
mo mencionamos antes, todos requieren de un cierto grado de suavidad en
la solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman. Para este proble-
ma en particular, recurriremos al teorema de verificacién que se presenta a
continuaciéon y cuya demostracion se encuentra en la pagina 51 de [29].

Teorema 2.1. Sean T < oo y V' una funcion suave. Asumamos que V' tiene
crecimiento cuadrdtico, es decir, existe una constante C' tal que

| V(t,w) < COA+ |w?), (tw)€0,T]xR. (2.3.13)
(1) SiV es supersolucion de (2.3.6), esto es,
ov
~ () — sup V()W) = 0, (hw) € 0,T) xR,
at T€Ap
V(T,w) > Uw). (2.3.14)

Entonces V(t,w) > V(t,w).

(11) Sea'V solucion a (2.3.6) y supongamos que existe una estrategia 7 € Ay

tal que,

0= %_‘;(t’w) +UTV(t,w).

Entonces, la ecuacion diferencial estocdstica

AWE™ = (rWE™ 4 prl) ds + owl dZ,, Wi =w, (2.3.15)
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admite una unica solucion. Ademds se tiene que

V(t,w) =V (t,w). (2.3.16)
y que el proceso ™™ € Aqy es la estrategia de inversion dptima.

Es decir, el objetivo del teorema es verificar que la funcion V es igual a la
funcién propuesta

% W™ e 2.3.17
t = - 3.
donde
12
=(1—-A 2.3.1
=)+ ] (23.18)
y que la estrategia 6ptima esta dada por
* w,T % w,T
(W™ = =—W"". (2.3.19)

A2t

Notemos que por definicién V (¢, w) es una funcion suave de w y t.

Probaremos que ([2.3.17)) con (2.3.18)) y (2.3.19)), satisface las condiciones del
teorema de verificacion a través de los siguientes resultados.

Lema 2.1. Sea V' la funcion definida por (2.3.17)-(2.3.18)), entonces V' sa-
tisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman dada por (12.3.7)).

Demostracion. Derivando la expresion de V (¢, w) tenemos

8V o —A (T—t)f 82‘/
ow % ow?

Reemplazando en (2.3.4)), obtenemos

_ _Aw—(l—l-A) e(T—t)f )

A 2,2
UV (L, w) = <r y 20 )wl—A eT=0¢ (2.3.20)

Por otra parte, consideramos a ™ como una funciéon de 7, entonces fijaindonos
en su segunda derivada

27 4w
U™V (t,w) — A2 (1A G(T-)E

= : (2.3.21)
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notamos que es negativa, por tanto, es concava y su maximo es alcanzado en
sus puntos extremos, esto es

U™V (t
si hacemos % = 0, entonces 7" = %w. (2.3.22)
s o
Asi, sustituyendo esto en ([2.3.20)),
2
U™V (t,w) = w = e T8 (1 4 - (2.3.23)
’ 240% ) o
Luego, puesto que 2¥ = —¢w!' 408 y ¢ = 4 % entonces
2
w' AL eT7HE — gl =4 o(T—18 <r v F ) (2.3.24)
2A02 )’ o

es decir, satisface que

ov
0= —(t,w) + sup [ UV (¢t,-)(w)].
8t weAp
Por otra parte, como V (t,w) = U(w)eT="  claramente V(T,w) = U(w)
para toda w > 0. Lo que verifica que V (¢, w) con (2.3.17))-(2.3.18]) da solucion
a la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman definida en (2.3.7). W

Lema 2.2. Sean V definida como en (2.2.3), V como (2.3.15')—12.3.18) Y

m € Ay una estrategia arbitraria. Entonces,

V(t,w) < V(t,w).

Demostraciéon. Como V una funcién suave que depende de ¢ y w, aplicando
la Formula de Itéﬂ obtenemos que

oV oy 102V
av = 2V awer O gy YOV 2y,
a0t T T T O

Reemplazando la dinamica del capital (2.2.2)) en esta ecuaciéon tenemos que

ov. oV wor 10°V , , ov
dv = W—|-a—w(7ﬁI/Vt +M7r)+§@7ra dt—l—a—waﬂdZt.

(2.3.25)

3Los resultados empleado del calculo de Itd se basan de [28]
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Como 7 € Ay es una estrategia arbitraria, entonces del Lema [2.]]

ov ov o’ 0%V
> 27 A w,m R
0> 5 + S (rW,"" + ) + 5 Dl

dt. (2.3.26)

Ast, de (2.3.25) v (2.3.26)

4V (8, W) < g—Z(t,Wﬁ“)det. (2.3.27)

Luego, tomando la esperanza de la integral entre [t,T] de esta expresion
obtenemos

‘ Tov
E{/ V(s, W& ™) ds|Wy™™ = w} < E[/ 8—(8,W§”’”)J7TdZS’W§”’” =w|.
t . Ow

T
Ademas, dado queE/O |m|Pdt < oo, p > 0yelproceso M := g—Z(S,WS)UT(

es adaptado y satisface E ftT M?2ds < oo, entonces M € H? y asi M es una
martingala cuya esperanza es nula. Usando esto y el Teorema Fundamental
del Calculo

E{V(T,W}“’”)\Wé"’”:w] < V(t,w), (2.3.28)

recordemos que V(T, W;"™) = U(W;'™), entonces tomando el méaximo sobre
el conjunto de controles admisibles tenemos que

méxE[U(W}”’”)‘W&”’”:w} < maxV(t,w) = V(t,w), (2.3.29)

TEAQ meAp
es decir,

Vit,w) <V(t,w). N

Lema 2.3. Sean V definida como (2.5.17)-(2.3.18)) y 7* € Ay la estrategia
tal que se satisface la hipdtesis (ii) del Teorema . Entonces

V(t,w)=V(t,w) c.s.

Demostraciéon. De manera andloga a la prueba del Lema [2.2] puesto que
V' una funcién suave que depende de t y w, aplicamos la Formula de Ito
obteniendo que

o) OV 10%V
dV = —dW"" + ——dt + - ——7*o’dt.
ow * ot * 20w 7
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Reemplazando la dindmica del capital (2.2.2)) en esta ecuaciéon tenemos que

ov. v - I 0 v,
AV = {Ejt%(rwt +MW)+§W7T 0':|dt+%0ﬂ' dZ;.

(2.3.30)

Como 7" € Aj es la estrategia Optima, entonces V' satisface la ecuacion

(2.3.7) y por lo tanto

oV oV . a2 O*V
_ wrt Y . 2.3.31
0 8t+{aw(TWt + 7 ) + 5 8w21dt (2.3.31)
Asi, de (2.3.30)) y (2.3.31))
w,m* ov w,m* *
dV(t, Wt ’ ) = %(t, Wt ’ )O'7T dZt (2332)

Luego, tomando la esperanza de la integral entre [t,7T] de esta expresion
obtenemos

T * * Tav * *
E{/ Vs, WoT )dS‘VV(;”’7r :w] :E[/ %(S,I/sz’7r )aﬂ*dZs}WSU’” =w]|.
t t

T
Argumentando que]E/O [m;|Pdt < oo, p> 0y elproceso M := ¥ (s, W,)o

es adaptado y satisface E ftT M?2ds < oo, entonces M € H? y asi M es una
martingala cuya esperanza es cero. Asi, por el Teorema Fundamental del
Calculo

E [vm wee)

W = w] =V(t,w), (2.3.33)

ademas como V (T, W™ ) = U(W¥™ ), entonces tomando el supremo sobre
el conjunto de estrategias admisibles tenemos que

sup E{U(W}”’”*)‘Wéﬂ’w* = w] = sup V(t,w) = V(t,w), (2.3.34)

reAo €A

es decir,

Vit,w)=V(t,w). ®
Los Lemas [2.1] 2.2 y [2.3] prueban que la funciéon propuesta satisface el Teore-
ma E Por lo tanto, podemos concluir que la funcién definida por (2.3.17))-

(2.3.18)), junto con la estrategia 6ptima ((2.3.19)) dan solucién al problema de
optimizacién de portafolio sin restricciones para el horizonte finito.
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2.4. Horizonte infinito

En esta seccion, consideraremos el problema de inversion, donde el agente
maximiza la tasa de crecimiento exponencial de la utilidad esperada cuando
T — oo. Para ser mas precisos, para cada m € Ag y capital inicial W™ =
definimos la tasa de crecimiento a largo plazo como

1
T =liminf ————InE|(1 — A)UW,™)|W,"" = 2.4.1
3 finf o B ( W(Wr M)W =wl,  (2.4.1)
sujeto a la ecuacion (2.4.3)) y a la restriccion W™ > 0, para todo t. El ob-
jetivo es encontrar a "™ y la estrategia de inversiéon 6ptima que maximice
dicha tasa de crecimiento.

Por la técnica de transformacion logaritmica, el problema resulta ser equiva-
lente a un problema de control estocastico del tipo ergédico. El analisis de
este problema esta basado en [21].

2.4.1. Planteamiento del problema

Consideremos el modelo de mercado descrito como en el caso anterior, es de-
cir, el precio del activo con riesgo sigue un movimiento Browniano geométrico
de la forma

as; = S ((,u + r)dt + crdZt> con Sy > 0, (2.4.2)

donde Z; es un movimiento Browniano. Dada una estrategia admisible, la
dinamica del capital esta dada por

AW = rWT dt + m (pdt + o dZy), (2.4.3)

con condicion inicial W™ = w > 0 y donde 7 € A. Recordemos que A, de-
nota al conjunto de estrategias de inversion admisibles, es decir, el conjunto
de todos los procesos estocésticos no anticipados, tal que el proceso de capital
esta bien definido por la ecuacion (2.4.3)) y tal que W™ > 0, para todo t. Al
igual que en el caso de horizonte finito, supondremos que el portafolio tiene la
funcion de utilidad de aversion al riesgo relativo constante definida en .

Denotaremos por ¢ a la maxima tasa de crecimiento a largo plazo de
la utilidad esperada del capital final, es decir,

&= sup £ (2.4.4)

TEAg
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Para encontrar a ¢ y a la estrategia de inversion optima 7*, usaremos la
técnica de Fleming y McEneaney [7], que consiste primero en notar que la
tasa de crecimiento, resulta de hacer tender T — oo de la funcién de valor
para el horizonte finito .

El segundo paso es derivar la ecuacion de programacion dindmica asociada
al problema, para ello, basta notar que

V(T,w) ~ e*" ¢(w), cuando T — oo. (2.4.5)

Notemos que sustituyéndola en la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para
T, es decir en

= max [rw— + pr— (2.4.6)

3_V oV oV 027T282_V
oT €A ow ow 2 ow?|’

obtenemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para horizonte infinito
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En este caso, la funciéon ¢ depende s6lo de w, entonces el siguiente paso es
proponer una soluciéon de la forma

Eo(w) = méx

TeAg

o(w) = Ulw), (2.4.8)

donde U es la funcion de utilidad definida en (2.1.1)).
Por lo tanto, sustituyendo los valores de las derivadas de (2.4.8)) en ([2.4.7)
obtenemos la siguiente ecuacion diferencial

; ¢ ¢ 2 282¢
QA 2
= <1—A>Wm€§)§[r+ug_%%}
§ = (1—A)méx{r+ufy_02_’472}
Y 2
1 2
¢ A [”5%} (2.4.9)

De aqui obtenemos que la inversiéon 6ptima en el activo con riesgo es 7 =

2 .
4wy que £ = (1 - A) [r + ﬁ?} Por lo tanto, ahora tenemos que verificar
que con la funciéon dada por:

p(w) = U(w), (2.4.10)
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y que con la estrategia de inversion

% H

podemos alcanzar la méxima tasa de crecimiento a largo plazo (2.4.4]), mas
aun, ésta vale

£=(1-A) [r + 22‘;} . (2.4.12)

Por otra parte, haciendo una transformacion logaritmica

~

V=InV)=£T+V(w),

donde
V(w) = In p(w), (2.4.13)
y sustituyéndola en
oV oV oV o*m? PV
— = 3 — — — 2.4.14
or — {maw T e T aw}’ (24.14)

obtenemos que la ecuacion diferencial parcial para & y V es

(2.4.15)

15)% 150% 027T282_V
m€Ao ow ow 2 ow?|’

§ = max {rw— + pr— +

2.4.2. Teoremas de verificacion

Aunque el caso de horizonte de tiempo infinito produce esencialmente los
mismos resultados que el caso de horizonte finito, es importante realizar el
analisis de éste, particularmente porque el teorema de verificacion esté en
torno a la tasa de crecimiento a largo plazo y no respecto a la funcién de
valor como vimos en la Secciéon 2.3. Por ello, la soluciéon que se propone
se basa en el siguiente teorema de verificacion de horizonte infinito, cuya
demostracion se puede encontrar en la pagina 877 de Fleming y Sheu [10)].

Teorema 2.2. (i) Para una estrategia de control admisible arbitraria m

1
> liTnLiolgfflnE UW W™ = w|. (2.4.16)
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(i1) Siwf como en (2.4.11), (2.4.3). Entonces

1
¢= lim —E|\UWrT)We'™ = w|. (2.4.17)

T—o0

& una constante definida como en (2.4.12)).

El objetivo de esta seccidon es probar que con la estrategia de inversion 6p-
tima 7* definida en podemos alcanzar el valor de la maxima tasa
de crecimiento, es decir que (2.4.12)) coincide con (2.4.4)). Para ello, debemos
probar que ([2.4.12)) satisface las hipotesis del teorema de verificacion .

Lema 2.4. Sean ¢ la funcion definida por (2.4.10) y 7* Ag como en (2.4.11]).
Entonces & como en (2.4.12)) satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

@A), esto es

weAp

£o(w) = mix luw(w)} . (2.4.18)

donde U™ p(w) es el generador infinitesimal definido en (12.3.3)).

Demostracion. Derivando la expresion de ¢,

0 4 0o

- — Aw~ =4
ow W ow? v

Entonces,
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1t o] = 01—t o5 ) 0L
2

= g—(l—A)['r’—i— 21’302}

= 0. (2.4.19)

Es decir, £ definida por (2.4.12)) satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman. l

Lema 2.5. Sean V la funcion definida por (2.4.13), 7* = Hw € Ay. Enton-
ces £ =(1—A) [T + %] satisface la ecuacion (2.4.15)), esto es

§ = méx [www)] : (2.4.20)

TEAg

donde U™V (w) es el generador infinitesimal definido en (2.3.3)).
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Demostraciéon. Derivando la expresion de ¢,

oV 1-4 PV (1-4)

ow  w | ow? w?
Entonces,
) . B ) oV(w) NV(w) o?m??V(w)
§— mix [“ V<w>] = ¢- (- Amix [rw—aw R T S e
12
= f—(l—A)[?"—Fﬁ}
= 0. (2.4.21)

Es decir, ¢ satisface la ecuacion (2.4.15)). B
Lema 2.6. Sean V definida como , & como en (2.4.12) ym € Ay una

estrategia arbitraria. Entonces,
e 1 w,m w,m
> thi)g.}f T]E {U(WT )Wo' = w} . (2.4.22)

Demostracién. Reescribimos V(w) en forma exponencial, es decir, 1 (w) = e”(®).
Luego, usando Formula de 1t6: entre 0 y 6, donde 6 :=T A 7,, y

t
T, = inf {t >0: / | (W2 om, > ds > n}
0
es un tiempo de paro, obtenemos que

0 0 ) w, T
BOVER) = () + / {www&ﬂm / LA

(2.4.23)

t
Como E[/ |7rs|2d5] < 00, p > 0y el proceso M, := %awsts es adaptado,
0

t
entonces £ [ / M Szds} < ooy asi, M es una martingala local cuya esperanza
0

es cero. Por lo tanto,

B[voren e = o] = v +E| [ 9 ey =)
(2.4.24)
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Por otra parte, sabemos que £ satisface la ecuacion (2.4.15]), entonces

£€> {Z/{”V(w)} . (2.4.25)

Entonces, de (2.4.24) y (2.4.25))

E [¢(W5“'”)|W(§”’” = w} < P(w) + EUOG et dt| Wy = w] (2.4.26)

Luego, haciendo tender n a infinito,

sl =v] < v +B] [ Sawpr =]
= Uw)+e*'T. (2.4.27)

Dividiendo entre 7' y haciendo tender T — oo

1 1
A w. T w,m 1 3 3
liminf —E |:¢(M/T )‘Wo = w} < liminf {w(w) +e T}

= . (2.4.28)

Calculando el logaritmo natural y sustituyendo el valor de ¢ (w) = U(w)

1
lnliminfT]E{U(Wﬁ'”)‘Wéu’”:w} < ¢ (2.4.29)

T—o0

Por otra parte,

liminfln E {U(W}“'”)]Wé’” = w] < In liminf %IE [U(W;”)]WOW’” =w|.

T— o0 T—o0
(2.4.30)
Por lo tanto, de (2.4.29)) y (2.4.30))
lim inf lnE{U(Wfﬁ"”ﬂWé”’” = w] < ¢, (2.4.31)
—00

tal como se queria probar. l

Lema 2.7. Sean V definida como , & como en (2.4.12) y 7 € Ay la
estrategia definida en (2.4.11)). Entonces,

1
= lim —InE {U(W%”’WHW(}”’W = w]. (2.4.32)
T—oo T’
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Demostracion. Analogamente, reescribimos V(w) en su forma exponencial,
es decir, ¥(w) := ”™). Luego, usando Férmula de Ito: entre 0 y 6, donde
0:=TNT,, vy

t
7, = inf {t >0: / | o (W™ Vort | ds > n}
0
es un tiempo de paro, obtenemos que

. 0 . 0 ) Ww,ﬂ
SWE™) = Plw) + /0 [w @w(wtw’”)]m /O o D 1,

(2.4.33)

t
Como E[/ |7r:|2d5] < 00, p > 0y el proceso M, := g—iaw;"dZs es adaptado,
0

t
entonces E [ / M Sst} < ooy asi, M es una martingala local cuya esperanza
0

es cero. Por lo tanto,

0
W™ :w] = dz(w)%—E{ /0 {U“*w(Wtw’”*)}dﬂWé”’”* :w}.
(2.4.34)

E {w(Wé"'”*)

Por otra parte, sabemos que £ satisface la ecuacion ([2.4.15]), entonces

§= {U”V(w)} : (2.4.35)

Entonces, de (2.4.34)) y (2.4.35)

0
E{w(Wg"'”*ﬂWé”’” = w} = P(w) +EUO ot dt|{ Wy = w](2.4.36)

Luego, haciendo tender n a infinito,

* T «
E[w(Wg'ﬂ)‘WSM :w} = 1/1(w)+]E[/ egdt‘Wé”’” :w}

= U(w)+eT. (2.4.37)

Dividiendo entre T" y haciendo tender 7" — oo

, 1 w.m*
lim TE{Q#(WT )

T—oo

. 1
Wy" :w} = lim T{I/J(w)—i—efT}
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Calculando el logaritmo natural y sustituyendo el valor de ¢(w) = U(w)

, 1 w.m*
In lim TE [U(WT‘ )

T—o0

W™ =w| = €. (2.4.39)

Por otra parte,

. 1 [ . .
lim In E|U (W™ ) |[Wy™" :w} = In lim —E U(Wgm )| Wy (%41%0)

T—o00 T—o00

Por lo tanto, de (2.4.39) y (2.4.40))

liminflnE[U(W}”*)‘Wg”’”:w = ¢, (2.4.41)

T—oo

tal como se queria probar. Il

2.5. Implementaciéon numérica

Para la simulacion, discretizamos el modelo con los siguientes parametros:

(i) Horizonte de tiempo T' = 50.
Capital inicial Wy = 100.

)
= By —1.
(iii) Valores iniciales del activo con riesgo y el libre de riesgo Sy = By = 1
) Parametros del activo = 0.06, ¢ = 0.02, r = 0.03

)

El ntiimero de puntos de una trayectoria simulados es fijado a N = 1000
y el nimero de trayectorias para cada estrategia es m = 10000

(vi) El coeficiente de aversion al riesgo es A = 0.2.

Elegimos estos valores porque una tasa de interés de 3% es una eleccion
més realista, la eleccion de N y M toma un par de minutos simularlo y es
considerablemente satisfactorio. Obteniendo asi, la sigueinte grafica
Notemos de la figura que el capital W,”™, se comporta de manera favo-
rable bajo la estrategia 7* dada como en (2.3.19)), (2.4.11).

Se presentdé un problema de control para un mercado sin restricciones, la
unica condicion que se mantuvo fue la de conservar un capital positivo todo
el tiempo, lo cual nos llevé a transformar el problema en un problema de
optimizacion. Observamos que la fraccion 6ptima del capital no se ve afectada
por la incertidumbre en el horizonte temporal. En el siguiente capitulo se
analiza el riesgo de inversién Optima para un inversionista que quiere no
perder méas de un cierto porcentaje fijo del valor maximo de su capital.
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Evalucion del Capital
3000 T T T T T
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Figura 2.1: Grafica del comportamiento del capital dada una estrategia 6p-
tima.









CAPITULO 3

Estrategia de inversion 6ptima controlando
caidas

En el Capitulo 2 trabajamos en la estrategia de inversion 6ptima de un mo-
delo de mercado sin restricciones, un modelo simple en el que tnicamente
restringiamos el proceso de capital, de tal manera que éste permaneciera no
negativo durante todo el tiempo. Ahora analizaremos el problema de optimi-
zacion de portafolio bajo la restriccion de caida de que el proceso de capital
nunca caiga por debajo de una fraccion de su mdzimo hasta la fecha, mien-
tras maximiza la tasa de crecimiento a largo plazo de su utilidad esperada del
capital. Es decir, si denotamos por M;, al méximo del capital alcanzado antes
del tiempo ¢ y por W,”™ al capital al tiempo ¢ bajo la estrategia m, entonces
el objetivo es encontrar una estrategia de inversion 6ptima que ademés de
satisfacer la condicion W™ > 0, también cumpla que W,”™ > aM; para
todo ¢, donde « es un numero en (0, 1) y donde el horizonte es infinito. Este
problema fue introducido y resuelto explicitamente por Grossman y Zhou
[30].

Consideraremos la funcién de utilidad de aversion al riesgo constante defini-
da en y probaremos que la estrategia de inversion 6ptima involucra
una inversion en el activo con riesgo al tiempo ¢ en proporcién a la diferencia
W™ — aM.

Es importante mencionar que nuevamente trabajaremos con el concepto de
crecimiento a largo plazo, que en términos financieros se refiere a una estra-
tegia de inversion en el que el valor de un activo se apreciara durante un
periodo de tiempo relativamente largo, independientemente de que el creci-

49
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miento se inicie inmediatamente o mas adelante. El crecimiento a largo plazo
es un término relativo, ya que el horizonte de inversion aunque difiere en-
tre estilos de inversion, la apreciaciéon percibida en el activo sigue siendo la
misma, esto quiere decir que, el problema de optimizacion del portafolio en
horizonte infinito arroja un resultado similar al problema en horizonte finito,
tal como vimos en el problema del Capitulo 2.

3.1. Planteamiento del problema

Iniciaremos suponiendo un modelo de mercado financiero M como hemos
descrito desde el Capitulo 1, considerando sus condiciones de integrabilidad,
es decir, un modelo que cuenta con un activo con riesgo y uno sin riesgo
con tasa de rendimiento constante r y cuyo proceso de precios esta dado por
, donde los coeficientes de mercadoE] son progresivamente medibles con
respecto a la filtracion y satisfacen las condiciones establecidas en el Capitulo
1.

thw,w _ TWtw,ﬂ'dt + Wt[ﬂdt + O’dZt], WO = w. (311)

donde de manera similar a , m; es un proceso estocéstico, no anticipado
tal que W™ esté bien definido por la ecuacion (3.1.1)) y satisface la condicion
de no bancarrota

W™ > 0 para toda t.

Por otra parte, sea A un factor de descuento, cuya interpretacion financiera
hace referencia a la tasa de interés utilizada en el anélisis del flujo de efectivo
descontado para determinar el valor presente de los flujos de efectivo futuros
y a la representaciéon de la tasa minima de rendimiento aceptable para el
inversionista, o una tasa de inflacién asumida. Comtinmente, los inversionis-
tas y las empresas utilizan los flujos de efectivo descontados para evaluar la
rentabilidad de la inversiéon de una empresa.

Como en este capitulo controlaremos caidas, tenemos que saber respecto a
qué condiciones un evento de pérdida seré considerada como una caida, por
ello definimos al mdzimo valor historico del capital (MVHC) como

M = max{M,eM, Womerl=s). s <t} (3.1.2)

donde My = w es un niimero positivo que denota el maximo valor histérico
del capital inicial.

1'Veéase pagina 8.
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Observacion 3.1. Supongamos que al tiempo ¢, la cantidad invertida en el
activo con riesgo es m; = 0 y asi tenemos que (3.1.1]) esta ahora dada por
dmw,ﬂ'
W’w,ﬂ'
t

= rdt,

con lo cual
In(W"™) = rt + c.

Ademas, si r = A\, entonces

Wtwﬂr = Mg e)‘t, MO =e“>0.

Haciendo un analisis similar para el tiempo s < t podemos interpretar a M
como el maximo entre el capital inicial y el tiempo s < ¢, es decir, M]" no
es mas que el maximo del capital hasta la fecha. Bajo este razonamiento
podemos reescribir a M]" como
MT = max{W "}, 3.1.3
s L (3.1.3)
Ahora ya podemos definir la restriccion caida y diremos que el capital satis-
face esta restriccion si

PW,"™ > aM] V0<t<oo] =1, (3.1.4)

donde a € (0,1) es una constante dada. La interpretacion de (3.1.4]) es esta:

el agente no permitira que la caida 1 — ng[: del capital desde su méaximo a
t

la fecha sea mayor o igual a la constante 1 — «a para cualquier instante ¢ > 0.

Por tal razon, él impone la restriccion (3.1.4)) casi seguramente. Equivalente,

el capital debe de satisfacer la cota de referencia

W™ > aM[ c.s. para toda t. (3.1.5)

Por otro lado, consideraremos tnicamente los valores de A tales que A <
r para garantizar la estabilidad del modelo. Como veremos mas adelante,
haremos una transformacion del problema para trabajar directamente con el
capital descontado, como hemos definido en el Capitulo 1, éste esta definido
como e~ ". Entonces, para valores de A > r, el modelo no permite estrategias
admisibles.

Observacion 3.2. En particular si A = —oo, la restriccion de caida W,"™ >
aM] se transforma en el problema con la restriccién de no-bancarrota del
Capitulo 2, W,”™ > 0.
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Como mencionamos al inicio del capitulo, emplearemos la funciéon de utilidad
U de la forma:

U(W) = (3.1.6)

donde A >0, A # 1.

Nuestro objetivo es elegir una estrategia de mercado que maximice la tasa
de crecimiento a largo plazo de la utilidad esperada del capital final, es decir,
maximizar

, . 1 w,m w,m
hTHi}OI.}fmlnE (1—A)U(WT )|Wo =w]. (317)

sujeto a la ecuacion (3.1.1) y a la cota de referencia (3.1.5]).

De manera similar al Capitulo 2, denotaremos por A al conjunto de estra-
tegias de mercado admisibles, es decir, el conjunto de todos los procesos
estocasticos no anticipados tal que el proceso de capital esta bien definido
por la ecuacion diferencial estocéastica y tal que se cumple (3.1.9)).
También denotaremos por ¢ a la méxima tasa de crecimiento a largo plazo
de la utilidad esperada del capital final

¢ :=sup liminf

upliminf e | (1= UW )| =w]. (3.18)

Por la técnica de transformacion logaritmica, el problema de sensibilidad al
riesgo resulta ser equivalente a un problema de control estocastico de tipo
ergodico.

3.2. Transformacién del problema

Para facilitar el desarrollo del problema que plantearon Grossman y Zhou
[30] es necesario trabajar con procesos descontados, es decir, necesitamos in-
troducir el factor de descuento en las dinamicas que definimos anteriormente.
Por ello, haremos una transformacion del problema de capital al capital des-
contado que, recordando del Capitulo 1, hemos empleado bajo la notacién
barra.

Definamos a

WT =W e ™ y My = M e = max {W"},

0<s<t
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donde A = r — \. Entonces tenemos ahora que la dindmica para W™ esté
dada por
AW/ = AW e ™)
e MAWT 4 W de

— e MAWPT — AWML

= e_;\tTWtw’”dt + 6_’_\t7rt(,udt + odZ;) — S\Wtw’ﬁe_j‘tdt

= rWTdt + 7, (pdt + odZ;) — AW, dt

= MW Tdt + 7, (pdt + odZy). (3.2.1)
donde 7, = m e ™ y asi la restriccion (B.1.5)) se transforma en

WoT > aM, (3.2.2)

Observacion 3.3. Al reemplazar W™ por e*” W& en tenemos

.. 1 w, T w,T
£ = siphTrri)loréfmlnE (1= UMW) |Wy :w}

b 1 AT 137w, w, T
= Sljplljﬂﬁi)logfmlnE (I—A)U(e’\TWT’ )‘WO :w}

, . 1 — A\ T w,T w,T
= Sipl%ﬂi)g}fmlnﬂi (1= A) e g (W) W :w]

— )\—i—sipllcprri&}fmlnﬂi{(l—A)U(WT’ )|W0’ :w}
= A+¢, (3.2.3)

donde

€ = sup lim inf

wlinint L E 1 AU~ @20

Asi, si encontramos el valor de &, entonces la solucién al problema original
se obtiene de manera inmediata, ya que £ =& — Ay T = me .

La soluciéon que proponemos se basa en el siguiente teorema de verificacion,
cuya prueba se encuentra en la pagina 273 de [30].

Teorema 3.1. Si existe una constante & y una funcion V' tal que se satisfacen
las siguientes condiciones

i) Yt > 0, V(w,m) satisface el principio de programacion dindmica, es
decir

V(w,m) =supE |V (W, Mf)e*é}Wéu’” =w|, (3.2.5)
A

donde Wy = w, My = m son constantes positivas.
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ii) Eziste una estrategia de mercado ™ € A tal que el supremo anterior
sobre A puede ser alcanzado por m* Yt > 0.

iii) Existen constantes positivas tales que
Ci(1 =AU (w) < (1= A)V(w,m) < Co(1 = A)U(w)

entonces & es la mdzima tasa de crecimiento a largo plazo de la utilidad
esperada del capital final y es alcanzada siguiendo la estrategia . Mds
ain, & también es la tasa de crecimiento del problema de horizonte
finito. En otras palabras,

In[(1 — A)L(w,m,T)],

. 1
S i gy
donde L(w,m,T) es la funcion de valor del problema de horizonte fi-
nito, es decir, L(w,m,T) = supE [U(W;™)|[W;"™ = w].
A

Observacién 3.4. Para construir una funcién V y una constante £ tal que
las condiciones del teorema se mantengan, encontraremos de mucha ayuda
considerar un problema de optimizacion similar al problema de optimizacion
de tasa de crecimiento, el cual consiste en maximizar la utilidad esperada del
capital descontado a largo plazo, es decir,

sup liminf E [U(W;"™) e €T (W™ =], (3.2.6)

A T—oo

donde ¢ es una constante. Notemos que el factor e~¢T nos garantiza que el
limite definido en (3.2.6)) no es trivial, es decir, el limite no es 0 6 infinito. Si
tal ¢ existe, entonces es la maxima tasa de crecimiento.

Definamos a la funcién de valor como

V(w,m) = supliminf E [U(W;"") e ¢T (W™ = w]. (3.2.7)

A T—oo

Si logramos construir £ y V(w,m) tales que satisfagan todas las hipotesis
del teorema de verificacion, entonces estaremos proporcionando una solucién
al problema de optimizaciéon (3.1.7). Con el fin de facilitar esta busqueda,
usaremos las siguientes propie%% de la funcién de valor V.

2La prueba de estas proposiciones se encuentra en la pagina 245-246 de [30].
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Proposicion 3.1. Si existe una constante £ tal que ‘Z(Wtw’i, MT) es finito

con W™ satisface la restriccion (3.2.2). Entonces V(W,"™, M) es homaogé-

nea de grado 1 — A en W,"™ y M, es decir, para toda k positiva,
V(EWS™ kM) = k' =4V (W™, M),

Proposicion 3.2. Supongamos que existe una constante & tal que V (W™, M)
es finito con W™ que satisface la restriccion (3.2.2)). Entonces

(i) si M constante, V(W™ M) es una funcion creciente y cdncava de

w,T
W,or,
(it) st W constante, V(W,"™, M) es una funcion decreciente de MT.

Bajo la hipotesis (i) del la Proposicion , en la siguiente secciéon mostramos
una soluciéon de forma cerrada para V', £ y una estrategia de inversion 6ptima,
77 para el valor de A = 0.

3.3. Analisis para el caso A =0

Recordemos que A = r — A, por lo cual, asumir que A = 0 es equivalente a
analizar el caso cuando A = r. Bajo esta suposicion tenemos

AWT = 7(udt + odZy). (3.3.1)
Observaciéon 3.5. Notemos que por definicion, W™ € [aM, M]. Por lo
tanto, bajo la suposicién que M es constante, tendremos quedM = 0.

Después de esta observacion, el primer paso es establecer la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman para el horizonte infinito

EV() = sup {L{“V(-)} = 0. (3.3.2)

Entonces la ecuacion de HJB asociada al problema estéd dada por

oV or? 821/]

ow T T2 one (3.3.3)

£V = méx [m_r

Igualando la primer derivada a cero, obtenemos que la inversion 6ptima esté

dada por
. w (OV |0V
© =5/ ) 334
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Sustituyendo el valor de 7* en ([3.3.3)), obtenemos la siguiente ecuacion dife-

rencial
2 2 2
- L ov vy
&V w((aw) / aw2> =0 (3:3.5)

Partiendo de esta ecuacion, analizaremos la funcion V' cuando el valor del
capital se encuentra en el intervalo [a M, M).

3.3.1. Analisis de V(W"", M) para W,"" € [aM, M)

Basandonos en la Proposicion [3.1], buscamos soluciones para la ecuacion

(3.3.5) de forma que
vaves agry = v (o Y wr ) = (s 3.3.6
(W™ M) = v TE o = (M"); " f(u), (3.3.6)

t

donde
uw=W"/M"y f(u) =V(u,1). (3.3.7)

Observacién 3.6. Con esto, u = W™ /M™ € [a, 1).

Calculando las derivadas

% = M~Af'(u), (3.3.8)
SQ—WVZ = (M)~ " (), (3.3.9)
oV _ _ \r—A A T—A, !
i (1 =AM f(u) — M “uf'(u). (3.3.10)
Asi, sustituyendo las ecuaciones (3.3.8) y (3.3.9)) en (3.3.5)), obtenemos
—&f(u) — 2%22 [J;Szgr =0, parauc€(a,l). (3.3.11)

Para poder caracterizar la soluciéon de esta tltima ecuacion, usaremos el
siguiente resultaddf’}

3Demostracion en la pagina 248 de [30].
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Lema 3.1. Sea a no negativa. Entonces, la ecuacion diferencial

(W] _
) = ° (3.3.12)

tiene una solucion general de la forma f(u) = p(u-+c)"/*?  donde c y p # 0
son constantes.

f(u)+a

Por lo tanto, usando el Lema podemos escribir la soluciéon de (3.3.11)) de
la forma f(u) = p(u + ¢)? con p # 0. Ademés, como

fiu) = Bplu+e)™', f(w) = BB~ Dp(u+ )2, (3.3.13)

entonces sustituyendo en ((3.3.11), obtenemos que [ necesariamente debe de
satisfacer

Ly B
202 (1-B)

£ = . (3.3.14)

Luego, sustituimos los valores de (3.3.13)) en (3.3.4) y obtenemos que, para

W™ < MT, la inversion optima en el activo con riesgo esta dada por

— % /L |/
S [ — M. 3.1
T [02(1_@}@%—6) (3.3.15)
Haciendo m; = 0 cuando u = «, tenemos que ¢ = —a. Por otra parte,
u = MJ%[,T , entonces
ir=— o= Lt Wt i), (3.3.16)
o*(1—p) o?(1—p)

la cual es una estrategia de inversiéon de proporciéon constante. Lo que desco-
nocemos hasta ahora es el valor de la constante . Para obtenerlo, tenemos
que analizar el comportamiento cuando u = 1.

3.3.2. Analisis de V(W,"", M[) para W,"" = MT

Analizar la funciéon en u = 1, es equivalente a analizarla en W,"" = M, ya
que definimos a u en . Para este caso necesitamos observar el compor-
tamiento del proceso M;. Notemos que M{r €s un proceso creciente, continuo,
tal que MJ = m, con m una constante no negativa, y por tanto, es un proce-

so de variacion finita. Entonces, tanto ;""" como M/ son semi-martingalas
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continuas.

Luego, como V satisface el siguiente principio de programaciéon dinamica:
para h > 0

V(w,m) = sup E[e " V(W™ M]))]. (3.3.17)
Entonces, usando la formula de It6 en la ecuacion (3.3.17)), cuando W = M,

obtenemos que la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema
es

L 1% 19V hov o
0= E — &V + —=ui + ——=0’7*|ds +E —dM ;.
sgrp{ /o { 13 +8er+2awa7r} 5+ ol }

(3.3.18)
Luego, con ayuda de los siguientes 1resultadosE|7 encontraremos el valor de 5.

Lema 3.2. Si OV/OM =0 en W™ = M. Entonces,

h
ov . _
—dM =0 c.s. 3.3.19
| i (33.19)
Con este lema, podemos dividir (3.3.18) entre i y hacer tender h a cero y asi
obtener que la ecuacion de HJB asociada a este caso es

) - oV 1oV 5 5

max | — &V + —um + ——=o°7

_ { Vet oW
Notemos que la ecuacion (3.3.20)) es igual a la ecuacion de HJB para el caso
WT < M; dada en (3.3.2)). Por lo tanto, la solucion para el caso W*™ = M,
es la misma que en el caso anterior. Es decir, la estrategia 6ptima 7* esta da-
da por (3.3.16]) y la tasa de crecimiento a largo plazo es de la forma ([3.3.14)).
El hecho que g—]\‘% = 0 nos ayuda a determinar el valor explicito de la tasa de
crecimiento a largo plazo (recordemos que nos falta encontrar el valor de f3).
Tal como se muestra a continuacion.

= 0. (3.3.20)

Lema 3.3. Si OV/OM =0 en W™ = M. Entonces
=(01-A)1-a) (3.3.21)

2 j—

ST Mt Al —a)
1La prueba del Lema se encuentra en la pag. 250 de [30]

(1—A). (3.3.22)
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Demostracion. Como 9V /M, = 0, de la ecuacién (3.3.10)), tenemos que
(1= A)M; " fu) = My uf'(u),
ademas, dado que u = 1, entonces

(1 —=A)f1) = f ).

Por otra parte, sabemos que f(u) = p(u — «)”. Por lo tanto,
(1= A)p(1 — a)? = pB(1 — )P,

es decir, § = (1 — A)(1 — «). Luego, sustituyendo este valor en (3.3.14)

obtenemos el valor de £&. Il

3.3.3. Estrategia 6ptima

En conclusion, observamos de las subsecciones anteriores que la estrategia de
inversion 6ptima para A = 0 es

— % /"L 1 YW, T T
m=——W," —aM]). 3.3.23

t O'ZOé—f—(]_—Oé)A( t t) ( )
Recordemos que la fraccion del capital invertido en el activo para el caso sin
restricciones del Capitulo 2 (donde o = 0) era una constante igual a
Entonces la razéon de estos es

K
Ac?*

A(l — a/u)

= 3.24
& Al—a) +a’ (3:3.24)

la cual siempre esta entre 0 y 1. Por ejemplo, si tomamos u = 1, entonces

A(l — «)

Al —a) + «
Sl et (3.3.25)

q =

, o . . . .
El nimero A(-a)7a lepresenta la medida que sigue una estrategia de inver-
sién mas conservadora (incluso el maximo hasta la fecha) en un intento de
controlar las caidas.
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3.3.4. Costo de las Caidas

Consideremos ahora a &, como la tasa de crecimiento cuando el grado de
proteccion es «. Asi, si & corresponde a la tasa de crecimiento del caso sin
restricciones visto en el Capitulo 2, notemos que

§a (1-a)A
&  a+(l-ad)
a—a+(l-a)A
a+ (1 —aA)
1

= 1- T (eA (3.3.26)

«

el cual es cercano a 1 para valores de A muy grandes o valores de o pequenos.
Con lo que podemos decir que, la pérdida en la de tasa de crecimiento es
minimal si la funcién de utilidad es muy aversa al riesgo o si el grado de
proteccion es pequeno. Por otro lado, decimos que la pérdida en la tasa de
crecimiento es maximal si la funcién de utilidad es neutral al riesgo o si el
grado de proteccion es cercano al 100 %.

3.3.5. Propiedades de la estrategia 6ptima

Analicemos ahora la fraccion del capital, ;, invertido en el activo con riesgo:

* YW, T I (1 — Oé/’d)
Ve =T, /Wt = E—Og mn (1 - a)A (3327)

la cual es una funcion creciente de u. Ademas, notemos que

= Cuando u = 1, es decir, cuando el capital esta en su punto mas alto,
_ g (-
entonces y = 3 at(i—a)A
= Cuando u = «, es decir, cuando el capital se acerca a la cota restrictiva
oM, tenemos que v = 0.

= Cuando u es cercano a 1, la naturaleza estocastica de la cota restrictiva
ont’T , crea una resistencia muy fuerte a los incrementos en . Ademas,
se espera que cuando u = 1, éste se caiga, ya que u = 1 es una barrera
reflejante para el proceso u.
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3.4. Analisis para el caso A > (

El caso A > 0 corresponde a suponer que el proceso de la cota restrictiva
incrementa en una tasa menor que r. Veremos que incluso una pequena A
positiva puede mejorar significativamente el valor esperado de la tasa de
crecimiento. La solucién de este caso es analoga a la de la secciéon anterior.
Asi, partiremos del principio de programacion dinamica dado en (3.2.5) y
usaremos las propiedades de V dadas en las Proposiciones y para
encontrar la funcién V, el valor de £ y una estrategia de inversion 6ptima 7.
Recordemos que para este caso, la dinamica del capital esta dada por (3.2.1]),
es decir

AW T = \W T dt + 7y (udt + 0dZy). (3.4.1)

Anélogo al caso anterior, partiendo de (3.2.5) y usando férmula de 1to, tene-
mos que

——— AW + ——=uF + =

0= —¢&V + max o T 28W20 T

™

{av oV 10V, , (3.42)

Calculando la primer derivada de (3.4.2)) e igualando a cero obtenemos que

ov | , 0%V
T = —— —. 4.
oW )7 awe (3:4.3)
Sustituyendo (3.4.3) en (3.4.2)) obtenemos
s, OV P2 (V\? 0V
0=—EV+ =W — = —. 3.44
T 202(6W) /8W2 (344)

Por otra parte, la Pjroposicién nos motiva a buscar una funcion V(W M)
tal que V(W™ M) = (M)~ f(u), donde u = W,""" /M esta entre o y

1. Asi, podemos reescribir la ecuacién anterior como

0= —&f(u) + Muf'(u) — %‘22 [él’f?J;Q (3.4.5)

y sustituyendo los valores de las derivadas de f(u) en (3.4.3]), reescribimos a

7* de la siguiente manera

7= aié(?g) M. (3.4.6)
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A diferencia del caso anterior, ahora definimos y(u) = f'(u)/f”(u). Entonces
(3.4.5)) se convierte en
—&f () + Auf'(u) f'(wy(u) = 0. (3.4.7)

207

Luego, derivamos con respecto a u, dividimos entre f”(u) y multiplicamos
por —1. Obteniendo que

2/17‘2221(7db)z//(u) + |:§__|_ 2/17‘22 — )\} y(u) —Au =0, (3.4.8)

es una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de primer orden, cuya soluciéon
general es de la forma

| y(u) — 61w 770 y(u) — Gou |"0=c (3.4.9)

para alguna constante ¢ y donde 6; < 0y 0y > 0 satisfacen que

(N_Q) 6 4 {H L )\] 60— X=0, (3.4.10)

202 202
y donde ¢ esta definido como
E+ 45 — )\
VE+ 25 N2+ ons

5= — (3.4.11)

Ahora analizaremos el comportamiento de la funcién en los extremos:

= En u = «a, la inversiéon en el activo con riesgo deberia ser cero y asi

y(u) = 0. Sustituyendo y(u) = 0 en (3.4.9), obtenemos que

¢ = (—=0,0)"°(Gy)'F° (3.4.12)

» En w = 1, podemos usar la solucion del caso de la seccion anterior,
usando el hecho que 0V/OM = 0. Entonces, de ({3.3.10))

f1)=0-=A)fQ1).
Asi, sustituyendo en la ecuacion (3.4.7) obtenemos que
2

E=(1-A)r— %an)}. (3.4.13)



Teoremas de verificacion 63

De esta ecuacion notamos que podemos escribir y(1) como una funcién que

depende de &

(€= (1= A)N)20

w(1) = (1—A)p?

(3.4.14)

De manera anéloga, la ecuacion (3.4.10), podemos representar a 61 y 6, en
términos de §. Al igual que en las ecuaciones (3.4.11) y (3.4.12)), podemos
escribir a § y ¢ como funciones de &. Es decir, las ecuaciones (3.4.9)-(3.4.13)

determinan el valor de la tasa de crecimiento. Luego, sustituyendo todos estos
valores en la ecuacion (3.4.9)), cuando u = 1,

[y(1) =6 [ y(1) — 62 "= ¢ (3.4.15)

obtenemos una ecuaciéon algebraica para £, permitiéndonos encontrar una
solucién de manera numeérica.

3.4.1. CaAlculo de la tasa de crecimiento

En principio, las ecuaciones (3.4.9))-(3.4.13)) deben determinar el valor de la

tasa de crecimiento. Por razones obvias, no es posible dar una expresion ex-
plicita para &, pero cuando tratamos de resolver las ecuaciones de manera
numeérica, obtenemos una solucién tnica.

Por el analisis del caso A = 0 y del Capitulo 2, sabemos que el valor de

£ — (1 — A)X debera estar entre

2 2

L I -« L
(1 A)202a+(1_a)Ay(1 A)gis (3.4.16)

Estas cotas para & — A deberan ayudarnos para encontrar soluciones numeéri-
cas.

3.5. Teoremas de verificacion

El objetivo de esta seccién es verificar que & definida como en (3.3.22) y
7 como en dan solucién al problema de control de caidas. Primero
verificaremos que la solucién es valida para el caso A > 0 para luego hacer
tender \ a cero y mostrar que la solucién también es factible para A = 0.

Si A > 0, necesitamos mostrar que existe una constante ¢ y una funcién y(u)

negativa que satisfagan (3.4.9))-(3.4.13). Si esto se cumple, entonces £ es la
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méaxima tasa de crecimiento y puede ser alcanzado usando la estrategia 7*

y la fraccion del capital invertido en el activo con riesgo es igual a —& 32(5),

donde u = W™ /M"™. Sea

V(w,m) = (m)l_Af(u) (3.5.1)

donde

=armee | | s (3:5.2)

Notemos que para llegar a la definicion de f(u), tuvimos que partir de la
ecuacion (3.4.7) y dividir entre f'(u)

SO RNN
G0 = (=)= 2yt 5539
f(w)

Luego, integrando , obtenemos que

fw)

RN | . S— R

donde ¢ = (1 — A)~! es una constante que hace que V(w, m) tenga el mismo
signo que U(w).

Por otra parte, notemos que V(Wtw’ﬁ, Mt’r ) es un funcién suave de W vy M
para todo W;*™ € [aM;, M]. Verificaremos ahora que la funcién satisface las
condiciones del Teorema [3.1| a través del siguiente Lema.

Lema 3.4. Sean V(w,m) la funcion definida por (3.5.1)-(3.5.2) y ™ una

estrategia arbitraria. Entonces

V(w,m) > sup E[V (W;"", M) S WET = w]. (3.5.5)
A

Demostracion. Sea © € A arbitrario. Aplicando la formula de It6 para
semimartingalas, obtenemos que

E[V (W™, M,) e~ — V(w,m)

! - ov . .- oV _19*V 3
— E o -7 ' s 2-2 —&s
/0 { &V + aW)\W—i- QW'MTZ(?W?U Tl e ds
Lov
E | ——dM;
L AT

— E(I)+E(I]), (3.5.6)
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donde
v oV . oV _10°V :
_[: — —_)\ — T — = 272 _&-Sd J.
/0{ §V+8W W+8er2aw207r e **ds (3.5.7)
y
Lov
11 = —dM;. 3.5.8
| 50 (359

Notemos que el integrando de I es menor o igual a cero, ya que por (3.4.2))
sabemos que el maximo alcanzado sobre 7 de esa ecuacién es cero. Asi,
E(I) < 0. Por otra parte, como W;"" = M[, 22 = 0. Entonces I = 0
y asi por lo tanto E(I7) = 0. Es decir,

V(w,m) > sup E[V(W"™, MT) e %]. (3.5.9)
A

Lema 3.5. Para todo t > 0, la funcion V(w,m) definida como en (3.5.1))-
(13.5.2) y ™ la estrategia dptima definida en (3.3.23)) satisface el principio de

programacion dindmica

V(w,m) = sup]E[V(Wtw’”*, M™)e=8t Wi = w]. (3.5.10)
A

Demostracion. Sea 7 la estrategia de inversion 6ptima. Aplicando la for-
mula de It6 para semimartingalas, obtenemos que

E[V(W,"™, My) e™] = V(w,m)

t - ov - IV 10%V , _ ;
) _ A Ve P 2 =2 —§sd
/0[ §V—|—8W W+6W'MT28W2U7T]6 s
Lov o
E | —dM;
) o
= E(I)+E(II) (3.5.11)
donde
L - oV . . OV 1V , ]
[:/0 |:_€V+W)\W+W T 58W20 ™ :|e ds (3512)
y
t
Vo
11 = a—7dMS. (3.5.13)

o OM
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Anélogamente, por (3.4.2)) sabemos que el méximo es alcanzado en 7*. Por
lo tanto, E(I) = 0. Por otra parte, como W™ = M™ % = (. Entonces
II =0y E(II)=0. Es decir,

V(w,m) = sup B[V (W™, M™) e 4. (3.5.14)
A

Lema 3.6. Para A > 0, existen Cy, Cy constantes positivas tales que
Ci(1-A)U(w) < (1= A)V(w,m) < Co(1 = A)U(w).

Demostracion. Dado que V(w,m) = m!'=4 f(u), donde f(u) estd definido
como (13.5.2)), es facil ver que V(w, m) y U(w) tienen el mismo signo. Como
y(u) es negativo por construccion, entonces

12

v — @?J(I/) > A (3.5.15)
Por lo tanto, (1 — A) f(u) esta acotado por dos nimeros positivos: Cy, Csy y

en consecuencia el lema se cumple. B

Hemos probado que la funcion V' definida por las ecuaciones (3.5.1))- (3.5.2)),

la constante & definida en (3.3.22) v la estrategia de inversion 7* como en
(3-3.23)) satisfacen las condiciones del Teorema por lo tanto, concluimos
que ¢ es la méxima tasa de crecimiento y da solucion al problema ({3.1.7)).

3.6. Diferencias entre A\=0y A >0

A manera de conclusion, realizamos el anélisis de las diferencias entre el caso
A =0y A > 0. Para el primer caso, tenemos que £ tiene una forma cerrada,
especificamente

i j—

202+ A(l — «)
Mientras que el caso cuando A > 0, nos orilla a encontrar una soluciéon de

forma numeérica y tal solucién se encontrara entre

N2 1—a 2

(1— A) 202a+(1_a)A+)\} y(l—A){2ZU2+)\1.

Por otra parte, es importante recalcar que, de manera grafica podemos notar
que con un valor de A positivo, podemos mejorar la tasa de crecimiento
significativamente. La mejora marginal es mas grande para los valores mas
pequenos de .

£= (1— A). (3.6.1)










Conclusiones

Como vimos a lo largo de este trabajo, para resolver un problema de porta-
folio de inversion 6ptimo es necesario seguir los siguientes pasos

= Tener siempre en cuenta que el objetivo béasico es encontrar el control
Optimo (si éste existe) y la funcion de valor.

= Proponer una caracterizaciéon manejable de la funcion de valor, de ser
posible con solucion explicita, de lo contrario podemos encontrar una
descripcion cualitativa y resultados cuantitativos por aproximacion nu-
meérica.

Las herramientas mateméaticas que usamos para llevar a cabo esto son: el
principio de programacion dindmica y el calculo estocastico. Por ello, po-
demos decir que encontrar una estrategia de inversion 6ptima empleando el
control estocastico es una rigurosa combinacién entre probabilidad, analisis
estocastico y ecuaciones diferenciales parciales.

Por otro lado, como mencionamos al inicio, buscamos encontrar una estra-
tegia de inversion 6ptima que se adapte a un problema del mundo real, un
mundo donde los inversionistas son cada vez mas exigentes y donde las con-
diciones del sistema bursétil no admiten intentos fallidos. Como consecuencia
de esto y en complemento al problema del Capitulo 3, surge un problema de
inversion 6ptimo a largo plazo en el que un inversionista trata de minimizar
la probabilidad de caer por debajo de una tasa de crecimiento fija mientras
controla las caidas. Desde un punto de vista matemaético, se trata de un pro-
blema de control de desviacion. Varios autores [10], [12], [23] relacionaron éste
problema (sin tomar en cuenta las caidas) con el problema de control esto-
castico sensible al riesgo para un horizonte de tiempo suficientemente grande.
De hecho, en [12] se plantea una relacion entre los dos problemas anteriores,
en el sentido que el problema se resuelve como un problema de optimizacion
dual. Ademés, se menciona que bajo un modelo Gaussiano lineal multidi-

69
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mensional se pueden obtener soluciones explicitas para el problema primal.

Propuesta para mejorar el modelo

Es otras palabras, lo que sugerimos para mejorar el modelo de optimizacion
de portafolios es considerar el problema de controlar la probabilidad de estar
por debajo de cierto nivel de riesgo. Para minimizar tales probabilidades y
obtener un portafolio 6ptimo (o casi 6ptimo) relacionamos el problema de
optimizacion de portafolio con el criterio de sensibilidad al riesgo y con ayu-
da al material expuesto en esta tesis trataremos de plantear el problema.

Del Capitulo 2 y 3 sabemos que el problema se basa en maximizar la utilidad
esperada del capital final con la funcién de utilidad HARA

méx {E {ﬁ(wg)l—f‘] } (3.6.2)

donde W] es el proceso de capital usando la estrategia 7 y el maximo es
tomado sobre una clase de estrategias admisibles. Es conveniente reemplazar

por
max {IE {(W{S)l“‘} } (1-A)>0 (3.6.3)

donde el parametro 1 — A vive en (0,1) y para 1 — A =0, ﬁ(W}r)l_A es
interpretado como log W7, la cual es una funciéon de utilidad Kelly. Cuan-
do la utilidad HARA es empleada, el problema puede ser reformulado como
un problema de control sensible al riesgo, donde (1 — A) juega el rol del
parametro sensible al riesgo. Entonces el método de la teoria de control es-
tocéstico puede ser aplicado al problema de optimizacion de portafolio. En
particular, tratariamos de aplicar la programacion dindmica para resolver el
problema, que como sabemos, esta aproximacion es muy usual en modelos
a tiempo discreto, pero en tiempo continuo necesitamos resolver la ecuacién
de Hamilton-Jacobi-Bellman.

De manera analoga a los problemas anteriores, consideramos que en el mer-
cado financiero tenemos una cuenta bancaria con precio B;, un activo con
precio S;, cuyas dindmicas estan dadas por

dBt = ’I“Btdt,
dSy = Si((p+r)dt+odz,),
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donde Z; es un movimiento Browniano estandar definido sobre una filtracion
del espacio de probabilidad (9, F, F;,P). Una estrategia 6ptima de forma
cerrada se puede obtener resolviendo la ecuacion de HJB. El problema de
oportunidad por arriba es considerar

méx P LlogWr > c| L (1—4)>0 (3.6.6)
(g2}

para una 7' grande donde la maximizacion es tomada por 7 en una clase de
estrategias admisibles. Mas generalmente

T

méx {P[% log V]VT > c} } (1—A)>0 (3.6.7)

donde Ir es un proceso de cota de referencia. Por simplicidad, tomemos
I; = 1. La maximizaciéon de la probabilidad de oportunidad a la alza no es
un problema de optimizacién convencional y en general es dificil de tratar.
Algunos autores proponen desarrollar una teoria matematica para la proba-
bilidad de reducir el riesgo al minimo,

min {P| Llogwr > k| b, (1-4) >0 (3.6.8)
{[osr =]}

o0 mas generalmente,

™

1 Ww.
min{ P|—log—L >Fk| ¢, (1—A)>0 (3.6.9)
T I
El problema es minimizar (3.6.9) y obtener un portafolio 6ptimo (o casi 6pti-
mo), donde k es considerada tal que el evento tiene probabilidades pequenas
de ocurrir.

Aunque agregar condiciones de control de caidas nos hace pensar que el pro-
blema es mas realista, es muy importante tener en cuenta que la adaptacion
a un nuevo sistema no es facil, sobre todo cuando los cambios a efectuar no
son tnicamente del tipo reemplazo. Si antes el objetivo era la maximizacion
de la utilidad esperada, ahora este objetivo de beneficio ha sido suplantado
por la probabilidad de no estar por debajo de cierta tasa.






Lista de abreviaturas y simbolos

C*(R) Conjunto de funciones f : R — R, k diferenciables

con f(k) continua, k > 0.

M Modelo de mercado financiero.
o2 Varianza.
1 Media.

W™ Capital asociado a una estrategia de inversion 7

al tiempo t.

Wtw’ﬂ Capital descontado asociado a una estrategia

de inversion 7 al tiempo t.

Sy Precio de un activo al tiempo t.

e Cantidad invertida en el activo.

r Tasa de rendimiento.

Vi Fraccion del capital invertida en el activo.
A Movimiento Browniano estandar.

G7 Ganancia asociada al capital descontado al tiempo .

irjf Infimo de un subconjunto A.

sup  Supremo de un subconjunto A.
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Estrategia de inversion 6ptima controlando caidas

-
6, = pe=relp
ot

c.S.
HIB
MVHC

Norma Euclidiana en R?.
Precio de mercado al riesgo.

Tasa de crecimiento.

Méximo del capital hasta la fecha.
Caida.

Funcion de utilidad.
Funcién de valor.

Casi seguramente.
Hamilton-Jacobi-Bellman.

Maximo valor histérico del capital.
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