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INTRODUCCION

En el presente trabajo se vierten los resultados de la investigacion realizada sobre
analisis y explicacion de los poligonos que cubren el plano, partimos de la intension de
favorecer la mejor comprensién del tema en estudio en alumnos de segundo afio de
secundaria a través de una secuencia didactica. La relevancia de esta investigacion
radica en la falta de importancia que se le da a las transformaciones geométricas y la
construccién de teselados en el contexto escolar y las grandes dificultades que
presentan los alumnos en la comprensién de este tema, por ello hemos implementado
el uso de la tecnologia como apoyo para aminorar estas dificultades, hemos
observando en diferentes estudios realizados que dichas dificultades se generan desde
el planteamiento del problema ya que se les dificulta la relacion entre lo que ven en el
saldn de clases y lo que sucede en el entorno real, de ahi que nuestra propuesta trata

de enlazar estos ambitos.

La investigacion esta organizada en cuatro capitulos. En el primero de ellos, se puede
ver la problematica sobre el tema de teselados, los antecedentes que muestran los
estudios realizados por diferentes autores en torno a este tema, ademas de definir los

objetivos de la investigacion y la justificacién de la misma.

El marco tedrico y la metodologia se pueden observar en el segundo capitulo, la teoria
elegida es la teoria de situaciones, ademas, del marco de las competencias propuesto
por la Secretaria de Educaciéon Publica (SEP). La metodologia utilizada es la ingenieria
didactica cuyas fases son descritas en este capitulo. Dentro del analisis preliminar se
aborda la dimensién historico-epistemolégica donde se hace una recopilacién de
diferentes investigaciones y aportaciones hechas a través de la historia para construir
el concepto de teselados, la dimensidén cognitiva es abordada a parir de la propuesta
de algunos autores, quienes establecen las etapas del desarrollo cognitivo y por altimo
la dimension didactica, en la cual se describe brevemente como es abordado el tema
en los libros de texto que fueron revisados y que se utilizan en el contexto escolar, asi
como la ubicacion del tema dentro del programa de estudios del a SEP (2011a) y la

forma de trabajar en el salén de clases.

En el capitulo tres se presenta el disefio de la secuencia didactica, el cual es

presentada a través de la explicacion de las cuatro fases de la ingenieria didactica, en



primer lugar se encuentra la fase de planeacidén, después la fase del disefio,

posteriormente la fase de experimentacion y finalmente la fase de validacion.

Por ultimo en el capitulo cuatro presentamos las conclusiones principales que resultan

de la investigacion.

En los anexos de este escrito, se pueden observar la secuencia didactica que hemos

disefiado, asi como algunas imagenes de las puestas en escena de la misma.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES

En este primer capitulo se define la problematica de nuestra investigacion asi como
también los objetivos que pretendemos alcanzar; al igual que se presenta la

justificacion de la elecciéon del tema a abordar y el estado del arte de la investigacion.

1.1 Planteamiento del problema

La disciplina Matemética Educativa atiende probleméticas relacionadas con la
transmisién y construccion de saberes en el area del conocimiento de las mateméticas.
Con ese marco se han identificado diversos fendmenos didacticos, uno de ellos,
consiste en el reconocimiento de las dificultades que tienen los estudiantes de nivel
basico en algunos de los temas de la geometria , de ahi que en nuestra investigacion
nos hemos enfocado en él y de manera especifica en el de las transformaciones de
figuras que permiten el disefio de los teselados, ya que consideramos que existe falta
de interés por parte de los alumnos en cuanto al trabajo con el tema, lo anterior
consideramos se debe en gran medida a lo que el curriculum escolar y los libros de
texto proponen para ensefiar a los alumnos ya que éstos Ultimos en su mayoria

muestran ejemplos poco practicos.

Los resultados de investigaciones que han abordado el tema en cuestion plantean
situaciones que hacen mas accesible el medio para llegar a la comprension del mismo,
sin embargo, la practica cotidiana en el aula muestra que por razones curriculares y el
tiempo establecido en el abordaje de este tema no es suficiente para que la mayoria de
los alumnos se sientan seguros en cuanto a la comprensién del mismo, no obstante el
profesor agote los recursos que tiene programados en los libros de texto provocando

con ello un vacio que a la postre redunda en resultados escolares nada favorecedores .

Considerando lo anterior, proponemos como una herramienta que coadyuva a
solventar esta problemética: la visualizacion, creemos que esta herramienta juega un
papel importante en el proceso de prueba que cognitivamente contribuye a facilitar la
busqueda de soluciones en una tarea geométrica. Aunado a lo anterior, consideramos
enriquecer el discurso matematico en el tema de la modelacion de teselados con el uso
reflexivo de la calculadora Casio ClassPad 300 como una herramienta tecnolégica

cuyo uso permite la construccién de conocimiento matematico.



Nuestra investigacion propone reforzar la comprensién de las caracteristicas de los
teselados usando la calculadora ClassPad 300 como herramienta tecnolbgica
educativa, pretendiendo que el alumno pueda construir o explicar los conocimientos
matematicos alcanzando un plano argumentativo a través de este dispositivo

electrénico didactico favoreciendo con ello, el uso reflexivo de la tecnologia en el aula.

Con relacion a lo expuesto anteriormente, tenemos ademas, el interés por conocer las
caracteristicas de los poligonos que nos permiten cubrir un plano cuando se trabaja
con tecnologia, por ello nos preguntamos ¢Cdmo favorecer el aprendizaje sobre
transformaciones geométricas para el disefio y construccién de teselados con la
calculadora Casio ClassPad 300?, ademés, de acuerdo a la Reforma Integral de la
Educacién Basica propuesta por la SEP en el 2011, es necesario ensefiar matematicas
en forma graduada y articulada, de tal manera que los alumnos vayan encontrando
sentido a lo aprendido; por tal razén nos preguntamos primero ¢Como aborda el
programa de la SEP el estudio de los teselados y cémo es abordado por los libros de
texto? lo cual sirvi6 en gran medida como fundamento del disefio de la secuencia
didactica, lo que nos permitié articular el uso reflexivo de la tecnologia y el quehacer

cotidiano del aula.

1.2 Objetivos

Para efectos de esta investigacion, con el fin de tener claro lo que se pretende lograr

se plantearon los siguientes objetivos:

1.2.1 Objetivo general

Favorecer el aprendizaje sobre transformaciones geométricas en alumnos de segundo

grado de secundaria, asi como el disefio y construccion de teselados con la tecnologia.

1.2.2 Objetivos especificos

- Analizar de qué manera es abordado el analisis y explicacién de los poligonos
gue permiten cubrir el plano en los libros de texto.
- Revisar como el uso de la tecnologia, en particular el uso de la calculadora

ClassPad 300 permite una aproximacion mas atractiva en la trabajo con



topicos de la geometria y con ello se logra la construccion de conocimiento
matematico.

- Disefar las actividades para una secuencia didactica que permita favorecer la
comprension en el analisis y explicacion de los poligonos que permiten cubrir el

plano usando la calculadora Casio ClassPad 300.

1.3 Justificacion

La presente investigacion surge del interés de conocer de qué manera el disefio de una
secuencia didactica enfocada al andlisis y explicacion de los poligonos que permiten
cubrir el plano puede contribuir a una mejor comprension de aspectos geométricos en
segundo grado de secundaria y asi disminuir la problemética existente referente al

tema en estudio.

De acuerdo a la Reforma integral de la Educacién Basica de la SEP (2011b), los
estandares curriculares estan organizados en tres ejes tematicos que son: sentido
numérico y pensamiento algebraico, Forma, espacio y medida y Manejo de la
informacién. Estos ejes tematicos comprenden lo que se estudia de matematicas en el
cuarto periodo escolar (primero, segundo y tercer grado de secundaria) y se
establecen asi para favorecer la vinculacion entre contenidos de distintas ramas de la

matematica.

La integracion de la teméatica en el programa de estudios se da a través del segundo
eje tematico forma, espacio y medida cuyos estandares curriculares indican que los
alumnos sepan justificar la suma de los angulos internos de cualquier triangulo o

poligono y utilizar esta propiedad en la resolucién de problemas (SEP, 2011a).

Entorno a las capacidades geométricas; particularmente, a los procesos cognitivos que
evidencia el alumno al resolver un problema de geometria. El conocimiento de dichos
procesos y sus relaciones sirve para diagnosticar al estudiante y dirige el desarrollo de
las nociones y conceptos geométricos asociados; de igual manera, entender su
desarrollo, evolucién, tratamiento e integracion en el curriculo escolar puede ayudarnos
a conocer el mapa cognitivo de los alumnos, facilitando el aprendizaje. Segun Gutiérrez
(2005, citado en Torregrosa & Quesada, 2007, p. 276)

la principal dificultad esta en la necesidad que tenemos de conocer lo que pasa
por la cabeza de los estudiantes cuando estan envueltos en una actividad



matematica, cuales son sus procesos de razonamiento, cémo analizan y
transforman la informacion que les llega del exterior, cuando y como toman
decisiones, etc. Todo aquello para tratar de mejorar los procesos de ensefianza
y aprendizaje.

De acuerdo a Torregrosa & Quesada (2007) si logramos interpretar el proceso de
resolucion de los problemas que tienen que ver con aspectos geométricos que los
estudiantes hacen, se puede intervenir de manera mas eficaz en la construccién de

es0s saberes, a través de propuestas que se ajusten a las necesidades encontradas.

En este sentido, el andlisis y explicacion de los poligonos que permiten cubrir el plano
consistird en promover de manera gradual el desarrollo de este eje temético, y de este
modo, lograr que los alumnos de secundaria puedan comprender la geometria de una

manera significativa.

Se ha detectado que la problematica que presentan los alumnos de segundo grado de
secundaria al querer comprender el estudio de los poligonos que permiten cubrir el
plano, radica primero en comprender los aspectos basicos de geometria y asi poder
entender las formas bésicas con las que estan constituidos los teselados, dada esta
justificacion se presenta a continuacion un estado del arte que permitié construir una
idea integral sobre la geometria en el aula y que nos proporcioné algunos de los
fundamentos para generar el disefio de una secuencia didactica que ayude a los

alumnos a comprender el tema en cuestion.

1.4 Estado del arte

Para efectos de nuestra investigacion, haremos retomado algunos resultados de
investigaciones que se han realizado y que tienen relacion estrecha con la tematica
que abordamos: la geometria y su tratamiento en el aula, la visualizacion y finalmente

el uso de la tecnologia, en los siguientes apartados ahondaremos mas sobre ellos.

1.4.1 Sobre la geometria en el aula

Retomamos a Lopez & Garcia (2008) quienes describen que la tendencias actuales
sobre la ensefianza de la matematica promueven su aprendizaje mediante la
resolucién de problemas con la finalidad de ensefiar mateméticas y ademas tener un

medio a través del cual los alumnos construyen conocimientos matematicos. Acorde



con este enfoque, sugieren que la ensefianza de la Geometria gire en torno a la
resolucion de problemas que impliquen el uso de relaciones y conceptos geométricos.
Argumentan que los problemas deben ser lo suficientemente dificiles para que
realmente constituyan un reto para los alumnos y lo suficientemente faciles para que

cuenten con algunos elementos para su resolucion.

Una situacion problematica es aquella en la que se desea obtener un resultado pero no
se conoce un camino inmediato para obtenerlo, en este sentido la concepcion de
problema es relativa, lo que para unos alumnos puede resultar un problema para otros
no lo es si cuentan con un camino para su resolucion. La concepcién de un problema
como una situacion de aprendizaje es muy amplia, tales como: armar un
rompecabezas, hacer un croquis del camino de la casa a la escuela, calcular el nimero
de diagonales de un poligono cualesquiera, calcular la altura de un poste (sin medirlo),
hallar el nUmero de vértices de un poliedro a partir de su desarrollo plano, imaginar el
resultado de girar un cuerpo geométrico o imaginar el cuerpo geométrico que se forma

con cierto desarrollo plano.

Este enfoque supone un modelo de clase muy diferente a aquel en el que se
acostumbra mostrar un concepto geométrico o dar una explicacion de los contenidos
para después aplicarlos a problemas. Comentan que se trata ahora de realizar tareas
que lleven a los estudiantes a experiencias mas significativas: visualizar, explorar y

analizar, abstraer propiedades, clasificar, elaborar conjeturas y tratar de validarlas.

La propuesta que Lopez & Garcia (2008) exponen es que una enseflanza de la
Geometria el docente dista mucho de ser un simple transmisor de contenidos
geométricos. Sin descuidar éstos, proponen llevar a cabo los diferentes tipos de tareas
(conceptualizar, investigar, demostrar) en las que se trabaje el desarrollo de las
habilidades mencionadas (visualizacién, de trazos, comunicacién, razonamiento légico
y transferencia), considerando los diferentes niveles de razonamiento geométrico
propuestos por Van Hiele (reconocimiento, analisis, clasificacion y deduccién) expuesto

en Fouz & Donosti (2006); todo ello bajo el enfoque de resolucién de problemas.

Agregan que el punto de partida para el aprendizaje de la Geometria es el entorno
fisico: en esta disciplina el uso del material concreto (sobre todo en los primeros afios
de escolaridad) cobra particular importancia al constituirse en un primer acercamiento

hacia los diferentes grados de abstraccion que se espera que los alumnos alcancen,



sin embargo, es necesario mencionar que se debe ser muy cauteloso en la utilizacién
de este material, pues debe estar supeditada a actividades que realmente conduzcan a
un aprendizaje adecuado de los contenidos geométricos y al desarrollo de habilidades
geométricas mencionadas. Enfatizan que el uso de material concreto, por si mismo, no
garantiza un aprendizaje significativo, se requiere que el profesor tenga un propdésito
especifico para que la actividad que realice el alumno lo conduzca al desarrollo de una
habilidad y al aprendizaje de contenidos geométricos. Al utilizar material concreto se

debe estar alerta de que realmente se use bajo el enfoque de resolucién de problemas.

De acuerdo a lo antes expuesto, el tipo de abordaje de la geometria en el contexto
escolar debe adecuado al contexto y enriquecido con material concreto en las primeras
etapas, de ahi que la propuesta que nosotros hacemos en esta investigacion es el
disefio de una secuencia didactica que de manera inicial invite al trabajo con material
manipulable (rompecabezas) para luego dar paso al trabajo con la tecnologia en donde

se trabaja con construcciones abstractas.

1.4.2 Sobre el uso de latecnologia en matematicas

Cuando se menciona el término tecnologia, tenemos que considerar el acelerado
desarrollo que la misma ha tenido en los dltimos afios, como consecuencia, el uso de
la misma en el contexto escolar parece casi natural, con relacion a lo sefialado,
muchos son los autores que han investigado y han obtenido resultados que avalan el
uso de la tecnologia en el aula de mateméticas (p. e. Miller, 1987; Chevallard, 1992;
Cantoral & Mir6n, 2000; Laborde, 2001; Suéarez, 2006; Del Puerto & Minnaard, 2006;
Pérez, 2008, entre otros).

De la revision y andlisis realizado, hemos retomado los resultados de investigacion de
Pérez (2008), la investigacion gir6 en torno a llevar a aula de matematicas los
resultados de diversas investigaciones, se plantea ademas, la interrogante sobre cémo
favorecer el uso de la tecnologia en el aula de matematicas, la respuesta a ésta es
formular un conjunto de disefios didacticos que promuevan la resignificacion de
distintos topicos matematicos provenientes del Calculo y Precalculo, a través del uso

inteligente de la tecnologia.

De acuerdo a la autora, el uso de herramientas tecnoldgicas favorece a tal grado las

construcciones geométricas que permiten la resignificacion de tépicos matematicos



provenientes del Célculo y Precélculo, considera que el papel que juega la tecnologia
en las realizaciones didacticas, consiste en asumir que efectivamente es posible
afectar la naturaleza del aprendizaje de ideas matematicas entre los estudiantes,
siempre que la intervencion de la tecnologia (medios y dispositivos didacticos) se
acompafie seriamente de investigacion en el campo de la Matemética Educativa;
menciona ademas, que el uso de la tecnologia permite a los estudiantes tener una
vision global y local, tanto cualitativa como cuantitativa cuando trabaja con graficas, en
las que pueden explorar y ademas dar explicaciones de lo que sucede con la situacion
con la que trabajan, es decir, implica con este uso el hecho de enriquecer el argumento
geométrico; ademas, de lo ya mencionado, se propone a la visualizacion como una
herramienta que facilita el proceso de construccién de conocimiento matematico, en
nuestra investigacion hemos retomado también ésta herramienta, la cuales abordada

en el siguiente apartado.

De manera particular, en nuestra investigacion haremos uso de la calculadora
graficadora Class Pad 300 en el disefio de nuestra situacién didactica, de ahi que nos
parece importante mencionar la importancia que tiene el uso de la tecnologia en el
ambito escolar. De acuerdo a Del Puerto & Minnaard (2006, citadas en Pérez, 2008, p.
13):
... las calculadoras graficadoras facilitan la exploracién y el descubrimiento,
favoreciendo una activa aproximacion al aprendizaje, promoviendo ademas la
interaccion entre estudiantes y maestros y entre el conjunto de estudiantes.
Otros resultados de investigacion reportados por estas autoras, sefialan que la
calculadora juega un papel en el proceso de aprendizaje, no para resolver
problemas sino como ayuda complementaria al poder verificar con ella las

respuestas, identificar errores, comprender situaciones propuestas y ahorrar
tiempo al generar las representaciones graficas rapidamente.

Como podemos ver, en nuestra investigacion, hemos recuperado esta mirada, sobre la

importancia del uso de esta tecnologia en particular.

1.4.3 Sobre la visualizacion

Las experiencias tales como la construccién de modelos geométricos y su relacién con
la percepciéon visual toman especial importancia en el sentido en el que la
representacion se encuentra en estrecha conexion con el potencial humano de
visualizar y la busqueda de mecanismos de argumentacion para lograr justificar

afirmaciones (asociado al razonamiento discursivo). Segin Mammana & Vilani (1998,



en Fernandez & Montoya, 2013), el aspecto visual en la geometria es predominante,
recalcan que desde las tablillas babildnicas a los papiros egipcios, cuando se tratd de
escribir un problema geométrico, se inici6 la tradicion de mezclar en las producciones
escritas imagenes, simbolos especiales y el lenguaje natural para comunicar ideas. La
visualizacion juega un papel importante en el proceso de prueba, no fundamental, pero
que cognitivamente contribuye a facilitar la busqueda de soluciones o alternativas en
los pasos del razonamiento donde una articulaciébn de estos procesos cognitivos es
fundamental Duval (2005, en Ferndndez & Montoya, 2013). El uso de tecnologia, por
ejemplo, permite al estudiante la manipulacién del entorno geométrico, ampliando su
experiencia y validando enunciados, algo muy dificil de lograr al principio sin la
mediacion de un software. Por otro lado, las TICs ayudan a los estudiantes e sus
conjeturas, pero no asi en la demostracién, suponemos que una inapropiada
instrumentacion Artigue (2002, en Fernandez & Montoya, 2013), podria ocasionar

incluso obstaculos en la demostracion.

Fernandez & Montoya (2013) puntualizan que la visualizacion ligada a los significados
o imagenes (conceptualizacién) y la percepcion ligada al mundo de los sentidos,
ayudan para entender un problema, pero se debe tener en cuenta el no abuso, por la
conviccién que puede ocasionar en los estudiantes para no llevar a cabo el proceso de
prueba o mas explicitamente una demostracion. Del razonamiento segun Balacheff
(1987, en Fernandez & Montoya, 2013), surgen explicaciones que son aceptadas o no
por una comunidad, aquellas explicaciones que son aceptadas por la comunidad
(regidas por un contrato y milieu) conforman las pruebas, en las cuales se distingue las
pruebas pragmaticas y las pruebas intelectuales y la respectiva tipologia. A este
esquema de trabajo es lo que se entiende como proceso de prueba y una
demostracion es una prueba de tipo intelectual. La propuesta de Fernandez & Montoya
(2013) es entregar una sugerencia de cémo promover el razonamiento de validacién en
el aula por medio de la Geometria Dinamica, verificando asi el papel heuristico de la
tecnologia como artefacto en el sentido de Rabardel (1995, en Fernandez & Montoya,
2013) que interfiere positivamente en una tarea geométrica propuesta a los

estudiantes.

Por otro lado encontramos a Zimmermann & Cunningham (1991, p. 25-26), para
quienes la “visualizacibn en matematicas es un proceso de formar imagenes

(mentales, o con papel y lapiz, o con la ayuda de la tecnologia) y usarlas con el
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proposito de tener un mejor entendimiento y estimular el proceso de descubrimiento

matematico”.

Considerando lo antes expuesto, creemos que la herramienta de visualizacién aunada
a la tecnologia favorecer el aprendizaje sobre transformaciones geométricas para el

disefio y construccion de teselados.

1.5 Lainvestigacion

En nuestra investigacion, para el analisis y explicacién de los poligonos que permiten
cubrir el plano nos enfocaremos en las formas en las que podemos encontrar
teselaciones como son regulares y semiregualres puntualizando el caso de la
teselacion regular muy famosa llamada “La pajarita de Nazari” disefio que prevalece en
el importante espacio arquitecténico llamado la Alhambra®, del cual exponemos un

breve resumen de su historia;

La Alhambra, denominada asi por sus muros de color rojizo («ga'lat al-Hamra'»,
Castillo Rojo), esté situada al este de la ciudad de Granada, Espafia, frente a los
barrios del Albaicin y de la Alcazaba.

A pesar de la incorporacion del castillo de la Alhambra al recinto amurallado de
la ciudad en el siglo XI, lo que la convirti6 en una fortaleza militar desde la que
se dominaba toda la ciudad, no seria hasta el siglo XllII con la llegada del primer
monarca nazari, Mohamed ben Al-Hamar (Mohamed |, 1238-1273) cuando se
fijaria la residencia real en La Alhambra. Este hecho marco el inicio de su época
de mayor esplendor.

La mayor preocupacién de los arquitectos de la Alhambra era cubrir
decorativamente cada espacio, por pequefio que fuese. Cualquier elemento
decorativo resultaba escaso. La mayoria de los arcos interiores son falsos, no
sustentan ninguna estructura, simplemente decoran, las paredes estan cubiertas
de cerémica o yeserias.

A pesar de tener prohibido el arte musulman la representacion de figuras, los
temas de decoracion en la Alhambra son muy variados, se utiliza la clasica
decoracion caligréfica, en concreto escritura cursiva y cufica. El elemento
decorativo mas utilizado por los arquitectos granadinos sera el ataurique, o
decoracion vegetal, y, en menor medida, la laceria y las redes de rombos.

Por otro lado, hemos de remarcar que la importancia de la presente investigacion recae
en el uso de tecnologia, en especifico del uso de la calculadora cuya implementacion
nos permite responder a cuestionamientos sobre como favorecer el aprendizaje sobre

transformaciones geométricas para el disefio y construccion de teselados con la

! Para mayor informacion remitirse a: http://www.alhambradegranada.org
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calculadora Casio ClassPad 300 tomando como base el planteamiento que hace del
tema el programa de la SEP y el abordaje de los libros de texto, para lograrlo se disefid
una secuencia didactica que ademas de enriquecer el discurso mateméatico en el
campo de los poligonos que cubren el plano den soporte a los alumnos en la
comprension de dicho tema.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En esta investigacion emplearemos la Teoria de Situaciones de Guy Brousseau (1986),
ademas, del marco de las Competencias, propuestas por la SEP como eje rector en los
planes y programas para la educacion basica como marco tedrico, y a la ingenieria
Didactica como metodologia a seguir, pues a partir de ella hemos construido una

secuencia didactica que nos permite analizar y obtener los resultados deseados.

2.1 Teoria de situaciones

De acuerdo a De Faria Campos (2006) la teoria de situaciones es un antecedente
directo de la Ingenieria Didactica la cual se utiliza en Didactica de las Matematicas con
una doble funcibn como metodologia de Investigacibn y como producciones de
situaciones de ensefianza y aprendizaje. De tal forma que la teoria propone un modelo
en donde la ensefianza es vista como un proceso centrado en la produccion de los
conocimientos matematicos en el ambito escolar. Considerando que producir
conocimientos supone tanto establecer nuevas relaciones, como transformar, y
reorganizar otras, pero en todos los casos, producir conocimientos implica validarlos,
segun las normas y procedimientos aceptados por la comunidad matematica en la que

dicha produccion tiene lugar.

Se retoma ademas, las hipétesis de la epistemologia genética de Jean Piaget como
marco para modelar la produccién de conocimientos, en la que se sostenia que el
sujeto produce conocimiento como resultado de la adaptacién a un medio resistente
con el que interactua. “El alumno aprende a adaptarse a un medio que es un factor de
contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo ha hecho la
sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por

supuestas nuevas que son la prueba del aprendizaje” (Brousseau, 1986).

Bajo la Teoria de Situaciones Brousseau describe la existencia de dos tipos de
interacciones basicas: primero la interaccién del alumno con una problematica que
ofrece resistencias y retroacciones que operan sobre los conocimientos matematicos
puestos en juego y segundo la interaccion del docente con el alumno. De esta forma se
manifiesta la situacion a didactica donde el alumno interactda con el medio y produce

un conocimiento independiente de la mediacion del docente, pero de esta forma el
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alumno se confronta, rechaza, pone en juego sus propios conocimientos e incluso
crean nuevos frente a la problematica en la que se encuentra. Derivado de estos tipos
de interacciones, es decir de la relacion sujeto-medio y alumno-docente. La teoria de
Situaciones se concibe como un sistema, en el cual estos elementos no pueden ser
independientes unos de otros. Esta es una de las razones por la que hemos retomado
como el marco tedrico en esta investigacion. Asi mismo, y como parte fundamental de

nuestro marco tedrico, las competencias seran parte de nuestro estudio.

2.2 Competencias

De acuerdo al Programa de Estudio 2011 de Educacion basica, éste promueve el
desarrollo de competencias, el logro de estandares curriculares y de aprendizajes
esperados, entendiendo a la competencia como “la capacidad de responder a
diferentes situaciones e implica un saber hacer (habilidades) con saber (conocimiento),
asi como la valoracion de las consecuencias de ese hacer (valores y actitudes)’ (SEP,
2011a, p. 29).

Para conocer un poco mas sobre esta propuesta, a continuaciébn mostramos un

panorama general.

2.2.1 Las Competencias en los programas de estudio de la SEP

Den acuerdo a los programas de estudio 2011 de educacién basica (SEP, 2011a, pp.
38-39), los alumnos deben adquirir cinco competencias a lo largo de los cuatro
periodos de su educacién basica (prescolar, primaria, secundaria) y a lo lardo de toda
su vida, a las que le denominan las “Competencias para la vida”, y éstas se integran de

la siguiente manera:

1. Competencias para el aprendizaje permanente. Para su desarrollo se
requiere: habilidad lectora, integrarse a la cultura escrita, comunicarse en mas

de una lengua, habilidades digitales y aprender a aprender.

2. Competencias para el manejo de la informacion. Su desarrollo requiere:

identificar lo que se necesita saber; aprender a buscar; identificar, evaluar,
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seleccionar, organizar y sistematizar informacion; apropiarse de la informacion

de manera critica, utilizar y compartir informacion con sentido ético.

Competencias para el manejo de situaciones. Para su desarrollo se requiere:
enfrentar el riesgo, la incertidumbre, plantear y llevar a buen término
procedimientos; administrar el tiempo, propiciar cambios y afrontar los que se
presenten; tomar decisiones y asumir sus consecuencias; manejar el fracaso, la
frustracion y la desilusion; actuar con autonomia en el disefio y desarrollo de

proyectos de vida.

Competencias para la convivencia. Su desarrollo requiere: empatia,
relacionarse emocionalmente con otros y la naturaleza; ser asertivo; trabajar de
manera colaborativa; tomar acuerdos y negociar con otros; crecer con los

demas; reconocer y valorar la diversidad social, cultural y linglistica.

Competencias para la vida en sociedad. Para su desarrollo se requiere:
decidir y actuar con juicio frente a los valores y las normas sociales y culturales;
proceder a favor de la democracia, la libertad, la paz, el respeto a la legalidad y
a los derechos humanos; participar tomando en cuenta las implicaciones
sociales del uso de la tecnologia; combatir la discriminacion y el racismo y

conciencia de pertenencia a su cultura a su pais y al mundo.

Ademas de las competencias para la vida, se promueven competencias de caracter

disciplinario, dentro de ellas se encuentra las cuatro competencias matematicas.

2.2.2 Competencia matematica

Continuando con la revision documental, encontramos que desde el programa de

estudios de la SEP se establecen cuatro competencias matematicas, cuyo desarrollo

es importante durante la Educacién Basica:

1.

Resolver problemas de manera autonoma. Implica que los alumnos sepan
identificar, plantear y resolver diferentes tipos de problemas o situaciones; por
ejemplo, problemas con solucién Unica, otros con varias soluciones o ninguna

solucion; problemas en los que sobren o falten datos; problemas o situaciones
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3.

en los que sean los alumnos quienes planteen las preguntas. Se trata de que
los alumnos sean capaces de resolver un problema utilizando mas un
procedimiento, reconociendo cual o cuales son mas eficaces; o bien, que
puedan probar la eficacia de un procedimiento al cambiar uno o mas valores de
las variables o el contexto del problema, para generalizar procedimientos de

resolucion.

Comunicar informacion matemética. Comprende la posibilidad de que los
alumnos expresen, representen e interpreten informacion matematica contenida
en una situacion o en un fendbmeno. Requiere que se comprendan y empleen
diferentes formas de representar la informaciéon cualitativa y cuantitativa
relacionada con la situacién; se establezcan nexos entre estas
representaciones; se expongan con claridad las ideas mateméticas
encontradas; se deduzca la informacion derivada de las representaciones y se
infieran propiedades, caracteristicas o tendencias de la situacion del fenbmeno

representado.

Validar procedimientos y resultados. Consiste en que los alumnos adquieran
la confianza suficiente para explicar y justificar los procedimientos y soluciones
encontradas, mediante argumentos a su alcance que se orienten hacia el

razonamiento deductivo y la demostracion formal.

Manejar técnicas eficientemente. Se refiere al uso eficiente de
procedimientos y formas de representacion que hacen los alumnos al efectuar
calculos, con o sin apoyo de calculadora. Muchas veces el manejo eficiente o
deficiente de técnicas establece la diferencia entre quienes resuelven los
problemas de manera Optima y quienes alcanzan una solucién incompleta o
incorrecta. Esta competencia no se limita a usar de forma mecanica las
operaciones aritméticas, sino que, apunta principalmente al desarrollo del
significado y uso de los numeros y de las operaciones, que se manifiesta en la
capacidad de elegir adecuadamente la o las operaciones que se requieren en
un problema y en evaluar la pertinencia de los resultados. Para lograr el manejo

eficiente de una técnica es necesario que los alumnos la sometan a prueba en
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muchos problemas distintos; asi adquiririan confianza en ella y la podran

adaptar a nuevos problemas (SEP, 2011. p. 23).

Ademas de la teoria explicada anteriormente, para dar respuesta a las preguntas de
investigacion hemos ocurrido a la Ingenieria Did4ctica, la cual presentamos enseguida,

a partir de la vinculacion de la investigacion con la misma.

2.3 Ingenieria Didactica

Para Brousseau (1988), la perspectiva sistémica que considera a la didactica de las
matematicas como el estudio de las interacciones entre un saber, un sistema educativo
y los alumnos, con objeto de optimizar los modos de apropiacién de este saber por el

sujeto. Como se muestra en el siguiente esquema (Figura 1).

Los conocimientos didacticos se construyen partiendo de problemas que encuentran
los profesores en el medio, teniendo en cuenta su experiencia profesional y
accesibilidad, con el objetivo de hacer de esa didactica un verdadero instrumento de
desarrollo importante del profesor hacia el alumno un buen aprendizaje. En nuestro
caso, las situaciones didacticas seran disefiadas con el apoyo de los profesores de
nivel basico. De acuerdo a Artigue (1995) la metodologia de la ingenieria didactica se
caracteriza, en comparaciébn con otros tipos de investigacion basados en la
experimentacion en clase, por el registro en el cual se ubica y por las formas de

validacién a las que esta asociada.

...las investigaciones que recurren a la experimentacion en clase se situan por lo
general dentro de un enfoque comparativo con validacién externa, basada en la
comparacion estadistica del rendimiento de grupos experimentales y grupos de control.
Este no es el caso de la ingenieria didactica que se ubica, por el contrario, en el registro
de los estudios de caso y cuya validacibn es en esencia interna, basada en la

confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori (Artigue, 1995, p. 37).
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Epistemolégico
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Polo Pedagdgico

Saber sabio

Fig. 1. El sistema didactico (Fuente: Brousseau, 1988).

Para llevar a cabo el disefio de la secuencia didactica recurrimos a la metodologia de
la ingenieria didactica que consta de cuatro fases: 1) fase de analisis preliminar, 2) la
fase de concepcién y andlisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria, 3)
fase de experimentacion y por ultimo la fase de analisis a posterior y evaluacion.
Enseguida describimos estas fases.

2.3.1 Analisis Preliminar

Esta fase que es la de concepcion, esta basada no Unicamente en los aspectos
tedricos y en los conocimientos previos que el estudiante debe tener, sino ademas, en
un determinado nimero de analisis preliminares. De acuerdo a Artigue (1995, p. 38) los

mas frecuentes son:

e En andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza

e El analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos

e El analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucion

e El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion
didactica efectiva

e Y por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos

especificos de la investigacion
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A partir de ellos se pueden encontrar una serie de cuadros restrictivos (p.e. el cuadro
algebraico de la resolucion por formulas, el cuadro numérico de la resolucion numérica
aproximada y el cuadro geométrico del estudio global cualitativo de las gréaficas
soluciones de la ecuacion) y se establece una serie de dimensiones que permiten la

realizacion del analisis de estos cuadros:

e Dimension epistemologica. Esta se refiere a los aspectos relacionados con el
conocimiento mismo.

o Dimensidn cognitiva. Hace referencia a las concepciones de los estudiantes,
a las dificultades y obstaculos que determinan la evolucion de su aprendizaje.

e Dimensién didactica. Se consideran el funcionamiento del sistema de
ensefianza, los elementos didacticos tales como profesor, libros de texto,

método de ensefianza.

Ahora bien considerando que en la investigacion se pretende la resignificacion de
conocimiento mateméatico de nivel basico estos cuadros deberan obedecer a ese tipo
de conocimiento en general y de manera particular a aquello que tienen relacién

estrecha en el andlisis y explicacién de los poligonos que permiten cubrir el plano.

Todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos de la investigacion, de la
ingenieria se retoman y profundizan en el transcurso de las diferentes fases de la
misma, en funcion de las necesidades sentidas. Por lo tanto, los estudios preliminares

tan s6lo mantienen su calidad de preliminares en un primer nivel de elaboracion.

Enseguida presentamos cada una de estas dimensiones acotadas a la investigacion

que hemos desarrollado.

2.3.1.1 Dimensién histérica-epistemoldgica

En nuestro caso esta dimension es abordada a partir de una revision historica del
concepto de teselados, comenzamos con una aproximacion epistemoldgica de la
geometria para luego abordar los distintos tipos de configuraciones de poligonos que

permiten cubrir el plano.
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2.3.1.1.1 Paradigma geomeétrico

La nocion de paradigma geométrico se entenderda por “la caracterizacién de los
problemas y ejemplos significativos que se entregan a los estudiantes para que
aprendan a reconocer, aislar y distinguir las diferentes entidades constructivistas de la
geometria puesta en juego”. Montoya (2010 citado en Fernandez & Montoya, 2013, p.
755) Esta concepcién acoge tres componentes que le dan sustento: la primera de
caracter cognitiva, en el sentido de Gonseth (1945-1955 citado en Fernandez &
Montoya, 2013, p. 755), donde plantea que los modos de pensamiento; intuicion,
experiencia y el razonamiento deductivo seran la base del gedmetra para enfrentar una
determinada tarea. La segunda componente es de caracter filoséfica, en el sentido de
Kuhn (1962 citado en Fernandez & Montoya, 2013, p. 755) asociada a una concepcion
de paradigma donde la validacién de los conocimientos construidos hace relacion con
las verdades y estrategias compartidas por la comunidad escolar segin su concepcion
de la realidad; por ultimo la tercera componente es de caracter epistemoldgico que
hace referencia a la ubicacion del modelo geométrico.

Estas tres componentes permiten identificar tres paradigmas geomeétricos que
coexisten en el proceso de ensefianza aprendizaje de la Geometria, a saber,
Geometria Natural (Gl), Geometria Axiomatica Natural (Gll), Geometria Axiomatica
Formalista (GlII).

a) Geometria natural (Gl)

En esta geometria los objetos geométricos son percibidos en la abstraccion de la
realidad, la intuicién juega el papel para calificar si el dibujo es 0 no representativo del
objeto geométrico, es asi como la visualizacibn me permite evaluar si se logran
concebir imagenes mentales. En este paradigma los medios de prueba son de tipo
material, utilizando artefacto para la manipulacion de los objetos, se permiten las
mediciones con instrumentos, trabajo de pliegues y/o cortes, etc. La experimentacion y
la deduccién actian sobre la representacion de los objetos geométricos, en la interface
de los artefactos, visualizacion y percepcién. En cuanto al modelo geométrico esta
ligado al mundo real, cuando se habla de real, en esta teoria, no se refiere al cotidiano
sino a lo que existe. La geometria euclidiana esté presente sélo en forma local, puesto

que el razonamiento de validacién aqui no exige ni se puede usar la axiomatica.
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b) Geometria axiomética natural (GlI)

La representacion de los objetos geométricos cambia con respecto al paradigma
anterior, ya no se habla de dibujo sino de figuras geométricas, donde ella describe al
objeto por medio de una propiedad; sin embargo, la visualizacion aun es fuerte, pero
como representacion inicial puesto que el razonamiento de validacién se funda en las
leyes hipotéticas deductivas del sistema axiomatico en el modelo geométrico, puesto
en escena, es decir, propiedades, definiciones, etc. En este paradigma al abordar un
problema geométrico se acepta el dibujo sélo inicialmente para extraer la informacién o

la utilizacién de artefactos en la construccion, pero no como medio de prueba.

c) Geometria axiomética formalista (GllIl)

En este paradigma, los objetos geométricos provienen de una axiomatica que contiene
todo el formalismo riguroso del modelo, el dibujo aqui podria guiar la intuicion del
gedmetra, pero no debe ser usado para probar, pues el razonamiento de validacion e
esta geometria es exclusivamente a través del sistema axiomatico formal, por tal razén
los artefactos son instrumentos puramente tedricos. En Glll, surge la aparicion de la
aparicion de la Geometria de Euclides, incluso las Geometrias no Euclidianas, el

trabajo ya no es a nivel local en la resolucion de los problemas geométricos.

En ocasiones es posible observar una transicion entre los paradigmas, los mas
factibles entre Gl y Gll y entre Gll y Glll, pero no es tan evidente el trdnsito de Gl a
Glll. Lo anterior no quiere decir que los paradigmas geométricos sean un marco
impreciso, sino abierto a la diversa gama de problemas donde si puede existir una

transicion, pero en otros el paradigma es claro.

Lo importante es la legitimidad de cada paradigma, cada uno de ellos se debe respetar,
evitar el juicio de valor, no se trata de enjuiciar sino buscar el fundamento a partir de la
teoria. En cada paradigma existe un espacio de trabajo geométrico, que corresponde a
un ambiente organizado por y para el geémetra mediante la articulacion de tres

componentes, a saber: referencial tedrico, el espacio local y real y los artefactos.

e La componente Referencial Teo6rico, corresponde al conjunto de definiciones,
propiedades y relaciones articuladas por los axiomas y que finalmente

determinan el modelo geométrico.
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e La componente Espacio Local y Real, es la concepcion por el individuo del
modelo geométrico. El aspecto local se refiere a que el individuo trabaja con
una parte del modelo y, el aspecto real se refiere a que los objetos son el
resultante de la abstraccion del modelo a partir de la realidad.

e La componente Artefactos, corresponde a todo lo que permite al gedmetra
manipular objetos geométricos con el objetivo de abordar un problema, en

concordancia con su modelo geométrico.

Estas componentes del Espacio de Trabajo Geométrico se hacen mas visibles
dependiendo del paradigma geométrico, por ejemplo el referencial teérico tendrd mas
presencia a medida que el estudiante transite hacia GllI, los artefactos por su parte son
evidentes en GI (regla, compas, doblar, cortar, etc.), pero a medida que se transita a

Glll se transforman en instrumentos netamente tedricos.

Desde un punto de vista cognitivo, hay procesos asociados al Espacio de Trabajo
Geomeétrico como lo son: visualizacién, construccién y prueba, relacionandose con las
componentes del ETG conformando un espacio de trabajo epistemoldgico y cognitivo.
El proceso cognitivo de visualizacién aporta en el proceso de construccién y vice versa,
a la vez, el proceso cognitivo de construccién aporta en el proceso de prueba y
viceversa, pero el proceso de visualizacion aporta en el sentido que se relacionan, que
se emplea uno cuando se hace el otro, en la prueba pero no podemos asegurar que la
prueba aporta en el proceso cognitivo de la visualizacion Montoya (2010, en Fernandez
& Montoya, 2013).

2.3.1.1.2 ¢ Qué es la geometria?

El significado etimolégico de la palabra geometria, “medida de la tierra”, nos indica su
origen de tipo préctico, relacionado con las actividades de reconstruccién de los limites
de las parcelas de terreno que tenian que hacer los egipcios, tras las inundaciones del
Nilo. Pero la geometria dejé de ocuparte de la medida de la tierra. Con los griegos la
geometria se interesé por el mundo de las formas, la identificacibn de sus
componentes mas elementales y de las relaciones y combinaciones entre dichos

componentes (Godino & Ruiz, 2002).

La geometria se ocupa de una clase especial de objetos que designamos con palabras

como, punto, recta, plano, triangulo, poligono, poliedro, etc. Tales términos y
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expresiones designan “figuras geométricas”, las cuales son consideradas como
abstracciones, conceptos entidades ideales o representaciones generales de una
categoria de objetos. Por tanto, hay que tener en cuenta que la naturaleza de los entes
geométricos es esencialmente distinta de los objetos perceptible, como una
computadora, una mesa, un arbol. Un punto, una linea, un plano, un circulo, etc., to

tienen ninguna consistencia material, ningiin peso, color, densidad, etc.

Un problema didéactico crucial segun Godino & Ruiz (2002) es que con frecuencia se
usa la misma palabra para referirnos a los objetos perceptibles como determinada
forma geométrica (“el triangulo es un instrumento de precisiéon”) y al concepto
geométrico correspondiente (el triangulo isOsceles). Ademéas en la clase de
matematicas, y en los textos escolares no se diferencian los dos planos (objeto
abstracto, realidad concreta) y encontramos expresiones como: “Dibuja una recta (un
triangulo, etc.)”. Como entidades abstractas que son, parece obvio que no se puede
dibujar una recta o un triangulo. Lo que se dibuja es un objeto perceptible que evoca o
simboliza el objeto abstracto correspondiente. La recta, como entidad matematica, es
ilimitada y carece de espesor, no asi los dibujos que se hacen de ella. Del mismo
modo, un triangulo no es una pieza de material de una forma especial, ni una imagen

dibujada sobre el papel es una forma controlada por su definicién.

Las entidades matematicas y también las geométricas son creadas en Ultima instancia
mediante definiciones, reglas que fijan el uso de los términos y expresiones.
Ciertamente que no seran reglas arbitrarias, sino que se haran de manera que sean
Gtiles para la descripcion del mundo que nos rodea — o de mundos imaginarios -, pero
su naturaleza es la que hace que establecer una propiedad geométrica (por ejemplo,
que la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo plano sea un angulo llano)
sea un acto esencialmente distinto a descubrir que todos los leones son carnivoros.
Esta naturaleza es de tipo “gramatical” (puesto que se deriva de las reglas de uso de
las palabras y expresiones) y es la que concede a las entidades matematicas su

caracter necesario, universal y atemporal.

Pero superada la primera fase de clasificacion de las formas, de identificacion de las
propiedades de las clases de objetos y la creacion de un lenguaje que permita su
descripcibn de manera precisa, la actividad geométrica se ocupa de estructurar el
mundo de entidades geométricas creadas y de deducir las consecuencias logicas que

se derivan de los convenios establecidos. Rapidamente somos arrojados afuera del
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comodo mundo de nuestras percepciones para entrar en el mundo del lenguaje, de la
gramética y de la logica. Cuando pedimos a un nifio que entre una coleccion de
paralelogramos identifique los rectangulos, no le exigimos que discrimine la forma
perceptible de los rectdngulos de entre las restantes figuras, sino que sea capaz de
aplicar los convenio que hemos establecido para el uso de la palabra ‘rectangulo’.
Siendo un poco exigentes, incluso podemos criticar la pertenencia de esa tarea, ya que
visualmente es imposible saber si un romboide cuyos angulos miden 89° (y 91°)
debemos considerarlo o no como un rectdngulo. La respuesta correcta que un nifio

deberia dar seria algo asi como,

“Si estos angulos de estas figuras son efectivamente rectos, entonces decimos que son

rectangulos”, también deberia incluir los cuadros entre los rectangulos.

[]

Fig. 2, Figuras geométricas (Fuente: Godino & Ruiz, 2002 p.457).

A manera de conclusién Godino & Ruiz (2002) propone que debemos tener claro que
cuando hablamos de “figuras o formas geométricas” no nos referimos a ninguna clase
de objetos perceptibles, aunque ciertamente los dibujos, imagenes y materializaciones
concretas son, al menos en los primeros niveles del aprendizaje, la razéon de ser del
lenguaje geométrico y el apoyo intuitivo para la formulacién de conjeturas sobre las

relaciones entre las entidades y propiedades geométricas.

2.3.1.1.3 ¢ Para qué estudiar geometria?

Segun Bishop (1983, citado por Bressan, 2000, en Garcia & Lopez, 2008) dice que la
Geometria modela el espacio que percibimos, es decir, la Geometria es la Matematica
del espacio. Por ejemplo, una habitacién: es muy probable que tenga forma de prisma
rectangular con sus caras, aristas y vértices; las paredes y los techos generalmente

son rectangulares; las paredes son perpendiculares al techo y éste es paralelo al piso;
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si hay alguna ventana lo més seguro es que tenga forma de una figura geométrica con
lados que son segmentos de recta; al abrir y cerrar la puerta se forman diferentes
angulos; si el piso esta cubierto de mosaicos, éstos tienen forma de una o varias
figuras geométricas que cubren el plano sin dejar huecos ni empalmarse y en él se
pueden observar diversas transformaciones geométricas: rotaciones, traslaciones y

simetrias.

No obstante que la presencia de la Geometria en el entorno inmediato podria ser una
razon suficiente para justificar su ensefianza y su aprendizaje, cabe aclarar que no es
la Gnica. La Geometria ofrece, a quien la aprende, una oportunidad para emprender un
viaje hacia formas superiores de pensamiento. Garcia & Lopez (2008) reportan que las
personas construyen de manera intuitivas algunas relaciones y conceptos geométricos,
producto de su interaccion con el espacio; la ensefianza de la Geometria debe permitir
avanzar en el desarrollo del conocimiento de ese espacio, de tal manera que en un
momento dado pueda prescindir de él y manejar mentalmente imagenes de figuras y
relaciones geomeétricas, es decir, hace uso de su capacidad de abstraccion. El estudio
de la Geometria permite al alumno estar en interaccion con relaciones que ya no son el
espacio fisico sino un espacio conceptualizado y, por lo tanto, en determinado
momento, la valides de las conjeturas que haga sobre las figuras geométricas ya no se
comprobaran empiricamente sino que tendran que apoyarse en razonamientos que
obedecen a las reglas de argumentacion en Matematicas, en particular, la deduccién

de nuevas propiedades a partir de las que ya conocen.

Por ejemplo, en un nivel empirico, los alumnos podrian medir los angulos de la
siguiente figura y encontrar que la medida del angulo a mas la medida del angulo b
suman 180° y también, midiendo, pueden encontrar que el angulo b mide lo mismo que

el angulo ¢

Fig. 3. Medicién de angulos (Fuente: Garcia & Lopez, 2008 p.29).
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En un nivel de razonamiento deductivo, sin necesidad de medir, los estudiantes
pueden deducir que los &angulos a y b suman 180° y argumentar: porque los lados rojos
de estos angulos forman una linea recta y esto hace que ambos formen un angulo de
180°.

También pueden deducir que los angulos b y ¢ miden lo mismo, con el siguiente

razonamiento:
1.- El &ngulo a mas el angulo b suman 180°.
2.- El angulo a més el angulo ¢ suman 180°.
3.- Entonces el &ngulo by el &ngulo ¢ miden lo mismo.

Este tipo de razonamiento deductivo deber ser la culminacibn de una serie de
actividades llevadas a cabo a lo largo de toda la Educacion Basica; se espera que los
alumnos que egresan de Educacion Secundaria puedan hacer razonamientos

similares.

Garcia & Lépez (2008), concluyen que el aspecto formativo de la ensefianza de la
Geometria es tan relevante cono el aspecto informativo, es decir, los procesos de
pensamiento que los alumnos desarrollan con un adecuando tratamiento de la
Geometria en clase son tan importantes como el aprendizaje de los contenidos

geomeétricos.
La Geometria;

e Se aplica en la realidad (en la vida cotidiana, la arquitectura, la pintura, la
escultura, la astronomia, los deportes, la carpinteria, la herreria, etc.).

e Se usa en el lenguaje cotidiano (por ejemplo, se dice; calles paralelas, tinacos
cilindricos, la escalera en espiral, etc.).

e Sirve en el estudio de otros temas de las Matematicas (por ejemplo, un modelo
geométrico de la multiplicacion de numeros o expresiones algebraicas lo
constituye el célculo del area de rectangulos).

e Permite desarrollaren los alumnos su percepcion del espacio, su capacidad de
visualizacién y abstraccion, su habilidad para elaborar conjeturas acerca de la
relaciones geométricas en una figura o entre varias y su habilidad para

argumentar al tratar de validar las conjeturas que hace.
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e Constituye el ejemplo clasico de ciencia organizada légica y deductivamente (a

partir de axiomas y postulados se deducen teoremas).

2.3.1.1.4 Recubrimientos del plano con poligonos

El arte de los recubrimientos, o teselaciones, del plano mediante figuras poligonales
tiene una historia tan antigua como la propia civilizacion. Diversos e imaginativos
patrones han decorado las construcciones y objetos mas diversos (muros, alfombras,
ventanales, etc.). En tiempos recientes el interés por las teselaciones ha ido méas alla
de ser un interés puramente decorativo. Por ejemplo, en metalurgia y cristalografia
interesa saber como se disponen de manera natural de una forma periddica. En
arquitectura interesa conocer cdmo se pueden combinar componentes estructurales
simples para crear complejos constructivos mas grandes, y los fabricantes de
computadoras esperan poder integrar patrones de circuito electronicos simples para
formar potentes procesadores, como son la redes neuronales. El andlisis mateméatico
de los patrones de recubrimientos es una respuesta a estas necesidades
contemporaneas- Al mismo tiempo la creacion y exploraciéon de las teselaciones o
recubrimientos del plano proporciona un contexto interesante para la investigacion
geométrica y la resolucién de problemas en las clases de matematicas de educacion

primaria y secundaria.

Fig. 4. Ejemplos de teselasiones (Fuete: Godino & Ruiz, 2002 p.476).

El diccionario de la Real Academia Espafola de la Lengua indica que la palabra tesela
(del latin, tesella) significa “Cada una de las piezas cubicas de marmol, piedra, barro
cocido o cualquier otro material, con que los antiguos formaban los pavimentos de

mosaico”
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Segun Godino & Ruiz (2002), desde un punto de vista matematico mas general
consideramos que una tesela es “cualquier curva cerrada simple, con su interior”. Un
conjunto de teselas forma una teselacion de una figura si dicha figura esta
completamente cubierta por las teselas sin solapamientos de puntos interiores de
dichas figuras.

2.3.1.1.5 Teselasiones poligonales del plano

Se sabe que la suma de los angulos interiores de un triangulo cualesquiera es de 180°.
Dibujemos un triangulo en el que marcamos los angulos con 1,2 y 3 y hagamos
suficientes copias de él. La experiencia consiste en recortar dichos triangulos y
colocarlos de forma que, en torno a un vértice, obtengamos 360° para cubrir el plano

sin dejar huecos ni solapamientos.

Tres de ellos los podemos unir colocando en torno a un vértice cada uno de los tres

angulos del triangulo, que sabemos suman 180° y repetirlo dos veces (Fig. 5).

Fig. 5. Triangulo que cubre el plano (Fuente: Godino & Ruiz, 2002 p.477).

Repitiendo el proceso se consigue una teselacion triangular (Fig. 6)

VANV ANVAN
Y
VAV ANVAN

Fig. 6 Repeticion recubrimiento del plano (Fuente: Godino & Ruiz, 2002 p.477).
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2.3.1.1.6 Teselasiones semirregulares

Si utilizamos diversos tipos de poligonos regulares, podemos indagar las
combinaciones de ellos que producen un cubrimiento del plano. Para ello debemos
conocer los angulos interiores de algunos poligonos regulares, como se muestra en la

tabla siguiente:

, N°de | Angulo
Poligono .

- lados | interior
Triangulo 3 60
Cuadrado 4 90
Pentagono reg. 5 108
Hexagono reg. 6 120

Heptagono reg. 7 128 4/7
Octogono reg. 8 135
Nonagono reg. 9 140
Decagono reg. 10 144
Dodecagono reg. 12 150
Pentadecagono reg. 15 156
Octadecagono reg. 18 160
Icogono 20 152

Tabla 1. Angulos interiores de poligonos regulares. (Fuente: Godino & Ruiz, 2002 p.479).

Algunas de esas combinaciones dan lugar a teseleaciones con todos los vértices
iguales. Estas teselaciones les llamamos semirregulares, y son 8 (Fig. 7). Las series de
nameros puestos debajo de cada figura indican el orden de colocacién de los distintos
poligonos (3.3.3.4.4, quiere decir que se unen tres triangulos seguidos y a continuacion
dos cuadrados) En cambio existen otras combinaciones de poligonos regulares que
cubren el plano pero no producen vértices idénticos. Algunas de esas combinaciones

estan en la figura 8.
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Fig. 7. Combinaciones de poligonos regulares que originan teselaciones
semirregulares (Fuente: Godino & Ruiz, 2002, p. 479).
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Fig. 8. Combinaciones de poligonos regulares que NO originan teselasiones

semirregulares (Fuente: Godino & Ruiz, 2002, p. 480).

Un recubrimiento del plano formado por mas de un tipo de poligono regular y con
idpenticos vértices de figura se dice que es un recubrimiento semirregular. Esta
condicion adicional sobre los vértices de figura supone que los mismos tipos de

poligonos deben concurrir en cada vértice, y deben ocurrir en el mismo orden.

Segun Godino & Ruiz (2002), se puede demostrar que existen 18 modos de formar
vértices de figuras con poligonos regualres de dos o mas tipos. De estas 18 formas,

ocho corresponden a teselaciones semirregulares, que son las indicadas en la figura 9.
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Fig. 9. Ocho tecelaciones semiregulares (Fuente: Godino & Ruiz, 2002, p. 480).

Godino & Ruiz (2002) menciona que una transformacién del plano se dice que es un
movimiento rigido si y s6lo si la distancia entre cualquier par de puntos Py Q es la
misma que la distancia entre sus imagenes en dicha transformacion, esto es, PQ =

P’Q’, para todo par de puntos P y Q.

Los movimientos rigidos también se le llaman isometrias debido a que conservan la
forma y medidas de las figuras. Un modelo fisico que permite materializar los
movimientos rigidos del plano se puede hacer mediante una hoja de transparencias. Si
tenemos cualquier figura sobre una hoja y hacemos una transparencia la podemos
mover en una direccion, girar sobre un punto fijo, o darle la vuelta alrededor de una
recta fija. En todos estos casos se obtiene una figura colocada en una posicion

diferente, pero la formay dimensiones del a figura original no cambian.

Hay tres movimientos rigidos del plano basicos: traslaciones, giros y simetrias.

2.3.1.1.7 Traslaciones

Una traslacién es un movimiento rigido en el que todos los puntos del plano se mueven
en la misma direccion y la misma distancia. En la figura 10 el triAngulo ABC se
transforma en el A’'B'C’ como consecuencia de la traslacion definida por el vector de

origen el punto A y extremo A’. Una traslacion queda determinada dando un vector que
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especifique la direccion en la que se trasladan todos los puntos del plano y la distancia
a la cual se trasladan, que es el modulo del vector (distancia entre el origen y el

extremo)

B!

A?

Fig. 10. Traslaciones (Fuente: Godino & Ruiz, 2002 p.530).

2.3.1.1.8 Giros

El giro o rotaciéon es otro de los movimientos rigidos basicos. Consiste en girar todos
los puntos del plano alrededor de un punto fijo (centro del giro) un cierto angulo que
sera el angulo de giro. En la figura 11 hemos representado sobre una supuesta hoja de
papel el triangulo ABC, el segmento PQ y el dibujo de una mano (EGF). Al aplicar un
giro a dicha hoja alrededor del punto fijo O y de amplitud 120° en el sentido contrario a
las agujas del reloj se obtienen como imagenes transformadas las figuras A'B'C’, P’'Q’,
y la mano E'G’F’. Esta transformacion se puede ejemplificar usando una hoja de
transparencias para materializar las imagenes obtenidas al girar la hoja manteniendo

fijo el punto O.

Fig. 11. Giros (Fuente: Godino & Ruiz, 2002, p. 531).
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Un giro queda determinado al dar el centro O y la amplitud a del angulo orientado
correspondiente. Se considera que el giro es positivo si se produce en sentido contrario
a las agujas del reloj y negativo cuando se hace en el sentido de las agujas del reloj.

En un giro solo se tienen en cuenta las posiciones iniciales y finales de los puntos.

2.3.1.1.9 Simetrias

La simetria o reflexion sobe un espejo es el movimiento rigido del plano que se
produce fijando una recta r del plano y hallando para cada punto P otro punto P’ de tal
manera que la recta r es mediatriz del segmento PP’. Esto quiere decir que r es

perpendicular a PP’ y que pasa por el punto medio del segmento PP’.

Fig. 12. Simetrias (Fuente: Godino & Ruiz, 2002, p. 531).

Se puede observar que una simetria invierte la orientacién de las figuras: los puntos
que estan a la derecha del eje de simetria pasan a estar a la izquierda después de la

transformacion, y los que estan a la izquierda pasan a la derecha.

Paling (1988, en Herndndez & Soriano, 1997), dice que antes de comenzar la escuela
todos los nifios han observado y usado cuerpos o formas en tres dimensiones. Sus
experiencias preescolares de este aspecto de las matematicas son mucho mayores
que esos otros topicos 0 materias que son tratados en sus afos de escuela.
Deberiamos hacer buen uso de este fondo de experiencias. Este espacio sélo tiene
significado cuando contiene objetos que podemos observar en relacion los unos con
los otros, o pueden observarse en movimiento, que cambian su posicion relativa
respecto a nosotros o respecto a otro objeto (Williams & Shuard, 1988, en Hernandez
& Soriano, 1997).

Las primeras experiencias del nifio con su entorno son totalmente espaciales en

particular a través de los sentidos de la vista y el tacto. La concepcion que tiene el nifio
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del espacio le proporciona un marco dentro del cual considera la realidad. La
conceptualizacion que el nifio hace del espacio es paralela, hasta cierto punto, a su
representacion cognitiva del mundo exterior. Holmes (1985, Dickson, Brown & Gibson
1991, y Ausubel & Sullivan 1983, en Hernandez & Soriano, 1997) hablan de las
investigaciones de Piaget y de su teoria de los conceptos espaciales en los nifios.
Piaget distingue entre percepcion y representacion. La capacidad de percepcion del
nifio se desarrolla hasta los dos afios y la capacidad de reconstruccion de imagenes

espaciales comienza hacia la edad de dos afos y se perfecciona a partir de los siete.

En cada uno de los estadios de desarrollo Piaget distingue una progresiva
diferenciaciéon de propiedades geométricas partiendo de la propiedades que el
denomina topoldgicas, es decir, propiedades globales independientes de la forma o el
tamafio. Piaget cita las siguientes:

1) cercania (proximidad), por ejemplo, dibujar un hombre con los ojos muy juntos,
aun cuando estos puedan haber sido situados por debajo de la boca,

2) separacién, por ejemplo no traslapar la cabeza y el cuerpo,

3) ordenacion, dibujar la nariz entre los ojos y la boca,

4) cerramiento, por ejemplo dibujar los ojos dentro de la cabeza, y

5) continuidad, por ejemplo, hacer que los brazos formen un continuo con el
tronco y no con la cabeza (Dickson, Brown & Gibson, 1991 en Hernandez &

Soriano, 1997). Corresponden a la etapa de pensamiento preoperacional.

Durante la etapa operacional concreta del desarrollo, las concepciones topoldgicas del

espacio ceden el paso a las proyectivas y euclidianas.

Al segundo grupo de propiedades Piaget las denomina propiedades proyectivas, es la
capacidad del nifio para predecir qué aspecto presenta un objeto al ser visto desde
diferentes angulos. En el espacio proyectivo, los objetos se localizan en relacién uno
con otro, aunque no hay ninguna medicion. Hay ciertos indicios de que el nifio
preoperacional posee una concepcion no verbalizada (en imagen) de las posiciones
derecha-izquierda y adelante-atras, lo que le permite ver los objetos desde otro punto
de vista. Los nifios tienen mas dificultades para discriminar la posicion izquierda-

derecha que para distinguir la dimensién arriba-abajo.
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El tercer grupo de propiedades geométricas Piaget las denomina euclideas, son las
relativas a tamafios distancias y direcciones, que conducen a la medicién de
longitudes, areas, etc. Las concepciones euclidianas agregan la dimension de la
medicion y se hacen mas refinadas y complejas a medida que el nifio crece.

La conceptualizacion piagetiana del desarrollo espacial no concede mucha importancia
a los determinantes innatos de la capacidad del nifio para encarar las relaciones
especiales. Recientes descubrimientos sobre la percepcién indican que Piaget pudo
haber subestimado ciertos determinantes perceptuales congénitos y también puede
haber subestimado seriamente el papel que cumplen las imégenes, las que en el
sistema piagetiano ocupan un segundo plano respecto a las acciones.

2.3.1.1.10 Notacion Schlafli

Reyes (2007) resume que Ludwig Schlafli, Nacié en 1814 en Grasswill, Berna, Suiza y
murié en 1895 en Berna, Suiza, una de sus aportaciones mas importantes fue la
notacién Schlafli, para nombrar a los poliedros regulares, sea p el nimero de aristas en
una cara y q el numero de cara adyacentes a un vértice. El simbolo Schléfli es {p, q}.
La notacion de Schléfli sirve para describir o denotar los mosaicos. Con este cédigo se
indica los poligonos que concurren en cada vértice (identificando cada poligono por su
nimero de lados) y el orden en que lo hacen. Asi, si en un vértice concurren p
poligonos de n lados cada uno, describiremos el mosaico mediante la notacion {p, q}, o

bienn.n.n ..,P .........nonP.

- Triangulos equilateros (seis en cada vértice) {3,6},3° o0 {3.3.3.3.3.3}.
- Cuadrados (cuatro en cada vértice) {4,4},4* o0 {4.4.4.4}.

- Hexagonos regulares (tres en cada vértice){6,3}, 6> o {6.6.6}.

2.3.1.1.11 Agrupacion de Poligonos alrededor de un vértice

Al respecto Reyes (2007) describe que teniendo en cuenta la medida de los &ngulos
interiores de los poligonos regulares, el nimero maximo de poligonos que podemos
colocar alrededor de un vértice es seis. Por tanto se agrupan seis triangulos
equilateros, (poligonos regulares de menor angulo interior). EI nimero minimo de
poligonos que podemos colocar es tres, que seran tres hexagonos (360°3=120°

medida del angulo interior del hexagono).
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Se puede estudiar de forma general, el nUmero y la clase de poligonos que concurren

en un vértice de cualquier mosaico de la forma siguiente:

Supongamos alrededor de un vértice del mosaico un grupo de r poligonos, cada uno

de ellos de lado n;,l <i <r, es decir ny,n,,n3..n,. con3 <r < 6.

Para cada i = 1,2, ...r el &ngulo interior del poligono es:

Fig. 13. Analisis de angulos interiores (Fuente: Reyes, 2007 p.7).

360° n; —2
2 <= 180° — = 180° (—)
n;

n;

Como la suma de los angulos interiores alrededor de un vértice debe ser 360°, se

verificara:

180° (”1 2) +180° (”2 2) + o+ 180° (”T 2) 360°, 0 bien

n; ny

:‘ 1 ili —2@2 (1—%) = 2@22{=1nll= 25r—2= 22{=1niip0rtanto:

Los casos geométricamente validos en concurrencia de tres poligonos partiendo de un

triangulo son:
3,7,42 3,9, 18 3,8,24 3,10, 15 3,12,12

X=y lo que significa que un triangulo solo puede ir con poligonos iguales. El Gnico caso
vélido es {3, 12, 12}.
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Fig. 14. Analisis de angulos interiores del triangulo equilatero (Fuente: Reyes, 2007 p.8).

2.3.1.1.12 Grupos cristalograficos

Hay cuatro isometrias: los movimientos en el plano que conservan las distancias. Dos
de ellas mantienen la orientacion: la traslacion y la rotacion. Las otras dos invierten la
orientacion: la simetria y la simetria con desplazamiento. En matematicas se ha
estudiado este tema desde la éptica de las estructuras, y se ha demostrado que hay
exactamente 17 grupos llamados cristalogréaficos planos. Reciben ese nombre porque
surgen del trabajo de cientificos y gedmetras como Fedorov, que a finales del siglo XIX

estudiaban la estructura de los cristales.

Para conocer las caracteristicas de los mosaicos, basta con saber como es la célula
basica que lo genera por repeticion y cuales son los movimientos necesarios para

componerlo.

Lo primero que se hace es determinar un paralelogramo, llamado primitivo, que pueda
generar el mosaico mediante dos vectores de traslacion colocados sobre sus lados (no
confundir con la célula basica que puede ser aun mas pequefia al poder utilizar
isometrias distintas de la traslacion). Con rectas paralelas a los lados del
paralelogramo se organiza una trama. De todos los paralelogramos posibles, se toma
aquel que tenga los vértices sobre centros de rotacion de orden maximo. Si no hay
centros de rotacion (orden 1), se hacen coincidir los ejes de simetria con los lados o

con las diagonales.

La notacién establecida por la Union Internacional de Cristalografia (Comité Espafiol),
también conocida cono notacion de Hermann-Mauguin, consta de cuatro simbolos

ordenados:
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- Simbolo 1. Es ¢ (centrado) cuando el paralelogramo primitivo es un rombo que
se puede enmarcar centrandolo en un rectangulo y p (primitivo) en cualquier
otro caso de los 17 grupos, solo dos son centrados: cm y cmm.

- Simbolo 2. El mayor orden de rotacion que podamos encontrar. Puede ser 1
(angulo de 360°), 2 (angulo de 180°), 3 (angulo de 120°), 4 (4ngulo de 90°) o
6(angulo 60°). Cuando un mosaico tiene un centro de rotaciéon de un orden
determinado, también tendra otros centros de 6rdenes divisores.

- Simbolo 3. Corresponde al tipo de simetria y puede tener dos simbolos: m
(mirror = espejo) simetria especular o axial y g (glide = deslizamiento), cuando
tiene simetria como deslizamiento.

- Simbolo 4. La misma clasificacién anterior, respecto a la presencia o no de un

segundo tipo de ejes de simetria (m o g).

En el siguiente diagrama se expone un algoritmo para averiguar a cual de los 17
grupos corresponde un mosaico. El nombre se encuentra en la penultima columna en
color naranja. En muchas ocasiones se usa una abreviatura estandar de esta cadena
de simbolos, la vemos en la Gltima columna en color amarillo. En esta forma abreviada,
una m o algunos digitos no aparecen porque pueden deducirse sin posibilidad de
confusion con otro grupo. Es necesario advertir que los disefios p31m y p3m1 son una

excepcién a esta notacion
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:

Centros de rotacidn
fuera de ejes de sim.

‘Sim. respecto f"‘h"% .,[
"{ forman &ngulo de4se " 8

Fig. 15. 17 configuraciones de mosaicos (Fuente: Ruiz, 2006 p.85).
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Fig. 16. Isometrias (Fuente: Ruiz, 2006 p.86).
EL grupo cristalografico al que pertenece el teselado en la Alhambra

El grupo al que pertenece es P1, los generadores son: t, t,. Célula fundamental:

paralelogramo

Fig. 17. Grupo cristalografico fundamental La pajarita de Nazari
(Fuente: Ruiz, 2006 p.91).
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Para el caso especifico de la pajarita de Nazari.

El grupo al que pertenece es P6, los generadores son rc s, e Célula fundamental:

1/6 diamante.

Fig. 18. Grupo cristalografico fundamental La pajarita de Nazari de la célula
fundamental (Fuente: Ruiz, 2006 p.126).

2.3.1.2 Dimensién cognitiva

Este apartado corresponde a la dimension cognitiva abordado a partir del punto de
vista de Piaget quien considera que el logro cognitivo mas importante relacionado con
la etapa que transcurre durante la segunda infancia es el denominado pensamiento
operacional concreto, caracterizado por un conjunto de conceptos que le permiten al
nifio razonar, periodo que corresponde a la edad de los alumnos de secundaria en la
que esta considerada nuestra secuencia (comenzando en los 12 afios). Piaget
descubrié que en algin momento entre los 5 y los 7 afos, los niflos comienzan a
comprender ciertos principios légicos (Inhelder & Piaget, 1964 en Berger 2006). Muy
pronto aplican la légica a situaciones concretas, es decir situaciones en las que se
enfrentan a cosas reales, visibles y tangibles. Por lo tanto, los nifios se vuelven

pensadores mas sistematicos, objetivos, cientificos y educables.

Vygotsky (1934/1994) estuvo de acuerdo con Piaget en el énfasis que éste puso en el
pensamiento real del nifio. Lo consider6 como un gran progreso que superaba el
deslucido enfoque del “aprendizaje sin sentido” del que eran partidarias las escuelas en

esa época. Esas escuelas hacian que el nifio estuviera “imposibilitado para cualquier
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intento de aplicar los conocimientos adquiridos” (pp. 356-357 en Berger 2006).
Vygotsky también considerd que los nifios tienen muchas ansias de aprender. Sin
embargo, a diferencia de Piaget, Vigotsky observd que la instruccion impartida por
otros es fundamental, y que el grupo de pares y los maestros proporcionan el punto
gue conecta el potencial evolutivo innato del nifio con las habilidades y el conocimiento
que brinda educacién formal (Berger 2006).

2.3.1.3 Dimensién didactica

Esta dimension fue construida a partir del analisis documental, centrado en los libros
de texto y en el programa de la materia de segundo afio de secundaria. Ademas, de
establecer como es abordado el tema de los poligonos que permiten cubrir el plano

a) Programas de estudio

De acuerdo a los Programas de estudio (SEP, 2011) los Estandares
Curriculares de Matematicas presentan la visibn de una poblacién que sabe
utilizar los conocimientos matematicas. Comprenden el conjunto de
aprendizajes que se espera de los alumnos en los cuatro periodos escolares
para conducirlos a altos niveles de alfabetizacién matematica.

Se organiza en:

1. Sentido numérico y pensamiento algebraico

2. Forma, espacio y medida

3. Manejo de la informacién
4

Actitud hacia el estudio de las matematicas

Forma, espacio y medida alude a los fines mas relevantes del estudio de la geometria.
En los cinco blogue que comprende cada programa, los contenidos se organizan de tal
manera que los alumnos vayan accediendo a ideas y recursos matematicos cada vez
mas complejos en forma gradual, y por tanto, logren resolver problemas de manera
autébnoma, a la vez que pueden relacionar con lo que ya saben con lo que estan por

aprender.

Esta forma de trabajo que se propone en los libros de texto para abordar el analisis y
explicacion de los poligonos que permiten cubrir el plano esta alejada de la realidad del

aula, ya que el abordaje que se hace es a través de los de un proceso de identificacion
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de patrones descritos en los mismos libros de texto y no a través del planteamiento de
forma directa de espacios geométricos que el alumno pueda identificar del ambiente
que lo rodea.

b) Descripcion breve y andlisis de los libros de texto

EL libro de texto gratuito que utilizan los alumnos de la escuela secundaria del estado
"José Maria Luis Mora”, en la ciudad de Tuxtla Gutiérrez, es el libro editado y
proporcionado por la SEP en el presente ciclo escolar.

Libro de Texto oficial para 2° grado de secundaria “Estrategias del pensamiento” de
Hernandez, Solano & Jiménez (2013) Matematicas Il, segundo grado, Grupo editorial
Patria. Educacién Secundaria, México.

Este texto dirigido al 2° grado de Secundaria respeta los cinco bloques propuestos por
la SEP, ademas aborda el tema de Andlisis y explicacion de las caracteristicas de los
poligonos que permiten cubrir el plano del tema figuras y cuerpos correspondiente al
eje tematico: forma , espacio y medida.

La leccion 20, titulada Teselaciones, es dividida en

1) Lo que sabes
_ X 2) Actividades
e

. 3) Lo que aprendi

deadia
Secuneha

4) Notas importantes

‘ £ | En el apartado de Lo que sabes, pregunta al alumno
ilustrandun triangulo, un paralelogramo y un pentagono, cudl es la amplitud de
sus angulos interiores y cuanto suman los angulos interiores de cada una de las
figuras, ademas invita a que cada alumno compare sus respuestas, que
argumenten sobre ellas y que con ayuda del profesor las unifiquen las
respuestas.
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A un costado la leccion tiene un pequefio apartado titulado Glosario, el cual da
la definicidon de Teselacion o teselado, dice: “Es cuando se cubre una superficie
con formas planas de manera que no se superponen ni hay huecos entre ellas”.
A continuacién en Actividades dividido en tres secciones se le pide al alumno
gue busque en revistas o libros, imagenes de mosaicos con diversas figuras
geomeétricas y que las presenta ante el grupo. Se les pide que comenten acerca
de lugares donde hayan observado recubrimientos con diversos disefios en sus

superficies y, si desean, presenten fotografias de ellos.

El siguiente ejercicio pide al alumno que analice la siguiente figura y que
contestes ¢cuales son los cuatro poligonos irregulares que concurren en el

punto rojo y cuanto son los angulos que concurren en el punto rojo?

Pide realizar una actividad que requiere el uso de cartoncillo, cartulina y tijeras,
pide que:

a) Tracen en la cartulina poligonos irregulares de tres, cuatro y cinco lados,

b) Recorten varias figuras iguales a los poligonos que trazaron

¢) Con los poligonos que recortaron. ¢ Pudieron formar un teselado?

d) ¢Qué caracteristicas tiene el poligono que disefiaron para cubrir el plano?

A continuacion se les presenta la siguiente imagen:
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En donde se les informa a los alumnos que la figura corresponde a un teselado
regular. Posteriormente pregunta si ¢Se aparece a alguno presentado en el
grupo? Y posteriormente pregunta si los alumnos justifican si con cualquier

cuadrilatero se puede cubrir el plano.

Después se les hacen las siguientes preguntas:
¢, Qué caracteristicas tienen los poligonos que permiten cubrir el plano?
¢,Con cudles poligonos regulares no se puede cubrir el plano? ¢a qué se debe

esto?

Se pide la reflexién de las respuestas anteriores t se pide que los alumnos completen a

siguiente tabla:

Poligono cTesela | Amplitud de | NOmero de [ Suma de los

regular el los éangulos | poligonos gue | angulos de los

plano? | interiores concurren en un | poligonos que
vértice concurren en un

plano

Triangulo

Cuadrado

Pentagono
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Hexagono

Heptagono

Octagono

Después de completar la tabla se le pide a los alumnos que con ayuda del profesor
escriban la definicién te teselado regular.

En la siguiente seccion hay una actividad que los alumnos deben realizar en

equipos con tres preguntas que dicen:

1. Tracen y recorten 10 poligonos de siete, nueve y diez lados con 3cm por
lado. Realicen lo que se les pide. Combinando poligonos regulares formen
teselados y contesten.

e Escriban tres combinaciones con las que puedan cubrir el plano

e Comparen sus teselados con los de otros equipos.
2. Completen la siguiente tabla, analizala y contesten.
Poligono regular Numero de Suma de sus | Amplitud de

angulos angulos cada angulo

interiores interior
180°

Triangulo
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Cuadrado

Pentadgono

Hexagono

Heptagono

135°
Octagono

Eneagono

Decéagono

¢Qué combinaciones de la ultima columna suman 180°? (Anoten todas las

combinaciones posibles).

3. Las combinaciones que acaban de presentar forman teselados

semirregulares. Orientados por su profesor, escriban una definicion.

En el siguiente apartado Lo que aprendi

Pide a los alumnos que con papel bond, cartulina, cartoncillo, etc. Construyan
un teselado irregular, uno regular y uno semirregular. Posterior a esto se les
pide que presenten sus disefios al profesor y elijan los mejores para decorar su
salon.

A manera de cierre de la leccion, se presentan Notas importantes, que dicen:
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Considera esta informacién para complementar tus ideas.
Para cubrir el plano es necesario que la suma de los angulos de los poligonos
gue concurren en el vértice sea 360°.

Una teselacién irregular es un patrén que se forma cubriendo un plano

El teselado semirregular el patron se forma con una combinacion de

poligonos regulares.

Enlazate
En las siguientes paginas encontraras informacion acerca de las teselaciones.
Te invitamos a que las visites para complementar lo analizado en esta leccion.

http://www.disfrutalasmatematicas.com/geometria/teselaciones.html
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http://usuarios.multimania.es/acericotri/mosaregu.htm

http://usuarios.multimania.es/acericotri/mosasemi.htm

Consultados el 6 de marzo de 2012 a las 9:45 p.m.
En hojas blancas reproduce el teselado que més te haya gustado y organiza tu

propia galeria o mantén una exposicion grupal.

Corresponde ahora revisar el libro Mateméticas 2 de Trigueros, M.,
Mateméticas Lozano, Schulmaister, Sandoval, Jinich, & Cortés, de editorial

Santillana.

Este texto dirigido al 2° grado de secundaria respeta los cinco
blogues que corresponden al plan de estudios propuesto por la SEP, ademas aborda el
tema de Teselas en la leccion 22. Al inicio se describe que los conocimientos y
habilidades a adquirir son conocer las caracteristicas de los poligonos que permiten
cubrir el plano y realizar recubrimientos del plano.

Se introduce al tema con un relato titulado Para remodelar el salén que dice: “El
director de un colegio quiere cambiar las losetas de los pisos de los salones y les pidié
a los alumnos que eligieran unas entre las siguientes losetas. La Unica condicién es

que con un solo disefio cubran todo el piso sin dejar huecos”

a O 1

Figura 3

Figura 1 Figura 2
Figura 4 Figura 5 Figura 6

Hace un par de preguntas que son ¢Con qué losetas es posible cumplir con la
condicion que pide el director?¢ Por qué?¢Qué losetas escogerias para tu salon?. De
acuerdo a la dinamica del libro se debe generar un espacio de debate para contestar
estas preguntas y enriquecer la discusion con preguntas de la seccion titulada

Preguntas para andar que hace las siguientes preguntas:
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e ;CoOmo sabes que la loseta que elegiste cubriria todo el piso sin dejar huecos?

e ;Como puedes saber si una figura que se repite cubrir completamente un plano
sin traslaparse ni sobreponerse?

e ¢Donde has visto planos cubiertos por la misma figura sin dejar huecos?

e ¢Qué caracteristicas tienen las figuras u objetos que forman este tipo de

recubrimientos?

La siguiente actividad corresponde a un trabajo en equipo, en donde se pide a los
alumnos que elaboren un catalogo de mosaicos para tapizar una pared de su salon de

clases con las siguientes instrucciones:

e Cada disefio deberan hacerlo en una hoja tamafio carta.

e Al finalizar, cada equipo tapizard con uno de sus disefios una superficie
rectangular de la pared del salén, asignada por el profesor, de manera que la
pared quede cubierta por todos los disefios.

e Necesitaran hojas de colores, tijeras, cinta adhesiva, regla, escuadras y

compas.

Hasta este momento se considera razonable mencionar que los alumnos no tienen
nocién del porque tendrian que cubrir un espacio de la pared con un disefio
geométrico, de lo que se considera mas razonable la forma de iniciar el tema el libro

que se analizé en parrafos anteriores.
Posteriormente entra de lleno al tema de Teselas y mosaicos con la siguiente
definicion:

La palabra teselado proviene del latin tessella. Asi llamaban los romanos a las losetas
gue formaban el pavimento de sus ciudades. Ahora se llama tesela a cada una de las
piezas que forman un mosaico y se utilizan para cubrir un plano. La tesela o mosaico

debe tener las siguientes condiciones:

- No puede superponerse una tesela a otra.

- No puede quedar un hueco entre ellas.

Sugiriendo que antes de hacer la actividad grupal descrita anteriormente se realicen

otras actividades que son:
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- Copia varias veces la primera figura de la actividad inicial en una hoja blanca y
recorta todas las copias que hagas.
- Busca la manera de juntarlas incluso rotdndolas. Cubre toda la hoja de papel
sin dejar huecos. Observa el ejemplo

- Repite lo mismo con las demas figuras de la actividad inicial.
- ¢Con todas las figuras se puede cubrir la hoja completa sin dejar

huecos? ¢A  qué crees que se debe?

Los autores hacen la aclaraciéon en este punto que hay piezas, figuras o motivos que
no forman teselados agregan que para saber cuales si, es necesario tener algunos

conocimientos geométricos, que se abordaran mas adelante.

Continuando con la actividad muestran las figuras para ser analizadas en cuanto al tipo
de triangulos que integran la primera figura, la medida de estos, cuantos triAngulos
formarian completamente una figura sin dejar huecos, cuanto suman los angulos de los
lados que concurren al vértice de la figura. Se pueden formar teselados con triAngulos

isésceles y escalenos, las mismas preguntas para la segunda figura.

“ Em &

Para el caso de la tercer figura formada por dos pentagonos las preguntas son en el
mismo sentido de la formaciéon de teselados, al término de las preguntas se sugiere
que el alumno comparta sus respuestas con sus compafieros. Reflexionen y de

acuerdo al cuestionario anterior se pide que contesten la siguiente pregunta:

¢, Qué caracteristica tiene la suma de los angulos interiores de las figuras geométricas

que cubren el plano, sin traslaparse ni sobreponerse, y que coinciden en un punto?
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A continuacion se presentan los tipos de teselados, haciendo la conjetura que el
alumno seguramente habra descubierto que un teselado es la suma de los angulos

A
B

plano, para aclarar este concepto se pide que se llene la siguiente tabla:

interiores de las figuras geométricas que coinciden en un punto.

Para ejemplificar los teselados regulares se le pide al alumno que
recorte tres veces el triangulo equilatero y dos veces el cuadrado de la

figura contigua, haciendo las mismas preguntas que la actividad
anterior después de definir que los teselados regulares se forma a partir
de la repeticién y traslacion de poligonos regulares iguales, haciendo la
aclaracién que no todos los poligonos regulares sirven para cubrir el

Poligonos Angulo Suma de los angulos ¢(Es posible

regulares Interior interiores que coinciden teselar?

con un vértice

Triangulo 3 60° 6x60°=360° Si

equilatero

5 108° 3x108°=324° y 4x108°=432° No
12 150° 2x150°=300°y 3x150°=450°

Posterior a la tabla se hacen las preguntas de ¢Con qué poligonos regulares se
pueden hacer teselados? ¢ Por qué no se puede usar otros?

En la siguiente actividad proponen al alumno que copie varias
veces el octagono en una hoja y que el alumno deduzca si es una
figura que se puede teselar y por qué, y si no lo es, que el alumno
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sugiera con que figura adicional se puede lograr el teselado.

El siguiente punto es El nombre de los teselados, para dar nombre de un teselado
regular es necesario contar cuantos lados tiene cada poligono que rodea un vértice y
muestra el siguiente ejemplo que el nombre asignado es “6,6,6” y siguiere que el

alumno deduzca el nombre de los otros dos.

La leccién continta con el siguiente teselado donde se les pide a los alumnos que
analice la figura partiendo de la eleccion de un vértice y posteriormente que se cambie
de vértice, se espera que el alumno pueda comprender la composicion del teselado

pidiendo también el nombre de este.

El siguiente punto los autores dan por hecho que no es un teselado regular y le piden
al alumno que deduzca el porqué de esta situacion, asi como también se le pide al
alumno que especifique cudl es el patron numérico que se forma en cada vértice del

teselado.

Los autores explican que los teselados anteriores son
semirregulares. El primero se formé a partir de tres
poligonos regulares diferentes: un cuadrado, un hexagono
regular y un dodecagono regular. El segundo se formé con
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dos: un triangulo equilatero y un dodecagono regular, enriquecen la explicacion
comentando que los teselados semirregulares se forman con dos o mas poligonos
regulares (diferentes entre si). EI numero de lados de los poligonos que rodean un
vértice debe ser el mismo en todos los vértices del teselado. En este tipo de teselados,
todos los poligonos que rodean cualquier vértice siempre son los mismos. Sélo existen
ocho teselados semirregulares. Se muestra la siguiente figura para que los alumnos
conozcan los teselados semirregulares y se les pide que encuentren los que faltan

dandoles las siguientes pistas:

e Dos de los teselados estan formados por hexagonos y triangulos.
e Otro teselado esta formando por cuadrados y triangulos, y el teselado restante

esta formado por octagonos y cuadrados.

Hasta este punto los autores hacen una reafirmacion de conocimientos con preguntas
hacia los alumnos correspondientes a las especificaciones que caracterizan tanto a los

teselados regulares como a los semirregulares.

En la siguiente seccion los autores muestran 5 teselaciones, en las que se les pide a
los alumnos que se integren en equipos y que argumenten que tipos de teselados son,

gque analicen sus vértices y que mencionen que nombre se les podria dar a estos.
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Los autores después de estos teselados explican se les da el nombre de semi-
regulares, ya que se construyen combinando varios tipo de poligonos regulares, pero
de modo que no todos los vértices tienen el mismo patrén. Dan la aclaracion que
cuando un teselado presenta diferentes patrones en cada dos o mas vértices ya no se

les puede dar un solo “nombre”.

Explican también que existen veinte teselados con dos patrones distintos y 61
teselados con tres patrones distintos y que todavia no se sabe cuantos teselados
existen con cuatro patrones. Explican también que con teselados regulares, cambiando
la combinacion de colores, se obtienen disefios muy distintos. Si ademas se usan
diferentes poligonos regulares podemos encontrar gran variedad de teselados,
mostrando los siguientes ejemplos:
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Ahora es el turno de los teselados irregulares, los autores explican que el teselado de
la siguiente figura es irregular ya que esta formado por rombos, que no son poligonos
regulares porque no todos sus angulos son iguales. Ademas, si contamos el nimero de

poligonos que rodean un vértice, no siempre vamos a obtener la misma respuesta.

En lasiguiente actividad se le pide a los alumnos que analicen cada uno de los

teselados y realicen sus conjeturas y piden que expliquen por que son teselados
irregulares.
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Continda una reafirmacion de conocimientos y piden que nuevamente los alumnos se
reunan en equipos y trabajen en el disefio de un teselado irregular ademéas de
preguntar si pudieron encontrar los cuatro teselados semirreguales, sino dan los
nombres de cada uno:

3.6.3.6 3.3.3.3.6 3.3.434 4.8.8

Finalmente se pide a los alumnos que realicen en una cartulina el teselado que mas les
gusto para pegarlo en la pared del salén y deja el siguiente apartado nombrado
historias de vida que es la Gnica similitud al mundo real que hacen los autores después
del ejercicio inicial del relato del director.
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Historias

1
de vida

Elarquitecto catalan Antoni Gaudi (1852-1926) decoraba
SusS construcciones con mosaicos.

Propuso el sistema llamado trencadis: mosaico construido
con fragmentos esmaltados de cerdmica de desecho. Ala
derecha observamos el detalle de una banca disenada E)or
Gaudiy ubicada en el parque Guell en Barcelona, Espana.

* Anota en el cuaderno las similitudes y las diferen-

Detalle de banca del
cias entre el frencadis y la forma de l0s teselados i

lradicionales.

c) El programa de la materia

En lo que respecta al tema de estudio de nuestra investigacion, el programa de
estudio (SEP, 2011) para secundaria, referente a Matematicas nos habla figuras y

cuerpos dentro del eje forma, espacio y medida.

De acuerdo a la revision del programa, se encuentra que en el bloque Il es donde
se aborda el tema relacionado con el analisis y explicacion de las caracteristicas de

los poligonos que permiten cubrir el plano como se observan en la figura 19.

En el programa (SEP, 2011), se establece que mediante el estudio de las

matematicas en la Educacion Basica se pretende que los nifios y adolescentes:

Justifique la suma de los angulos internos de cualquier triangulo o poligono y utiliza
esta propiedad en la resoluciébn de problemas. Favoreciendo las siguientes
competencias:

e Resolver problema de manera autonoma
e comunicar informacion matematica
e Validar procedimientos y resultados

e Manejar técnicas efectivamente
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Blogue Il

COMPETENCIAS QUE SE FAVORECEN: Resolver problemas de manera auténoma » Comunicar informacién matemdética « Validar procedimientos v
resuttados » Manejar técnicas eficientemente

APRENDIZAJES ESPERADOS

EJEs

SENTIDO HUMERICO
¥ PENSAMIENTO ALGEERAICO

FORMA, ESPACIO Y MEDIDA

MANEJO DE LA INFORMACION

» Rasuelve problemas
que implican efectuar
multiplicaciones o divisiones
con expresiones algebraicas.

* Justifica la suma de los
#ngulos internos de cualquier
trigangulo o poligono y
utilza esta propledad en la
resolucion de problemas.

» Rasuelve problemas que
implican usar la relacidn entre
unidades clbicas y unidadas
de capacidad.

* Lee y comunica informacion
mediante histogramas y
gréficas poligonales.

PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS

*+ Resolucién de caleulos
numéricos que implican usar
la jerarquia de las operaciones
y los paréntesis, sifuera
necesaris, en problemas y
caleulos con ndmearos entaros,
decimales y fraccionarios.

» Resolucién de problemas
multiplicatives qua impliquen
el uso de expresionas
algebraicas, a excepcidn de la
divisién entre polinomios.

FlIGURAS ¥ CUERPOS

+ Formulacidn de una regla
que permita calcular la suma
de los &ngulos interiores da
cualouier poligono.

» Analisis y explicitacion da
las caracteristicas de los
poligonos gue parmiten cubrir
el plana.

Mepioa

* Relacion entre el decimetro
ctbico y el litro. Deduccién
de ofras equivalencias entre
unidades de volumen y
capacidad para liquidos y
otros materiales. Equivalencia
entre unidades del Sistama

PROPORCIONALIDAD Y FUNCIONES

* Representacion algebraica
y andlisis de una relacién
de proporcionalidad y = ke,
asociando los significados
de las variables con las
cantidadas que intervignen
en dicha relacian.

ANALISIS ¥ REPRESENTACION

DE DATOS

* Blisqueda, organizaciény
presentacidn de informacién
en histogramas o en gréficas
poligonales {de serles de
tiempo o de frecuencia),
segln el casoy andlisis de la
informacién que proporcionan.

» Andlisis de propledades de

Internacional de Medidasy B med di
media y mediana.

algunas unidades soclalmenta
conocidas, como barril,
quilates, quintales, etoétera.

Fig. 19. Ubicacién del tema dentro de los programas de estudio de la SEP
(Fuente: Programas SEP 2011 p.40).

El desarrollo de estas competencias implica la construccion de los aprendizajes
esperados, para el caso que nos ocupa se propone lo siguiente: Adquiere los
conocimientos necesarios para la identificacion y andlisis de las formas

geomeétricas que cubren el plano.
a) Abordaje en el aula

El andlisis y explicacién de los poligonos que permiten cubrir el plano es de gran
importancia, dado que, es un tema fundamental en estudios posteriores de
matematicas y en el aprendizaje de diversos contenidos en las materias de fisica y
guimica, asi como también son una herramienta util para el estudios cartograficos y
de mineralogia ademas de ser la base cientifica de la apreciacion de las bellas

artes desde el punto de vista geométrico.

Aunado a esto, el valor del aprendizaje de este tema se incrementa cuando se

menciona que el caso de la geometria ha sido estudiado por varios autores. Una
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diversidad de modelos tedricos han servido para avanzar en esta linea de
investigacion, basada en el estudio de los procesos cognitivos que intervienen en el
desarrollo de las capacidades geométricas; por ejemplo, los de Krutetskii (1976) en
Torregrosa & Quesada (2007), donde se identifican distintas habilidades en la
resolucion de problemas. De manera general, los modelos de Fishbein, Presmeg &
Dorfler se han centrado en dar una clasificaciébn sobre la distintas imagenes
mentales, atribuyéndoles ciertas acciones cognitivas; en concreto, Presmeg
(19864a,1968b) en Torregrosa & Quesada (2007) muestra una clasificacion de
imagenes mentales y un modelo visual y analitico en ejes ortogonales, mientras
que Fishbein (1993) en Torregrosa & Quesada (2007) presenta la teoria de
conceptos figarales, Bishop (1983,1989) en Torregrosa & Quesada (2007) distingue
dos acciones cognitivas que han servido a otros autores para organizar un modelo
integrador de imagenes mentales, representaciones externas, procesos vy
habilidades (Gutiérrez, 1996) en en Torregrosa & Quesada (2007), en tanto que
Zazkis et al. (1996) en Torregrosa & Quesada (2007) exponen el modelo analizador

/visualizador.

El alumno pocas veces logra retener el concepto del estudio de los poligonos que
cubren el plano y extender los principios basicos a otros contextos, tales como el
analisis de obras de arte, edificaciones, mapas cartograficos, estudios
cristalograficos, mucho menos aun las aplicaciones cientificas de investigacion en
el empleo de materiales semiconductores para micro o nano chips. Lo que es
sintoma de que el trabajo realizado al respecto en los cursos de geometria no ha

sido suficiente para lograr un aprendizaje real del tema.

Uno de los factores por los que el alumno de secundaria no logra visualizar el
empleo de poligonos que cubren el plano fuera del contexto escolar es por la forma
en que se aborda este tema en las aulas; muchas veces el tema es abordado a
partir configuraciones ideales infiriendo que el alumno puede imaginar que estas
configuraciones son representaciones de planos que se son facilmente
identificados en edificaciones con sentido geométrico, la falta de interés en la
investigacion en el tema previo a la imparticién del mismo provoca que este no es
apoyado con material grafico como fotografias de recubrimientos teselares o
elementos geométricos encontrados en edificios haciendo dificil la interpretacion de

la situacion planteada.

60



En la escuela secundaria del estado "José Maria Luis Mora” de la ciudad de Tuxtla
Gutiérrez, Chiapas se realizé una entrevista informal para conocer como abordan
los profesores de matematicas de segundo grado el tema de andlisis y explicacion
de los poligonos que cubren el plano, de lo que uno de los profesores nos comenté
gue aborda el tema de la siguiente manera:

Inicia con una lluvia de ideas sobre conceptos algebraicos que conocen los
alumnos, a continuacién hace una explicacion de las los poligonos que cubren el
plano de manera regular, el profesor hace la explicacion que se trata del triangulo
equilatero, el cuadrado y el hexagono, las Unicas que pueden cubrir un plano de
manera regular, se les pide a los alumnos que con material de papel realicen
figuras geométricas para ejemplificar el concepto, posteriormente se pasa al tema
de teselados semiregulares e irregulares haciendo la misma dindmica proponiendo

a los alumnos como actividad final que disefien su propio teselado.

2.3.2 Concepcion y andlisis a priori

En esta fase se toma la decision de actuar sobre un determinado nimero de variables
del sistema llamadas variables de comando, percibidas como pertinentes con relacién

al tema de estudio, se distinguen dos variables de comando:

- Las variables macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacion
global de la ingenieria.
- Y las variables micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacién de

una secuencia o de una fase.

Una de las originalidades de la metodologia de la ingenieria didactica reside en el
modo de validacién que es en esencia interna. Desde la misma fase de concepcién se
empieza el proceso de validacion, por medio del analisis a priori de las situaciones
didacticas de la ingenieria, directamente ligada a la concepcion local de esta dltima
(Artigue 1995, P.44)

El objetivo del analisis a priori segun Artigue (1995), es determinar en qué las
selecciones hechas permiten controlar los comportamientos de los estudiantes y sus

significado. Este analisis se basa en un conjunto de hipotesis. La validacién de estas
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hipotesis esta, en principio, indirectamente en juego en la confrontacién que se lleva a

cabo en la cuarta fase entre el analisis a priori y el analisis a posteriori.

Artigue argumenta que tradicionalmente este analisis a priori comprende una parte

descriptiva y una predictiva y se debe:

o Describir las selecciones del nivel local (relacionandolas con las selecciones
globales) y las caracteristicas del a situacion didactica que de ellas se
desprenden.

o Analizar qué podria ser lo que estdn en juego en esta situacién para un
estudiante en funcion de las posibilidades de accién, de seleccién, de decision,
de control y de validacién de las que €l dispone, una vez puesta en practica en
un funcionamiento casi aislado del profesor.

e Prever los campos de comportamientos posibles y se trata de demostrar cémo
el andlisis realizado permite controlar su significado y asegurar, en particular,
gque los comportamientos esperados, si intervienen, sean resultado de la puesta

en practica del conocimiento contemplado por el aprendizaje.

En el andlisis a priori, no se ha otorgado tradicionalmente un lugar al juego del
profesor. Aunque el estudiante se toma en cuenta en un doble nivel, descriptivo, como
si la situacion lo determinara por completo como actor del sistema, entendida tal
situacion, en esta investigacion proponemos a los profesores que formen parte como
actores principales, ya que desde la fase de disefio se ven involucrados con el disefio
de la secuencia que le servira para la construccion de las competencias y el desarrollo

de sus habilidades.
En el siguiente capitulo se pueden observar a detalle los andlisis a priori que hemos

realizado para el disefio de la secuencia didactica.

2.3.3 Puesta en escena

En la puesta en escena los estudiantes tienen contacto directo con las actividades de
la secuencia siendo aqui la parte practica donde estos son objetos de la investigacion
observados por el investigador, en la mayoria de los casos en presencia del profesor y

de un observador.
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A esta etapa sigue un analisis a posteriori que pone en evidencia lo que realmente

hicieron los alumnos durante el desarrollo de la secuencia.

2.3.4 Analisis a posteriori y validacion

Esta es la Ultima fase de la ingenieria didactica, en la que una vez completado el
analisis a posteriori se realiza una confrontacion entre ambos analisis para cada
actividad de la secuencia con el objetivo de presentar conclusiones; de lo cual nos

encargaremos en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 3. DISENO DE UNA SECUENCIA DIDACTICA

Para desarrollar la secuencia nos apoyamos en cada una de las etapas de la ingenieria
didactica como metodologia de investigacion, de tal forma que se pueda visualizar
cada una de sus fases en la aplicacion de esta investigacion. En este capitulo se
visualizara el disefio, puesta en escena y analisis de resultados de una secuencia
didactica disefiada para que los estudiantes de secundaria refuercen sus

conocimientos en el tema de poligonos que cubren el plano.

3.1 Fase de planeacion

En esta fase se elaboran los diferentes disefios (epistemolégico, cognitivo y didactico)
gue son la base fundamental del disefio de nuestra secuencia, en ella se reconoce
aspectos histéricos y aspectos didacticos retomados desde el contexto escolar, estas
dimensiones de las que hablamos han sido relatadas en los apartados anteriores, por

ello no son objeto de analisis de nueva cuenta.

3.2 Fase de disefio

Una vez que construimos nuestra fase de planeacion teniendo los cimientos sélidos de
nuestro punto de partida retomamos lo que nos permitird sustentar y controlar los
conflictos matematicos a los que se someteran los alumnos de tal forma que nos
permita evaluar los significados construidos. De acuerdo a Lezama (2003, p. 10)’este
andlisis se basa en un conjunto de hipétesis sobre lo que haran los estudiantes”. Por
otra parte, para Rotaeche (2008) la Situacién Didactica, comprende el proceso en el
cual el docente proporciona el medio didactico en donde el estudiante construye su

conocimiento.

La secuencia didactica esta dividida en dos actividades que constan de preguntas y un
ejercicio con la calculadora Casio ClassPad 300 que nos permitiran abordar el tema de
los poligonos que cubren el plano de una manera graduada y articulada, tomando
como base los libros de texto para segundo de secundaria, de los cuales presentamos
su analisis en el capitulo dos y de estudios realizados por Ardila (2005), con estas
actividades pretendemos abordar el tema en estudio de una manera mas significativa,

conduciendo al estudiante por una ruta de aprendizaje que lo lleve al andlisis y
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explicaciobn de las caracteristicas de los poligonos que permiten cubrir el plano

adicionando el uso de la calculadora como herramienta tecnoldgica.

Cabe aclarar que las preguntas de la primera actividad fueron tomadas de los libros de
texto para segundo grado de secundaria, adecuandolas con la finalidad de hacerlas
mas comprensibles para los alumnos y finalmente el ejercicio de construir un teselado

(la pajarita de Nazari) con la calculadora fue disefiada.
PREGUNTAS

Al inicio de la actividad se hace una introduccién al tema de los teselados propiciando
una lluvia de ideas en la que los alumnos se enfocan en el tema de geometria y en
particular en los poligonos que cubren el plano. A continuacién se comienzan con las

preguntas de la actividad 1:

1.- Observa los siguientes poligonos y contesta:

a) ¢,Cual es la amplitud del angulo x?

b) ¢ Cuanto suman los angulos interiores del triangulo?

c) Calcula la amplitud del:

angulo a:

angulo b:

angulo c:

d) ¢Cuantos suman los angulos interiores del

paralelogramo?
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e) ¢, Cuanto suman los angulos interiores del pentagono?

f) Si el pentadgono es regular, ¢cuanto mide cada angulo

interior?

GLOSARIO: Teselacién o Teselado, es cuando se cubre una superficie con formas

planas de manera que no se superponen y no hay huecos entre ellas.

2.- Sefala las figuras con las que es posible construir un mosaico regular.

3.- En cada uno de los siguientes mosaicos, escribe el nombre del poligono utilizado

como unidad basica.

4.- ¢Es factible crear mosaicos empleando pentagonos o rombos regulares como los

gque se muestran?
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Sl NO Sl NO

¢,Por qué? SPor qué?

5.- ¢Qué consideras que hace que en algunos casos con una determinada figura se

pueda crear un mosaico y en otros no, marca con una cruz tus consideraciones?

La longitud de los El nimero de sus|La medida de sus éangulos

lados lados interiores

Sl NO Sl NO Sl NO

¢ Como se iniciala construcciéon de un teselado?

Imaginemos un piso que debe ser cubierto con losetas cuadradas y notamos que no
hay espacios entre la unién de aristas. Ahora imaginemos que las losetas son
triangulos; de igual forma, llenamos el piso sin dejar espacios. En el caso de un

pentagono no se puede realizar tal cubrimiento, pero si con el hexagono.

Podemos decir entonces, que el cubrimiento de un plano con poligonos regulares
depende del nimero de lados que tengan. También se puede cubrir un plano por
medio de una composicion repetitiva de poligonos; a este tipo de arreglo se le conoce

como mosaico semirregular.
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Los angulos interiores de | Los angulos interiores de un triangulo suman 180°
poligonos, es un angulo dentro

de una figura

Angulo exterior
150°

Angulo |'nterior3

¥

90°+60°+30°=180° 80°+70°+30°=180°

Los angulos interiores de un cuadrilatero suman

360° porque dentro de un cuadrado hay dos

triangulos.
90° 90°
,"
90\ 90°

90°+90°+90°+90°=360°
80°+100°+90°+90°=360°

Por regla general

n= numero de lados

suma de los angulos interiores = (n — 2)x 180°
cada angulo = (n — 2)x180°/n

Para que un poligono pueda ser usado como unidad basica se debe poder dividir

360° entre el angulo interior y el resultado debe ser un namero entero.
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Por ejemplo, para el triangulo tenemos:

360°
(n —2)x180°/n

360°

————— =3, Este poligono puede ser usado como célula basica
(3-2)x180°/3

Ahora lo intentemos con el pentagono:

360° _ o324
(5—2)x180°/5 108
Para comprobar que con el pentagono no podemos cubrir el plano, hay que considerar
gue, la suma de sus angulos internos es 540 y que cada uno de sus angulos es igual a
108, podemos decir, lo que nos faltaria para que se pueda cubrir el plano es 360°-324°
gue son 36°, con lo cual podemos deducir que con un pentagono regular no podemos
cubrir el plano.

6.- Ahora deduce para las siguientes figuras:

) ] Si 0 No cubre el
Poligono Numero de lados | Resultado
plano
Hexagono 6
Heptagono 7
Decagono 10
Ocatadecagono 18

En la actividad dos se tienen dos momentos que hay que tomar en cuenta el primero
es construir y analizar la construccion del teselado pajarita de nazari y el segundo es
hacerlo con la ayuda de la calculadora Casio Classpad 300 con la intensién de hacerlo

mas didactico y explicativo por medio de los comando de la calculadora.
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EJERCICIO CON LA CALCULADORA CLASSPAD 300

Transformaciones geométricas isométricas

Con la finalidad de comprender de manera integral la generacion de los poligonos que
cubren el plano llevaremos a cabo la construccion del famoso teselado “La Pajarita de

Nazari” empleado los conceptos de igualdad, traslacion, giro y simetrias.

N\

¢Cémo lo construimos?
Nuestra célula basica sera un triangulo equilatero

1) Identificamos los puntos medios de cada lado del triangulo y los puntos medios

de las secciones definidas por los puntos medios anteriores.

2) Reflejamos nuestro triangulo base.

3) Trazamos dos lineas infinitas como se muestra en la figura haciendo que

coincidan con los puntos medios.
4) Construimos un circulo con centro en la interseccion de las lineas infinitas y de

radio con el punto c. Con esto identificamos nuestro primer arco abc que

apoyados de rotaciones construiremos nuestra célula basica.
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Para ser mas representativa la actividad usaremos la calculadora Casio Classpad 300,

con una secuencia de pasos gque nos llevaran a construir nuestro teselado y al final se

propone una actividad adicional esperando que los alumnos hayan comprendido el

temay que tengan los elementos necesarios para construirla.

EJERCICIO CON LA CALCULADORA CLASSPAD 300

Para completar el ejercicio se dan a conocer las instrucciones basicas que los alumnos

deben conocer de la calculadora para realizar la construccion geométrica:

OPCION GEOMETRIA Y BARRAS DE HERRAMIENTAS

4 N

| MENO IR

— Paralelogramo

Romboide — Tangente a curva
Rectangulo — - Ftombo Translacién
Cuadrado — __{— Poligono regular Dilatacion

¢ Fila Ediv Wiew Dvaw
Purila Sagmanbo di linka
Linaa infinita WVocior
Cairculo: Ao
Elpsy Funciin
Proligand
Comunicaci..
Sisterna -
Educativo ]
Settings Menu Main Resize Swap H-Copy |
= [:] o
B Ex &5 Hel] Hed
N File Edit Yiew Draw I ¥ File Edit View Draw
i B I e i I s -
y .. . . . . [ Perpendicular
Tridngulo— Triangulo lsosceles | Beectz pependesey Inerseccién
Triangulo equilatero P Bisectriz de un dngulo Paralela

Reflexion
Rotacién
Transformacion general

Se inicia la secuencia de pasos para realizar la construccion: Ahora lo hagamos con

la calculadora: Cubramos el plano con la Pajarita de Nazari
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Dibujaremos un triangulo equilatero

W Arch Edit Ver Diboj

En el mend principal, selecciona Geometria, I f
AP
! - N X
seometriz despliega el menu y eligem, |7
. . . - Cl e
para dibujar un triangulo equilatero indica que o5y

|W Arch Edit Mer Dibui
. ' ¥ Arch Edit Yer Diboi
Tk A e
Poligono regular [E3 A
Marmero de lados
3
Nota Importante: ‘ A
N C E
Damos un clic en la pantalla y aparece el B
triangulo. ]
]
Obtendremos los puntos medios
Para esto debemos seleccionar el punto A Seleccionamos la herramienta de

y el punto B, quedando seleccionados reflexidon y tocamos el punto c

como se muestra en la siguiente figura: obteniendo el siguiente trazo

72




¥ Arch Edit Mer Dibuj W Arch Edit Yer Dibuj

5. 24484, -2, 219350 ]

(|

Después con la herramienta punto

medio

- ( ), Obtenemos los puntos
Trazamos las lineas infinitas ( deBa ,
medios de CB, CA’,

posteriormente los puntos medios

Jy de H a G obteniendo:

~# _Arch Edit Yer Dioud de CB y CG obteniendo los
' puntos Hy J.
A
o o trazamos un arco con centro en la

intersecciéon de las lineas infinitas y

§ extremos By C:

R N Frch Edit Yer Diouj

Obteniendo asi nuestro arco base,
posteriormente duplicamos el arco con una

rotacion de 180° 5

[=H
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¥ Arch Edit Mer Dibui

A

Tomando nuestros arcos base

hacemos nuevamente una rotacién de
60° con centro de rotacibn en C.

Tenemos:

¥ Arch Edit Yer Diboi

=3

—

edit /

propiedades / Ocultar; ocultaremos

Haciendo wuso del menu

nuestros puntos y tenemos la

siguiente figura:
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Seleccionamos  nuestros  dos
arcos y hacemos una rotacion en

-60° con centro en B, obteniendo:

¥ Arch Edit Yer Dibuj

=4

Quitamos nuestros trazos sobrantes

y dejamos despejado  nuestro
tridngulo equilatero que sera nuestra

célula base:

Es momento de hacer un teselado
con nuestra célula bésica (triangulo

equilatero):



¢Completaste el teselado? Construirias

este teselado ¢Como?

N

A2\
AR
SR
G
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construye el siguiente teselado:
H
| ¥ Arch Edit Yer Dibuj

Con la ayuda de el comando rotacién

y partiendo del vértice A

e ) B e e |

(]

Que es lo que debes saber:

¢, Qué puntos se deben seleccionar
para comenzar a hacer las

rotaciones?

¢Cuales seran los angulos de

rotacion para completar la figura?




3.3 Fase de experimentacién

La implementacién de la situacion disefiada esta compuesta de tres aspectos: la
puesta en escena, las caracteristicas de los estudiantes y la dinamica para llevar a
cabo dicha situacion. A continuacién se da una explicacion de cada uno de estos

aspectos.

3.3.1 La puesta en escena

Esta se realizé en el aula de computacién una escuela particular de regularizacion
académica en la ciudad de San Cristébal de las Casas, Chiapas; el espacio es el
adecuado para esta actividad que permite la interaccién entre los alumnos a manera de
mesa de discusion. Dicho espacio permitié tomar fotografias a los alumnos a lo largo
de la actividad enfocando lo que cada estudiante obtenia como resultado. La secuencia

se aplicd en una sola sesion con duracién de 2 horas.

3.3.2 Los estudiantes

Los estudiantes fueron en total cuatro alumnos de segundo grado. Los cuatro
estudiantes se ubican entre los 13 y 14 afios de edad (ver figura 20), y no habian
abordado todavia el tema de los poligonos que cubren el plano.

|

Fig. 20. Puesta en escena.
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3.3.3 Ladinamica

Se les explicd en un primer momento a los alumnos participantes en lo que consistia
este trabajo mostrandoles los materiales y equipos con los que trabajarian como se
observa en la figura 21 y si autorizaban tomar fotografias durante el desarrollo de la
secuencia. Se les comento que la secuencia consistia en dos actividades y un ejercicio
con la calculadora. También se les indicé que contaban con 120 minutos para realizar
la actividad. Asimismo el docente encargado de la aplicacion de la secuencia estuvo en
todo momento al pendiente de cualquier reaccién, comentario o sugerencia de los
alumnos, cuando éstos se encuentren resolviendo las actividades; puesto que todo
detalle o aspecto que se vaya desarrollando serd importante para los andlisis
posteriores.

Fig. 21. Materiales y equipos utilizados en la secuencia.

3.4 Fase de validacion

En este apartado daremos cuenta del proceso de validacion de la secuencia que
hemos disefiado, cabe hacer la aclaracion que mostraremos de manera general los
resultados de las distintas puestas en escena que hemos hecho, con ello pretendemos
gue sea visible e proceso por el cual ha atravesado la secuencia didactica hasta llegar
a la construcciéon de la version final, la cual puede observarse en el anexo A que
muestra tanto la secuencia sugerida como los materiales auxiliares para llevar a cabo

mencionada secuencia.

La validacion de la ingenieria se lleva a cabo al confrontar las hipétesis elaboradas en
el andlisis a priori y el andlisis de los resultados de la fase experimental (denominada
andlisis a posteriori)(Lezama, 2003). Para esta investigacién, hemos elaborado tablas

gue contiene esta confrontacién para una lectura mas comoda.
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CONFRONTACION ANALISIS A PRIORI Y A POSTERIORI

SECUENCIA DIDACTICA “TESELADOS”

PREGUNTA 1

Se les pide a los alumnos que Observen tres poligonos: un triangulo, un paralelogramo y
un pentagono de los cuales los alumnos deben mencionar la medida de los angulos.

Andlisis a priori

Andlisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autbnoma, comunicar

informacién matematica.
e Intensiones didacticas:

La finalidad de que los alumnos se enfoquen en los
principios basicos para la construccién de poligonos

que cubren el plano.
e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos puedan obtener de su
entorno y completar las preguntas de cada uno de los
tres poligonos presentados. Triangulo:

- amplitud de X= 60

- Los angulos interiores deben sumar 180°.

- Paralelogramo:

- Angulo a: 65°

- Angulo b: 115°

- Angulo c: 115°
- Los éangulos interiores del paralelogramo suman

360°.
Pentagono:

Los angulos interiores de un pentdgono suman 540°

Si el pentagono es regular cada angulo interior mide
108°

En los

alumnos no presentaron

esta pregunta

ninguna dificultad para
contestar, apoyandose de
operaciones bésicas para
completar lo que se les
pedia. Pudieron corroborar
que la teoria de los
angulos interiores de los
poligonos se demostraba

en esta actividad.
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Confrontacién

En este ejercicio se pudo observar que los alumnos por medio de operaciones

basicas encontraron sin ningun problema los angulos interiores de los poligonos.

En este caso se les explicd que una primera intension de la secuencia era que
recordaran de los cursos previos de geometria que posteriormente les serviria para

comprender en su conjunto el tema de poligonos que cubren el plano.

1.- Observa los siguientes poligonos y contesta:

a) ¢ Cual es la amplitud del angulo x?
GO°
b) ¢Cuanto sugmfn los angulos interiores del triangulo?
¥ '

LN

¢) Calcula la amplitud del:
anguloa_ 5 °
angulob:_* 13~
anguloci_\ 5" .
d) ¢Cuantos suman los angulos interiores del
paralelogramo?

1‘5"”\"3

s 19 1P
e) ¢ Cuanto suman los angulos interiores del pentagono? ra-*éﬂ"

GO 51540
f) Si el pentagono es regular, ;cuanto mide cada angulo ol
interior? o £
120
PREGUNTA 2

Se le pide a los alumnos que sefialen de las figuras geométricas que se le
presentan (pentagono, cuadrado, hexagono, triangulo, paralelogramo), con cuales

pueden construir un mosaico regular.

Analisis a priori Andlisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera auténoma, comunicar | Hubo libertad en las
informacién matematica. preguntas con la intension

de que los alumnos
e Intensiones didacticas:

entraran en la dinamica de
Con la finalidad que los alumnos se enfoquen en el | interactuar con el profesor-

tema de los poligonos que cubren el plano investigador en los
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e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos con base a
conocimientos generales tengan la visualizacion
de seleccionar el cuadrado, el hexagono y el
triAngulo ya que son los poligonos de los cinco
mostrados en la pregunta que cumplen con la
caracteristica que un poligono puede ser usado
como célula basica mediante la siguiente regla

general

n= numero de lados

suma de los angulos interiores = (n — 2)x 180°
cada angulo = (n — 2)x180°/n

Para que un poligono pueda ser usado como
unidad béasica se debe poder dividir 360° entre el
angulo interior y el resultado debe ser un numero

entero.

360°
(n—2)x180°/n

Que de acuerdo al disefio de la secuencia hasta
este momento los alumnos solo podrian
concretar su respuesta con los conocimientos
generales que tengan de acuerdo a su experiencia
y es la finalidad de la pregunta observar cual es el
grado de efectividad sin haberles mostrado el
sustento matemaético.

conocimientos previos de

geométrica que los
alumnos deben tener a lo
largo de su formacion
académica, contestandose
la pregunta con la mayoria
de
algunos alumnos tuvieron

dificultad

aciertos aunque

cierta para
visualizar que solamente el
cuadrado, hexagono vy

triangulo  cumplen las
condiciones para cubrir el

plano.

Confrontacién

Se pudo observar que los alumnos prestaron atencion a la breve explicacion de un

teselado que es cuando se cubre una superficie con formas planas de manera que
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no se superponen y no hay huecos entre ellas, contestando en la mayoria de los

casos de forma correcta

2.~ Sefala las figuras con las que es posible construir un mosaico regular.

PREGUNTA 3

A manera de darle mas elementos a los alumnos en la construccion de teselados

se les presentan a los alumnos 3 ejemplos de mosaicos y se les pide que

identifiquen el nombre del poligono utilizado como unidad basica.

Analisis a priori

Analisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autébnoma, comunicar

informacién matematica.
e Intensiones didacticas:

Con la finalidad que los alumnos se enfoquen en el
tema de la geometria y en la construccion de
mosaicos se espera que se identifiguen con los

poligonos que cubren el plano.
e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos respondan que los
poligonos con los que estan generados cada uno de

los mosaicos son: hexagono, triangulo equilatero y

No hubo ninguna dificultad
por parte de los alumnos
en identificar los poligonos
gue generan los mosaicos,
observandose al momento
de la secuencia que los
estudiantes mostraban
interés por el tema ya que
continuaban con preguntas
relacionadas con el tema,
como por ejemplo ¢Estos
mosaicos son con los que
estan hechos los pisos de

algunas casas?
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cuadrado respectivamente.

Confrontacién

En esta pregunta se les hizo facil de responder a los alumnos, ya que en la
pregunta anterior lograron identificar los poligonos que cubren el plano y que no se
traslapan ni quedan espacios vacios. Esto implica que comprendieron la forma en
la que la superposicién de los poligonos hace que se cubra el plano de manera

regular.

A~ En cada uno de fos siguisiites musaicos, sscibe of nombre del pallgeng ulifizade
came unkiad bdsjen.

PREGUNTA 4

Puntualizando que debe existir un poligono basico regular, que este debe cumplir
ciertas caracteristicas y como previa induccion al concepto matematico se hace la
pregunta ¢si es factible crear mosaicos empleando pentagonos o rombos

regulares?

Andlisis a priori Andlisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autbnoma, comunicar

informacién matematica.

e Intensiones didacticas: .
Los alumnos no tuvieron

Con la finalidad que los alumnos conozcan las | dificultad en contestar el
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caracteristicas de los poligonos que deben cubrir el | por qué los rombos
plano se presenta esta pregunta previa al contexto | pueden cubrir el plano y no
matematico que se presentara en la siguiente | asi el pentagono.

actividad.
e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos puedan identificar que
solamente con los rombos rectangulares se puede
cubrir el plano de manera regular y que con
pentdgonos se necesitaria de otros poligonos
adicionales para cubrir el plano y se convertiria en un
cubrimiento de plano semiregular.

Confrontacién

Los alumnos han comprendido hasta esta etapa de la secuencia de manera
general que poligonos se pueden utilizar para formar un poligono regular y que los
que no cumplen con las condiciones para no dejar huecos ni sobreponerse se
necesitarian de otros poligonos adicionales para cubrir el plano y esto haria que se

convertiria en un cubrimiento de plano semirregular.

4.- ; Es factible crear mosaicos empleando pentdgonos o rombos regulares como los gque
se muestran?

Si | >

cPor quée?

Sil 56 Q}mx‘m’\ A ﬁl@@tgﬁms mm

PREGUNTA 5

Como antecedente al analisis matematico se le pregunta a los alumnos que
consideren si la longitud de los lados, el nimero de sus lados o/y la medida de sus
angulos interiores hacen que con una determinada figura se pueda crear un

mosaico.
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Analisis a priori

Andlisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autbnoma, comunicar

informacién matematica.
e Intensiones didacticas:

Con la finalidad que los alumnos se enfoquen en el
tema de los poligonos regulares que cubren el plano.

e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos contesten que la medida
de sus angulos interiores es lo que hace que un
poligono pueda crear un mosaico, sin importar la
longitud de sus lados y como consecuencia de la
medida de los angulos interiores se espera que

también contesten que si en el nUmero de sus lados.

En esta pregunta hubo que
intervenir ya que los
alumnos tuvieron algunas
dificultades para identificar
que la medida de los
angulos interiores es lo
que hace que se pueda
configurar un  mosaico

regular.

Confrontacion

En esta pregunta se genero cierta polémica ya que algunos alumnos argumentaron

gue solamente la medida de los &ngulos interiores

5.- ¢Qué consideras que hace que en algunos casos con una‘determinada figura
pueda crear un mosaico y en otros no, marca con una cruz tus consideraciones?

La longitud de los lados | EI numero de sus
lados

La medida de sus angul

s [ M XX [ NO

interigres .
X T 1w

PREGUNTA 6

En esta actividad se describe el sustento matematico de la teoria relacionada con
los poligonos que cubren el plano de manera regular, terminando la seccién con
una tabla que los alumnos deben completar analizando cuatro poligonos
representativos (hexagono, heptagono, decagono y octadecidgono) que van a
reafirmar lo que tedricamente se describe en la explicacion matematica.
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Analisis a priori

Andlisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autbnoma, comunicar

informacién matematica.
e Intensiones didacticas:

Con la finalidad que los alumnos se enfoquen en el
tema de los poligonos regulares que cubren el plano.

e Consideraciones previas:

Se espera que los alumnos completen la tabla y
adquieran los conocimientos de los poligonos que
cubren el plano quedando la tabla de la siguiente

manera:
Si o No cubre
Poligono Namero de lados | Resultado
el plano

Hexagono 6 3 Si

, 7
Heptagono 7 2 3 No
Decégono 10 2— No

6

X 8
Ocatadecagono 18 22 I No

Después de la explicacion
de cédmo saber por medio
de un sustento matematico
como conocer Si un
poligono cubre el plano de
forma regular los alumnos

completaron la tabla y la

mayoria llego a la
respuesta que se
esperaba.

Se pudo observar que los
alumnos recurrieron
ademas de la explicaciéon
matemética de como cubrir
el plano de forma regular a
los ejercicios previos Yy
pudieron comprobar que el
hexagono si cubre el plano

de manera regular.

Confrontacién

Los alumnos comprendieron la explicacion de como cubrir el plano de forma

regular, enfocados en dicha explicacion conjuntaron los datos necesarios para

hacer las operaciones correspondientes y deducir si los poligonos sugeridos

cumplian con las condiciones necesarias para dicho fin, acertando en la mayoria
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de las ocasiones.

Para comprobar que con el pentagono no podemos cubrir el plano, hay que considerar i)
que, la suma de sus angulos internos es 540 y que cada uno de sus angulos es igual a S
108, podemos decir, lo que nos faltaria para que se pueda cubrir el plano es 360°-324°

que son 36°, con lo cual podemos deducir que con un pentagono regular no podemos

cubrir el plano.

6.- Ahora deduce para las siguientes figuras: T

Si o No cubre el

Poligono Numero de lados | Resultado plano

0

Hexagono 6 ; S"J 'D ggi?') X \80 ]
o 7 o 2° 6 '5
& f‘" =y Heptagono 2.8 MQ ' b |
! U
Decagono 10 Q; i 5 0 N 0

Ocatadecagono 18 )Q\/ ) 52" N Q C \8‘213 X\. 8(

Voo

o

C9=1) x\ 80 10=2)x 180 TB6

) G X\ i~ Q)(IQOQ\ +~1 8O —
e R L
; ? : o@y‘-}

ACTIVIDAD 2

EJERCICIO CON LA CALCULADORA CASIO CLASSPAD 300

Analisis a priori Analisis a posteriori

e Conocimientos y habilidades:

Resolver problemas de manera autonoma, comunicar

informacion matematica.
e Intensiones didacticas:

Con la finalidad que los alumnos se enfoquen en el .
Los alumnos pudieron

tema de la geometria en especifico de los poligonos .
g P POl completar la actividad con

ue cubren el plano se muestra una actividad | . -
a P cierto grado de dificultad

atractiva visualmente y didacticamente ilustrativa. .
ya que de primera

86




e Consideraciones previas:

Se presenta paso a paso la forma en la que se puede
construir el teselado llamado “LA PAJARITA”
iniciando con la construccion en la calculadora Casio
ClassPad 300 con un triangulo equilatero, el cual se

espera que quede de la siguiente forma:

 Arch Edit Yer Dibuj

Siguiendo con una secuencia de pasos se espera

gue los alumnos lleguen a construir la siguiente figura

¥ Arch Edit Ver Dibuj

No sin antes hacer que los alumnos contesten un par
de cuestionamientos que les servirdn para reafirmar
los conocimientos que han adquirido en esta
secuencia, las preguntas son:

instancia se enfrentaron al
uso de la calculadora
ClassPad 300 por primera
vez, como siguiente
obstaculo que los alumnos
tuvieron que lidiar fue la
manipulacién de los
objetos para cambiar de
tamafo los trazos aunque
una vez dominados los
botones de los menus de
la calculadora fue mas facil
de completar el ejercicio,
finalmente pudieron
completar la construccion
de manera satisfactoria el
cien por ciento de los
alumnos que hicieron la
actividad, aunque la parte
final algunos alumnos
fueron guiados por el

profesor.

87




~ Arch Edit Yer Dibuj

]

¢, Qué puntos se deben seleccionar para comenzar a

hacer las rotaciones?

En esta pregunta se espera que los alumnos
contesten que es el punto A del tridngulo el punto de

rotacion.

¢Cuales serdn los angulos de rotacion para

completar la figura?

Se espera que los alumnos contesten que los
angulos de rotacion son mdultiplos de 60 por tratarse
de un triangulo equilatero, siendo los angulos 60,
120,180, 240y 300.

Y finalmente que los alumnos hagan la siguiente
de

conocimientos. Llenar un espacio mas grande con

construccibn a  manera reafirmar  los
teselaciones de la unidad que realizamos en esta

actividad.
Haciéndole las siguientes preguntas:

¢ Completaste el teselado anterior?, construirias el

siguiente teselado, ¢ Como?

Se los alumnos contesten

afirmativamente y que la forma de construir el

espera  que
teselado del ejemplo es que el punto de rotacion va a
partir de cada vértice externo del hexagono con un

angulo de rotacion de 120°

En esta seccion de la
actividad con la
calculadora los alumnos
tuvieron ciertas dificultades
para encontrar el punto de
del

aunque otros dedujeron

rotacion triangulo

que era el punto A, el

punto de rotacion.
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¥ Arch Edit Ver Dibuj
o R e I

Y
a PM}’ P_'\ construyeron el teselado
M?{R\%‘p_‘? tomando en cuenta las
:n?ﬁ.a}iam consideraciones  previas
)’ﬂ}%}‘i} que fueron sugeridas por

Finalmente los alumnos

el profesor que el punto de

caml rotacion en este caso no

siempre seria el mismo y
gue el angulo de rotacion
es de 120°.

Confrontacién

Previo a la construcciéon con la calculadora se les pidié a los alumnos que hicieran
la actividad usando material geométrico (Regla, escuadras, transportador, compas)
para construir con en papel la célula basica del mosaico de la pajarita de Nazari
pudiéndolo hacer con cierto grado de dificultad ya que se les complic6 hacer los

trazos quedando Unicamente como ejemplo de que lo que a continuacion se

construiria con la calculadora se puede hacer con lapiz y papel.

Posterior a la construccion en papel se realiz6 la actividad con la calculadora Casio
ClassPad 300.

En este ultimo ejercicio se pudo observar como el alumno tuvo la posibilidad de
usar un recurso tecnolégico que ayuda a enriquecer el discurso matematico,
siendo atractivo y motivante ir construyendo con trazos que van identificando
perfectamente en cada uno de los pasos a seguir hasta ver su teselado completo.
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Hubo dificultades atribuidas a la falta de practica e identificacién con los equipos

tecnologicos pero que finalmente con ayuda del profesor y el interés de los

alumnos se llevé a cabo con construcciones geométricas esperadas. Los alumnos

contestaron de manera convincente las interrogantes sugeridas que en el disefio

de la secuencia se presentaron para saber si

comprendian lo que sucedia al

construir un mosaico con los elementos que influian en la construccién de estos

como son los puntos y los angulos de rotacion.

Que es lo que debes saber:

&t

¢ Complet el t lado? Construirias

este teselado ;Como?

N firch Edit Ver Dibuj _

BRIl = e[ [o[S MY

5\,63 o
manma et ma
gee \aan Lo tiol

Qon \a ‘~““'<‘E\;{§.
R NA LT T
A

¢,Qué puntos se deben seleccionar

ra comepzar a ha las rotaciones? P
pé Q J‘eﬂ,e,\ ~Selecctanas &% A
S CuUales seran los angulos de rotacion
para completar la figura? _
Qom e o CuxedQ Ge6 e Qoredt
Gopnitent O, o @rds SN
,Nh‘@g-?(‘\’} “Gn ".'6; é"%:GO
andow can Vij (\,\{‘\P/"f";; e

¢ Unan 60,010 V86, -
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CAPITULO 4 CONCLUSIONES GENERALES

Las conclusiones a las que hemos llegado con esta investigacion se abordan a partir
de las respuestas a las interrogantes que nos planteamos al inicio de la misma, dentro
de las cuales encontramos las siguientes: ¢Como favorecer el aprendizaje sobre
transformaciones geométricas para el disefio y construccién de teselados con la
calculadora Casio ClassPad 300? Para dar respuesta a esta interrogante recurrimos al
andlisis de dos libros autorizados por la SEP, en este andlisis encontramos que en los
libros de texto el abordaje del analisis y explicacion de los poligonos que cubren el
plano se establece de forma tedrica, ya que en la mayoria de los casos se presentan
los casos obtenidos configuraciones preestablecidas y no se da pie a los alumnos que
puedan descubrir por si mismos y extraer fenémenos de la realidad y llevarlos al aula,

es decir, no se propone la manipulacién de las figuras que cubren el plano.

El disefio de la secuencia didactica que se conforma de diferentes preguntas y una
actividad con la calculadora ClassPad 300, tomando como base algunas actividades de
los libros de texto para segundo de secundaria de los cuales presentamos su analisis
en el capitulo dos y de estudios realizados por algunos autores, estas actividades nos
permitieron abordar el tema en estudio de una manera mas significativa, conduciendo
al estudiante por una ruta de aprendizaje que lo llevd al andlisis de transformaciones
geométricas para el disefio y construccion de teselados de una manera forma mas

sencilla.

Algo importante de resaltar es el hecho de que la secuencia fue estructurada de
manera gradual, es decir, inicialmente preguntas simples en las cuales se enfocaba a
los alumnos al tema de la geometria a manera de concentrar su atenciéon en los
conocimientos de geometria que tenian de sus experiencias propias, hasta llegar a las
de mayor complejidad que en este caso fueron planteamientos que incluian
operaciones producto de un sustento matematico en el que se describe la forma de
definir los poligonos que cubren el plano y el ejercicio de construccion del teselado
llamado la Pajarita de Nazari con la calculadora que inciden de manera directa en
nuestro tema de investigacion, esto permiti6 que los conocimientos construidos o
recuperados, segun sea el caso, en las primeras actividades fueran aplicadas en las

actividades subsecuentes.
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De la investigacion se rescatan varios aspectos de gran importancia que ayudan a los
alumnos de segundo afio de secundaria en el analisis de las transformaciones
geométricas para el disefio y construccion de teselados. Dichos aspectos son los

siguientes:

e Se pudo observar que los alumnos tienen muchos conocimientos geométricos
obtenidos de su entorno ya que sin haber abordado el tema, pudieron
responder sin dificultad a la pregunta de dibujar objetos geométricos.

e Asi mismo, pudieron identificar perfectamente los patrones de repeticion
cuando se les pidi6 que construyeran la célula basica que construiria una

teselacion.

e También se pudo comprobar que con el uso de material didactico y el empleo
de la calculadora como herramienta tecnolégica los alumnos construyen
habilidades cognitivas significativas porque los conocimientos que adquieren
son mas apegados a la realidad que con el aprendizaje tradicional donde el

profesor imparte una clase y el alumno solo tiene la funcién de receptor.

e Se construyeron o reconstruyeron los conceptos geometria, trasladar, rotar,

duplicar los manejan de manera adecuada.

Esto nos muestra que el uso de material didactico y el uso de tecnologia en el aula
enriquecen el discurso matematico y hace que el alumno entienda de una mejor
manera lo que sucede en su entorno por medio de modelos construidos en el salén de

clases,

Con todas las observaciones y las respuestas obtenidas por la secuencia didactica
disefiada concluimos que los alumnos pueden llegar a analizar y explicar lo que sucede
con los poligonos que cubren el plano con apoyo grafico, esquemas y oraciones
breves, lo cual facilitara la comprensiébn de las situaciones planteadas y la
manipulacion de material didactico, con lo cual se logra la construcciébn de un

aprendizaje significativo en el alumno.
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Cabe aclarar que las situaciones plateadas para esta forma de analisis y explicacion de
los teselados es una de muchas situaciones que se pueden retomar, por lo cual esta
investigacion sienta un precedente de investigaciones futuras en cuanto al uso de los

métodos para el planteamiento y resolucion de ecuaciones.

Como hemos podido ver a lo largo del escrito, para nosotros era importante hacer
evidente el como el uso de la tecnologia (en nuestro caso la calculadora ClassPad 300)
favorece la construccién de conocimiento matematico, siempre y cuando este uso este
basado en actividades que promueven el manejo y conocimientos de conceptos
inherentes al tema en cuestion, si bien es cierto, la problematica escolar no se resuelve
del todo con la introduccion de la tecnologia, con los resultados obtenidos en la
investigacion, pudimos constatar que cuando los estudiantes trabajan con ella se
encuentran inmersos en un ambiente mucho mas dindmico y esto favorece la

participacién de los alumnos y la interaccién entre ellos.
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ANEXO A

SECUENCIA DIDACTICA: TESELADOS
(SECUENCIA DIDACTICA EN FASE PRELIMINAR)

1.- Haz cinco dibujos que se relacionen con cinco figuras geométricas que puedes encontrar en:

la naturaleza, las artes, la musica, la calle, la casa, el deporte, los juegos o las profesiones.

2.- Imagina que has faltado a la dltima clase de matematicas. Tu compafiera Carolina te
describe por teléfono una figura geométrica: "Traza con lapiz un circulo con ayuda de una
moneda de cinco pesos. Dibuja con l4piz 2 circulos perpendiculares. Los extremos de estos
diametros son 4 puntos del circulo. Traza con tinta los segmentos que unen los puntos y que no

pasan por el centro del circulo".

a) Dibuja aqui la figura b) ¢Cémo se llama la figura
trazada con tinta?

3.- Se elige como solido la piramide regular de base cuadrada, es decir formada por un
cuadrado y cuatro tridngulos equilateros, y se pide realizar el mayor nimero posible de
patrones. A titulo de ejemplo, las figuras 1 y 2 representan dos patrones de dicha piramide:

Figura 1 Figura 2

Representa mediante un esquema a mano alzada
otros tres patrones de la piramide de base

cuadrada.

4.- Es posible teselar la regién que se te presenta con las

fichas que se te proporcionan:

Sl NO
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¢Porqué?

5.- ¢ Puedes cubrir el plano con las figuras de pentominos que se te proporcionaron?

SI No

¢cPorqué?

Uso de la calculadora CASIO ClassPad 300

OPCION GEOMETRIA Y BARRAS DE HERRAMIENTAS

7

| MENG  [ENEETEEEG

W File Edit Yiew Draw |
w| & k4w b el =]
Punto —— K@+~ Segmento de linea
Linea infinita | l——— Vector
) Circulo————_ @ Al—T Arco
Camunicaci... Poﬁggiijh_ — C__:)H#[n]r#——_____#_ Funcibn
T
Sistema =]
Educativo ]
Settings Menu Main Resize Swap H-Copy |
B 3 25 Hef oD & B°)
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N File Edit View Draw W File Edit View Draw
vl . || 4 v . v A b R
Triangulo —f—— g - Trlangul_o isdsceles Bisectriz perpendicular — o IPerpend\;:_uIar
Triangulo equilatero R Trapezoide Punto medic ——————— |—+| | — T Fgller\‘%e‘cmon
Romboide —}— To— — Paralelogramo Bisectriz de un angulo ————— [E |2 — T Ra;la ea
Rectingulo — . ___{—Rombo Tangente a curva —————_ [ Tpigl —~ efiexion
WO ——— O[]~ Poli | Translacio Rotacién
Cuadrado—]_ 2 | roligono reguiar ransiacion ——— . Transformacién general
e I (T Gl Dilatacion — g
- I

Ahora lo hagamos con la calculadora: Cubramos el plano con la Pajarita de

Nazari
Dibujaremos un triangulo equilatero
¥ Arch Edit Ver Dibuj
En el mend principal, selecciona Geometria, ik fv] & v +=
Ea s
1 = — Py )
s=ametriz despliega el menu y elige m, w7
para dibujar un triangulo equilatero indica que ke
=G
W Arch Edit Ver Dibui
Poligono regular EJ A
MHamera de lados
3
. ] .
C [
Nota Importante:
Damos un clic en la pantalla y aparece el

triangulo.
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U Obtendremos los puntos medios

Para esto debemos seleccionar el punto
Ay el punto B, quedando seleccionados

como se muestra en la siguiente figura:

¥ Arch Edit Ver Dibuj

Nota importante:

Para quitar la seleccion de los puntos
Ay B damos un clic en un espacio en

blanco fuera del triangulo

Hacemos el mismo procedimiento para
obtener el punto medio E:

Seleccionamos el punto A el punto C y

con la herramienta punto medio()

obtenemos el punto medio E:

101

Después punto medio), de esta

manera obtenemos el punto D.

¥ Arch Edit Ver Dibuj

Posteriormente  obtenemos los
puntos medios de AD y de AE con el
mismo procedimiento con el que
obtuvimos los punto medios D y E,
quedando los puntos F y G de la

siguiente manera:



¥ Arch Edit YWer Dibuj ¥ Arch Edit Ver Dibuj

Nota importante:

No se te olvide que para quitar la
seleccién de los puntos
seleccionados damos un clic en
un espacio en blanco fuera del

triangulo.

Trazamos dos lineas infinitas una
quevade EaFyotraquevadeD a

G, el procedimiento es el siguiente:

e

seleccionamos la herramienta

(linea infinita), después Hacemos lo mismo para los puntos Dy
seleccionamos el punto E vy G y nos queda el trazo asi:
posteriormente seleccionamos el

punto F, quedando de la siguiente

manera.:
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¥ Arch Edit Ver Dibui

|\V Arch Edit Ver Dibuj

Hagamos circulos y arcos

En la intersecciéon de las lineas infinitas

dibujamos el punto H con la herramienta

muestra en la figura:

(punto), quedando el trazo como se

¥ Arch Edit Ver Dibui
H
E o]
C E

Ahora creamos un circulo con centro en G

y radio H. Para hacerlo nos vamos a el

segundo menu y seleccionamos

circunferenciam.

W Hrch Edit Ver Dibui




Dibujamos el punto | con la herramienta

g

+

punto , gque se encuentra ubicado
en la interseccion del radio de la

circunferencia y la linea infinita D-G.

¥ Arch Edit Ver Dibuj

dibujaremos un arco con la herramienta

S

HE 2
E o arco :I que va de AE y que pasa por
H, constriyelo con la opcién arco del

menu dibujo en el orden |, E, A.

NOTA IMPORTANTE:

Es necesario que al trazar el arco los

puntos se toquen el orden de los

puntos |, E, A, de otra forma el arco

tomara otras dimensiones.

¥ Hrch Edit Ver Dibui
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Con la opcion rotacién vamos a duplicar el arco con
una rotacion de 180°, para lograr esto hacemos

mas grande la seccion del trazo donde esta el trazo

&

trazo a la posicion deseada con la instruccién de

desplazamiento panoramico :I':I"‘II:!] esto con la

finalidad de poder seleccionar el arco, para tomarlo

con la opcién de zoom y podemos mover el

de referencia como se muestra en la imagen.

¥ Hrch Edit Ver Dibui
{21 |l w] 20 o

|

%)

¥ Hrch Edit Ver Dibui

Ahora si nos vamos a la opcién rotacion
teniendo seleccionado el arco AHE como
referencia. En la parte inferior de la pantalla indica
gue se toque el dentro de rotacion en este caso el
punto E como centro de rotacién, con un angulo de

rotacion de 180°.

l |
Togue centro rotacidn i
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=)

Disminuimos el zoom del trazo
para tener la figura  completa,
seleccionamos ahora el arco EA vy

repetimos la operacién con la opcion de
<)

referencia E,A’, como punto de rotacion A’

rotacion pero ahora con el arco de

y con un angulo de rotaciéon de -60°.
Nota importante:

No se te olvide que para quitar la
seleccién de los puntos seleccionados

damos un clic en un espacio en blanco

—_

¥ Arch Edit VYer Dibuj

fuera del triangulo.

Quedando el trazo asi:

I!!

¥ Hrch Edit Ver Dibui
e =

dngulo !
-8

I

Repetimos la operacién con la opcién de
i)

referencia A’,E’, como punto de rotacién

rotacion pero ahora con el arco de

E’ y con un angulo de rotacion de 180°.

¥ Hrch Edit Ver Dibui
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Un trazo mas con la opcion de rotaciéon
u)

B,E’, como punto de rotacion B y con un

pero ahora con el arco de referencia

angulo de rotacion de -60°.

¥ Arch Edit Ver Dibuj

Ocultaremos todos los puntos que estan
del

construimos

fuera triangulo  equilatero  que

inicialmente incluyendo el
circulo con radio H y las lineas infinitas E-
F, D-G para esto seleccionamos los puntos
un a uno y una vez selecionados nos
vamos al Editar,

menu Propiedades

Ocultar.

Y finalmente con la opcion de rotacion
u)

referencia B,B”, como punto de rotacién

pero ahora con el arco de

B” y con un angulo de rotacion de 180°.

W Arch Edit Yer Dibuj

=il

™

¥ Arch Yer Dibuj
Deshacer/Rehacer
Borrar restricciones

Mostrar todo

A tine

ocultar

Fmimn] FMostrar nombre

Tort] Ceultar nombre
Mas grueso

E2F Mas fino

Seleccionar todo
Borrar
Borrar todo

TR

Completemos la Pajarita de Nazari

Tenemos la
de

mencionados:

siguiente  figura como

resultado ocultar los  puntos
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M Arch Edit Yer Dibud
o) | s [w] 0 (R 0

:>A continuacion seleccionamos todos los

puntos y hacemos tres rotaciones
ue)

como punto de rotacion al punto A con

independientes con tomando

los &ngulos de rotaciéon 60°, 120°, 180°,
= 240°, 300°.

Quedando la secuencia de trazos de la

siguiente manera:

W Arch Edit Wer Dibui W Arch Edit Yer Dibud W Arch Edit VYer Dibui
B O o | ] <t o] e o] 2 [ ] i o] e ] S [
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Como practica adicional obtén la N Frch Edit Yer Db

siguiente figura y presenta al profesor

tus resultados. {m _
QRS
N

Materiales requeridos para llevar a cabo las preguntas 4y 5 en esta propuesta.
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Los 12 pentominds teselan un tablero de 3x20 o dos de 5x6

n=i ] ﬂ;
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