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Introduccion

En este trabajo se asume que el lector esta familiarizado con analisis complejo, topologia, variedades
diferenciables y algebra, ya que se utilizan herramientas como espacios segundo numerables, formas

diferenciales, entre otras propias de dichas areas y que no se definen aqui.

Las superficies de Riemann fueron definidas en 1851 por el matematico aleman Bernhard Riemann
en su tesis de doctorado. Tuvieron que pasar anos para que la idea de Riemann fuese desarrollada y
modernizada, actualmente las superficies de Riemann tienen presencia en distintas areas como geometria

algebraica, geometria compleja y teoria de potencial.

El teorema del mapeo de Riemann establece que toda superficie de Riemann simplemente conexa es
biholomorfa al disco unitario, al plano complejo o a la esfera de Riemann. A pesar de que el enunciado
es facil de recordar, sus pruebas pueden requerir de conocimiento en distintas areas. La primera de-
mostracion fue realizada de manera independiente por Koebe y Poincaré en 1907, seguido de esto se
han dado muchas otras pruebas que utilizan distintas herramientas, por ejemplo, funciones armonicas e

integrales de Dirichlet y triangulacién de superficies de Riemann.

La prueba que aqui se presenta estd basada en anélisis complejo, teoria de cubrientes y algo de topologia.
El primer capitulo estd dedicado a introducir las superficies de Riemann, las funciones holomorfas,
biholomorfas, meromorfas, entre otras, asi como también ejemplos de estas superficies; pasamos después

a dar conceptos topoldgicos necesarios para la teoria y se finaliza con el cubriente universal.

En el capitulo dos nos adentramos en la teorfa de gavillas para presentar el grupo de cohomologia de Cech
y su relacion con el grupo de DeRham, se presentan también las k-formas para & = 1,2 en superficies

de Riemann asi como también el concepto de integracion.
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Capitulo 0. Introduccién

En el tercer capitulo se trabaja el problema de Dirichlet en superficies de Riemann y se da la solucion
mediante el método de Oskar Perron, posteriormente, se introducen los conjuntos Runge cuyas fronteras

tienen propiedades especificas.

Finalmente, en el capitulo cuatro se da la demostraciéon basada en conjuntos Runge.
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Capitulo 1

Superficies de Riemann

En este capitulo se dan los preliminares para poder presentar la definicion de una superficie de Riemann

y algunos ejemplos de estas. Para mds informacién sobre el tema se pueden consultar [1], [3], y [17].
Definicién 1.0.1. Sea X un espacio topologico de Hausdorff y sequndo numerable.

1) Una carta compleja en X es un homeomorfismo ¢ : U — V' de un abierto U C X sobre un
abierto V. C C. Dos cartas complejas ; : Uy — V;, 1 = 1,2 se dice que son holomorficamente

compatibles si la funcion
(2 © go;l : (p1<U1 N UQ) — 902(U1 N Ug)
es biholomorfa en el sentido usual.

2) Un atlas complejo en X (también llamado atlas holomorfo en X ) es una coleccion U = {p; :
Ui — Vitier de cartas complejas en X que son holomdérficamente compatibles y que ademds cu-
bren a X, es decir, X = UUi' Dos atlas holomorfos U y U" en X son llamados analiticamente

i€l
equivalentes si cada carta de U es compatible con cada carta de U'.

La demostracion de la siguiente proposicién es rutinaria por lo tanto sera omitida.
Proposicion 1.0.2. La relacion anterior para atlas holomorfos es una relacion de equivalencia.

A una clase de equivalencia se le llama una estructura compleja para la variedad bidimensional X, y

se denota como X.



Capitulo 1. Superficies de Riemann

Definicién 1.0.3. Una superficie de Riemann es un par (X,Y), donde X es una variedad bidimen-

stonal conexa y Y es una estructura compleja en X.

En adelante solo escribiremos X en lugar de (X, ¥) para denotar a una superficie de Riemann, quedando

implicito que X tiene una estructura compleja.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de superficies de Riemann, en lo que sigue C* denotara

al conjunto C\ {0}.

Ejemplo 1.0.4. El plano complejo C.

Su estructura compleja estd definida por el atlas cuya unica carta es la funcion identidad.
Ejemplo 1.0.5. El espacio proyectivo complejo de dimension 1, denotado por CP'.

FEste espacio esta dado por

cp = C\ {0},

donde la relacion de equivalencia es (z1,w1) ~ (z9,ws) si y solo si zo = Az1, we = Awy para algun
A € C*, las clases de equivalencia son denotadas por [z : w]. Para las cartas (Uy, ¢1) y (Ua, ¢p2) se define
lo siguiente:
U ={[z:w] €CP":w #0}, o¢1([z:w])=
Uy:={[z:w] € CP": 2 £ 0}, s([z:w)]) =
aqui, la funcion de transicion ¢y o ¢;' 1 C* — C* estd dada por z +— %, la cual es biholomorfa.

Ejemplo 1.0.6. El conjunto X = {(z,w) € C* : w = sen(z)} es una superficie de Riemann.

Comencemos considerando para cada n € Z al conjunto B,, de C que es la banda infinita descrita por
T+ (n— 1)1 < Re(z) < 5§ +nm, se sabe que la imagen de esta banda infinita bajo la funcion seno
es el plano complejo, tal como se muestra en la figura 1.1, para una demostracion de esto se pueden
consultar las pdginas 48 a 52 de [2], o bien, en el ejemplo 1 de la seccion 89 de [18]. Observe ademds
que si consideramos las bandas infinitas A,, de C descritas por %t < Re(z) < m+ % la imagen de estos

abiertos bajo la funcion seno es el plano complejo.

Ahora bien, para ver que X es una superficie de Riemann, primero observemos que X es un subconjunto

de C x C y como C x C es un espacio topologico Hausdorff y sequndo numerable, X también lo es.



Capitulo 1. Superficies de Riemann

Figura 1.1: Conjunto By y su imagen bajo la funcién seno.

Por otro lado, consideremos la funcion continua g : C — C x C dada por z — (z,sen z). Notemos que

g(C) = X y por ser C conezxo se sigue que X es conezo.

Ahora bien, solo resta dar un atlas holomorfo para X, con este objetivo consideremos la funcion pro-
yeccion en X sobre la primera coordenada restringida a A, denotémosla como m|a,, y consideremos
©a, = seno(m|a,). Note que pa, : A, — U, C C, donde U,, = sen(A,,), tenemos entonces una colec-

cion U = {pa, }nez, la cual es un atlas holomorfo para X, ya que U A, x U, =X, ademds cada ¢4,

nez
es continua, y su inversa también ya que la funcion seno envia de manera biyectiva la imagen de las

bandas A,, al plano complejo. Todo lo anterior nos dice que py, es un biholomorfismo para toda n.

Finalmente resta verificar que las cartas son holomorficamente compatibles, para ello observe que las
intersecciones de los A, son bandas infinitas de longitud 5 en las cuales la funcion seno sigue siendo

holomorfa.
Concluimos que el conjunto X es, en efecto, una superficie de Riemann.
Ejemplo 1.0.7. La esfera de Riemann P! := C U {oc}

La topologia estd formada por conjuntos abiertos usuales U C C y aquellos de la forma V' U{oco}, donde
V C C es el complemento de un conjunto compacto K C C. Con lo anterior, es rutinario verificar que

P! es un espacio Hausdorff y compacto que ademds es homeomorfo a S%. Consideremos
Uy =P\ {00} =C,
Uy :=P'\ {0} = C* U {o0}.

Definamos p; : U; — C, 1 = 1,2, pongamos que p1 es la funcion identidad y
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% si z€C*
P2(z) = ,
0 st z=00

Notemos que ambas funciones son homeomorfismos. Ademds, la inversa de s es la siguiente:

. oo st z=0
Py (2) = L
s st 2#0
Notemos que Uy NUy = C* y pp 07t 1 CX — C* con py 0 ¢y (2) = é, la cual es holomorfa. Con lo

anterior, tenemos un atlas holomorfo para P*, y en consecuencia es una variedad bidimensional, ademds

como U, y Uy son conezos con interseccion no vacia se sigue que P! es también coneza.

Consideremos el atlas U = {¢1, 2} y observemos que las cartas de dicho atlas son holomdrficamente
compatibles ya que p1(Uy N Us) = 02(U1 NUs) = C* y la funcidn gy 07" : C — C* dada por z — 1
es biholomorfa. Lo anterior nos da una estructura compleja para Pt con lo cual concluimos que es una

superficie de Riemann.

Ejemplo 1.0.8. Cualquier dominio D (esto es, un subconjunto abierto, conexo y no vacio) de una
superficie de Riemann X es también una superficie de Riemann. Para obtener una estructura compleja
sobre D se procede como sigue: para cada ¢ : V. — V' carta de X, se consideran las funciones
oy : U — U, donde U =V N D yU = ¢U), la coleccion de estas cartas da como resultado una

estructura compleja para D.

De lo anterior se obtiene que los dominios E:= {z € C: |z| < 1} y H? := {z € C : Im(z) > 0} también

son superficies de Riemann.
Ejemplo 1.0.9. El toro complejo.

Sean wy y wo dos numeros complejos linealmente independientes sobre R. Defina
[ = Zwy + Zwy = {nwy + mwsy : n,m € Z},
I’ es llamada un reticulo generado por wy y wo, véase la figura 1.2.
Dos complejos z, 2" € C son equivalentes modulo I' si z— 2" € T', el conjunto de clases es el toro complejo

y se denotard como 1t := (C/F, con la topologia cociente este espacio es:

» Hausdorff: Para demostrar esto usaremos el siguiente resultado sobre el toro complejo, omitiremos
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/S S
77 77

CU-l + lfl!)2

=7

Figura 1.2: Los puntos blancos son elementos del reticulo generado por wy y ws.

su demostracion pero se puede consultar en la pagina 70 de [}]. Si  y z son dos puntos en C que

no son equivalentes mddulo ~r entonces ¢ esta a una distancia positiva de [z]r.

Por otro lado, sean z y w dos puntos en C tales que [z]r # [w]r, afirmamos que estos conjuntos

estan a una distancia positiva. Procediendo por contradiccion, supongamos que existen z;- ~T 2

/ JE—

/
y wi ~r w tales que |w]

!/ iq ! , .
Z]| — 0 Tenemos ast que Z] =z + /}/] para algun ’y] c F Se tiene
entonces que w; —y; es una sucesion de puntos en [w|r que converge al punto z, sin embargo, esto

contradice que [w|r esté a una distancia positiva de z.

Con lo anterior, notemos que podemos considerar vecindades disjuntas de [z]r y [w]r, con lo cual

se sique que el toro es Hausdorff.

» Sequndo numerable: tenemos que la proyeccion canonica w : C — C/F es abierta, en efecto, si

V C C es abierto entonces 7 (m(V)) = U (w+V) y como cada conjunto w+V es abierto, la union
wel’
anterior también lo es. Como m es abierta y C es seqgundo numerable, el cociente (C/F también lo

es. En efecto, si {U;}ier es una base numerable para la topologia de C entonces {m(U;)}icr €s una

coleccion numerable de conjuntos abiertos para la topologia de C/F.
n Conezo: como C es conezxo, C/F = m(C) también lo es.

Para las cartas, consideremos V. C C abierto tal que no hay dos elementos de V' equivalentes bajo T'.

Tenemos U := w(V') es abierto y la proyeccion canénica | :V — U es un homeomorfismo.

Observemos que su inversa @y : U — V' es una carta compleja en C/F.



Capitulo 1. Superficies de Riemann 1.1. Funciones entre superficies de Riemann

Considerando la coleccion U de cartas py tales que V es un abierto de C tal como los que se describieron

en el pdrrafo anterior, se tiene entonces que el toro complejo es una superficie de Riemann.

1.1. Funciones entre superficies de Riemann

Una vez dada la definicion de una superficie de Riemann, asi como también algunos ejemplos, se pueden

dar las definiciones de funciones entre ellas y resultados importantes sobre estas funciones.

Definicién 1.1.1. Sean X y Y superficies de Riemann. Una funcion continua f: X — Y es llamada
holomorfa, si para cada par de cartas o1 : Uy — Vi en X y o : Us —> Vo en'Y con f(Uy) C Uy, la
funcion 2o fop i Vi — Th,
es holomorfa en el sentido usual. Una funcion es llamada btholomorfa si es biyectiva y tanto ella como
su inversa son holomorfas.
Al conjunto de funciones holomorfas en'Y se le denota por O(Y).
Notacién 1.1.2. Para r € (0, 00| usaremos las siguientes notaciones,

1. Parar € (0,00) \ {1}, denotaremos Dy(r) :={z € C: |z| < r}.

2. Parar =1, se tiene el disco unitario centrado en el origen, el cudl sera denotado por E.

3. Para r = 00, se define Dy(o0) como el plano complejo C.

Ejemplo 1.1.3. La funcion de Cayley c : H> — E dada por

zZ—1
Z+1

c(z) =

es un biholomorfismo entre H? y E. En ocasiones también se le llama transformacion de Cayley y
es util dentro de la geometria hiperbdlica (véase apéndice B).

|2 — i

|z + 1|

superior se cumple que |z —i| < |z — (—1i)|, de donde |c(2)| < 1, por lo tanto c¢(z) € E, esto nos dice

Tenemos que |c(2)] = geométricamente se puede observar que como z estd en el semiplano

que la funcion de Cayley esta bien definida, mas aun, el unico punto donde no estd definida es z = —1i

y como este no se encuentra en el semiplano superior, ¢ es holomorfa en todo H?2.
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1+=2
Por otro lado, su inversa estd dada por b(z) = 2'1 , mediante un cdlculo directo se puede verificar que
-z
si z se encuentra en el disco unitario entonces Im(b(z)) > 0 y ademds cob = Id = bo c. Finalmente,
podemos observar que la funcion b es holomorfa en E ya que el unico punto donde no estd bien definida

es z =1, el cual no se encuentra en IE.
A continuacion retomamos algunas de las propiedades que tiene el toro complejo.

Proposicion 1.1.4. Sean I' y I dos reticulos en C, si existe o € C* tal que o' C T” entonces la

funcion ¢ : C — C dada por z — az, induce una funcion holomorfa entre los toros Tr y Tr.
Demostracion.
Sea ¢ : Ty — T dada por [2]p — [az]r. Veamos que esta funcién estd bien definida.

Sean z1,29 € C tales que [z1]p = [22]p esto implica que [z1 — z2]p = [0] entonces z; — 2o € T, asi
a(z — z3) € al' y dado que o' C I se sigue que [a(z1 — 22)]v = [0]p, luego [az]p — [azo]p = [0]p ¥

finalmente se obtiene que [az]p = [@z2]p.

Recordemos que C/F y (C/F/ tienen estructura de grupo (ya que I',I" son subgrupos normales de C),
entonces debemos verificar que v es un morfismo de grupos, lo cual se obtiene facilmente. Sean z1, 2z € C,

tenemos que
V([z1 + 22]p) = (21 + 2)]p = [az]p + [ezo]p = Y([2]p) + ¥ (([22]r)-
Por otro lado, sean (¢y, V) (py/, V') cartas de C/F y (C/F/ respectivamente (recuerde que en el ejemplo

1.0.9 se construyeron las cartas como la inversa de la proyeccién candénica sobre el toro) entonces el

diagrama de la figura 1.3 conmuta.

C Li C
Py Vv
C/r c/r
P

Figura 1.3: Morfismo entre toros complejos.

Por lo tanto, gy 0o ¢y = ¢ v asi ¥ = ey 0 p o py, de donde se observa que ¥ es holomorfa. |

En la siguiente seccién se presentaran mas propiedades sobre el toro complejo.
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Definicién 1.1.5. Sea X una superficie de Riemann y Y un subconjunto abierto de X. Se dice que una
funcion holomorfa f :Y' — C es meromorfa en Y, donde Y' CY es un conjunto abierto, si se

satisface lo siguiente:
1) Y \'Y’' solo contiene puntos aislados.

. .
2) Para cadap € Y \Y' se salisface lim | f(z)] = oo.

T—p

A los puntos de Y \ 'Y’ se les llama polos de f. El conjunto de todas las funciones meromorfas en 'Y

lo denotaremos por M(Y').

Ejemplo 1.1.6. Sean > 1 y sea f(z) = 2" +c12" '+ ...+ ¢,, con ¢, € C. Se tiene que f: C — C
es una funcion holomorfa. Si pensamos a C como subconjunto de P' tenemos que lim |f(z)| = oo, se
Z—00

concluye que f € M(P').

Algunos resultados conocidos de variable compleja en se conservan en superficies de Riemann, las de-
mostraciones se basan en llevar el problema al plano complejo mediante cartas y ahi usar los resultados
conocidos. A continuacién enunciamos algunos, las demostraciones se pueden consultar en el capitulo 1

de [3] o en el capitulo 2 de [13].

Teorema 1.1.7 (de la singularidad removible de Riemann). Sea U un conjunto abierto en una superficie
de Riemann y un punto a en U. Supongamos que la funcion f € O(U \ {a}) es acotada en una vecindad

de a. Con lo anterior, [ se puede extender de manera unica a una funcion f e O(U).

Teorema 1.1.8 (de la identidad). Sean X y Y superficies de Riemann y fi, fo : X — Y dos funciones
holomorfas que coinciden en un conjunto A C X teniendo un punto limite a € X, se concluye entonces

que f1 y fo son iguales.

1.2. Propiedades de funciones holomorfas entre superficies de
Riemann

A continuacién se presentan algunas de las caracteristicas que poseen las funciones holomorfas entre

superficies de Riemann. En los resultados que siguen las funciones seran consideradas como no-constantes
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a menos que se indique lo contrario.

Teorema 1.2.1 (Comportamiento local de funciones holomorfas). Sean X y Y superficies de Riemann
y f: X — Y una funcién holomorfa. Sea a € X y b:= f(a). Tenemos que existe un entero k > 1 y

cartas o :U —V en X yp: U — V' en'Y con las siguientes propiedades:

1) aceU, pla)=0;be U, () =0.

2) f(U)cCU.

3) La funcién F =1 o foy™t:V — V' estd dada por F(z) = 2*, para cada z € V.
Demostracion.

Como Y es una superficie de Riemann, existe una carta (¢, U’) alrededor de b. Dado que f es continua,

existe un abierto W cona € Wy f(W) C U'.

Consideremos una carta (¢1,U;) alrededor de a y definamos U := W NU; y ¢ := ¢1]y. Observe que
ademds, si ¢1(a) es distinto de cero, mediante una traslacién de C podemos obtener que ¢;(a) = 0,

reemplazando (@1, U;) por (¢, U) tenemos cartas (U, ¢) vy (U’, 1) que satisfacen las propiedades 1) y 2).

Por otro lado, como f es no constante, por el teorema de la identidad (teorema 1.1.8), f es no constante
en un abierto contenido en U, como ¢ es sobreyectiva desde U a V, la funcién f o ¢~! es no constante

en un abierto contenido en V' y como f oo~ 1(V}) C U y 1 es inyectiva en U’ se sigue que la funcién
fir=dofopr' Vi — V' CC,

es no constante en V;. Notemos que f(0) = 0, es decir, un cero para la funcién holomorfa f;, con lo cual
existe k > 1 tal que f1(2) = 2¥g(2), donde g es una funcién holomorfa en V; con g(0) # 0. Se sigue que
g no se anula en un disco que contiene al cero, y por lo tanto, la funcién logaritmo compleja esta bien
definida, se define entonces la funcién h(z) = elog(g(2))/ k, con z en un disco que contiene al cero. Con

lo anterior se tiene que h¥ = g.

Por lo tanto, existe una vecindad de cero y una funcién holomorfa h en esta misma vecindad tal que

hk = g.

Notemos que la funcién « : Vo, — V' dada por z — «a(z) = zh(z) es biholomorfa de V5 C V; sobre V,

donde V5 es una vecindad de cero. Tomemos U := gofl(Vg), reemplazando la carta ¢, : Uy — V] por la
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carta ¢ : U — V donde ¢ = a0 ¢y.
Por construccién, la funcién F = 1) o f o p~! satisface que F(z) = 2*. [ |

Al nimero k del teorema 1.2.1 se le llama multiplicidad con la que la funcién f toma el valor de b

en el punto a o simplemente se dice que f tiene multiplicidad k en el punto a, esto lo denotamos por

mult,(f) = k.
El siguiente corolario se obtiene aplicando el teorema 1.2.1.

Corolario 1.2.2. St X y Y son superficies de Riemann y f : X — Y es una funcion holomorfa

entonces se satisfacen lo siguientes resultados:

1) f es abierta.

2) Si f es inyectiva entonces f es biholomorfa de X sobre f(X).
Demostracion.

1) Si tomamos una vecindad U de a € X, del teorema 1.2.1 se sigue que la imagen de U bajo f es

también una vecindad de f(a), lo cual implica que f es abierta.

2) Dado que f es inyectiva, el valor de k en el teorema 1.2.1 es igual a 1 para todo a € X, se tiene

asf que f~1: f(X) — X es holomorfa, ya que estd dada por la identidad. [ |

El siguiente resultado es conocido en el plano complejo, y a continuacién veremos que también es valido

en superficies de Riemann.

Teorema 1.2.3 (Principio del médulo maximo). Si X es una superficie de Riemann y f: X — C es

una funcion holomorfa no constante entonces el valor absoluto de f no alcanza su mdzrimo.
Demostracion.

Supongamos que existe un punto a € X tal que R := |f(a)| = sup{|f(x)| : © € X} entonces f(x) C
K :={z€C:|z] < R}. Como f(X) es abierto f(a) se encuentra en el interior de K, esto contradice la

hipétesis de que f(a) € 0K, donde 0K denota la frontera del conjunto K. |

Como aplicaciéon del teorema del modulo maximo tenemos la siguiente proposicion.

10
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Proposiciéon 1.2.4. Sean X wuna superficie de Riemann y f : X — C wuna funcion holomorfa no

constante, se tiene que Re(f): X — R es una funcion sin mdzimo.
Demostracion.
Por contradiccién, supongamos que Re(f) tiene un maximo en un punto zo.

Definamos g : X — C dada por g(z) := ¢/, la cual es una funcién holomorfa. Observe que si

f = u + iv, entonces

|6f| _ |€u+iv| _ |eu| — eRe(f)’

por lo tanto |g(z)| = eftetf).

Por la hipétesis hecha tenemos que para todo z € X, Re(f(z)) < Re(f(z0)) vy asi |g(z)| = /() <
efelf(20)) = |g(z)|, por lo tanto |g(z)| alcanza su maximo en z,. Luego, por el principio del médulo
maximo se tiene que g es una funcion constante, por lo tanto f también debe ser constante, lo cual es

una contradicecion. [ |

Teorema 1.2.5. Sean X y Y superficies de Riemann con X compacto y f : X — Y una funcion

holomorfa no constante. Se tiene que Y es compacto y ademds f es sobreyectiva.
Demostracion.

Observe que el conjunto f(X) C Y es compacto, en particular cerrado, y por 1) del corolario 1.2.2; es
también abierto. Como Y es conexo (por ser una superficie de Riemann), se sigue que f(X) =Y, con

lo cual se tiene lo deseado. [
Como consecuencia del teorema 1.2.5 y recordando que C no es compacto, se tiene el siguiente resultado.
Corolario 1.2.6. Toda funcion holomorfa en una superficie de Riemann compacta es constante.

Otro teorema importante es el teorema de Liouville cuya prueba se obtiene usando el teorema de la

singularidad removible de Riemann (teorema 1.1.7) y el corolario anterior.
Teorema 1.2.7 (de Liouville). Toda funcion holomorfa y acotada f : C — C es constante.

Para finalizar esta seccion, utilizaremos el teorema 1.2.5 para demostrar otras propiedades del toro

complejo.

11
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Proposicién 1.2.8. Para 7 € H? denotemos por X(7) al toro correspondiente al reticulo generado por

la R- base {1, 7}, entonces todo toro Tt es biholomorfo a uno de la forma X (7).
Demostracion.

Sea I' = Zw, + Zaws, con wy = a + by wy = u + v, tenemos asi que

wi _ (a+1b)(u—wv)

)

Wa u? + v?

Wy bu — av
Im| — | =—F—,
Wy u*+v
por la tricotomia de los niimeros reales debe ocurrir un solo caso de los siguientes:

1) bu —av > 0,

entonces

2) av —bu > 0,

3) av—bu =0.
. . wy . . . .
Observemos que 3) no puede ocurrir, ya que si av — bu = 0 entonces — no tiene parte imaginaria, es
C%;

. , , (] . . . ..,
decir, es algin nimero real x = — lo cual implica que w; = zws, sin embargo esto es una contradiccion
W2
a la independencia lineal de w; y ws. Por lo tanto solo puede ocurrir 1) o 2), supongamos, sin pérdida

. . . . W2
de generalidad, que bu — av > 0, en caso contrario solo cambiamos el cociente por —.
w1

w1 . . , .
Tenemos que 7 := — se encuentra en el semiplano superior, ademas se cumple la igualdad
%)

Zwn + Zwy = we(Z1 + 7),

en efecto,

w
T € Zlw +Zwy & x=nwi+mws, Nn,M E LS x=ws (n—l—l—m>
w2

& r=wy(nT +m) & x € wy(Zr + Z).

Denotemos por I' = Zw; + Zwy y IV = Z7 + 7Z, de lo anterior, en particular, tenemos que woI” C T,
entonces por la proposicién 1.1.4 la multiplicacién por wy € C* induce una funcién holomorfa (que
ademéds es morfismo de grupos) ¢ : X(7') — X (7), observe que esta funcién es no constante y ademés

X (1) es compacto, asi que por el teorema 1.2.5 se sigue que 1) es sobreyectiva.

Por otro lado, sea [z]p, € ker, se tiene lo siguiente,

12
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(2] € kerp & U([2]p) =[0]p S wez €T S 2 €w, ' T & 2 €17,

de esta forma kery = I y asi 1 es inyectiva.

Con lo anterior concluimos que v es un biholomorfismo. |
. . . a b , at +b
Proposicién 1.2.9. Si 7 € H?, € SL(2,Z) y se considera 7' := d entonces 7' € H? y
c d cT

X(1) es biholomorfo a X(7').
Demostracion.

Sea 7 = u + iv con v > 0, tenemos que

, alu+iv)+b  (au+b)+aiv (cu+d)— cvi

T c(u+iv)+d - (cu+d) +cvi (cu+d) — cvi’
luego
~ acuv + adv — acuv — bev (ad — be)v
Im(7") = = ,
(cu+d)? + (cv)? (cu+d)? + (cv)?

dado que ad —bc =1y v > 0, concluimos que I'm(7") > 0, es decir, 7/ € HZ.

Por otro lado, sean I' = {1,7}, I = {1,7'} dos reticulos y o = ¢7 + d. Observe que « es distinto de
cero, ya que si ¢r +d = 0 entonces 7 = ——, es decir, 7 es un numero real, lo cual no es posible dado
c

que T esta en el semiplano superior.

Tenemos ademas que,

a b
donde A := € SL(2,7Z), luego por la proposiciéon A.0.1 del apéndice A se sigue que al” =T,
c d

en particular oI C I" y por la proposicién 1.1.4, la funcién z — «z induce una funcién holomorfa (que

de hecho es morfismo de grupos)
v X () — X (7).

Este morfismo de grupos es nuestro candidato a ser biholomorfismo.

Nuevamente, por el teorema 1.2.5 tenemos que v es sobreyectiva, ya que es una funcién holomorfa, no

constante, con X (7') compacto.

13



Capitulo 1. Superficies de Riemann 1.3. Sobre cubrientes.

Por otro lado, sea [z]p, € ker, se tiene que

2]l Ekerp <= ([2]p) =0 = az €l <= z€a ' T <z €T,
donde en la 1ltima bicondicional hemos usado el hecho de que I" = o~ 'T.
Lo anterior nos dice que kery = I".

Por lo tanto ¢ es un biholomorfismo entre X (7) y X (7/). [

1.3. Sobre cubrientes.

En esta seccién se presentaran algunos resultados de la teoria de espacios cubrientes y funciones con

puntos de ramificacion.

Definicién 1.3.1. Sean X yY espacios topolégicos yp : Y — X una funcion continua. Para x € X, el
conjunto p~(z) es llamado la fibra de p sobre x. Siy € p~'(z) entonces se dice que y se encuentra

sobre .

Definicién 1.3.2. Sean, X, Y y Z espacios topolégicos, sip:Y — X yq: Z — X son funciones
continuas entonces una funcion f Y — Z se dice que preserva fibras si p = qo f. Esto significa
que cualquier punto y € Y, que se encuentra sobre x € X, es enviado bajo f a un punto que también se

encuentra sobre x.

Recuerde que un subconjunto A de un espacio topoldgico es llamado discreto si cada punto a € A
tiene una vecindad V' tal que V' N {a} = {a}. Si tenemos dos espacios topolégicos X y Y y una funcién
p:Y — X se dice que p es discreta si la fibra p~!(z) de todo punto z € X es un subconjunto discreto

de Y.
En lo que sigue se consideran funciones no constantes a menos que se indique lo contrario.

Teorema 1.3.3. Sean X y Y superficies de Riemann. St p : Y — X es holomorfa entonces p es

abierta y discreta.
Demostracion.

Por 1) del corolario 1.2.2 se sabe que las funciones entre superficies de Riemann son abiertas. Para ver

14
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que p es discreta, sean b € Y y a = p(b) € X, por el teorema 1.2.1 se sabe que existe un entero k > 1
y cartas (¢,U), (¥,U’) en X y Y, respectivamente, tales que F := 1o ¢!y F(2) = ¢, més ain, se
tiene que F'(0) = 0. Luego, como los ceros de las funciones holomorfas son aislados (véase pdg. 73 de
[16]) se deduce que, en alguna vecindad de b, este punto es la tinica preimagen de a, es decir, p~!({a})

es discreto, y en consecuencia, p es una funcién discreta. [

Definicién 1.3.4. Sean X y Y superficies de Riemann y p : Y — X holomorfa. Un punto y € Y
es llamado punto de ramificacién de p si no existe vecindad V' de y tal que ply sea inyectiva. La

funcion p es llamada funcion holomorfa no ramificada si no tiene puntos de ramificacion.
Observacién 1.3.5. Observe que un punto y es de ramificacion para p si mult,(p) > 2.

Ejemplo 1.3.6. La funcion exponencial exp : C — C* es una funcion holomorfa no ramificada ya que

es inyectiva en todo subconjunto V- C C que no contenga dos puntos que difieran de un maultiplo entero

de 2mi.

Ejemplo 1.3.7. Los puntos de ramificacion de la funcion f: C — P! dada por z — %(z + %) son —1

y 1.

Para ver lo anterior, notemos que por el teorema de la funcion inversa en C, aquellos puntos donde la

derivada de la funcion se anule son posibles puntos de ramificacion.
Tenemos que f'(z) =0 si y solo si 1 — Z% =0, es decir, si y solo si z = +1.

Para z =1, como f(z) =1 si y solo si (z — 1)*> =0 esto nos dice que z = 1 tiene multiplicidad 2 y por

lo tanto st es un punto de ramificacion.
De manera similar se tiene que el punto z = —1 tiene multiplicidad 2 y por lo tanto es de ramificacion.
De aqui en adelante I denotard al intervalo [0, 1], a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.3.8. Sea X un espacio topologico, con a y b puntos en X. Dos curvas u,v : I — X
que unen a con b son llamadas homotdpicas si exviste una funcion continua A : I x I — X con las

siguientes propiedades:
1) A(t,0) = u(t) para todo t € I,

1) A(t,1) = v(t) para todo t € I,

15
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1) A(0,s) =a y A(1l,s) = b para todo s € 1.
Siu y v son homotdpicas se denota por u ~ v.

Definicién 1.3.9. Sean X un espacio topoldgico y u,v : I — X dos curvas cerradas en X, que no
necesariamente tienen el mismo punto inicial. Decimos que las curvas u y v son homotopicas libres

st existe una funcion continua A : I x I — X con las siguientes propiedades:
I) A(t,0) = u(t) para todo t € I,
II) A(t,1) =v(t) para todo t € I,
II1) A(0,s) = A(1,s) para todo s € I.

Definicién 1.3.10. Sean X, Y y Z espacios topolégicos, p : ¥ — X y f : Z — X funciones
continuas. Un levantamiento de f con respecto a p es una funcion continua g : Z — Y tal que

f=pog, es decir, el diagrama que se muestra en la figura 1.4 conmuta.

Figura 1.4: Levantamiento de f con respecto a p.

Los siguientes teoremas son resultados topolégicos conocidos, por lo cual omitimos sus demostraciones,

estas pueden consultarse en la seccién 5 de [3] o en la seccion 54 de [14].

Teorema 1.3.11 (Unicidad del levantamiento y levantamiento de curvas homotépicas). Sean X y Y

espacios Hausdorff y p: Y — X un homeomorfismo local, se tiene lo siguiente:

a) Suponga que Z es un espacio topoldgico conexo y f : Z — X una funcion continua.
Si g1,92 1 Z — Y son dos levantamientos de f y g1(z0) = ga2(20) para algin punto zg € Z

entonces g1 = gs.

b) Seanp:Y — X un homeomorfismo local, a y b dos puntos distintos en X y un punto a en'Y tal
que p(a) = a. Mds ain, supongamos que tenemos una funcion continua A : I x I — X tal que

A(0,8) =a y A(1,s) = b para todo s € I y definamos us(t) := A(t,s). Si toda curva us puede ser

16



Capitulo 1. Superficies de Riemann 1.3. Sobre cubrientes.

levantada a una curva us con punto inicial a entonces Uy y Uy tienen los mismos puntos finales

y son homotdpicas.

Teorema 1.3.12. 5i X, Y y Z son superficies de Riemann, p :' Y — X wuna funcion holomorfa no
ramificada y f : Z — X wuna funcion holomorfa entonces todo levantamiento de f, g : Z — Y, es

holomorfo.
Demostracion.

Tomemos un punto ¢ € Z y definamos b := g(c) y a := pog(c), como g es un levantamiento de f tenemos
que a = f(c). Como p es no ramificada existe una vecindad V' de by U de a tal que p|y : V — U es
biholomorfa. Consideremos ¢ : U — V la inversa de p|y, dado que ¢ es continua, podemos encontrar
una vecindad abierta W de ¢ tal que g(WW) C V (véase figura 1.5); como f = po g, se tiene que

glw = ¢o flw y asi g es composicién de funciones holomorfas en ¢ y por lo tanto g misma es holomorfa

en el punto c. ]
. vcy
g [
I
WcZz f ! Uc X

Figura 1.5: Levantamiento de f

Definicién 1.3.13. Sean X un espacio topologico, a,b y ¢ puntos en X yu: 1 — X, v:1 — X

curvas que unen a con b y b con c, respectivamente. Se definen las siguientes operaciones.
a) La curva producto, denotada por uxv: 1 — X, que une a con c estd dada por

u(2t), t

v(2t — 1),

o
IN
IN

—~

<

*

S]
N—
S

~
N—

i

— N

N | —
IN
IA

t

b) La curva inversa, denotada por u~ o también u=!, que une b con a, estd definida como sigue

u (t) :==u(l —t), paratodot € I.
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Consideraremos la definicién de grupo fundamental en términos de clases de homotopia junto con la

operacién producto dada en 1.3.13, para més detalles sobre este grupo se puede consultar [3] o bien [14].

A continuacion presentamos un ejemplo particular en el cual, a través de la teoria de levantamientos,

podemos probar que el primer grupo fundamental, 71 (X)), de una superficie de Riemann X no es abeliano.

Ejemplo 1.3.14. Sean X y Y las siguientes superficies de Riemann:
X =C\ {£1} sz(C\{g—i-mT:nEZ}.

Considere los caminos v : [ — X, u(t) =1 —e*™ yov: I — X, v(t) = —1 + ¥, Si para j = 1,2,
las curvas w; : I — 'Y son los levantamientos de uxv y v *u respecto a la funcion sen : Y — X, con

w;(0) = 0 entonces se tiene que wi(1) = 2w y wa(1) = =27 y por lo tanto m (X) no es abeliano.

Para justificar lo anterior, observemos que las curvas u y v son circulos unitarios centrados en 1 y —1,
respectivamente, recorridos con direccion contraria a las manecillas del reloj, tal como se comento en
‘ - , ‘ ‘ o - ‘
el ejemplo 1.0.6, la funcion sen(z) envia la banda infinita {x +iy : =5 < x < §,y > 0} al semiplano

SUPETLOT.

Ahora bien, es posible expresar la curva u como un producto de curvas de tal manera que una de ellas esté
contenida en H? y la otra en H* (el semiplano inferior), llamemos a estas curvas b y a respectivamente,

asi u = a *b.
De igual manera tenemos curvas ¢ y d con las propiedades anteriores tales que v = ¢ * d.

Con lo anterior tenemos que uxv = (a*b)x (cxd) y ast para estudiar el levantamiento de uxv podemos

estudiar las cuatro curvas anteriores.

Como u y v son continuas, cada una de las curvas en las que se descomponen también son continuas y

entonces podemos considerar sus levantamientos.
Sean a, b, ¢ y d los levantamientos de a,b,c y d respecto a la funcion seno.

En la figura 1.6 podemos observar como la curva a inicia en el origen, permanece en el drea no-sombreada
y termina en el punto A := 2, su levantamiento a también debe comenzar en el origen, permanecer en
el drea no-sombreada y terminar en A :=sen™!(A). Luego, razonando de manera similar para la curva

b, se tiene que b inicia en A, permanece en el drea sombreada y termina en un punto B € (7, 37”) que
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satisface sen(B) — 0, podemos deducir que B = T.

De igual manera, la curva ¢ inicia en B, permanece en el drea sombreada, termina en C = sen™'(—2)
y finalmente, la curva d inicia en C, permanece en el drea no-sombreada y termina en un punto D €
(32,28 tal que sen(D) =0, y asi D = 2.

~ A~ ~

Tenemos entonces que wy(1) = (axbx éxd)(1) = d(1) = D = 2.

1A

|
I
I
2l
2,

3n

B=n 2 D=2r sin Z
)
1

Figura 1.6: Levantamiento de u * v.

De igual manera podemos proceder con la curva v * u ya que se tiene v*u = c*d*axb. En la figura

1.7 se muestran los levantamientos correspondientes a las curvas, se tiene asi que B’ es el punto final

de la curva b, por lo tanto sen(B') =0 y como B’ estd entre —57” Y —?’3” se sigue que B' = —2m.

| | |
i | I

I I 3 /4

i b 0 ] [ ¢
| I i

T T G | 0
2 31
| |

Figura 1.7: Descomposiciéon de la curva v * u.

~

Por lo tanto wa(1) = (é% d % a = b)(1) = b(1) = —2x.

Concluimos que wy(1) = 2w y we(1) = =27, mds aun si las curvas uxv y v * u fuesen homotdpicas
entonces, por el teorema 1.5.11, sus levantamientos tendrian los mismos puntos finales, asi uxv # v*xu

en m1(X), por lo tanto m(X) no es abeliano.
A continuacién pasamos a presentar algunos resultados sobre la teoria de funciones cubrientes.
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Definicién 1.3.15. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion sobreyectiva p : Y — X es llamada
funcion cubriente si se satisface lo siguiente: todo punto x € X tiene una vecindad abierta U tal que

las preimdgenes p~(U) pueden ser representadas como

p ' (U) =V,

jed
donde los conjuntos V;, j € J son abiertos disjuntos a pares de'Y , y todas las funciones ply, : V; — U

son homeomorfismos (véase la figura 1.8). En particular observemos que p es un homeomorfismo local.
Vi
< >

Y "
vV,

7|

S
X

Figura 1.8: Funcion cubriente.
Ejemplo 1.3.16.
1. Sea X un espacio topologico, la funcion identidad i : X — X es una funcion cubriente.
2. La funcién p : R — S* dada por p(z) = (cos(2mz),sen(2wx)) es una funcidn cubriente.
3. La funcion exp : C — C* es una funcion cubriente.

Los siguientes resultados nos permiten aplicar la teoria de levantamiento de curvas a las funciones

cubrientes, y viceversa. Su demostracién se puede consultar en la seccién 4 de [3].

Teorema 1.3.17. Sean X y Y espacios topolégicos se tiene que toda funcion cubriente p : Y — X

tiene la propiedad del levantamiento de curvas.

En lo que sigue, un espacio topoldgico simplemente conexo es aquel cuyo primer grupo fundamental

es trivial. Andlogamente se define una variedad simplemente conexa.

Teorema 1.3.18. Sean X y Y espacios Hausdorff y p: Y — X una funcion cubriente. Suponga que

Z es un espacio topologico simplemente conexo, arco conexo y localmente arco conexo y f : Z — X
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es una funcion continua. Tenemos que para cada eleccion de puntos zo € Z yyo € Y con f(z0) = p(yo)

existe un inico levantamiento f: Z — Y tal que f(z0) = vo.

Teorema 1.3.19. Sea X una variedad, Y un espacio Hausdorff yp:Y — X un homeomorfismo local

con la propiedad del levantamiento de curvas, se tiene que p es una funcion cubriente.

1.4. El cubriente universal

Para la demostracion del teorema del mapeo de Riemann es necesario hacer uso de el cubriente uni-
versal, en esta seccion presentaremos su definicién y algunos resultados que seran relevantes. También
haremos uso del primer grupo fundamental y propiedades del morfismo inducido entre estos grupos,
estos resultados se pueden consultar en libros de dlgebra abstracta o topologia algebraica, por ejemplo

en la seccién 1.3 de [6].

Definicién 1.4.1. Sean X y Y espacios topolégicos conexos y p : Y — X una funcion cubriente,
p:Y — X es llamada el cubriente universal de X si satisface la siguiente propiedad universal:
para cada funcion cubriente q : Z — X con Z conexo y cada eleccion de puntos yog € Y, zg € Z

con p(yo) = q(z0) existe exactamente una funcion continua que preserva fibras f 1Y — Z tal que

f(yo) = 20, (véase la figura 1.9).

El cubriente universal es tnico salvo isomorfismos, una prueba de esto se puede consultar en la pagina

261 de [11].

Figura 1.9: El cubriente universal.

Las superficies de Riemann que mas adelante estaremos usando son aquellas que son simplemente co-
nexas, en ese caso particular existe un resultado importante respecto al cubriente universal, el cual

presentamos a continuacion y cuya demostracién se obtiene directamente del teorema 1.3.18.
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Teorema 1.4.2. S X y Y son variedades conexas, Y es simplemente conexa yp:Y — X es una

funcion cubriente entonces p es el cubriente universal de X.
A continuacién presentamos dos tipos de cubrientes que se estaran usando.
Definicién 1.4.3. Sean X y Y espacios topologicos yp:Y — X una funcion cubriente.

1. Una transformacion deck para p es un homeomorfismo f : Y — Y tal que po f = p. Al
conjunto de todas las transformaciones deck de p : Y — X, tal como en la definicion anterior,
lo denotamos por Deck(Y/X). Observe que con la composicion usual de funciones este conjunto

resulta ser un grupo.

2. S1 X yY son Hausdorff y conezxos, decimos que p es de Galois si el grupo de transformaciones
deck actia transitivamente en las fibras, esto es, para cada par de puntos yo,y1 € Y con p(yo) =

p(y1) existe una transformacion deck f:Y — Y tal que f(yo) = y1-

Proposicién 1.4.4. Sean X y Y dos superficies de Riemann tales que p : Y — X es un cubriente

(no ramificado) entonces cada elemento de Deck(Y/X) es funcion holomorfa (y asi un automorfismo

deY ).
Demostracion.

Sea f € Deck(Y/X) una transformacion deck, es decir un homeomorfismo f : Y — Y tal que po f = p.
Observe que esta igualdad nos dice que f es un levantamiento de p respecto a p, y como p es una funcion

holomorfa no ramificada, por el teorema 1.3.12 tenemos que el levantamiento f es holomorfa. |

Proposicion 1.4.5. Sean X,Y espacios Hausdorff y sea p : Y — X wuna cubriente con yy € Y,
xg € X tal que p(yo) = xo, si los espacios son arco conexos entonces el morfismo asociado a los grupos

fundamentales p, : m(Y) — m(X) con p.(yo) = xo es inyectivo.
Demostracion.
Para ver que el morfismo es inyectivo veremos que su kernel es trivial.

Sea [u] € m(Y,yo) tal que [u] € ker p., esto es p,([u]) = [Cy,], donde C,, es la curva constante o,

tenemos asi que p o u es homotdpica a C,, en X.

Por el teorema 1.3.18, cualquier levantamiento de p o w y de C,, que inicien en el mismo punto deben
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ser homotdpicas en Y.

Note que u es un levantamiento de pow que inicia en y, y la curva constante Cy, es un levantamiento de
Cy, que también inicia en yy. Por el teorema mencionado, u es homotépica a Cy, en Y, asi [u] = [C,],

por lo tanto el kernel de p, es trivial. [ |

Proposicién 1.4.6. Sean X,Y espacios Hausdorff, p : Y — X wuna cubriente con yo € Y y xg € X

tal que p(yo) = o, si los espacios son conexos y p es de dos hojas entonces es de Galois.
Demostracion.

Para ver que p es de Galois, debemos probar que si a,b € Y con p(a) = p(b) entonces existe f €

Deck(Y/X) con f(a) =b.

Sea y € Y, como p es cubriente de dos hojas entonces p~'(p(y)) = {y,w}. Definamos la funcién

f:Y — Y tal que f(y) := w, es decir, la funcién que envia el punto y al otro elemento de la fibra de
p(y)-

Es claro que f satisface la condicién planteada al inicio, y ademés para todo y € Y, (po f)(y) =
p(f(y)) = p(w) = p(y), es decir, po f = p.

Finalmente, como p es un homeomorfismo local (por ser cubriente) se sigue que f es también un ho-

meomorfismo local (de hecho es su propia inversa), con todo lo anterior se concluye que f, en efecto, se

encuentra en Deck(Y/X). |

Terminamos esta seccion con el siguiente teorema, el cual nos brinda dos propiedades importantes sobre
el cubriente universal, no solo para superficies de Riemann sino en general para cualquier variedad, su

demostracién se puede consultar en la pagina 34 de [3].

Teorema 1.4.7. Sea X una variedad conexa yp: X — X su cubriente universal, se tiene entonces

que p es Galois y Deck(X /X) es isomorfo al grupo fundamental m,(X).

Este teorema nos brinda una forma de calcular el grupo fundamental de algunas variedades, veamos el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.4.8. m(C*) ~ Z.

1. Como C es conexo y simplemente conexo, observemos que exp : C — C* es el cubriente universal.
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Consideremos 1, : C — C, 2z —— 2+ 2mni con n € Z, se tiene que exp o 7,, = exp, en efecto,
exp(tn(z)) = exp(z + 2mni) = exp(z) para algin n € Z. Tenemos asi que 7, € Deck(C/C*). Por
otro lado, si f € Deck(C/C*) entonces exp(f(0)) = exp(0) = 1 lo cual implica que f(0) = 2mni
para algin n € Z. Como 1, € Deck(C/C*) tal que 7,(0) = 2wni se sigue que 7, = f. Con lo
anterior concluimos que Deck(C/C*) = {1, : n € Z} ~ Z. Por lo tanto, el teorema anterior

implica que T (C*) ~ Z.

2. Sea ' = Zyy + Zryo un reticulo en C y consideremos el toro Tt := /. Observemos que, como
C es simplemente conexo, la proyeccion canonica al cociente C — It es la cubriente universal
del toro Iv. Para v € I' denotemos por 7, : C — C a la traslacion por v, andlogo a como se
hizo en el ejemplo 1, se puede verificar que Deck(C — Tv) ~ {1, : v € I'}, es decir, el grupo de

transformaciones deck del toro actia por traslaciones, lo cual implica que m(Ty) ~T ~7Z x 7.

Proporcionamos otra forma de expresar el grupo fundamental del toro mediante la notacion del
teorema de Seifert - Van Kampen (véase pdgina 43 de [6] y la figura 1.10), sea B; = po~y;, i = 1,2,
donde v; : [0,1] — C estd dada por t — toy, asi m(X) = (B1, B2 : f152 = Paf31)-

Figura 1.10: Generadores del grupo fundamental del toro complejo.
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Cohomologia de Cech y grupo de DeRham

Calcular grupos de cohomologia, en general, puede resultar dificil, en nuestro caso nos enfocaremos en
la cohomologfa de Cech con la cual es posible calcular el grupo de DeRham, con este objetivo, usaremos
cubiertas abiertas de espacios topoldgicos; también se dard un repaso a las bases de la teoria de gavillas.

Conociendo la teoria de gavillas aprovecharemos a hablar un poco de las formas diferenciables.

2.1. Pregavillas y gavillas

Gran parte del estudio de superficies de Riemann requiere recuperar informacién o propiedades globales

a partir de conocimientos locales, para este objetivo, aplicar la teoria de gavillas resulta muy conveniente.

Una ventaja que ofrecen las pregavillas y gavillas es que permiten usarse con distintas categorias (anillos,
modulos, algebras, grupos, etc.), para nuestro estudio estaremos trabajando en la categoria de grupos

abelianos, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topolégico con topologia 7. Una pregavilla F de grupos abelianos

sobre X, {F(U)}uer es:
1. Una coleccion de grupos abelianos {F(U)}uer,
2. Una familia de morfismos {pyy : F(U) — F(V)}veu,

de tal manera que:
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]) F(@) =0, puv = 1]—‘(U) para todo U € T.
II) Si W CV C U entonces pyw © puyv = puw-

De manera intuitiva, siguiendo la notaciéon de la definiciéon de arriba, una pregavilla en un espacio
topolégico X consiste en una asignacién: a cada abierto U de X le asignamos un grupo abeliano F(U)
y a cada par V' C U un morfismo py,y, dichos morfismos se pueden pensar como funciones restriccion,
esto se debe a que si F(U) y F(V) estan formados por funciones, lo cual ocurrird en muchas ocasiones,

y consideramos f € F(U) entonces pyv(f) = f|v.

Para familiarizarnos con la nocién de pregavillas, a continuacién veremos algunos ejemplos mas detalla-

dos.
Ejemplo 2.1.2.
Recordemos que si R es un campo, una R—dlgebra es un espacio vectorial dotado de un producto bilineal.

1. Sea X = R"™ con 1 la topologia usual, se definird la pregavilla de R - dlgebras de funciones continuas

real valuadas, denotada por F = Cg.

Sea U C R™ un abierto, se define el siguiente conjunto
Cr(U):={f:U—R | f es continua};

se sabe que estos conjuntos de funciones forman una R—dlgebra con las operaciones usuales de
suma y multiplicacion de funciones. Para las funciones p consideremos la restriccion usual de

funciones.
Pasemos ahora a verificar las condiciones I) y I1I) de la definicion 2.1.1.
Para 1) notemos que Cr(0) = 0 y que puy = leyw), es decir, la funcion identidad.

Para I1), stV -C U, como pyy : Cr(U) — Cr(V') es la restriccion usual de funciones, tenemos

que se satisface lo deseado de manera inmediata.
Con todo lo anterior vemos que, en efecto, Cr es una pregavilla.

2. Sea X una variedad diferenciable, para U C X abierto, se define la pregavilla de R— dlgebras de

funciones diferenciables, denotada por Ex, como el siguiente conjunto:
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Ex(U) ={f:U — R|f es diferenciable},

junto con la restriccion usual de funciones. Note que el conjunto es una R—dlgebra con las opera-
ciones usuales y ademds se verifican de manera inmediata las propiedades 1) y II) de la definicion

2.1.1.

3. De igual manera, si X es un espacio topoldgico, se pueden obtener las pregavillas de funciones

holomorfas y meromorfas, denotadas por Ox, Mx, respectivamente.

4. Sea X un espacio topologico localmente conexo. Sea G un grupo abeliano fijo, se define la pre-

gavilla constante Gx como sigue: Sea U un abierto de X y U = U U, su descomposicion en

acA
componentes conexas, dado que X es localmente conexo, cada U, es un subconjunto abierto de X.

Sean Gx(0) = 0 y Gx(U) = H G, esto es, el producto de G tantas veces como componentes

acA
conexas tenga U. Por ejemplo, si U tiene solo dos componentes conexas entonces Gx(U) = G X G.

Para la funciones restriccion, estas se definen como sigue, sea V un abierto de X tal que V' C

UcCcX.SiV= U VeyU = U U, son las descomposiciones en componentes conexas, para cada

BeB a€A
B € B existe un tnico ag € A, que depende de (3, con Vg C Uy, definamos entonces

(ga)aeA — (gag)ﬂEB

Veamos que, en efecto, se tiene una pregavilla.

Para I) debemos considerar el caso cuando U =V, aqui se tiene que ag = 3, por lo tanto (gas)sen =

(98)seB = (9a)aca, lo cual implica que puyv = lg)-

Para II) consideremos abiertos W C V. C U y sus descomposiciones conezxas, para U y V usaremos la

misma notacion presentada arriba y para W consideremos W = U W,. Tenemos entonces
~veC

PUV PV,W
— —

Gx(U) Gx(V) Gx(W)

)

(Ya)aca — (9aglseB +— (Yag. )yec
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y por otro lado

Gx(U) % ax(w)

(ga)aeA — (gaW/)W’EC
por la unicidad en la eleccion de los indices en C, tenemos que Qg =y, lo cual implica que py,wopu,y =

PUW -

Definicién 2.1.3. Sea X un espacio topolégico y F una pregavilla sobre X. Se dice que F es gavilla

st para cada abierto U C X y para cada familia de abiertos U; C X tales que U = U Uj, se satisface lo
jel
siguiente:

a) Azioma de identidad: si s,t € F(U) son elementos tales que pyy,(t) = puy,(s) para todo j € I

entonces t = s.
b) Azioma de pegado: si tenemos una coleccion {s; € F(U;)}jer tal que
Sj|UiﬁUj = 3i|UmU]-a
para todo 1,5 € I entonces existe t € F(U) con t|y, = s;, para todo j € I.
Notacién 2.1.4. A partir de ahora usaremos la siguiente notacion U;; = U; NUj.
Observacion 2.1.5. Respecto a la definicion 2.1.3 tenemos lo siguiente:

A) El primer inciso de dicha definicion se puede replantear de la siguiente manera: si tenemos

t € F(U) tal que pyy,(t) = 0 para todo j € I entonces t = 0.
B) Por el inciso a), lat que existe en el inciso b) es unica.

C) F(0) contiene solo un elemento. En efecto, para el abierto ) C X se considera la cubierta con

I =0, {U;}ico se sigue entonces que para dos elementos sy, s9 € F(0) la condicion si|y, = sa

U;

se cumple por vacuidad y asi se concluye que s; = Ss.
Ejemplo 2.1.6.

1. La pregavilla Ox del ejemplo 2.1.2 es una gavilla con la restriccion usual de funciones. Como los
elementos que forman dichas gavillas son funciones holomorfas, el inciso a) de la definicion 2.1.3
se obtiene gracias al teorema de la identidad (teorema 1.1.8) y el inciso b) del lema del pegado de

espacios topoldgicos (véase la pdagina 108 de [1/]).
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2. Veremos ahora un ejemplo de una pregavilla que no es gavilla.

Sea X un espacio topologico y G un grupo abeliano, supongamos que X tiene dos abiertos disjuntos

no vacios Uy, Uy y que G contiene al menos dos elementos distintos s, y Sa.

Definamos una pregavilla G en X como sigue: para todo abierto U C X \ {0} sea G(U) :== G y

G(0) = 0. Para las funciones restriccion, sea V. C U abierto no vacio, definamos pyy = idg y
pup = 0.

Primero veamos que es una pregavilla. Por construccion, tenemos que se satisface el inciso 1)
de la definicion 2.1.1. Para el inciso 2), sean U,V;W C X abiertos tales que W C V. C U y

s € G(U), analicemos algunos de los posibles casos, los otros casos se pueden analizar de manera

similar:
s Supongamos que U # ),

o SiV =0, observemos que entonces W = () y entonces pyw o puv(s) = pyw(0) =0, y

por otro lado pyw(s) = 0.
e SiW =0 entonces V#0, o bien, V =0, en cualquiera de los dos casos se verifica que
pvw © puyv(s) = 0= puw(s).
» Supongamos que U = (), esto implica que W = 0 =V por lo cual pyw o puv(s) = 0 =
puw (s)-

Por lo tanto G es una pregavilla.

Ahora bien, por otro lado, dados s1,s9 € G, como Uy NUy = 0, se tiene que s1|y,, = 0 = S2|v,
pero observemos que no existe t € G(Uy UUsy) = G tal que tly, = s1 y tly, = sa, por lo tanto no

se satisface el inciso b) de la definicion 2.1.3.

Una vez establecidas las pregavillas y gavillas, como muchos objetos en matemaéticas, podemos definir

funciones entre estas, pasaremos ahora a ver estas definiciones.

Definicién 2.1.7. Sean X un espacio topologico, F y G pregavillas, con p yr sus respectivas funciones
restriccion. Un morfismo de pregavillas ¢ : F — G es una familia de morfismos de grupos abelianos

{¢v : F(U) — G(U)} tales que, si V C U es un abierto, el diagrama de la figura 2.1 conmuta.

29



Capitulo 2. Cohomologia de Cech y grupo de DeRham 2.1. Pregavillas y gavillas

Un morfismo de gavillas ¢ : F — G es un morfismo de las pregavillas en cuestion.

F u
C) o G(U)

Puyv fuv
FV) G(v)

Figura 2.1: Morfismo de pregavillas.

Observaciéon 2.1.8. Sean F, G, H y F' pregavillas sobre un espacio topoldgico X, con sus respectivos

morfismos ¢ F — G, : G — H yn:H — F se tienen las siquientes propiedades.

a) El morfismo identidad de pregavillas 15 : F — F estd dado por 1z : F(U) — F(U)
la identidad.

b) El morfismo composicion de pregavillas o ¢ : F — H estd dado por (1o @)y = by o dy.
c¢) Se satisface que lgop=¢=¢olr y no(pog)=(no)ode.

Notacién 2.1.9. Sean F y G pregavillas sobre X se denota por Homx(F,G) a la coleccion de todos

los morfismos ¢ : F — G de pregavillas.

Definicién 2.1.10. Se dice que un morfismo de pregavillas ¢ € Homx(F,G) es isomorfismo de

pregavillas si existe v € Homx (G, F) tal que vop =15 y ¢op = 1g.
A continuacién veremos una alternativa para saber cuando tenemos un isomorfismo.

Proposicién 2.1.11. Sea ¢ € Homx(F,G), ¢ es isomorfismo de pregavillas si y solo si ¢y : F(U) —
G(U) es isomorfismo para todo abierto U C X.

Demostracion.

Supongamos que existe ¥ € Homx (G, F) tal que 1 =1 o¢ y 1g = ¢ o) tenemos que dado un abierto
Uen X, 1rw) =vvodu y lgw) = ¢u o y. Por lo tanto ¢y : F(U) — G(U) es isomorfismo.

Reciprocamente supongamos ahora que para todo abierto U C X, el morfismo ¢y : F(U) — G(U) es

isomorfismo, con esto tenemos que existe su inversa ¢, : G(U) — F(U).
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Sea ¢ € Homx(G,F) con ¢y := qbal para todo abierto U C X, a continuacién veremos que 1) es

morfismo.

Sean V' C U un abierto, y pyy, ryy las funciones restriccién asociadas a las pregavillas F y G, res-

pectivamente. Consideremos y € G(U) y definamos = := gzﬁal(y), por la definicion 2.1.7, tenemos que

roy(¢u(z)) = dvipuy (),
luego, por como se definié x, tenemos que ry v (y) = ¢y (pry(z)) y por lo tanto pyyv () = o3 (ruv(y)),

se sigue entonces que
puv (5 (y) = puy(z) = ¢y (ruy (@),

por lo tanto, ¥ es un morfismo de pregavillas, y con ello satisface que Y o¢p =1ry ¢potp = 1g. |

Notacién 2.1.12. Si¢ € Homx(F,G) es isomorfismo, se denota por ¢—* al morfismo » € Homx (G, F)
dado por Yy = ¢51.

Definicién 2.1.13. Sean F una pregavilla sobre un espacio topolégico X y un punto a en X. Se define

una relacion de equivalencia sobre |_| F(U) como sigue: para f € F(U), g€ F(V), f ~ag siy solo si

acU
existe un abierto W C X cona e W CcUNYV tal que flw = glw.

El tallo de F en a se define como F, := |—| ]:(U)/Na.

aclU
Por otro lado, si ¢ € Homx(F,G) entonces para cada a € X se tiene una funcién inducida en los tallos

¢a : Fo — G, tal como sigue: sea [f] € F, para algun f € F(U), definimos

¢a([f1) = [Pu ()],
donde ¢y (f) € G(U).

Sea W := U NV y consideremos a € W; para [f],[g] € Fa, f € F(U), g € F(V) tenemos que

Flwglw € F(W), definamos L1+ 9] = [flw + glw].

Veamos que esta operaciéon suma estd bien definida. Sean fi.fo € F(U) y ¢1,92 € F(V) tales que
[fi] = [fe] v l91] = lg2], tenemos que existen abiertos W’ y W” de X tales que filw» = falwr v

~

gilwr = galwr. Hagamos W := W' N W” con esto se tiene que (f1 + g1)|

5= (2+g)ls yen
consecuencia, se sigue que [(f; + gl)]VT/] =[(fo+ gg)\ﬁ/].

Proposicién 2.1.14. La funcion ¢, estd bien definida y es un morfismo de grupos.
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Demostracion.
Denotemos por p y r a las funciones restriccién asociadas a las gavillas F y G, respectivamente.

Sea f € F(U), si [f] = [g] entonces g € F(V) y existe W C UNV tal que puw(f) = pviw(g) € F(W),

con lo cual tenemos lo siguiente

row (v (f)) = owpow (f)) = ow(pvw(9)) = rvw (ov(g)),

luego [ou(f)lw] = [ov(g)lw] v entonces ¢.(f) = ¢a(g); con esto vemos que la funcién si esta bien

definida.

Por otro lado, sean [f], [¢] € Fa, se tiene

Ga([f1+19)) = ¢a(flw +3glw) = [ow(flw + glw)] = [dw (flw)] + [ow(glw)]
= lou(flw)] + [ov(glw)] = [ou(f)] + [ov(9)] = ¢a([f]) + Pallg])-

por lo tanto la funcién es un morfismo de grupos. [

?

2.2. Formas complejas

Una superficie de Riemann es en particular una variedad diferenciable real (de dimensién 2), por lo
tanto es posible utilizar la teoria de formas diferenciables, mas atin, podemos hablar de integracién. En
esta seccion serdan presentadas las definiciones y los resultados necesarios correspondientes a formas para
superficies de Riemann. Para un estudio mas profundo de formas diferenciables en variedades complejas

puede consultar [8].
Comencemos recordando algunas nociones de anélisis complejo para fijar algunas notaciones.

Notacién 2.2.1. Sea U un subconjunto abierto de C, e identifiquemos a C con R? escribiendo z = x+iy.
Denotaremos por E(U) a la C—dlgebra de funciones f : U — C que son infinitamente diferenciables

con respecto a x, .

Mediante las derivadas parciales usuales e y EW es posible definir los siguientes operadores:
T Y

o _1(9 .90 o _1(9 .9
0z 2\ox oy)’ 0z 2\ox Oy)’
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En ocasiones, para simplificar la notacién, denotaremos los operadores anteriores como 0 y 9, respecti-

vamente.
Una vez dados los operadores anteriores tenemos los siguientes resultados conocidos.

Proposicién 2.2.2. Para U un subconjunto abierto y no vacio de C y f € E(U) con f = u+iv, tenemos

que las siguientes son equivalentes:

of
I) 520,

11) % = g—z, g_:; = —g—Z (ecuaciones de Cauchy-Riemann),

1) f es holomorfa.

Demostracion.

La equivalencia II) < III) se cumple ya que es cldsica y puede consultarse en cualquier libro de variable

compleja, por ejemplo [8] y [12]. Por otro lado para probar que II es equivalente a I, se tiene
or _1 24—12 (u+iv) = L(ou_0v +1 @—F@ =0
0z 2\0z Oy 2 |\0z Oy or oy)|

Considerando el morfismo g :E(U) — E(U) y de la proposicién anterior tenemos que ker (;) =0O(U).
Z Z

Observemos que todo lo anterior es respecto al plano complejo, si queremos definir una nocién de funcién

diferenciable en una superficie de Riemann, podemos hacerlo mediante cartas complejas.

Notacién 2.2.3. Sean X una superficie de Riemann y un abierto Y C X, denotemos por E(Y) al conjunto de
todas las funciones f : Y — C tal que para cada carta z : U — V C C en X con U C Y existe una funcion

fe&WV) con flu=foz.
Observemos que f = f o z=1, por lo tanto f estd determinada tinicamente por f.
Daremos a continuacién una funcién derivacién en superficies de Riemann.

Definicién 2.2.4. Consideremos una superficie de Riemann X, a € X y (U, z) una carta alrededor de a, donde
z = x + iy, tomemos ademds una funcion f que es diferenciable en una vecindad de a, con estos elementos se

define
dof = df +dqf,
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donde

a5 =L@z, i

of _
= E(a)daz.
Observacion 2.2.5. Bajo la notacion de la definicion anterior, una funcién f es holomorfa si y solo sid” f = 0.

Definicion 2.2.6. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, una 1-forma w en'Y es llamada:

a) Diferenciable, si con respecto a cada carta (U, z), w se puede escribir como w = fdz + gdz en UNY

donde f,g € E(UNY).

b) Holomorfa, si con respecto a cada carta (U,z), w se puede escribir como w = fdz en U NY donde

feowny).

Definicion 2.2.7. Una 1-forma w en un abierto Y de una superficie de Riemann X se dice que es una forma

meromorfa en'Y si existe un abierto Y' CY tal que se cumple lo siguiente:

1) w es una I-forma holomorfa en Y,
11) Y \Y’ contiene solo puntos aislados,

1) w tiene un polo en cada punto a € Y \'Y'.

Notacién 2.2.8. Sean X una superficie de Riemann, U un abierto de X y Y wun abierto tal como en la
definicion 2.2.7. Se denota por ED(U), QU) y M (Y) a los espacios vectoriales de 1-formas diferenciables,
holomorfas y meromorfas, respectivamente. Observemos que junto con la restriccion usual de funciones tienen

estructuras de gavillas de espacios vectoriales sobre X .
Ejemplo 2.2.9. Analicemos las 1-formas holomorfas en P!, es decir, la gavilla Q(P1).

Sean Uy = C \ {0}, y Uy = C \ {0}, con coordenadas z y w respectivamente, las cuales, por el ejemplo 1.0.7,

1
satisfacen que w = — en Uy N Us.
z

Sea n € Q(PY), en cada carta tenemos lo siguiente

n= fle, n= f?dwv
donde f1 € QUy) y fo € Q(Usz) y ademds en Uy se tiene

fow)dw = 5 = fi(2)dz = i (;) d <;) ) (;) L aw,

por lo tanto fa(w) + fl(%)ﬁ =0, de donde se sigue que fo(w) = —f1(1)L5, y por el hecho de que tanto f1 y

w ’UJ27

fo som holomorfas se sigue que la igualdad se obtiene solo cuando f1 = fo =0, por lo tanto, w = 0.
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De todo lo anterior podemos concluir que Q(P') = 0, es decir, toda 1-forma holomorfa en P! es trivial.

Definicion 2.2.10. Sea X una superficie de Riemann y Y C X un abierto. Una 2-forma diferenciable en
Y es aquella que, respecto a cualquier carta compleja (U, z) en X, puede ser escrita como w = fdz A dz con

fe&Uny).

Notacién 2.2.11. Denotamos por £ (Y') al espacio vectorial de todas las 2-formas diferenciables en'Y .

2.2.1. Derivacion exterior de formas

Para un abierto U de una superficie de Riemann, ya que conocemos los espacios 8(1)(U )y € (2)(U ), estamos
interesados en definir funciones entre ellos, es decir, funciones que tomen 1-formas y su imagen sea una 2-forma.

Comencemos recordando que si w es una 1-forma esta puede ser escrita como la siguiente suma finita
w=>_ frdgk, (%)
k

donde fj y gx son funciones infinitamente diferenciables, puede consultar [5], [8] o [19].

Definicién 2.2.12. Si U es un abierto de una superficie de Riemann y w es una 1-forma como en (x), se

definen las siguientes funciones:

1) dw =" dfy Adgg,
k

2) dw:=">_d fi Ndgy,
k

3) d'w:=Y_d"fi Adgy.
k

Para que la definicién anterior tenga sentido, debemos probar que las expresiones dadas no dependen de la
representacion como suma finita de la 1-forma. Haremos la prueba para el operador d, los otros casos son

similares.

Proposicion 2.2.13. Siw es una 1-forma tal que puede ser escrita como
w=Y_frdgr y w=Y_ f;dg,
k J

tenemos entonces que

> dfy Ndgr = df; Adg;.
k J
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Demostracion.

Primero tenemos que

93, 99
09k 1 1 09k 4y, dj; = Hdx + Dy,
ox y

dgr = D Dy

usando lo anterior obtenemos lo siguiente,
Ogk gk
Zk: Jrdgr = Zk: fk%da: + Zk: fkafyd%

P 7 09 7 99;
; fidg; = ; fig de + ; I,

luego por hipétesis, ambas expresiones de la derecha son iguales y por lo tanto

kaagk ijag] dx + kaagk Z]‘}ag] dy =0,

con lo cual se tiene que

ka8gk Zfl 89] kaﬁgk Zfﬂ ag]

si ahora derivamos respecto a x y y y restamos las expresiones se tiene
S (YedoOhon) (2505 _0how)
—~\ 0y dz Oz Oy - oy 0r  Ox Oy |’

Por otro lado, tenemos

P B B B
N dfy Adgy = §:<£d +8f’“d> <a~‘f:d +8gykd>
k k

O fr Ogr O fr Ogr

r oy CNW T o A

k
Ofk Ogk  Ofk Ogk
Zk: < dxr 0y Oy Ox ) de A dy. 2

Anélogamente, podemos obtener la siguiente expresién

. ~ ofi 05, Of; 0G;
dej/\dgjzz<8;ayj—8y]8;> dx N dy. (3)
k J

Mediante (1) vemos que las expresiones (2) y (3) son iguales, con lo cual se obtiene lo deseado. [

Notacién 2.2.14. Para una superficie de Riemann compacta X, tenemos la siguiente notacion
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L(X) :=ker(EW(X) -L £@(X)).

Teniendo los operadores definidos, se satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicién 2.2.15. Sea U un abierto no vacio de una superficie de Riemann, f € E[U) yw € ED(U), se

cumple lo siguiente.
1oddf =ddf=d"d"f=o0.
2. dw=dw+d'w.
3. d(fw) =df ANw+ fdw, con reglas similares para d' y d”.

4' d/d//f — —d//d/f.

g

5. Sean f y g funciones holomorfas, si w = fdz + gdz entonces dw = (3
Z

> dzNdz =0.
Demostracion.

Estas propiedades se obtienen directamente de las definiciones.
1. ddf = d(1-df) =dl Adf =0, donde la ultima igualdad se tiene ya que d1 = 0.
ddf)y=d <%dz> =d <%> Ndz = %dz A dz = 0, de manera similar se obtiene el resultado para el
operador d”.

2. Suponga w = Z frdgk, se tiene
k

dw = Y dfiy Ndgi = (d'fu+d"fi) Adgy
k

k
= > dfpndg+ > d"fr Adgy = dw+ d'w.
k k

3. Sea w = Z grdhy con gi, hy funciones diferenciables, se tiene

k
d(fw) = d (fzgkdhk> =d (Z(fgwdhk) = " d(fgr) A dhy,
k k

k

= Z(fdgk + grdf) A dhy, = Zfdgk A dhy + ngdf/\dhk

k k k

= fzdgk/\dhk+df/\ (ngdhk> = fdw +df Nw.
k k

4. De 1y 2 tenemos lo siguiente:
d,d,,f+d,/d/f — (d/+d”)(d/+d”)f — O,

con lo cual se concluye el resultado.
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5. Tenemos que w = fdz+gdz, usando los incisos 1, 2 y 3 de esta proposiciéon y el inciso I de la proposicién

2.2.2 se tiene lo siguiente

dw = d(fdz+79dz)+d"(fdz+gdz) = d"(fdz) + d'(gdz)

_of Jg 09 __ [(9g _
= 8Zd?/\dz—i—azdz/\d?—82d2:/\alz—<8Z dzNdz =0.

Pasamos ahora a la definicién de algunos tipos de formas importantes.

Definicion 2.2.16. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una 1-forma diferenciable w € 8(1)(Y)

es llamada cerrada si dw = 0 y exacta si existe una funcion f € E(Y) tal que w = df .
Directamente de la definicién anterior se pueden obtener las siguientes observaciones.
Observacién 2.2.17.
a) Como ddf =0, toda forma exacta es cerrada.
b) Sea'Y un abierto de una superficie de Riemann X, toda 1-forma holomorfa w € Q(Y) es cerrada.
La tdltima funcién para formas que definiremos es el pull-back.

Definicion 2.2.18. Sean X y Y superficies de Riemann y F' : X — Y wuna funcién holomorfa. Para cada

abierto U de Y la funcion F induce un homomorfismo

F*: &(U) — E(FYU))
f — foF .

Ya sabemos que localmente una I1-forma se expresa como w = Z fjdg;, andlogamente para una 2-forma, esta
J
se puede expresar w = ijdgj N dhj con fj,g; y hj funciones diferenciables, con esto se puede definir el

j
pull-back de k-formas diferenciables F* : £F)(U) — EF)(F~Y(U)), con k = 1,2, como sigue

J

F* ijdgj = Y (F*f)d(F*g;).

> (F*f;)d(F*gy) A d(F*hy).

B Z fidgj A dh; ’
J J

De manera similar a como se hizo con los operadores d,d’,d” se puede probar que esta definicién no depende

de la representacion de la forma.
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Proposicién 2.2.19. Sea U un abierto de una superficie de Riemann X, para f € E(U) yw € EM(U) se tiene

lo siguiente

1) FX(df) = d(F*f), F*(dw) = d(F*w).
) F*(d'f) = d(F*f), F*dw)=d(Fw).

Demostracion.

Estos resultados se obtienen usando las definiciones 2.2.12, 2.2.18 y el inciso 4 de la proposicién 2.2.15, demos-

traremos solo la propiedad I ya que la II es similar.

1) Sabemos que df =d'f +d"f = gdz—l— a—]jdé, luego
0z 0z
* _ *8f * *g *=\ __ % g -
F*df)y = |F 8z>d(F z)—i—(F 8Z>CZ(F Z) = <azOF>d(ZOF)+<3zOF d(ZoF)
_ (of of -
= aZOF>dZ+<aZOF>dZ7
y por otro lado tenemos que
F* *
Ad(F*f)=dF*f+d'F*f = 9 fdz+a 7fd2,

0z 0z

de las expresiones anteriores vemos que, en efecto, F*(df) = d(F* f).

Por otro lado sea w = Z frdgx, donde fi v g son funciones diferenciables, se tiene lo siguiente
k

F*(dw) = F* (Z df N dgk) = > d(F* fr) Ad(F*gg).
k k
Por otro lado

d(Ffw) = d <F* (Z fkdgk>> =d <Z(F*fk)d(F*gk)>
K

k
= D d(Ffi) Nd(F*gy) + (F* fi)d(d(F" gr)
k
= Y d(F*fi) Nd(F*gg),
k
concluimos asi que F*(dw) = d(F*w). [

2.2.2. Integracion de 1-formas

Con los conceptos de formas diferenciables establecidos, podemos pasar a describir la integracién de contorno

para superficies de Riemann.
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Definicion 2.2.20. Sea X wuna superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una 1-forma diferenciable, decimos
que una curva c : [0,1] — X es continuamente diferenciable por partes en X si existe una particion
0=ty <t1 <...<ty, =1 delintervalo [0,1] y cartas (Ug, z), con zr, = xx + iy, para k = 1,...,n tal que
c([tk—1,tk]) C Uk y las funciones

xpoc: [ty_1,tk] — R,  yroc: [tg_1,t] — R,

tienen derivadas continuas de primer orden.

Observemos que con respecto a cada carta de (Uy, zi) podemos escribir la 1-forma w como w = frdxy + grdyg,

donde las funciones fi y gi son diferenciables.

Definicion 2.2.21. Bajo la notacion de arriba, se define la integral de w a lo largo de la curva c como

sigue

Jo=30 [ ()2 eton + anteton et ) ae
c k=1 Y tk—1

A continuacién presentamos un resultado que se obtiene directamente de la definicién anterior.

Teorema 2.2.22. Sea X una superficie de Riemann, ¢ : [0,1] — X wuna curva continuamente diferenciable

por partes y F' € £(X), se tiene entonces lo siguiente

/dF = F(c(1)) — F(c(0)).

C

Demostracion.

Por la definicién 2.2.20, existen tg = 0 < t1 < ... < t, = 1 del intervalo [0, 1] y cartas (U, zx) que satisfacen

las condiciones de dicha definicién, tenemos asi que en Uy,

OF oF
luego
" [t [ OF dxy, oF dys
far = 3 [ (GG e + gremen)
n n d n
= S [0 (o)) de =SS - Fletto)
k=1"tk—1 k=1
= F(c(tn)) = Flc(to)) = F(c(1)) — F(c(0)),
donde la pentltima igualdad se debe a que se tiene una suma telescépica. |

Definicién 2.2.23. Sea X una superficie de Riemann y w € EV(X), decimos que una funcidn F € £(X) es

una primitiva de w si dF = w.
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De manera local, por ejemplo en discos de radio finito centrados en el origen, es posible garantizar la existencia
de primitivas para 1-formas cerradas, sin embargo, de manera global sus primitivas existen como funciones
multivaluadas, esto es lo que establecemos en el siguiente teorema, cuya demostracién se puede consultar en la

pagina 71 de [3]. Nosotros estamos interesados en las consecuencias de este teorema.

Teorema 2.2.24. Sea X una superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una I-forma diferencial cerrada, existe una

funcién cubriente p : X — X con X coneza, y una primitiva F € S(X') de la 1-forma diferencial p*w.

Corolario 2.2.25. S5i X es una superficie de Riemann, m : X — X su cubriente universal Yyw E 5(1)(X) una

forma diferencial cerrada entonces existe una primitiva f € 5(1)(5() de ™ w.
Demostracion.

Sea p: X —» X la funcién cubriente dada por el teorema anterior yFef& (X ) una primitiva de p*w, es decir,
dF = p*w. Como 7 es el cubriente universal existe una funcién que preserva fibras 7 : X —» X. Definamos
f:=71"F € £(X) y observemos que 7*p* = (po7)* = 7*, luego tenemos lo siguiente

df =d(7*F) =71*(dF) = 7" (p*w) = 7w,

concluimos con lo anterior que f es una primitiva de 7*w. |

Corolario 2.2.26. En una superficie de Riemann simplemente conexa X toda 1-forma diferenciable cerrada

w e EM(X) tienen una primitiva F € £(X).
Demostracion.

Como por hipdtesis X es simplemente conexa, la funcion identidad id : X — X es su cubriente universal, asi

se tiene el resultado por el corolario anterior. |

Con las herramientas anteriores ya estamos en posicion de integrar 1-formas diferenciables cerradas, el siguiente

teorema nos indica como hacerlo.

Teorema 2.2.27. Sea X una superficie de Riemann y p: X — X su cubriente universal. Supongamos que
we EM(X) es una 1-forma diferencial cerrada y F € £(X) es una primitiva de p*w. Sic: [0,1] — X es una

curva continuamente diferenciable por partes y ¢ : [0,1] — X es un levantamiento de ¢, tenemos entonces que
[w=Flew) - o).
(&

Demostracion.

Sea v : [0,1] — X una curva continuamente diferenciable por partes y w € £1(X).
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Tomemos 0 =ty < t; < ... < t, = 1 una particién de [0, 1] y cartas (Ug, zx) con zp = xp + iy, y tal que v es

diferenciable en Uj. Sabemos que en cada U tenemos w = frdxrr 4+ grdyr, y ademas

p*w = p*(fedxrr + grdyr) = p* fed(P*xr) + D" 9ud(P k),

luego

[rre = 3 [ (At 2 ww) + o) I v ) d
v k=1"tk—1

_ Z/k <fk<pov<t>>d“<pdj’<t>>+gk<pov<t>>dy’“%°f(t”> dt—/ -
k=1"tk—1 -

En nuestro caso tenemos ¢ = p o ¢ y entonces

/p*w:/ w:/w.
¢ poé c

Por otro lado, como F' es primitiva de p*w, dF' = p*w, con lo cual se sigue
/p*w = /dF = F(¢(1)) — F(¢(0)).
¢ ¢

Corolario 2.2.28. Bajo las condiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son vdlidas.

1. La integral es independiente de la eleccion de la primitiva de p*w.

2. La integral es independiente del levantamiento de la curva c.
Demostracion.

1. Sea G otra primitiva de p*w, como tanto F' y G son primitivas existe una constante a tal que G = F' + a,

con lo cual

/p*w = /dG = G(¢(1)) — G(e(0)) = F(e(1)) — F(e(0)) = /dF'

2. Sean u y v dos levantamientos de la curva ¢, como la cubriente universal p : X — X es de Galois
(teorema 1.4.7) existe una transformacién deck o : X — X tal que poo =py v = oou, tenemos asi que
prw = (poo)'w = oc*(p*w) = o*(dF) = d(c*F'), por lo tanto c*F' es también primitiva de p*w y entonces
o*F — F = cte. Luego

F(v(1)) = F(v(0)) = F(oou(l))—F(ocou(0)) =Foo(u(l)) — Foo(u(0)) =
= o"F(u(l)) = o"F(u(0)) = F(u(1)) — F(u(0)).

Por lo tanto el valor de la integral es el mismo para ambos levantamientos. |
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2.2.3. Periodos y sumandos de automorfia

El teorema 2.2.24 y sus consecuencias nos dan herramientas para encontrar primitivas de formas diferenciables
cerradas, en esta seccion se presentan unas integrales especiales, que reciben el nombre de periodos, ademés del
concepto de sumandos de automorfia, estas dos nociones nos permitiran dar una condicién necesaria y suficiente

para garantizar la existencia de una primitiva para formas cerradas.
Teorema 2.2.29. Sea X una superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una forma diferencial cerrada.

a) Sia,b € X son dos puntos y u,v : [0,1] — X son dos curvas homotdpicas (definicion 1.5.8) de un

foefo

b) Siu,v:[0,1] — X son dos curvas cerradas que son homotdpicas libres (definicion 1.53.9) entonces

fon o

a) Por el teorema 1.3.11 los respectivos levantamientos de las curvas tienen los mismos puntos finales, el

punto a hacia otro punto b, se tiene

Demostracion.

resultado se sigue del teorema 2.2.27.

b) Supongamos que las curvas u y v tienen como punto inicial y final a xg y x;, respectivamente, conside-

remos una curva w que une xg con x; tal que u es homotépica a w - v - w™t, luego por el inciso anterior

fo= L= o o L= e

El resultado anterior justifica que la siguiente definiciéon tenga sentido.

se tiene

Definicién 2.2.30. Sea X una superficie de Riemann y w € E(X) una forma diferencial cerrada, definimos

los periodos de w como sigue

Uy = /w, o€ m(X),
g
eligiendo una curva representante de la clase de homotopia de o e integrando a lo largo de esa curva.

Observe que si 0,7 € 7m1(X) entonces ay,r = a, + ar, con lo cual tenemos un morfismo de grupos, el cual recibe

un nombre.

Definicién 2.2.31. Bajo la notacién de arriba el homomorfismo de grupos m(X) — (C,+) es llamado

morfismo de periodos asociado a la forma diferencial cerrada w.
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Ejemplo 2.2.32. Sea X = C*, por el ejemplo 1.4.8, sabemos que w1 (C*) ~ Z, notemos que un generador de

dz

= 2™ Seq w = =

7(C*) estd representado por la curva u : [0,1] — C* dada por u(t) con z la coordenada

d
/w:/Z:27ri,
u uz

7T1(C><) ~7Z — C

canonica, tenemos entonces que

por lo tanto el morfismo de periodos de w es

W' ~n +—— 27wni

Por otro lado, dada una superficie de Riemann X, p: X — X su cubriente universal y sea G := Deck(X/X).

SiceGy f: X — C es una funcién entonces definamos of : X — C por of := foo L.

Con propiedades de operaciones con funciones se puede verificar facilmente las siguientes propiedades:

1. o(f+g)=0f +oy,
2. o(fg) = (of)(og),
3. (o7)f =o(Tf).

En lo siguiente G denotard Deck(X /X) a menos que se indique otra cosa.

Definicién 2.2.33. Una funcién f : X — C es llamada aditivamente automorfa con sumandos de
automorfia constante, si existen constantes ay € C , o € G, tales que
f—of=a,, paracadaoc €QG.
Las constantes a., que estdn unicamente determinadas por f, son llamadas los sumandos de automorfia de
f-
Observacion 2.2.34. Se tiene un homomorfismo de grupos
Deck(X/X) — C
o — Gy

En efecto, para cualesquiera o,7 € G, como f —Tf = ar entonces
aor =f—orf=(f—0of)+ (of —o7f) =as + a-.

El siguiente resultado relaciona los periodos con los sumandos de automorfia y nos encamina al resultado sobre

primitivas que queremos. La demostracién se puede consultar en la pagina 74 de [3].

Teorema 2.2.35. Sea X una superficie de Riemann y p : X — X su cubriente universal.
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a) Siw e EN(X) es una forma diferenciable cerrada y F € £(X) es una primitiva de p*w, entonces F
es aditivamente automorfa con sumandos de automorfia constante. Mds aun, estos sumandos son, con

respecto al isomorfismo Deck(X /X) ~ m1(X), exactamente los periodos de w.

b) Reciprocamente, supongamos que F € 5(5() es una funcion aditivamente automorfa con sumandos de

automorfia constante, existe precisamente una forma diferenciable cerrada w € 5(1)(X) tal que dF = p*w.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 2.2.36. Sean I' un reticulo en C y X :="It el toro asociado. Dado un morfismo de grupos
a:m(X) — (C,+),

existe una unica 1-forma cerrada w € 5(1)(X) cuyo morfismo de periodos es igual al morfismo a.
Demostracion.

Sean I' = Zay + Zas y p: C — X la proyeccion natural, la cual es ademés el cubriente universal del toro. Sea
G = Deck(X) el grupo de transformaciones Deck, por el inciso 2 del ejemplo 1.4.8, sabemos que G actia por

traslaciones.

La idea de la prueba sera la siguiente: buscar una funcién F' : C — C que sea aditivamente automorfa con
sumandos de automorfia constantes, luego por b) del teorema 2.2.35, se tendria que existe exactamente una forma
diferencial cerrada w € £M(X) tal que dF = p*w. Por otro lado, dado f; = po~;, i = 1,2, donde ~; : [0,1] — C
estd dada por t — tay, como se vio en el ejemplo 1.4.8, se sabe que 7(X) = (f1,02 : B182 = B21), por lo

tanto, basta probar que la funcién F' que buscaremos satisface que F'(«;) — F'(0) = a(f3;), y en consecuencia,
[w= [ w=[ru= [ar=Fe) - Fou) = Fla) - FO) = a(5).
i PoYi ¥ ¥
Demos entonces una funcién F' que cumpla lo anterior.

Primero, sean oy = (a1,b1), a0 = (ag,b2), 51 = (c1,d1) y B2 = (c2,d2). Observemos que como «; y az son R

linealmente independientes entonces D = a1by — asby # 0.
Consideremos ahora F': C — C dada por

(r,y) — %( (boc1 — bica)x + (arca — azcr)y, (bady — bide)x + (a1de — azdy)y ).
Afirmamos que la funcién anterior es R— lineal.

En efecto, sean (z,y), (z,w) € C, r € R, haciendo A := byc; — bica, B := ajca — ageq, C:=bady — bide, E =

a1de — azd; se tiene lo siguiente
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!

((+rz,y+rw))
(A(x+rz)+ By +rw), Clx+rz)+ E(y + rw)

F( (x7y)7r(zaw> ) =

)
(Az+rAz+ By +rBw,Cx+rCz+ Ey+rEw)
[( Az + By,Cx+ Ey )+ r( Az+ Bw, Cz+ Ew) |
( Az + By,Cz+ Ey ) +r+( Az + Bw, Cz+ Ew)
= F((59)) + rF (2 w).

O~ Tl o= G-

Lo anterior implica que F'(0) = 0. Ahora veamos que F'(ay) = 1.

!

F(ar) = F((a1,b1))

ai(baci — bica) + bi(arca — ager), ar(bady — bida) + bi(arda — azdy) )

(
(
( a1b201 — a1b102 + a16102 — a2b101, a1b2d1 — a1b1d2 + a1b1d2 — a2b1d1 )
(

(a1bg — agby)cy, (a1by — agbr)dy ) = (c1,d1) = .

|
S~ S~ Sl-

De igual manera se tiene que F(ag) = fo.

!

Flaz) = F((a1,b1))

ag(bgcl — b162) + bg(alcg — agcl), ag(bgdl — b1d2) + bg(aldg — agdl) )

(
(
( a2b201 — a2b102 + a1b202 — CLQbQCl, a2b2d1 — agbldz + a1b2d2 — a2b2d1 )
(

a1bg — agbi)ca, (a1by — agbi)dy ) = (c2,d2) = Pa.

|
Sl= o= o=

Finalmente, afirmamos que F' es aditivamente automorfa con sumandos de automorfia constante, en efecto,
sea 0 € G, tenemos entonces que o es una traslacién (z,y) — (x + {1,y + ¢2) donde ((1,¢(2) € I'. Luego

F—O'F:F—FOO'_IZ—(Cl,CQ)G(C.

Con todo lo anterior, tenemos que F' satisface lo deseado,

/ w = Flag) — F(0) = a(B;). .

Teorema 2.2.37. Sea X una superficie de Riemann. Una I-forma diferencial cerrada w € 5(1)(X) tiene

primitiva f € E(X) si y solo si todos los periodos de w son cero.

Demostracion.

Supongamos que w € £(X) es una 1-forma cerrada que tiene una primitiva f € £(X), es decir, df = w. Ademas,
recordemos que una superficie de Riemann es, en particular, simplemente conexa, lo cual implica que su primer

grupo fundamental es cero. Luego, por definicién de los periodos de w, se tiene lo siguiente
[o=[@=te)-se0) =0 oemx)
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lo anterior es para toda o € m(X).

Reciprocamente, supongamos que todos los periodos de w son cero. Sea p : X — X su cubriente universal,
por el corolario 2.2.25 existe una primitiva F € £(X) de p*w. Luego, por el inciso a) del teorema 2.2.35, los
sumandos de automorfia de F' son los periodos de w, es decir, son cero. Lo anterior implica que existe una

funcién f € £(X) tal que F = p*f.
Tenemos asi que f es una primitiva de w, en efecto,
p'w =dF =d(p"f) = p"(df),
como p* es inyectiva, se sigue que w = df. |

Corolario 2.2.38. Sea X una superficie de Riemann compacta y wi,ws € QX)) dos formas holomorfas que

definen el mismo morfismo de periodos w1 (X) — C, se tiene entonces que wi = ws.
Demostracion.

Consideremos la forma w := w; — wy, dado que w; y wy definen el mismo morfismo de periodos por el teorema
2.2.35 w tiene una primitiva f € O(X). Como X es compacta, por el corolario 1.2.6, f es constante y por lo

tanto w = df = 0. |

2.2.4. Integracion de 2-formas

En esta seccién damos por entendido que el lector conoce la teoria de integraciéon de 2-formas en el plano
complejo o en variedades diferenciables, asi como también el concepto de particiones de la unidad, en caso
contrario, puede consultar [3], [10] o [19]. No hay que olvidar que una superficie de Riemann es, en particular,

una variedad diferenciable asi que las definiciones y resultados aqui presentados pueden resultar conocidos.

Definicion 2.2.39. Sea X wuna superficie de Riemann. El soporte de una forma w en X es el conjunto

cerrado

supp(w) :={a € X : w(a) # 0},

andlogamente, se define el soporte de una funcion f: X — C.

Definicion 2.2.40. Sean X una superficie de Riemann, ¢ : U — V una carta de X y w € 5(2)(X) una
forma cuyo soporte es compacto y contenido en U, como ¢ es biholomorfa, (p~1)*w es una forma con soporte

compacto en 'V C C, se define entonces

Jhes= = e
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Proposiciéon 2.2.41. La definicion anterior es independiente de la eleccion de cartas.

Demostracion.

Sea ¢ : Uy — Vj otra carta con supp(w) C Uy, sin pérdida de generalidad, supongamos que U = Uy, en caso

contrario consideramos la interseccién (ya que esta contiene al soporte de w).

Consideremos 1 := @1 0 o~ : V —= Vi, la cual es una funcién biholomorfa. Notemos que

() 'w) = (97 o) w = (971w,

J] vteryo = [[ eye @

Por otro lado, de la definicién anterior se tiene que

] vteryw = [ e @)

luego, de (1) y (2) tenemos lo siguiente

con lo cual

Por lo tanto / / w estd definida independientemente de la carta elegida. |
X

La definicién anterior es bajo la hipdtesis de que el soporte de la 2-forma estd contenido en una carta, para

poder eliminar dicha condicién debemos usar particiones de la unidad.

Definicién 2.2.42. Sea X una variedad diferenciable yU = {U; }icr una cubierta abierta de X. Una particion
de la unidad subordinada a U es una familia de funciones diferenciables (g;)icr, gi : X — R con las

siguientes propiedades:
1) 0<g; <1, para todo i € I.
11) supp(g;) C U;, para todo i € 1.

1) La familia de soportes supp(g;), i € I, es localmente finita, es decir, cada punto a € X tiene una
vecindad V tal que V N supp(g;) # O, para un nimero finito i € 1.
v) Z gi = 1.
i€l
Notacién 2.2.43. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, si A es un subconjunto compacto relativo a B,

escribimos A @ B, recordemos que esto significa que la cerradura de A (denotada por A) es compacta y estd
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contenida en B.

Definicién 2.2.44. Sean X una superficie de Riemann y w € A (X)) arbitraria con soporte compacto, con-
n
sideremos una cantidad finita de cartas @i : Uy —> Vi, con k = 1,...,n tal que supp(w) C U Ui.. Tomemos
k=1
una particion de la unidad subordinada a la cubierta formada por las cartas Uy y denotémosla por (fi)r con
n

fr € E(X). Tenemos asi que frw es una forma diferencial con supp(fy) €U yw = kaw. Se define entonces

fe=2 [l

Cuando se habla de integracién de formas, dos resultados imprescindibles son el teorema de Stokes y el teorema
del residuo, los cuales enunciamos a continuacién; sus demostraciones se pueden consultar en la bibliografia

mencionada al inicio de la seccion.

Teorema 2.2.45. Sea U un abierto del plano complejo C y A C U un conjunto compacto con frontera suave

0A, para cada forma diferenciable w € 8(1)(U) se tiene lo siguiente

Jl#e= ],

donde la frontera esta orientada de tal manera que el vector normal de A que apunta hacia afuera y el vector

tangente a QA en este orden, determina una base orientada del plano.

Definicion 2.2.46. Sean Y un abierto de una superficie de Riemann X, un punto a en'Y y w una I-forma
holomorfa en Y \ {a}. Sea (U, z) una carta coordenada de a tal que U C'Y y z(a) = 0. Con lo anterior, en
U\ {a}, podemos escribir w = fdz, donde f € O(U \ {a}). Sea

la expansion en serie de Laurent de f al rededor de a. Se define al coeficiente c_1 como el residuo de w en a

y es denotado por c_1 = Resg(w).

Observe que la definicién anterior se hace eligiendo una carta de a, sin embargo, es posible probar que la

definicién es independiente de esta eleccién, dicha prueba se puede consultar en la pagina 63 de [3].

Teorema 2.2.47. Sea X una superficie de Riemann compacta y ay,...,a, puntos distintos en X. Sea X' :=

X\ {a1,...,an}, para cada 1-forma holomorfa w € Q(X') se tiene

Z Resg, (w) = 0.
k=1
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Ahora veremos algunos resultados sobre integracién de 2-formas en superficies de Riemann, los cuales nos seran

de utilidad.

Teorema 2.2.48. Sea X una superficie de Riemann, w € 8(1)(X) una forma diferenciable con soporte compacto,

se tiene entonces
// dw = 0.
X

Demostracion.
n
Mediante la multiplicacién por una particiéon de la unidad, podemos escribir w = Zwk donde cada wy tiene

k=1
soporte compacto, el cual estd completamente contenida en una carta (por la definicién 2.2.42). Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que X = C, con esto basta probar el caso en que wp = w para algtin k. Eligiendo

R > 0 tan grande que supp(w) C {z € C: |z| < R}, se obtiene que

//de - //MSRd” = //M:Rw = //Z|:Ro 0.

2.3. Grupo de DeRham

El objetivo de esta seccion es presentar el grupo de DeRham, el cual serda primordial para la demostracion
del teorema del mapeo de Riemann. Presentaremos ademéas una forma de calcular este grupo a través de la

cohomologia de Cech.

2.3.1. Grupo de cohomologia de Cech

En esta seccién X representard un espacio topolégico y F una gavilla de grupos abelianos sobre X, a menos

que se indique lo contrario.

Definicién 2.3.1. Sea U = {U;}jes una cubierta abierta de X, para ¢ > 0 se define el grupo de g—

cocadenas de F respecto a U mediante

CIU,F) = F(Ujo...j,)-
(405 1dq ) €TIHT

Observemos que al ser C4(U, F) un producto directo de grupos abelianos, es también un grupo abeliano.

Definicién 2.3.2. Sea U = {U,} e cubierta abierta de X se define el operador cofrontera
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bq: CUU, F) — C1 (U, F),

del siguiente modo, para f = (fiy,. .. iz)i,...isesot1 S€ tiene
q+1
6Q(f)i0,---7iq+1 = Z(_l)]fio,,,,,ij,,,,7iq+1’Uio ,,,,, iq
i=0

Ejemplo 2.3.3. Para entender un poco la notacién del operador cofrontera veamos los siguientes ejemplos.

1. Cuando q =0,
S :C'U,F) — CYU,F)

(fi)jes = (filv, — filu,)ijer

2. Cuando q =1,
S1:CYU,F) — C*U,F)

(9i)ijerr = (Gikluge — Giklvi, + 9i5lUin)igkes
3. Cuando q = 2,
09 : CQ(Z/{,}") — C?’(U,}")

(hijk)i,j,keﬁ — (hjkl|Uijkl - hikl|Uijkz + hijl|Uijkz - hijk|Uijkz)i,j,k,l€J4

Ejemplo 2.3.4. Sea X = S' C R? el circulo unitario, tomemos la cubierta U = {U,V'} tal como se ve en la

figura 2.2, observemos que U NV = W7 U W,

2
v Wy

sm -
S " u S

~

W,

)

/

-7 RN
’ N
7 \

Figura 2.2: Cubierta abierta para S*.

Consideremos F := Zx tenemos que los grupos de cocadenas son los siguientes:
» COU,F)=7Zx(U) x Zx(V) = Z2.
» CYUF)=Zx(UNV)=Zx(W1UWR) =Z D7 =72
» CUU,F) =0 para todo q > 2.

Por otro lado se tienen los siguientes operadores cofronteras,

= Para q=0,
S0: 2% — 72

(m,n) +— (n—m,n—m)
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= Paraq=1,
51 : Z2 — 0
(m,n) — 0
Observemos que como CU(U, F) =0 para todo g > 2 entonces §; = 0 para g > 1.
Proposicién 2.3.5. El operador d, de la definicion anterior es un morfismo de grupos.

Demostracion.

Sean f = (fig,....igVio,iqed Y 9 = (Gio,..iig)io,..iged € CU(U, F), usando el hecho de que la suma de las familias
es coordenada a coordenada y que la funcién restriccién es un morfismo, en Uy, . ;, tenemos lo siguiente:

g+1

5(1(f+g)7;07--~7iq+1 = Z(_]‘)] |:(f+g)i0,...,i},‘..,iq+1€‘]:|

j=0
q+1

— _1)J . .

- Z( 1) (fi07-~~7ij7--~7iq+l +gi0,~~-,ij,-~,iq+1)
j=0
q+1 ' q+1 ‘

= Z(_1)]fio7...,i},...,iq+1 + Z(_1)j9io7...,i},...,iq+1
§j=0 j=0

= 5q(f)io,m,iq+1 + 5q(g)io,m,iq+17
con lo anterior podemos concluir que 64(f + g) = 04(f) + d4(9)- [ |

Definicién 2.3.6. Sea U = {U;};cs una cubierta abierta de X, para ¢ > 0 se define el grupo de q—cociclos

como

ZYU, F) = ker (6, : CIU, F) — CIT U, F)),

y para q > 1 se define el grupo de q—cofronteras mediante
BYU, F) := im(§4—1 : CT U, F) — C1U, F)).
Observacién 2.3.7. Por definicion una 1-cocadena (fi;)ijer € CY(U,F) es un 1-cociclo si y solo si
fik = fie + fi; =0, (1)
para todo i, j, k € I, considerando la igualdad en Ujjy.

De lo anterior se tienen las siguientes consecuencias:

a) Haciendo i = j =k en la ecuacion (1), se tiene fi; =0, para todo i € I.

b) Haciendo i =k en (1) usando a), tenemos fi; = — fji, para todo i,j € I.
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Proposiciéon 2.3.8. La siguiente sucesion
COU, F) 2% ', F) 2 U, F) 2
es un complejo de cadena, es decir dq41 0 0y = 0, para todo q.

Demostracion.

Sea f = (fig,....ig io,...iqel € CUU,F),

q+2
5q+1(5qf)i0,...,iq+2 = Z(_l)réq(f)io,.,,,;. ,,,,, igt2
r=1
_ k k—1 _
- Z(_l)r(_l) fio7~~-7:ik7~~75r,m,iq+2 + Z(_l)r(_l) fio,~~.,%m--~,2kr~~,iq+2 =0,
k<r r<k

donde la tltima igualdad se debe a que, generalizando el inciso b) de la observacién 2.3.7, se tiene lo siguiente

Jiosinsing1rniq = — Jioysint1ying.iq-

La proposicién anterior nos dice que

im(d4—1) C ker(é,), para cada g > 1.

Definicién 2.3.9. Sea U = {U;};cs una cubierta abierta de X, se define el g-ésimo grupo de cohomologia

de Cech mediante el cociente

HYU,F) = Zq(u’]:)/Bq(uNr).

Ejemplo 2.3.10. Calculemos los grupos de cohomologia de Cech para la gavilla Zgi sobre el circulo unitario

St es decir, F := Zg1 yU = {U,V} la cubierta usada en el ejemplo 2.5.4.
= HYU,F).
En este caso tenemos que BO(U, F) = 0, por lo tanto, H'(U,F) = Z°U, F).
Para calcular este ultimo grupo, analicemos el morfismo dg, el cual estd dado como sigue

00: 287 — ZBZ

(m,n) — (n—m,n—m)
por lo tanto Z°(U, F) = ker(8y) = {(n,n) € Z*? : n € Z} entonces ker(dy) = Z.
Concluimos asi que HO(U, F) = Z.
= HYU,F).

Tenemos que BY(U, F) = im(dg) = {(n,n) € Z* :n € Z} = A, y Z' U, F) = ker(61) = CY (U, F) = Z&Z.
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Luego, H*(U, F) = Z@Z/A para calcular mds explicitamente este dltimo cociente, usaremos el 1er
teorema de isomorfismo, observe que mediante el diagrama de la figura 2.3 vemos que AS Z/A ~ 7, es

decir, HY (U, F) ~ 7 .
Tt

Z&Z[|A

Z [(n,m)]

P
s
[ )
Ve ~
s ©

Figura 2.3: Isomorfismo entre Z® Z/ A Y L.

Finalmente, para q¢ > 2 observemos que CU(U,F) =0y como B1(U,F) es subgrupo de Z1(U,F) y este a
su vez es subgrupo de C1U,F) se sigue que H1(U,F) = 0.

Concluimos lo siguiente,
Z, ¢q=0,1
0, ¢=>2

HYU, F) =

Proposicién 2.3.11. Sean X un espacio topolégico, U = {U;}jer una cubierta abierta de X y F una gavilla,

tenemos lo siguiente:

a) Si(fj)jes € Z*(U,F) entonces existe f € F(X) tal que fly, = f; para toda j € J.
b) H' (U, F) = F(X).
Demostracion.

a) Sea f = (fj)jes € Z°(U, F) representando un elemento de HO(U, F), asi en U;; tenemos lo siguiente,

0=200(f)ij=fj— fi,

por lo que f; = f;. Por los axiomas de gavillas se sigue que existe f € F(X) tal que f|y, = fi.

b) Como no hay 0-cofronteras, H es igual al grupo de 0—cociclos Z°(U, F), para obtener el resultado veamos

que Z%(U, F) es isomorfo a F(X). Definamos la funcién
p: F(X) — Z2°%U,F)
o= (fi)ies

donde f; = f|u,, note que la funcién estd bien definida ya que 6o((fi)ics)ij = f; — fi=f —f =0 porlo
tanto (f;)ics € Z°U, F).
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Por otro lado, como la suma de familias se realiza coordenada a coordenada es facil ver que esta funcién
es morfismo de grupos, en efecto, si f,g € F(X), o(f +9) = (hi)ics donde h; = (f + g)|y,, como
(f+9\u, = flu, + glu, se tiene que o(f + g) = flu, + glv, = ¢(f) + ¢(g) por lo tanto ¢ es un morfismo
de grupos.

Maés atn, el inciso a) nos dice que este morfismo es sobreyectivo. Veamos ahora que también es inyectivo
y con ello un isomorfismo. Sean f,g € F(X) tales que ¢(f) = ©(g), esto es (fi)ics = (gi)ics donde

fi = flu, v gi = glu, se sigue entonces que f|y, = gly, para todo ¢, esto implica que f = g.

Con todo lo anterior se concluye que F(X) es isomorfo a Z%(U, F). [

Para lo siguiente necesitaremos los conceptos de conjunto dirigido, familias dirigidas de morfismos y limite
directo, en caso de que el lector no este familiarizado con estos, puede consultarlo en [15] al igual que algunas

definiciones y propiedades bésicas.

Definicién 2.3.12. Sean U = {U;}jes y V = {Vi}rekx cubiertas abiertas del espacio X, F una gavilla sobre

X. Se dice que V es un refinamiento de U si existe A : K — J tal que Vi, C Uy, para todo k € K.
S1V es un refinamiento de U lo denotamos por V < U.
Observacion 2.3.13. Es claro que U <U y que st W <V yV <U entonces W < U.

Definicién 2.3.14. Sean V = {Vi}rer, U = {U;}jes cartas abiertas tales que V < U respecto a A : K — J.

Se define
/\%:Cq(u,}") — CYV,F)
= Fioria)iosniaed > 9= (Gko,....kg ) ko, kg€K ’
donde

Gkoreekiq = A0 Aka) Vi g
Proposicion 2.3.15. La funcion de la definicion anterior es un morfismo que hace conmutar el siguiente
; ; u _ \u
diagrama, es decir, g0 \J; = {5 0 dg.
Demostracion.

La prueba de que )\1{)’ es un morfismo de grupos es similar a como se hizo en la proposicién 2.3.5 y solo veremos

que hace conmutar el diagrama.
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Ay
CUYU, F) CUV,F)
64 5q
CH*(U, F) CHUY, F)
Ay

Figura 2.4: Morfismo entre grupos de cocadenas.
Sea f 1= (fjo.....jg)jorjacd € CUU, F), se tiene

A%(é(f)q)ko,---7kq+1 = 5q(f))\(k0),...,>\(kq+1)’k07---7kq+1

q+1 4
B ;0(_1)]fA(kO)M@,W,A(qu)\ko,...,kq+1
q+1 ‘
= Z(_l)j (f)\(k’o),---7@,---7>\(kq+1)) ’k‘o,...,kq_;,_l
o
= MWD = GO _
7=0

Proposicion 2.3.16. La funcion )\% de la definicion 2.3.14 induce un morfismo de grupos,

Hq(uw/_:) — Hq(V,]:),

el cual serda denotado de igual manera como )\%ﬂ.
Demostracion.

Para simplificar la notacién, hagamos A := )\% ; dado que el diagrama de la figura 2.4 es conmutativo se tiene

que

NzUU, F)) c z9(V, F) y NBU,F)) c BV, F). (1)
Consideremos el siguiente diagrama,

Z9U,F) U, HIU,F)

A \ ’
7/
/
ZU(V, F) LA
Tloy L7
¥
HY(V,F)
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Por la propiedad universal del cociente y (1) tenemos que existe un tinico morfismo
N HI U, F) — HUV, F),

tal que M([f]) = [M(/)]- u

Observacién 2.3.17. Con todo lo anterior tenemos que el conjunto
N HIU, F) — HIOV,F) : V<U}

es un sistema dirigido de grupos abelianos.

Definicion 2.3.18. Para un espacio topolégico X, una gavilla F sobre X y para q¢ > 0 se define su g—ésimo

grupo de cohomologia de Cech como sigue

HY(F) = HI(X, F) = lim HIU, F),
u

donde este ultimo simbolo representa el limite directo.

2.3.2. Sucesiones exactas

En esta seccién veremos como las sucesiones de gavillas nos permiten calcular la cohomologia de Cech, asi como

también el grupo de DeRham.
Definicion 2.3.19. Sea X una superficie de Riemann, definimos el grupo de DeRham como

Hpr(X) := E(X)/im(S(X) L eW(x)y

El siguiente resultado serd presentado sin demostracién, ya que usa argumentos de sucesiones y convergencia
de funciones complejas, lo cual no es relevante para el resto del trabajo, nos interesa el enunciado para poder

aplicarlo més adelante, su demostracién se puede consultar en la seccién 13 de [3] o en el capitulo 4 de [13].

Teorema 2.3.20. (Lema de Dolbeault). Sea X = {z € C : |z] < R}, con 0 < R < o0, para cada g € E(X)

existe f € E(X) tal que
of

07 g
Definicion 2.3.21. Sean F, G y H gavillas sobre un espacio topoldgico X y sea

FLg
una sucesion de morfismos de gavillas. Se dice que dicha sucesion es exacta si para cada x € X se tiene que

la siguiente sucesion s "
xT x
Fz — gm — H:Ea
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es exacta, es decir, ker(1;) = im(¢y).

Sea X un espacio topoldgico, a : F — G un morfismo de gavillas sobre X, por la proposicién 2.3.11 recordemos
que HY(F) = F(X) y H%(G) = G(X), entonces a induce un morfismo o® : HY(F) — H%(G), donde
¥ =ayx: F(X) — G(X).

Intuitivamente, ahora nos gustarfa exhibir un morfismo o' : Hy(F) — H%(G), los resultados siguientes estén

dedicados a dar la existencia de este morfismo, y mas atn, veremos que existe un morfismo conexion que toma

elementos de HY (F) y devuelve elementos de H (F).

Comencemos considerando los morfismos
eu,  F(Uj) — GUj), v, : F(Uiz) — G(Uij),

es posible definir lo siguiente
Yu : Cl(uv‘F) — Cl(“vg)

(fij)ijes +— (SDUij(fz'j))z',jeJ.

Proposicién 2.3.22. Sea U = {U;}jc; una cubierta abierta de X entonces se tiene lo siguiente

a) @M(Zl(uv}—)) - Zl(uvg)'

b) eu(B U, F)) C B'U,9).
Demostracion.
a) Sea (fij)ijes € Z1(U,F), sobre U, se tiene que 0 = fj — fir + fi; para todo 4,5,k € J.
Luego, en G(U;ji) se tiene

0= PUx (fjk) — PUsx (flk) + PU; (fij)a
lo cual implica que (pu,, (fij))ijes € Z'U,G).
b) Recordemos que el operador cofrontera d, estd asociado a alguna gavilla, para evitar complicar la notacion,

en esta demostracién denotaremos como d, al operador cofrontera asociado a ambas gavillas F y G.

Sea f = (fij)ijes € ZY U, F) tal que f = do(g) para algiin g € C°(U, F), con g = (g;)ics con g; € F(Uy),
tenemos entonces que f;; = g; — ¢, donde la igualdad es en F(U;j). Luego, en G(Uj;), se tiene que
eu,,; (fij) = wu,;(9;) — ¢u,(gi), esto dltimo implica que ¢y (f) = do(g) donde § = (vv;(g;))jes € c'U,q).

Con todo lo anterior se concluye que ¢y (BY(U, F)) € BY(U,G). |

La proposicién anterior nos dice que la funcién ¢ envia cociclos en cociclos y cofronteras en cofronteras y por

lo tanto induce un morfismo que, al igual que la funcién entre cocadenas definida arriba, denotaremos por ¢y,
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Yu - Hl(uvf) - Hl(uag)

La coleccion de morfismos ¢y, donde U varia sobre toda la coleccién de cubiertas abiertas de X, de esta manera,
utilizando la propiedad universal del limite directo para la familia de morfismos entre los grupos de cohomologia,
se induce el morfismo que buscamos, ol : H (F) — H%(G), tal como se muestra en el diagrama de la figura

2.5.

Figura 2.5: Morfismo entre Hy (F) y Hx(G).

Pasemos ahora a presentar el morfismo conexion del que se hablo anteriormente, para ello, consideremos F, G, H
gavillas sobre un espacio topolégico X, las cuales, supondremos que forman la siguiente sucesién exacta
0—F-%¢-5H—0
Por lo hecho anteriormente sabemos que se induce la siguiente sucesién de morfismos
0 a® 7o B 70
0— Hy(F) — H%(G) — H%(H)
1 1
HY(F) <> HY(9) T HY (W)
Siguiendo la notacién de lo hecho anteriormente, tenemos la siguiente proposicién:
Proposicién 2.3.23. Ezxiste un morfismo (llamado morfismo conexion)
&%+ HY (H) — Hx(F).
Demostracion.

Sea h € HY(H) = H(X) (proposicién 2.3.11), como G Lyt 5 0es exacta, se sigue que G, L, Hy — 0 es
también exacta, lo cual implica que (3, es un epimorfismo, por lo tanto h, = 5;(¢,) para algin g, € G, entonces

existe un abierto U, C X, con z € U, tal que ¢*) € G(U,) y hlu, = Pu, (g@)).

Con lo anterior, consideremos la cubierta abierta U = {U, },ex de X y definamos
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9= (9")sex € C°WU,G).
Por otro lado, tenemos las siguientes igualdades en H (U, N Uy),

Bu,, (9 —g¥) = Bu,,(¢) - Bu,, (9¥)
= Bu,(9") = Bu,(g¥) = (hlv,)lv., — (Blv,)lu.,

lo cual implica,
g(m) — g(y)\Ury € ker fy,, = im(ay,, : F(Uzy) — G(Usy))-
Por lo que existe fu, € F(Us,) con ¢g® — g¥) = au,, (fzy), con lo cual definimos

f = (fzy)a:,yEX € Cl(uvf)

Lo siguiente que haremos es probar que f € Z(U, F), para ello, recordemos que §(f)zy.> = fyz — foz + foy,

como «y, , . €s monomorfismo, se tiene

aUzyz (5(f)$yz) = Oé(]yz (fyz) - aUzz (fIZ) + aUzy (fxy)
entonces §(f)zy. = 0 para todo z,y, z. Por lo tanto §(f) = 0, lo cual prueba que f € Z*(U, F).

Tenemos asf que f define un elemento en H'(U, F), cuya imagen bajo H'(U, F) — H(F) denotaremos por

[f]. Con todo lo anterior, tenemos el morfismo conexién como sigue
§*:HY(H) — HX(F)
h — [f] m

Conociendo el morfismo conexién es posible obtener mas resultados sobre secuencias de gavillas y los grupos de
cohomologia, uno que en particular nos interesa es el siguiente, la demostracién es algo rutinaria, sin embargo

larga, para el lector interesado en ella, puede consultar [3] o [13].
Teorema 2.3.24. Sea X un espacio topoldgico y
0—F-5¢ L H—o
una sucesion exacta de gavillas. Tenemos entonces que la siguiente sucesion de grupos es exacta
0 a® 710 B8 770 5
0 — HY(F) — H}(G) — Hy(H) —
§* 1 1
o HY(F) 5 HY(G) 5 Hy (W),
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Corolario 2.3.25. Sea 0 — F - G N H — 0 una sucesion ezacta de gavillas sobre X. Si Hx(G) =0

entonces

1 _ H(X)
Hx(7) B(G(X))
Demostracion.
Dado que H)l( (G) =0, por el teorema anterior podemos considerar la siguiente sucesién exacta
G(X) — H(X) == H(F) — 0,

por la sobreyectividad de 6* tenemos que

a4 (F) =~ 1460 = T 600 -

Nuestro objetivo ahora es usar las sucesiones de gavillas para dar una forma de calcular el grupo de DeRham

a través de la cohomologia de Cech, esto lo obtendremos a través del siguiente teorema.

Notacién 2.3.26. Sea U un abierto de una superficie de Riemann, en lo que resta E1O(U) y EXY(U) represen-

tardn a las gavillas de formas w = fdz y n = gdz, respectivamente, donde f y g son funciones diferenciables

en U.
Teorema 2.3.27. (de DeRham) Si X es una superficie de Riemann entonces

HY(Cx) ~ Hhp(X).

Demostracion.
Consideremos Z := ker(d : €1 — £2)), observe que esta es la gavilla de 1-formas cerradas.
Tenemos que la sucesién
0—Cyx — &% 7z %0,
es exacta, en efecto, en la seccién 2.2.2 se menciond que, localmente, toda forma cerrada es exacta, esto implica
que la funcién d : £ — Z es un epimorfismo de gavillas.

Por lo tanto, aplicando el corolario 2.3.25 tenemos que

HY(Cx) =2V o) 4, 200y = "0V, ‘

61



Capitulo 3

Problema de Dirichlet y teoria Runge

Sean X una superficie de Riemann, Y un abierto de X y f : Y — R una funcién continua, donde 9Y
representa la frontera de Y. Encontrar una funcién continua que se extienda a la cerradura de Y y siga siendo
real-valuada es lo que se conoce como el problema de Dirichlet, en esta seccién veremos como se puede dar

solucién a dicho problema en superficies de Riemann.

3.1. Formas armonicas

En la seccién 2.2 se recordo el concepto de formas en superficies de Riemann, retomaremos esto para presentar
las formas arménicas. Comenzaremos por repasar como se dota un producto interno al espacio € (1)(X ), donde

X es una superficie de Riemann; para ello sea

x: EMD(X) — £W(X)

w i(wl—wg)

donde w se escribe como w = wy + wy con wi € 5(1’0)(X) y wy € 8(0’1)(X).

Proposicién 3.1.1. La funcidn anterior es un R— isomorfismo lineal. Ademds, sic € C yw € EV(X) entonces

*(cw) = ¢(*w).
Demostracion.

La demostracién de que la funcién dada es morfismo sobreyectivo es rutinaria y se obtiene mediante calculos

directos. Para ver que * es inyectiva basta usar el hecho de que el espacio & (1)(X ) se descompone como suma
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directa de £10(X) y £0D(X).
Para lo segundo, expresando w como w = wy + wy con w; € EM0(X) y wy € EOD(X) se tiene lo siguiente

*(cw) = i(cwy — cwz) = ci(w] — wa) = ¢(*w).

Por otro lado, considere

<.,.>;g(1)( )Xg()(
(wi,wa) — // wl/\*wg.

Proposicion 3.1.2. La funcidn anterior tiene las siguientes propiedades:

1.- FEs lineal en la primer coordenada y sems lineal en la sequnda, esto es, si wi,ws,ws € FAC) (X)yceC
entonces

(w1, c(we +w3)) = ¢ ({w1,w2) + (w1, ws)) .

2.- <UJ2,0J1> = <w1,w2>.

3.- (-,-) es positivo definido.

Demostracion.

1.- Para ver que la funcién (-, -) es lineal en la primer coordenada basta usar el hecho de que la operacién A

es lineal.

Para la segunda coordenada, observe que si ¢ € C entonces *(cw) = ¢(*w), con esto se obtiene que
(w1, c(we + w3)) =€ (w1, wa) + (w1, ws)) .

2.- Sean wq,wsy € £(1,0) (X), suponga que wy = fidz + ¢1dZ y wo = fadz + godZ son sus representaciones en

la carta (U, z). Por un lado tenemos que

(wo,w1) = // ifodz A f1dZ — // ig2dz N g1 dz,
X X
por otro lado,

(wi,w2) = // w1 A (i(fodZ — Gadz)) // fldz/\fgdz+z// g1dz N\ godz
= 1/7 fde/\fﬂ?—Z// 92dZ N\ gy dz = (wa, wr).
X X
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3.- Seaw = fdz+gdz respecto a una carta (U, z) donde z = z-+iy. Primero observemos que *w = i(fdz—gdz),

usando la linealidad de la operaciéon A y el hecho de que dz A dz = 2idx A dy, se obtiene lo siguiente
2
o Moo = i1 + gz 1z = (2 +19P) (3o Ady) = 2057 + loP ) .

Finalmente observemos (w,w) > 0y (w,w) =0siy solosi f =0 =g, es decir, si y solo si w = 0. |

Con lo anterior se ha dado a £ (X) la estructura de espacio vectorial con producto interno.

A continuacién, presentaremos algunas propiedades que relacionan el morfismo * y las funciones d, d' y d”,

dadas en 2.2.12.

Proposicién 3.1.3. Sean X una superficie de Riemann compacta, f € £(X), w € Q(X) yn € EN(X), tenemos

lo siguiente:

1.- xd f =id"f, «d"f = —id'f.

2.- d(xdf) = 2id'd" f.

3.- wA*d f = —id(fw), o Ad"f = —id(fw).

4.- *(xn) = —n, ademds, sin € L(X) (notacion 2.2.14) entonces df N\ *(xn) = —d(fn).
Demostracion.

1.- Para la primera igualdad,

sd f = # <‘2J;dz> — z’%dz —id"}.

De manera similar se puede probar que *d” f = —id'f.
2.- Recordando que df = d'f +d"f y que las funciones d y * son lineales tenemos lo siguiente
d(xdf) = d(x(d'f + d"f)) = d(xd'f) + d(xd" ).

Usando el inciso 1 de esta proposiciéon y los incisos 1, 2 y 4 de la proposicién 2.2.15 se sigue que

d(xdf) = d(id"f) + d(—id'f) = id(d" f) — id(d'f)
— i(d/d”? 4 d/,d”?) o Z(dld/? 4 d”d,?)
= i(dd"f — d"df) = 2id'd"f.

3.- Dado que w € Q(X), por la definicién 2.2.6 tenemos que w = gdz con g una funcién holomorfa, recordando
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que dz A dz = 0 se tiene

iwNd'f =1 <gdz A gjzcdz +wA d"f> =i(wAdf+wnd f)=i(wA(df+df)=iwndf. (1)

Por otro lado

dw=dw+d'w=dgNndz+d"gndz=0, (2)
luego, usando la propiedad 1 de esta proposicién y posteriormente (1) y (2), podemos concluir lo siguiente,

wAxd' f =wANid"f =iwAdf =iwANdf —ifdw = —i(df ANw+ fdw) = —id(fw).
De manera similar se puede probar la otra propiedad.
4.- La primera parte se obtiene expresando la 1-forma 7 en una carta local, tal como se hizo en la proposicién

3.1.2 y haciendo directamente los célculos. Para lo segundo, como n € £(X) se tiene que dn = 0, utilizando

esto, junto con la primera parte de este inciso se tiene lo siguiente

df Ax(sn) = df N (—n) = —df An— fdn=—(df An+ fdn) = —d(fn). .

Por otro lado, recordemos que una 1-forma w € £ (1)(X ), localmente, se expresa como w = Z fjdgj, con f; y
J
g; funciones diferenciables, se puede considerar entonces w = Z?jdgj, de esta manera, si w es una 1-forma

J
holomorfa, se dice que @ es una 1-forma antiholomorfa en X.

Notacién 3.1.4. Al espacio vectorial real de 1-formas antiholomorfas en X se le denotard por Q(X).

Presentamos ahora lo que son las formas armoénicas en una superficie de Riemann, mas adelante veremos que
el espacio vectorial formado por estas tiene relaciéon con muchos de los elementos que hemos visto previamente,
tales como los operadores de la definicién 2.2.12, el operador * y, méas importante atn, el grupo de DeRham.

En lo que sigue X representa una superficie de Riemann, a menos que se indique lo contrario.
Definicién 3.1.5. Una I-forma w € EM(X) es llamada arménica si

dw =0 = d(xw).
Una funcion diferenciable f, definida en un abierto de X, es llamada armdnica si d'd" f = 0.

Observe que si A es un nimero real, wy y ws son 1-formas armoénicas entonces, por la linealidad de las funciones

d y * se sigue que la 1-forma Awj + wy es armodnica, esto nos dice que el conjunto de 1-formas arménicas forman
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un espacio vectorial real.

Notacién 3.1.6. Al espacio vectorial de todas las 1-formas arménicas en X se le denotard por Harm!(X).

Directamente de la definicién se puede obtener lo siguiente.

Teorema 3.1.7. Sea X una superficie de Riemann, si w es una 1-forma arménica y f es una funcion armdénica

entonces se tiene lo siguiente:

1) w es cerrada.

1) dw=d"w=0.

1) f es arménica.

1v) df es armdnica.

V) w es arménica si y solo si w = wy + wa, donde wy € Q(X) yws € QX).

Demostracion.

)
11)

11T)

V)

Esto es directo de la definicién de 1-forma arménica, recuerde que una 1-forma es cerrada si dw = 0.

Dado que w es arménica se tiene que 0 = dw = d'w + d"w € E19(X) @ £OD(X) con lo cual se sigue que

dw=0=d"w.

Como f es arménica, se tiene que d'd” f = 0, luego

2 T2
8fdz/\d?: >f

R ar
dd'f = 0z0z 020z

dzNdz=d'd"f =0,

por lo tanto f es arménica.

Por el inciso 1 de la proposicién 2.2.15, tenemos que d(df) = 0.

Por otro lado, del inciso 2 de la proposicién 3.1.3 se tiene que d(xdf) = 2id'd"f = 0, donde la ltima

igualdad se sigue del inciso III de este teorema.

Supongamos que w es armonica, por el teorema 3.1.7, sabemos que d'w = 0 = d"w, mds ain, tenemos que
w=w +wy conw € ELNX)yw e EOV(X), es decir, w; = fdz y wy = gdz, con f y g funciones
diferenciables. Primero, para probar que wo € Q(X) debemos verificar que gdz € (X), con este objetivo,

observemos que d’'w; = 0 = d"ws, por lo tanto

66



Capitulo 3. Problema de Dirichlet y teoria Runge 3.1. Formas armoénicas

0 = dw=dw +dws=d"wy
0 = d'w=d"w +d"wy=d"w.
Como d'wy = 0, se sigue que d'g = 0, es decir g es una funcién holomorfa, de esta manera obtenemos que

wy € Q(X). De manera similar, podemos probar que d”f = 0, con lo cual f es holomorfa y asf wy € Q(X).

Reciprocamente, supongamos que w = w; + wo tal como en el enunciado entonces wi; = pdz y we = qdz

con p y q funciones holomorfas. Luego, observe que d”w; = 0 = d'wg, tenemos lo siguiente
d(+w) = dx* (w1 +w2)=d(i(w1 —wz2)) = i(dwy — dws)
= i(dwr + d"wy — d'wz — d"w3) = i(d'wr — d"w,),
usando lo anterior y la representacién local obtenemos,
c 1 = — 7/ — . aip —
d(*w) = id (pdz) —id" (qdz) =i B dzNdz =0,
Z
donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que p es holomorfa.

Finalmente dado que p y g son holomorfas, por el inciso 5 del teorema 2.2.15 se tiene que dw = d(pdz +
qdz) = 0.

Con lo anterior se concluye que, en efecto, w € Harm!(X). |

Este tltimo teorema garantiza que Harm!(X) = Q(X) + Q(X), sin embargo, como £ (X) es suma directa de
£ (X) y 0D (X) y ademés Q(X) ¢ £10(X), Q(X) c £O(X), se puede establecer el siguiente resultado.

Corolario 3.1.8.
Harm!'(X) = Q(X) @ Q(X).

A primera vista, las definiciones de funcién y 1-forma armoénica parecieran no guardar relacién, sin embargo, el

siguiente teorema nos muestra lo contrario.

Teorema 3.1.9. Sea X una superficie de Riemann, w es armonica si y solo si dado cualquier punto a € X

eziste una vecindad abierta U del punto a y una funcion armonica f en U tal que w = df .
Demostracion.

Supongamos que w es una l-forma arménica, por el teorema 3.1.7, sabemos que w es cerrada entonces, lo-
calmente, w = df con f una funcién diferenciable. Por el inciso 2 de la proposicién 3.1.3, se obtiene que

0=dx*w=2id'd"f con lo cual f es arménica y en consecuencia f también lo es.

Reciprocamente, supongamos que w = df con f arménica, tenemos asi que dw = d?>f =0y dxw = 2id'd" f = 0.
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Definicion 3.1.10. Siw es una 1-forma diferenciable, diremos que es real, si w =, la parte real de w, estd

definida como Re(w) = 3(w + ).

Teorema 3.1.11. Sea X una superficie de Riemann, toda 1-forma real armonica w € Harm'(X) es la parte

real de exactamente una I1-forma holomorfa o € Q(X).
Demostracion.

Para la existencia, sea w = o1 + 72 € Q(X) @ Q(X), dado que w es una 1-forma real entonces oy + oo = 1 + 072,
luego 01 — 09 = 71 — G2 y como o1 — o € Q(X), 71 — 03 € QX) y QX) N Q(X) = 0, se sigue que o1 = 0.

Por lo tanto w = 01 + 71 = Re(201).

Para la unicidad, supongamos que w = Re(o) y w = Re(o’) con o y ¢’ 1-formas holomorfas, tenemos asi que
0 = Re(o — ¢'). Observemos que o — ¢’ es una 1-forma armonica y por el teorema 3.1.9, localmente se tiene
o — o' =df con f una funcién arménica (en particular holomorfa), se sigue que Re(df) = 0 y esto implica que
f tiene parte real constante. Asi, de las ecuaciones de Cauchy Riemann, f es constante, con lo cual o — o’ = 0,

se concluye entonces que o = o’. [

Corolario 3.1.12. Sea X una superficie de Riemann y G C X un dominio simplemente conexo. Toda funcion

armoénica u : G — R es la parte real de una funcion holomorfa f € O(G).
La demostracion del corolario 3.1.12 es consecuencia directa del teorema 3.1.11.

Seguiremos usando la proposicion 3.1.3 para los siguientes resultados, los cuales dan descomposiciones en sumas

directas de algunos espacios.

Teorema 3.1.13. Para X una superficie de Riemann compacta, se tienen lo siguiente:
a) Los espacios d'E(X), d"E(X), UX) y Q(X) son subespacios ortogonales a pares de (EM (X)), (-,-)).
b) dE(X) y *dE(X) son subespacios ortogonales de EM(X).
c) dE(X) @ +dE(X) =dEX) pd"E(X).
d) EOD(X) =d"E(X) @ Q(X).

Demostracion.

a) Sean w; € EM(X) y wy € EOD(X), observe que *wy € EB0(X) entonces (wy,ws) = // wi Axwz = 0.
X
Por lo tanto los espacios £10(X) y £0D(X) son ortogonales, y en consecuencia sus subespacios Q(X)

y Q(X) también lo son.
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Con lo anterior, resta probar que d’£(X) es ortogonal a Q(X) y que d’E(X) es ortogonal a w € Q(X).
Para ello, tomemos f € £(X) y w € Q(X), por el inciso 3 de la proposicién 3.1.3 y el teorema 2.2.48, se
tiene que (w,d'f) = —z'/ d(fw) = 0. De manera similar, se obtiene que (@, d" f) = 0.

b's

Sean f,g € £(X) nuevamente por el inciso 3 de la proposicién 3.1.3 y el teorema 2.2.48, tenemos que
(df , xdg) = / d(fdg) = 0.
Sean f,g € £(X), usando el inciso 1 de la proposicién 3.1.3,

df +#dg = d'f+d"f +id"g —idg=d(f —ig) + d"(f +ig) € dEX) @ d"E(X).
Reciprocamente, tomemos wi+wq € d'E(X)®d"E(X), conlo cualwy = d'f yws =d"gcon f,g € E(X), del
inciso 1 de la proposicién 3.1.3, wy = —i*d'g. otemos ademds que d'£(X) C d€(X) y *d'E(X) C xdE(X),

se sigue que w1 +we =d'f —ixd'g € dE(X) + *xdE(X). Con lo anterior, y dado que ya se demostré que

los espacios involucrados son ortogonales, el resultado se sigue.

Esta demostracién serd omitida, ya que requiere utilizar teoremas como los de Dolbeault y dualidad de
Serre, ademés del género de una superficie de Riemann (véase la definicién A.0.12 en el apéndice A), la

demostracién se puede consultar en [3]. [

Continuando con la descomposicién de algunos espacios, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.14. Sea X una superficie de Riemann,

a) EN(X) = xdE(X) @ dE(X) ® Harm!(X).

b) L(X)=dE(X) D Harm'(X).

Demostracion.

a)

Recordemos que tenemos la siguiente descomposicién EM(X) = £1.0(X) @ £01(X), a su vez, por el

inciso d) del teorema 3.1.13, EOD(X) = d"€(X) @ UX) y EMO(X) = d'£(X) @ Q(X), por lo tanto
EVX)=dEX)pd'E(X)®QX) & Q(X).
Por el inciso ¢) del teorema 3.1.13 y el corolario 3.1.8 se concluye que

EW(X) = xd&(X) @ dE(X) ® Harm!(X).

b) Consideremos df + w € d€(X) @ Harm'(X), recordando que una 1-forma arménica es cerrada, podemos

concluir que d(df + w) = 0, esto nos dice que d€(X) ® Harm'(X) C L(X).
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Por otro lado, sean g € £(X) y n € L(X), por el inciso 1 de la proposicién 3.1.3, se obtiene que

(n,xdg) = // d(gn) = 0, es decir, L(X) es ortogonal a *d€(X). Por el inciso a) de este resultado,
X

podemos concluir que £(X) = d&(X) @ Harm!(X). [

En la seccién pasada presentamos el grupo de DeRham, ahora veremos que relacién tiene con las 1-formas

armonicas.

Teorema 3.1.15. (de DeRham-Hodge) Si X es una superficie de Riemann compacta entonces
HY%(C) ~ HHp(X) ~ Harm!(X).

Demostracion.

Por el teorema de DeRham (teorema 2.3.27), sabemos que H%(C) ~ H}L,(X) y por el inciso b) del teorema

3.1.14, podemos concluir lo siguiente

_déE(X) @ Harml(X)/dg

Hpp(X) = E(X)/ d (X)= Harm!'(X).

3.2. Problema de Dirichlet en superficies de Riemann

Uno de los problemas méas importantes en la teoria de funciones armonicas es el problema de Dirichlet, en su
version del plano complejo establece que si ) es un abierto acotado de C cuya frontera 0f2 es una curva cerrada
simple, y f : 02 — R una funcién continua entonces existe una tnica funcién arménica u : Q@ — R, la cual

satisface que u = f en 0.

A continuacién presentamos los resultados que se tienen de este problema con discos en C y otros sobre funciones

armonicas, las demostraciones se pueden consultar en la seccién 22 de [3] o en el capitulo 2 de [12].

Recordemos que Dy(R) representa un disco centrado en el origen con radio R > 0, en este conjunto el problema

de Dirichlet se resuelve a través de la integral de Poisson en su versién compleja.

Teorema 3.2.1. Sea f: 0Dyg(R) — R una funcion continua y

1 /QW R2 o |Z|2 "
— —————f(Re")df , |z|<R
u(z) = 21 Jo  |Re? — 2|2 ( ) 12 7
f(z) ;A =R

entonces u es continua en Do(R) y armdnica en Do(R).
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Corolario 3.2.2. Si U, : Dy(R) — R, n € N, es una sucesidn de funciones armdnicas que convergen

uniformemente en cada subconjunto compacto a una funcion u : Dy(R) — R entonces u es también armdnica.

Teorema 3.2.3. (de Harnack) Sea M € R yug < uy < ... < M una sucesion mondtona creciente y acotada
por M de funciones armdnicas, u, : Do(R) — R, se tiene que la sucesion converge uniformemente en cada

subconjunto compacto de Do(R) a una funcion armonica u : Do(R) — R.

En el teorema 1.2.3 vimos el principio del médulo méximo para funciones holomorfas en superficies de Riemann,

el siguiente resultado es la version para funciones arménicas.

Teorema 3.2.4. (Principio del médulo mdzimo para funciones armdnicas) SiY es un dominio de una superficie
de Riemann X yu:Y — R es una funcion armdénica tal que alcanza su mdzrimo en un punto yo € Y entonces

u es constante.
Demostracion.

Dado que u es armonica, por el teorema 3.1.11, u = Re(f) con f una funcién holomorfa en una vecindad, la
cual, restringiendo de ser necesario, podemos suponer que es simplemente conexa. Por hipétesis, como \ef | = e,
la funcién ef alcanza su médulo méximo en yy. Luego, por el principio del maximo de funciones holomorfas
(teorema 1.2.3) se sigue que u es constante en una vecindad de yo, finalmente, por la conexidad, de Y, se sigue

que u debe ser constante en todo Y. |

Para estudiar el problema de Dirichlet en una superficie de Riemann, se consideran dominios relativamente

compactos contenidos en una carta (U, z), que ademés satisface que z(D) C C es biholomorfo a un disco.
Notacién 3.2.5. Sea X una superficie de Riemann yY C X un conjunto abierto

1. Denotamos por Reg(Y) al conjunto de todos los subdominios D € Y (notacion 2.2.43) tales que el

problema de Dirichlet se puede resolver en D para valores en la frontera dados por f : 0D — R.

2. Para cualquier funcion continua u : Y — R y D € Reg(Y), sea Pp(u) la funcién continua en'Y que

coincide con u en 'Y \ D y resuelve el problema de Dirichlet en D para valores en la frontera dados por

ulop-
3. Denotaremos por Cr(Y') al espacio vectorial de todas las funciones continuas real-valuadas en'Y .
Proposicién 3.2.6. Sean u,v € Cr(Y) y A € R se tiene

a) Pp(u+v) = Pp(u)+ Pp(v).

71



Capitulo 3. Problema de Dirichlet y teoria Runge 3.2. Problema de Dirichlet en superficies de Riemann

b) Pp(Au) = APp(u).
¢) Siu <w entonces Pp(u) < Pp(v).

d) u es arménica si y solo si Pp(u) = u para todo D € Reg(Y).

Demostracion.

a)

Para demostrar este inciso recuerde que la solucién al problema de Dirichlet es unica. Sabemos que Pp(u+wv)
es arménica en D y resuelve el problema de Dirichlet en D para los valores en la frontera dados por (u+v)|sp.
Por otro lado, tenemos que la suma Pp(u) + Pp(v) es arménica en D y ademés Pp(u)|op + Pp(v)|ap =
ulop +vlap = (u+v)|sp, esto implica que Pp(u)+ Pp(v) también es una solucién al problema de Dirichlet,

con lo cual se tiene que Pp(u + v) = Pp(u) + Pp(v).

Similar a como se hizo en el inciso a), por la unicidad de la solucién al problema de Dirichlet, se puede

concluir la igualdad Pp(Au) = APp(u).

Sean ¢, := Pp(v) ¥ ¢y := Pp(u). Si tomamos un punto z en Y\ D se tiene que ¢, (2) = v(z) y ¢u(z) = u(z),
por lo tanto ¢, (2) < pu(2).

Tomemos ahora un punto z en D y supongamos que ¢,(z) < @u(2). Como ¢, y ¢, son armonicas en
D, por el principio del médulo méximo de funciones arménicas (teorema 3.2.4) existen zg,wg € 9D tales
que @y (20) > pu(w) y @u(wo) > ¢y(w) para todo w € D, en particular para el punto z. Més atn, como
20, wo € 0D tenemos que @, (z0) = u(z0) v @u(wo) = v(wo). Luego, u(zg) > pu(2) y v(wy) > py(z), se sigue

que
u(zp) — v(wp) > pu(2) — pu(z) > 0.

Observe que por ser wy méximo de v se tiene que v(wg) > v(zp), esto junto con la desigualdad de arriba

implican que u(zg) > v(2p), lo cual es una contradiccién. Se concluye que p,(z) > vy (z).

Supongamos que u es armonica 'y sea D € Reg(Y'), en particular tenemos que u es arménica en D y u|opp = u,
es decir, u resuelve el problema de Dirichlet en D para los valores en la frontera dados por u|gp, esto implica

que Pp(u) = u.

Reciprocamente, sea D € Reg(Y'), tenemos entonces que Pp(u) es arménica en D y dado que Pp(u) = u
se sigue que u es arménica en D. Tomando ahora Dy € Reg(Y \ D), de igual manera tenemos que u es

armonica en Dy, siguiendo esto recursivamente, se tiene que u es armonica en todo Y. |

Definicién 3.2.7. Una funcion continua u : Y — R es llamada subarmédnica si Pp(u) > u para todo

D € Reg(Y).
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Ejemplo 3.2.8. Sean Y un abierto de C, a un punto en 0Y, D, (r) un disco centrado en un punto m € C de
radio r > 0 con a € D (r) y DNY = 0. Tomemos ¢ := “5™ y definamos la funcion 5(z) = logy — log|z — ¢|,
notemos que esta funcidn es armdnica (esto se obtiene a través de las ecuaciones de Cauchy-Riemann) y por
el inciso d) de la proposicion 3.2.6 tenemos que Pp(B) = B, con D € Reg(Y), en particular, por la definicion

anterior tenemos que 3 es subarmdnica.

Proposicién 3.2.9. Siu,v: Y — R son funciones subarmdnicas y A\ € RTU{0} entonces u+v, Av y sup(u, v)

som subarmdnicas en 'Y .
Demostracion.

Por la proposicién 3.2.6, tenemos que Pp(u+v) = Pp(U) + Pp(V) > u+ v, por lo tanto u+ v es subarménica.

De igual manera tenemos que Pp(Au) > Au. Finalmente, observemos que u < sup(u,v) y v < sup(u,v), luego,

IN

u Pp(u) < Pp(sup(u,v)),

v < PD(U) < PD(sup(u,v)),

donde las primeras desigualdades se tienen por el hecho de que uw y v son subarménicas, y las segundas por el
inciso ¢) de la proposicién 3.2.6. Por lo que Pp(sup(u,v)) es una cota superior para u y v, lo cual implica que

sup(u,v) < Pp(sup(u,v)), es decir, sup(u, v) es subarmoénica. [

Definicion 3.2.10. Una funcion u : Y — R es llamada localmente subarmdnica si u es subarmdnica en

una vecindad de cada punto de Y.

Teorema 3.2.11. (Principio del médulo mdzimo para funciones localmente subarmdnicas) Sean'Y un dominio
de una superficie de Riemann X yu:Y — R es una funcion localmente subarmdnica. St u alcanza su mdzimo

en un punto yg € Y entonces es constante.
Demostracion.

Sea ¢ :=u(yo) y S :={y € Y : u(y) = ¢}, el objetivo serd probar que S = Y, con esto tendriamos que u es

constante en Y.

Procediendo por contradiccién, supongamos que S # Y, entonces S ¢ Y oY ¢ S, sin embargo, por como se
definié al conjunto S vemos que la primera opcion da lugar a una contradiccién, por lo tanto, supongamos que

Y ¢ S.

Observemos que el conjunto S = u~!({c}) es cerrado, ya que u es continua, con lo cual tenemos que S = S, en

particular S C Y, esto implica que existe a € S NY y por la continuidad de u tenemos que u(a) = c.
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Figura 3.1: Conjunto .S contenido en Y.

Por otro lado, como a es un punto en la frontera de S, en una vecindad del punto a existe un punto y € Y\ S,
véase la figura 3.1, esto implica que u(y) < ¢, o bien, u(y) > ¢, dado que ¢ es el maximo, lo segundo no puede
ocurrir, esto nos dice que en cada vecindad de a existe un punto y tal que u(y) < c. Luego, consideremos
una vecindad D homeomorfa a un disco, en el cual sabemos se resuelve el problema de Dirichlet, que ademas

contenga en su frontera al punto y, con esto tenemos que D € Reg(Y') y ulsp no es igual a c.

Por hipétesis podemos suponer que u es subarménica en una vecindad de D y por la definicién 3.2.10 tenemos

que
v:=Ppu) >u. (1)

Notemos que v es armoénica en D, ya que resuelve el problema de Dirichlet, y v|ap = u|sp < ¢, luego, el principio
del médulo méximo de funciones arménicas (teorema 3.2.4) v alcanza su maximo y este estd en la frontera y

como los valores de la frontera estan acotados por ¢, se sigue que v < c en D.

Por (1) tenemos que u(a) = ¢ < v(a) y asi v alcanza su maximo en a siendo este igual a la constante ¢, sin

embargo, esto contradice la eleccién del conjunto D, por lo tanto S =Y. |
Corolario 3.2.12. Siu: Y — R es localmente subarmonica entonces u es subarmonica.
Demostracion.

Consideremos D € Reg(Y'), tenemos asi que Pp(u) es arménica en D, definamos v := u — Pp(u) y veamos que
es localmente subarménica en D. En efecto, por hipétesis, la funciéon u es localmente subarménica en Y, en
particular en D, por lo tanto basta probar que Pp(u) también lo es. Para ver lo anterior, tomemos un punto y en
D y V una vecindad de y contenida en D, observemos que Pp(u) es arménica en V' y asi Pp(Pp(u)) = Pp(u)
en V, es decir, Pp(u) es subarmonica en V' y como y € D fue arbitrario, se sigue que Pp(u) es localmente

subarmonica.

Por otro lado, como Pp(u) resuelve el problema de Dirichlet para los valores en la frontera dados por u|gp, se

sigue que v|pp = u|p — Pp(u)|p = 0 y entonces el principio del médulo maximo para funciones subarmonicas
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implica que v < 0 en D, por lo tanto Pp(u) > u. |
Teorema 3.2.13. Siu:Y — R es subarmonica y D € Reg(Y') entonces Pp(u) también es subarmdnica.
Demostracion.

Sea v := Ppg(u) y consideremos D € Reg(Y'). Por la definicién de las funciones Pp(-) y Pg(:), tenemos que
Pp(v)=venY\Dywv=Pp(u)=uenY \ B, dado que u es subarménica, sabemos que v > u lo cual implica
que Pp(v) > Pp(u) > u = v, luego, v — Pp(v) < 0 en Y|pnp. Como v y Pp(v) son subarménicas en B y D,
respectivamente, tenemos que v — Pp(v) es subarménica en B N D entonces v — Pp(v) < 0 en BN D, por lo

tanto Pp(v) < v, es decir, Pg(u) es subarmoénica. [

Conociendo todo lo anterior, continuaremos el camino para resolver el problema de Dirichlet en superficies de
Riemann, para ello usaremos el método del matematico aleman Oskar Perron, el cual consiste en encontrar la
funcién subarmonica mas grande con valores en la frontera menores que los valores buscados, probaremos que

esta funcién coincide con la solucion del problema de Dirichlet.

Usando el teorema de Harnack (teorema 3.2.3) y el principio del méximo para funciones arménicas (teorema

3.2.4) se puede probar el siguiente resultado, cuya demostracién se puede consultar en [3].

Lema 3.2.14. (Perron) Sea M C Cr(Y') un subconjunto no vacio de funciones subarmonicas en Y con las

siguientes propiedades:

1. Siu,v € M entonces sup(u,v) € M.

2. Siue M yD e Reg(Y) entonces Pp(u) € M.

3. Euxiste una constante K € R tal que v < K para todo u € M.
Se tiene entonces que, la funcion u* : Y — R definida por u*(x) := sup{u(x) : u € M} es armdnica en Y.
Definicién 3.2.15. Sea f: 9Y — R una funcion continua y acotada y K := sup{f(z) : z € 0Y'}.
Denotemos por By al conjunto de todas las funciones u € Cr(Y) con las siguientes propiedades

1. uly : Y — R es subarmdnica.

2. ulgy < f,u<K.
By es llamado la clase de Perron de f.

Teorema 3.2.16. La funcion u* := sup{u : u € By} satisface las condiciones del lema de Perron y por lo tanto

es armonica en Y .
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Demostracion.

Veamos que se satisfacen las 3 condiciones del lema 3.2.14:

1. Sean u,v € By, como u < K y v < K se sigue que sup(u,v) < K, de igual manera, se tiene que ulgy < f
y v|gy < f por lo tanto sup(u,v)|sy < f. Finalmente, por la proposicién 3.2.9 sabemos que sup(u,v) es

una funcién subarménica, por lo que sup(u,v) € By.

2. Seau € By y D € Reg(Y), por la proposicién 3.2.13 sabemos que Pp(u)|y es subarménica.

Por otro lado, dado que u € By se tiene que ulpy < fy v < K, ademas v = Pp(u) en Y \ D. Notemos
que Y C Y \ D, tenemos entonces que ulgy = Pp(u)lgy < f y también Pp(u) < K, por lo tanto
Pp(u) € By.

3. Por la definicién del conjunto By tenemos que para todo u € By se tiene que u < K. |

El teorema anterior nos brinda un candidato para resolver el problema de Dirichlet, resta garantizar que esta

funcién cumpla la condicién de frontera, es decir, que para = € 9Y,y € Y, lim u*(y) = f(z). Como es de
y*)fE

esperarse, en general, esto no se satisface, pero se cumplird cuando la frontera este formada por puntos que

cumplen una caracteristica que presentamos a continuacion.

Definicién 3.2.17. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, un punto x € 0Y es llamado regular

si existe una vecindad abierta U de x y una funcién B € Cg(Y NU) con las siguientes propiedades:

1. Blynu es subarmdnica.
2. B(z) =01y B(y) <0 para caday € Y NU \ {z}.

La funcion B serd llamada una barrera en x. Ademds, si todos los puntos frontera de un conjunto son requlares

entonces decimos que tiene frontera regular (véase figura 3.2).

Figura 3.2: Punto regular.
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Proposiciéon 3.2.18. Conservando la notacion de la definicion anterior:

a) Six € 9Y es un punto reqular de Y y Y1 un conjunto abierto de'Y con x € Y1 entonces x es un punto

regqular de Y.

b) Si'Y tiene frontera regular entonces cada componente conexa de'Y también tiene frontera regular.
Demostracion.

1. Observemos que la funcién |y, es una barrera en z, en efecto, notemos que Y1 NU C Y NU y como
B es subarménica en Y NU claramente también lo es en Y7 NU. De igual manera podemos observar que

Y1iNnU\{z} cYNU\ {x}, con lo cual se satisface la propiedad 2 de la definicién 3.2.17.

2. Basta recordar que las componentes conexas forman una particién del conjunto y por el inciso a) se sigue

el resultado. [ |

Es posible determinar, de manera geométrica, si un punto frontera es regular, puesto que esta es una condicién

local e invariante bajo biholomorfismos, por lo cual basta probarlo para un abierto de C.

Teorema 3.2.19. Sea Y un abierto de C y un punto a € 9Y, supongamos que existe un disco, centrado en

m € C y de radio r > 0, denotado por Dp,(r), tal que a € 0Dy, (1) y Dp(r) NY = 0 entonces a es un punto

regular.
Demostracion.
. a+m , .
Consideremos ¢ := 5 Y B(z) := log(5) — log |z — ¢|, afirmamos que esta funcién es una barrera en a. En

efecto, verifiquemos las condiciones de la definicién:

1. Por el ejemplo 3.2.8 sabemos que es subarménica.

2. Haciendo los calculos directamente se obtiene que 3(a) = log § — log |a_2m| = log 5 — log 5 = 0. Ademas

siy € Y ND)\ {a} tenemos que B(y) = log 3 < 0. [ |
Una vez presentada la condicién de cuando un punto frontera es regular pasaremos a dar algunos resultados
que nos seran de ayuda para poder concluir la solucién al problema de Dirichlet.

Lema 3.2.20. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, consideremos x € 9Y un punto reqular, V
una vecindad de x y dos constantes reales m y ¢ con m < c. Existe entonces una funcion v € Eg(Y) con las

siguientes propiedades:
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a) vly es subarmdnica.

b) v(z) =c, vlyqy, < c.

c) U|?\V =m.
Demostracion.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 0. Sea U una vecindad abierta del punto x y 8 € Cr(Y NU)

una barrera en .

Podemos suponer que V' € U, para conseguir esto podemos reducir V' de ser necesario. Recordemos que la
frontera de cualquier conjunto es cerrado, con esto tenemos que 9V NY es cerrado y ademds estd contenido
en el compacto V, por lo tanto 9D NY es compacto y en consecuencia contiene a su supremo. Como todas las
imagenes bajo la funcién B de puntos en 9V NY son negativas, se tiene que sup{B(y) :y € OVNY} <0 = c,

véase figura 3.3. Notemos que podemos considerar una constante k > 0 tal que k3|5~ < m.

B /; Y
IR /—\/r /,-\\ l_‘
ey
- '
\ /
\ /
N ,

Figura 3.3: La imagen de los puntos en la regiéon sombreada bajo la funcién S son menor que 0.

Definamos v : Y — R como sigue

esta funcion satisface lo siguiente:

» Es continua: tenemos que para y € OV NY, sup(m, kB(y)) = m esto ya que kS(y) < m.

= Es localmente subarménica en Y: sabemos que 8 es subarmoénica en Y N U, en particular, también lo es
en Y NV. Por la proposicién 3.2.9 tenemos que kS es subarménica en Y NV. Ademas la funcién constante
m también es subarmonica en Y, por lo tanto, sup(m, k) es subarménica en Y NV y en consecuencia v
es subarmonica en V, esto se puede hacer en cualquier punto x y vecindad de x lo cual implica que v es
localmente subarmonica. Luego, por el corolario 3.2.12, se sigue que la funcién v es subarmoénica en Y.

Esto verifica el inciso a) de este lema.
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» Como el punto z dado en la hipétesis, se encuentra en Y NV, tenemos que
U(IE) = Sup(mv kﬁ(.’l?)) = Sup(m, 0) =0=c.

Paray € Y NV, como 3 es una barrera en x satisface que kBl < 0y ademds tenemos que m < 0, por

lo tanto v(y) = sup(m, kB) < 0. Esto verifica el inciso b) del lema.
= Por construccién, v|7\v = m, lo cual verifica el inciso c). |

Definiciéon 3.2.21. Con la notacion del lema anterior, sean x € Y y un abierto V de X con x € V.

Considerando los siguientes conjuntos
Ay =inf{u*(y) :y € Y 0 (V\{z})},

By = sup{u*(y) :y € Y N (V\ {z})},

se define lo siguiente:

liminf u*(y) := sup {Av},
y—a vex

limsup u*(y) := inf {By}.
VcX

Y=

Observemos que por la monotonia de los supremos e infimos, si tenemos funciones f, g tales que f < g entonces
liminf f(y) < liminf g(y).

Yy—x Y=
Lema 3.2.22. Bajo la notacion del lema 3.2.20 tenemos los siguientes resultados

a) Dado un real B € R, defina L, := liminfu*(y) > B; se tiene que dado € > 0 existe un abierto V. C X
y—T
conz eV y(V\{z})NY #0 tales que

u*(y) +e>p, paracaday €Y N(V\{z}).

b) Dado o € R, sea L, := limsupu*(y) < «; se tiene que dado € > 0 existe un abierto V.C X conx € V,
Yy—rx

(V\{z})NY # 0 tales que

u (y) <a+e,  paracaday €Y N(V\{z}).

Demostracion.

Demostraremos solo el inciso a) ya que la prueba del inciso b) es similar.
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Definamos Ay := inf{u*(y) : y € Y N (V \ {z})} y sea ¢ > 0. Como L, es un supremo, existe Ay para algin
abierto V tal que
L, —e< Ay <u*(y), paracadayecY n(V\{z}),

se sigue entonces que

u*(y) +e> L;, paracadayeY n(V\{z}),

por lo tanto u*(y) + & > . [
Lema 3.2.23. Siv:Y — R es una funcion continua y x € Y entonces

a) liminfo(y) > v(x).

Yy—x

b) limsupv(y) < v(z).

Yy—x

Demostracion.
Nuevamente probaremos solo el inciso a).

Sea n € N, por continuidad de la funcién v, para % > (0 existe un abierto V' C X tal que
1 —
o)~ ()| < -, paracaday € V0 (V) {x})

de lo anterior tenemos que
1
— +v(x) <wv(y), paracadayeY N ((V\{z}),

luego

1
— +v(z) < A, <liminfo(y),
n Yy—x
se sigue que * 4 v(z) < h’rginf v(y) y en consecuencia
y—x
v(z) < liminfo(y).
y—T

|
Ahora ya estamos en posicién de completar la solucién al problema de Dirichlet en una superficie de Riemann.

Teorema 3.2.24. Sean Y un abierto de una superficie de Riemann X, f:0Y — R una funcion continua y
acotada y

u* =sup{u:u € By},
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donde By es la clase de Perron de f. Se tiene entonces que para cada punto regular x € 9Y vale

lim u*(y) = f(x).

Yy—x

yey

Demostracion.

Sea € > 0, por la continuidad de f, podemos considerar una vecindad abierta y relativamente compacta V de

z tal que
flx) —e < f(y) < f(z)+e paracadayecdY NV.

Por otro lado, dado que f es acotada, consideremos constantes k, K € R que satisfacen lo siguiente

k< f(y) <K, paracadayedY. (1)

Ahora bien, considerando ¢ = f(x) —e y m = k — ¢, observemos que de (1) se tiene que m < ¢, por lo tanto del

lema 3.2.20 existe una funcién continua v : ¥ — R que es subarménica en Y y satisface lo siguiente

v(z) = f(z)—e,
U’?mv < flx) —¢,

vy = k—e

De la primera igualdad, como = € 9Y, obtenemos que v(x)|sy = f(z)|oy —€ < f(z)|sy = f(z), dado que x fue
arbitrario, tenemos que v|gy < f. Con todo lo anterior, observe que v € By y por lo tanto v < u*, luego por el

inciso a) del lema 3.2.23 tenemos lo siguiente

liminf u*(y) > liminfo(y) > v(x) = f(x) —e.  (2)

Yy—x Yy—x

Por otro lado, tomando ahora ¢ = —f(x) y m = —K, de (1) tenemos que f(z) < K y asi m < c¢. Aplicando
nuevamente el lema 3.2.20 tenemos la existencia de una funcién continua w : ¥ — R que es subarménica en

Y y ademads satisface las siguientes propiedades

w(z) = —f(z),
w|?ﬁ\/ < _f(x)a

Dado que u € By, tenemos que ulpy < f, asi que para todo y € 9Y NV se tiene que u(y) < f(x) + €. Usando

la primera igualdad de arriba obtenemos que
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u(y) +w(y) <e, paracadayedY NV.

Similarmente, por la definicién de la clase de Perron sabemos que © < K y por la tercera igualdad de arriba
podemos concluir que

u(z) +w(z) <0, paracadaze€Y NIV,

Aplicando el principio del maximo para la funciéon subarménica u 4+ v tenemos que

u+w<e, en YNV,
equivalentemente

ulyny < € —wlyny,  para cada u € By.
Por lo tanto, usando lo anterior y el inciso b) del lema 3.2.23 obtenemos que

limsup u*(y) < limsup(e —w(z)) <e —w(x) = f(z) +e. (3)
e s

Finalmente, de (2) y (3) tenemos que

limsupu*(y) < f(z) < liminf u*(y),

yey yey

y asi concluimos que

lim u*(y) = f(x).

y—x

yey ]
Concluimos la seccién con el siguiente resultado que es consecuencia del teorema anterior.

Teorema 3.2.25. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X tal que todo los puntos frontera de Y son
requlares entonces para cada funcion continua y acotada f : Y — R el problema de Dirichlet en Y se puede

resolver.

3.3. Conjuntos Runge

En esta secciéon presentamos los conjuntos Runge que serdn de utilidad en la demostraciéon del teorema del
mapeo de Riemann. El objetivo de esta seccién es probar que en una superficie de Riemann podemos construir

una ezhaustividad de conjuntos Runge, cosa que se precisard en breve.

Definicién 3.3.1. Sea X una superficie de Riemann, para cualquier subconjunto Y C X sea h(Y) la union de

Y con todas las componentes conexas relativamente compactas de X \'Y. Un abierto Y C X es llamado Runge
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siY =h(Y), es decir, si ninguna componente conexa de X \'Y es compacta. Véase la figura 3.4.

Componente

Componente no
relativamente compacta

Figura 3.4: El conjunto Y C X es la porcién de blanco, la pequena porciéon sombreada de gris no forma
parte de X.

Proposicion 3.3.2. Bajo la notacion de la definicion anterior, se tienen las siguientes propiedades:
a) h(h(Y)) =h(Y) para todo Y C X.
b) SiYy C Yy entonces h(Y1) C h(Ya).
c) Si'Y es cerrado entonces h(Y) es cerrado.

d) Si'Y es compacto entonces h(Y') es compacto.
Demostracion.

a) Para demostrar la igualdad, primero observemos que h(Y') C h(h(Y')). Para demostrar la otra contencidn,
sean K1, K2 los conjuntos cuyos elementos son las componentes conexas relativamente compactas de X \'Y
y X \ h(Y), respectivamente. Como Y C h(Y) entonces X \ h(Y) C X \ Y, mds atin, se tiene que las
componentes conexas de X \ h(Y') estan contenidas en las componentes de X \ Y, con lo anterior, se tiene

lo siguiente
h(h(¥Y)) =b(Y)U | J Cch(¥)u [ Dchy)uph(y)Ch(y).

Celq DeKy

Con esto, obtenemos la igualdad deseada.

b) Procediendo por contradiccién, supongamos que h(Y2) C h(Y7). Observemos que la igualdad no se puede
dar, ya que por hipotesis Y] esta contenido en Y3. Supongamos entonces que la contencién planteada al
inicio es propia y sean K1 y K2 los conjuntos cuyos elementos son las componentes conexas relativamente

compactas de X \ Y7 y X \ Ya, respectivamente. Con lo anterior se tiene lo siguiente:

h(Ya)=Y2U | J Dcyviu | C=ph1),
DeKo Cceky
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donde Y5 N U D=0=YnN U C. Se sigue entonces que Yo estd contenido en Y7, o bien, Y5 estd

DeKo ceky
contenido en U C, notemos que, por hipétesis, lo primero no es posible, por lo tanto Yo C U C, sin
Cekq Cekq
embargo esto tampoco es posible ya que Y1 C Yo y Y1 N U C = {). Concluimos asi que h(Y7) C h(Y2).

Ceky

Antes de pasar a las otras demostraciones conviene recordar que un espacio es localmente conexo si y solo si
para todo abierto U C X cada componente de U es abierta, dicho resultado se puede consultar en libros de

topologia bésica, por ejemplo [14].

c) Sean Cj con j € J las componentes conexas de X \ Y, como X \ Y es abierto y X es una superficie de

Riemann, en particular es localmente conexa, se tiene que los C; son abiertos.

Consideremos el conjunto Jy formado por aquellos indices j € J tales que éj es compacto, notemos que

se tiene lo siguiente

xX\ny)= | &,

J€JI\Jo

observemos que, por ser unién de abiertos, es también abierto y asi h(Y") es cerrado.

d) Supongamos que Y # (), sea U una vecindad abierta relativamente compacta de Y. Afirmamos que todos
los C; intersecan a U, en caso contrario, si C; C X \ U entonces C; C X \U C X \'Y lo cual implica que

C; = 6j. Lo anterior significa que C} es abierto y cerrado, lo cual contradice la conexidad de X.

Por otro lado, como AU es compacto (OU = U N U®) y es cubierto por los abiertos disjuntos C;, solo
una cantidad finita de estos interseca a QU. Consideremos la coleccién de los C relativamente compactos
y sean Cj,,...,Cj,, aquellos que intersecan a OU (por la afirmacién hecha al inicio de la demostracién
de este inciso, todos los demds estan contenidos en U). Tenemos que h(Y) C UUCj U...UC},, es

relativamente compacto y por el inciso ¢) de este resultado se tiene que es compacto. |

Proposicién 3.3.3. (Ezhaustividad compacta) Para X una superficie de Riemann no compacta existe una

sucesion {K;}jen de subconjuntos compactos de X con las siguientes propiedades:
a) K; =bH(K;) para todo j,

b) Kj_1 C Int(Kj) para todo j > 1,

o) | JE =X

J=0
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Demostracion.

Dado que X es una superficie de Riemann, en particular es segundo numerable, asi que existe una sucesiéon de
compactos de X, K) C K| C ... los cuales cubren a X (para construirla podemos tomar, por ejemplo, conjuntos

bésicos que tengan cerradura compacta y biholomorfos a discos anidados).

Sea Ky := h(K]), observe que K cumple a). Procediendo por induccién, supongamos que K, ..., K, satisfacen
las propiedades a) y b), como K/, y K, son compactos, la unién de ellos también lo es y asf existe un compacto
M tal que K}, U K, C Int(M), tomemos ahora Kp,11 := h(M). La sucesién de conjuntos K, j € N satisface

las condiciones deseadas:
a) Por construccién, K,,+1 = h(M) entonces h(h(M)) = H(M) = Kypy1.
b) Int(Kp41) = Int(h(M)) D Int(M) D Ky, es decir, K, C Int(Kp41).

c) Por construccién de los K se tiene que K; C Kj41 entonces X = U K]' C U Kji1.
|
Teorema 3.3.4. Sea X una superficie de Riemann, K1 y Ko subconjuntos compactos de X con K1 C Int(Ks)
y h(K2) = Ky entonces existe un abierto Y C X que es Runge y satisface K1 C'Y C Ky. Mds ain, podemos

elegir Y de tal manera que su frontera sea reqular.
Demostracion.

Sea x € OK>, consideremos una carta U que no interseca a K1, en esta carta tomemos D, un conjunto compacto
que tiene a x en su interior y es biholomorfo a un disco en C. Esto podemos hacerlo con cualquier punto de la
frontera de K» para cubrirla. Como 9K es cerrado (su complemento es abierto) y 0Ka C K, se sigue que 0K5
es compacto, asi podemos cubrir 9Ky con una cantidad finita de conjuntos D1, ..., D,,, todos biholomorfos a
discos, véase figura 3.5.

m
Tomemos Y := K» \ U ﬁj y observemos que Y es abierto con K1 C Y C K. Sean Cj, j € J las componentes
conexas de X \ Ko, p]c:r1 hipétesis sabemos que no hay componentes compactos (Ko es Runge).
Por otro lado, observemos que por la eleccién de los D; estos son conexos e intersecan al menos un Cj;. Afirmamos
ahora que no hay componentes conexas de X \ Y que sean relativamente compactas. Para ver esto consideremos

los siguientes casos:

1. Sea A una componente de X \ Y tal que AND; = () para todo j. Notemos que A también es componente
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Figura 3.5: Cubierta para la frontera de K.

de X \ K3, en efecto,

k
X\Y =X \K) U [ JDy | =] |Aas
j=1 a

donde, la ltima unién es disjunta y representa la descomposicién en componentes conexas de X \ Y.
Luego, como la interseccién de A con los D; es vacia, tenemos que (X \ Ko)NA=A,asi AC X\ Ky =

|_| C; por lo tanto A C C; para algun j € J.
JjEJ
Por otro lado, tenemos que

C; CX\K;CX\Y =| |Aa,
[e%

como AN Cj # () entonces C; C A.

Con lo anterior tenemos que A = C; entonces A no es compacta, ya que C;j no lo es (por hipdtesis).

2. A es componente de X\ Y tal que AND; # () para algin j € J. Como A es componente conexa, se sigue
que D; C A.

Por otro lado, D; N C; # () para algin ¢ entonces C; N A # () (ambos contienen a Dj), con lo anterior
se tiene que C; C A. Si A fuese compacto entonces C; también lo serfa, ya que C; C A, lo cual es una

contradiccién a la hipdtesis de que h(K2) = Ko.
De ambos casos, tenemos que Y = h(Y).
Para finalizar, por el teorema 3.2.19, tenemos que todos los puntos frontera son regulares. |

Teorema 3.3.5. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, si Y es Runge entonces cada componente

conexa de Y también es Runge.

Demostracion.
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Sean Y;, ¢ € I las componentes conexas de Y. Notemos que todas las componentes son abiertas ya que Y es
abierto y K es localmente conexo. Sea {Ag, k € K} el conjunto de componentes conexas de X \ Y, dado que Y

es Runge tenemos que Ay es cerrada pero no compacta.

Tenemos que Y; N A # () para todo i € I, en caso contrario, Y; C Y por lo que Y; = Y;, lo cual contradice el

hecho de que X es conexa (por ser superficie de Riemann).

Sea C' una componente conexa de S\ Y; entonces C'N (X \ V) # (), en efecto, en caso contrario tendriamos que
CNY; # 0 para algin j # ¢, por lo tanto Yj C C, ya que C es cerrado y Yj es conexo, pero por el parrafo

anterior tendriamos que C' N A # 0.

Luego, C' interseca al menos a un Ay y por tanto Ax C C, se sigue que C' no puede ser compacto, como C fue

arbitrario se sigue que Y; es Runge. |
Con todos los resultados anteriores ya podemos probar el objetivo de esta seccién.

Teorema 3.3.6. (Ezhaustividad por dominios Runge) Sea X una superficie de Riemann no compacta, existe

una sucesion Yo € Y1 € ... de dominios relativamente compactos Runge con UY] = X y tal que cada Y} tiene

J
frontera regqular.

Demostracion.

Primero veremos que para cada compacto K C X existe un dominio Runge Y € X que tiene frontera regular

yKCY.
Dado K, podemos encontrar un conjunto compacto y conexo K; y un compacto K tales que K C K; C Int(K3).

Observemos que por la proposicién 3.3.2 h(Kz2) es compacto y Runge, ademés K C Int(Ks2) C Int(h(K32)), por
lo tanto podemos aplicar el teorema 3.3.4, con lo cual existe un abierto Runge Y7 que tiene frontera regular tal
que

K, CY; C h(K>).

Sea Y la componente conexa de Y1, que contiene a K, por el teorema 3.3.5, Y es Runge y por el teorema 3.2.19

tiene frontera regular.

Por otro lado, por el teorema 3.3.3 existe una cubierta de X formada por compactos {K] }ies,conJ ={1,2,...},

tales que Kj C Kj+1.

Tomemos al conjunto Ky, por lo demostrado al inicio, tenemos que existe un dominio Runge Yy € X con frontera
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regular tal que Ky C Yy. Tomemos ahora K; € {K j}jer como aquel de indice més pequeno tal que Yy C K7,
nuevamente tenemos que existe un dominio Y; € X tal que Yy C K; C Y;. Notemos ademéas que Yy € Y7,
ya que por las contenciones previas Y C Y. Siguiendo de esta manera podemos construir una sucesiéon de
dominios Runge relativamente compactos y con fronteras regulares tales que Ky C Yy y K; C Y, para todo
J € J*, donde J* representa los indices usados para la construcciéon de los conjuntos Yj. Se tiene entonces que

X =KyU U K CcYyu U Y;. Con todo lo anterior, tenemos la cubierta buscada. |
jeJ* jeJ*
Los resultados de esta seccién, junto con los del apéndice A, concluyen con los preliminares necesarios para

comenzar a estudiar el teorema principal de este trabajo, el teorema del mapeo de Riemann.

Tal como el nombre de esta tesis lo menciona, nos basaremos en la teoria de conjuntos Runge para la demos-
tracién del teorema, sin embargo existen otras demostraciones usando técnicas distintas, por ejemplo mediante
el uso de unas funciones llamadas funciones de Green, el lector interesado en esto puede consultar a partir de

la pagina 166 de [7].
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Capitulo 4

El teorema del mapeo de Riemann

4.1. Preliminares

Comenzamos la seccion con el siguiente resultado, que es consecuencia del corolario 2.2.26 y de la definicion del
grupo de DeRham (definicién 2.3.19).

Proposicién 4.1.1. Si X es una superficie de Riemann simplemente coneza entonces H},p(X) = 0.

Esta propiedad, que una superficie de Riemann tenga grupo de DeRham trivial, es una hipétesis importante en

los proximos resultados.
Lema 4.1.2. Si X es una superficie de Riemann con HER(X) = 0 entonces se tienen los siquientes resultados:

1. Para cada funcion holomorfa f : X — C* existe un logaritmo y una raiz cuadrada, es decir, existen

funciones g,h € O(X) tales que
ed=f y h=1F

2. Toda funcion armonica v : X — R es la parte real de una funcion holomorfa f: X — C.
Demostracion.

1. Comencemos notando que f~'df es una 1-forma holomorfa en X, dado que 0 = H}) r(X) = QX )/d(’)( X)

tenemos que existe una funcién g € O(X) con dg = f~'df.

Luego, agregando una constante a g, de ser necesario, podemos suponer que en un punto a € X tenemos

9@ = f(a), dicho de otra forma, 1 = f(a)e 9.

Por otro lado,
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d(fe ) = (df)e? — fe9dg = (df)e™0 — fe 9 f71df = (df)e™ — e 9df = 0.

Dado esto y como X es conexa, se sigue que fe 9 es idénticamente 1, asi 9 = f.
9 , .
Para lo segundo, observemos que basta con tomar h := e2 y asi conseguimos lo deseado.
2. Sea u una funciéon armoénica, por la observacion 3.1.7, du es 1-forma armonica, notemos que como u es

una funcién real valuada, du = du, es decir, es una 1-forma real. Por el teorema 3.1.11, tenemos que du

es la parte real de una funcién holomorfa, es decir, existe w € Q(X) tal que du = Re(w).

Dado que H},5(X) = 0 tenemos que du = Re(dp) = d(Re p) con p € O(X), luego u = Re(p) + ¢ con
c = cte. |

El siguiente resultado es un primer acercamiento a los biholomorfismos que buscamos, pero solo es valido para
ciertos dominios dentro de una superficie de Riemann, recuerde que estos conjuntos son en particular superficies

de Riemann (ejemplo 1.0.8) asi que tiene sentido hablar del grupo de DeRham de estos.

Teorema 4.1.3. Sea X wuna superficie de Riemann no compacta, ¥ € X un dominio con HbR(Y) = 0.
Supongamos que la frontera de Y es reqular. Eziste entonces una funcion biholomorfa de Y sobre el disco

unitario E.
Demostracion.

Sea a € Y, por el corolario A.0.6, existe una funcién holomorfa g € O(X) que tiene un cero de orden 1 en el

punto a y no se anula en X \ {a}.

Notemos que estamos bajo las hipétesis del teorema 3.2.25, aplicado a la funcién log(|g|), es decir, existe una

funcién u : Y — R que es continua en Y y arménica en Y con

u(y) =log|g(y)|, paracaday € Y. (1)
Como u es una funcién arménica, el inciso 2 del lema 4.1.2 garantiza que v = Re(h) con h € O(Y"). Teniendo
lo anterior, basta tomar f := e g € O(Y).

Lo que probaremos ahora es que esta funcién f es el biholomorfismo que buscamos. Para ello veremos las

siguientes afirmaciones:
Afirmacién 1. f(Y) C E.

Sea y € Y \ {a}, de (1) tenemos que
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e hW)| = |e~RehW)| = |g~uW)| = |~ losls(w)))|

)
y con esto se sigue:

ellosla))l—uly) — lloglgW))le=uW) — |e=hW)||g(y)| = | F(v)].

Vemos asi, que la funcién |f| estd definida en Y y que ademds puede ser extendida a una funcién ¢ :

Y — R, la cual por (1) es idénticamente 1 en la frontera de Y.

Este ultimo parrafo nos dice que la funcién f, en la frontera de Y, estd acotado por 1, por el principio

del maximo esto implica que |f(y)| < 1 para todoy € Y, y asi f(Y) C E.
Afirmacién 2. f : Y — D es propia.

Basta probar que para cada r < 1 la preimagen del disco Dy(r) es compacta en Y. Sea Y. := f~1(D,.(0)),

para ello veamos que se tiene la siguiente igualdad

Vo={yeY:|[fy)l<rt={yeY :p(y) <r}
donde ¢ es la extension de f a la frontera de Y dada en la afirmacién 1.

Notemos que Y, = {y € Y : |[f(y)| < r} C {y € Y : p(y) < r} es clara, pasemos a demostrar la otra

contencién, para ello sea yg € {y € Y : p(y) < r} consideremos los siguientes casos:
e Siyp €Y, en este caso |f(yo)| = ¢(yo) <, por lo tanto yg € Y.

e Siyp € JY, eneste caso |f(yo)| = ¢(yo) < 1. Como 1 es el méximo de f (en particular supremo) de la
funcién f en Y y ademds, por hipétesis se tiene que ¢(yo) < 7 se sigue que |f(vo)| = ©(yo) <7 < 1,

asi yp € Y.
Con lo anterior se tiene que Y, C Y, como Y, es cerrado y por hipétesis Y es compacto se concluye que

Y, es compacto.

Ahora bien, como f es propia, el teorema A.0.7 nos dice que cada valor en E es alcanzado el mismo ntimero de
veces, pero el valor cero es tomado exactamente una vez, por lo tanto f : Y — D es biyectiva. Recordemos
que si una funcién holomorfa es biyectiva, su inversa también es holomorfa, este resultado se puede consultar

en libros de andlisis complejo tal como en la pagina 206 de [16].
Concluimos que f es un biholomorfismo. |
Antes de pasar a la demostracién del teorema principal veremos lo dltimos dos lemas que necesitamos.

Lema 4.1.4. Sean R € (0,00|, Y un subdominio propio de Do(R) con 0 € Y y H},,(Y) = 0 exziste entonces
r < R y una funcién holomorfa f : Y — Dy(r) con f(0) =0y f(0) = 1.
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Demostracion.
Consideremos el caso en que R < 00, el caso R = co se maneja de manera similar.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que R = 1 (esto es posible a través de una homotecia entre los discos

con centro en 0 y razén %), con esto se tiene que Y C E.

Dado que Y es, en particular, un subconjunto propio de E tenemos que existe un punto a € E\ Y, con el cual
definimos la siguiente funciéon ¢ : E — E dada por

zZ—a

o) =15

observemos que esta funcién tiene la forma de un automorfismo del disco unitario (véase pagina 219 de [16]),
por lo tanto esta bien definido y ademds es un biholomorfismo. Esta funcién satisface ¢p(0) = —a y 0 ¢ p(V) de
lo contrario, para algiin w € Y se tendria que

w—a

=0,
1 —aw

lo cual implica que w = a y asi a seria un punto de Y, contradiciendo su eleccién. Finalmente, observemos que
2
¢'(0) =1—la* #0, (1)

luego, por el inciso 1 del lema 4.1.2, se tiene la existencia de una funcién g € O(Y) tal que g?> = ¢l|y. Por lo

que g(Y) C E y al derivar se tiene 2g¢’ = ¢’ con lo cual g(0) # 0 y ademés

/
: ¥'(0)
g (0) = . 2
Definamos ahora la funcién
s
z) = —,
viz) =
donde b := g(0) y asi b> = —a. Observemos que ¢ es también un automorfismo del disco unitario con 1 (b) = 0
Y 1

P'(b) = [ (3)

Consideremos ahora h:=1og:Y — E | notemos que h(0) = 1(g(0)) =0, y por (1), (2) y (3) se tiene

iy — vy L L—la® 14

Como b € E tenemos entonces lo siguiente

0<(1—[o)?=1~2b| + o,
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1+162| > 2|b| > 0, de esta tiltima desigualdad se sigue que % > 1,

luego se sigue que 1+]b? > 2|b| > 0 y asf

es decir, |y| > 1. Tomando

1 h
re=y f=2
1 Y

la funcién f : Y — D, (0) tiene las propiedades que buscamos, en efecto, f es holomorfa, ya que h lo es, ademads

£(0) = 4 =0y £1(0) = 1w(0) = 1. m

Lema 4.1.5. Sea X una superficie de Riemann no compacta con H%)R(X) =0yY C X un dominio Runge,

se tiene que H}p(Y) = 0.
Demostracion.
Sea w € Q(X) arbitraria, para ver que Hll) r(Y) = 0 probaremos que w tiene una primitiva.

Por el corolario A.0.5 tenemos que existe una 1-forma wy € Q(X) que no se anula. Luego, w = fwy para alguna
funcién f € O(Y). Por el teorema de aproximacién de Runge (teorema A.0.2) existe una sucesién f, € O(X) ,

n € N, que converge uniformemente en subconjuntos compactos de Y hacia f. Asi por cada curva cerrada « en

[ [ [ o

Como H }7 r(X) =0, fnwo tiene una primitiva, y como « es una curva cerrada tenemos que fa frnwo = 0, entonces

Y se tiene

J.,w =0, es decir, los periodos de w son cero y como QW(Y) c EM(Y), el teorema 2.2.37 garantiza que w tiene

una primitiva. [ ]

4.2. Teorema principal

Teorema 4.2.1. (del mapeo de Riemann) Si X es una superficie de Riemann con H},p(X) = 0 entonces X es

biholomorfa a alguna de los siquientes: la esfera de Riemann P, el plano complejo C o el disco unitario E.
Demostracion.

= Si X es compacta, la definicién A.0.12 de género tiene sentido, ademads, por el corolario 1.2.6, to-
das las funciones holomorfas en X son constantes, con lo cual se sigue que dO(X) es trivial, y como
H}5(X) =0, esto implica que Q(X) = 0. Usando el inciso b) del teorema A.0.13 podemos concluir que
g = dim H%(Q) = dim Q(X) = 0 y por el inciso a) del teorema A.0.13, se sigue que X es biholomorfa a
P
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= Si X no es compacta, por el teorema 3.3.6 existe una sucesion Yy € Y7 € ... de dominios relativamente

compactos Runge con U Y; = X tal que cada Y tiene frontera regular.
J
Dado que H},5(X) = 0, el teorema 4.1.5 implica que H},5(Y,,) = 0 para todo n, més ain, cada Y, es

biholomorfo al disco unitario (teorema 4.1.3), a dichos biholomorfismos los denotaremos por b, : Y,, — E.

Por otro lado, consideremos a € Yp y una vecindad coordenada (U, z) del punto a y supongamos que

by(a) = 0 para todo n. A continuacién veremos que existe un real 7, > 0 y una funcién biholomorfa
fn : Yn — DQ(Tn)

que satisface lo siguiente
fn

fula) =0 dz

(a) =1,

en efecto, notemos que E es un subconjunto propio de Dy(00) y satisface las hipdtesis del lema 4.1.4, por
lo que existen 7/, < oo y una funcién holomorfa g, : E — Dy(r],) tal que g,(0) =0y ¢,,(0) = 1.

Como b, es, en particular, holomorfa e inyectiva tenemos que b),(a) # 0; tomando v := b/, (a), podemos
definir f, := %gn oby : Y, — Doy(ry) con 1y := ﬁr; (con esto garantizamos que |f,| < ry, vy, en caso de
ser necesario, podemos hacer una traslacién para garantizar que el disco de radio 1, esté centrado en el
origen), véase la figura 4.1, la cual satisface las condiciones deseadas, en efecto,

1 1 1

fnla) = mgn(bn(a)) = m

dfn 1 / / 1 / / /
T = (@), (@) = gt O (o) = 9,(0) = 1

Figura 4.1: Construccién de las funciones f,.

94



Capitulo 4. El teorema del mapeo de Riemann 4.2. Teorema principal

Consideremos la funcién hy, := fni10 fi! @ Do(rn) — Do(rny1) para todo n, nétese que se tiene lo

siguiente

hn(o) = fn-i—l(a) =0, (1)
/ _ / a L _
hn(o) - n+1( )f/ (a) 17

n

del corolario A.0.9 se sigue que

hL,(0)] < T (2)

Tn

de (1) y (2) se concluye que 7, < r,41. Definamos R := lim 7, € (0, co].
n—oo

Afirmacién: X es biholomorfo a Dy(R).

Consideremos las siguientes composiciones

-1
E — DO(T())fO—>Y0

Z — oz +—> fal(roz)
tenemos que la funcién z +— f;(rgz) es un biholomorfismo entre Yy y E.

Tomemos ahora la funcién
gn: E —C

() = (702, nz0
la cual satisface )
Qn(o) = %(fn(a)):(),
-1
00 = P@T =1,

dz

es decir, g, es una funcién holomorfa y schlicht (esto es, una funcién holomorfa f : E — C que es inyectiva
y satisface que f(0) =0y f’(0) = 1, para méas detalles sobre estas funciones, véase el apéndice A) existe
entonces, por el teorema A.0.11, una subsucesion { fy,, }ren de {fn}nen que converge uniformemente en
subconjuntos compactos de Yy. Con el mismo anélisis podemos encontrar una subsucesion { fy,, }ren de
esta subsucesion que converge uniformemente en subconjuntos compactos de Y;. Repitiendo este proceso
obtenemos para cada m una subsucesién { fy,,, }ren de la subsucesién previa que converge uniformemente

en subconjuntos compactos de Y.

Haciendo fp, := fn,, tenemos que esta es una subsucesién de {fn}nen tal que para cada m la sucesién

{fni|¥im He>m converge uniformemente en subconjuntos compactos de Yy,.

Sea f : X — C la funcién holomorfa que es el limite de la sucesion { fy, }ren, tenemos asi que f coincide

en cada Yy, con el limite de la sucesion { fn, |v;, }k>m-
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df

Notemos que la funcién f es inyectiva y satisface que f(a) =0y d—(a) = 1, veremos a continuacion que
z

ademds es un biholomorfismo entre X y Dy(R).

En efecto, observemos que f(X) C Dy(R), por lo tanto serd suficiente probar que f es sobreyectiva.
Procediendo por contradiccién, supongamos que f(X) es un subconjunto propio de Dy(R), del lema 4.1.4

existe r < R y una funcién holomorfa g : f(X) — Dy(r) tal que g(0) =0y ¢'(0) = 1.

Como r es finito, tomemos n, suficientemente grande, tal que 7, > r y consideremos la siguiente funcién
hi=go fo f,: Do(rn) — Do(r),

la cual satisface

h(0) = g(f(f'(0)) =0,

W) = 9’(0)f’(a)m:17

ademds por el corolario A.0.9 se tiene también que |A’(0)| < -=- y en consecuencia 7, < r, lo cual es una
n

contradiccién, por lo tanto f es sobreyectiva, lo cual concluye la prueba. |

Como consecuencia de este teorema, si X es una superficie de Riemann y X su cubriente universal, en particular,
X es simplemente conexa y se puede aplicar el teorema del mapeo de Riemann, dependiendo de a que superficie

sea biholomorfa, podemos clasificarlas como sigue.

Definicion 4.2.2. Sea X una superficie de Riemann y X su cubriente universal

1. Si X ~ P! entonces decimos que X es eliptica.
2. 51 X ~ C entonces decimos que X es parabolica.

3. Si ;( ~ [E decimos que X es hiperbdlica.

Daremos ahora unos ejemplos usando la cubriente universal y el teorema del mapeo de Riemann. Analizaremos
el plano complejo agujerado, para ello haremos uso del disco de Poincaré, la inversion respecto a un circulo y
otros resultados, los cuales se pueden consultar en el apéndice B de este trabajo, cabe mencionar que parte de
dicho apéndice corresponde a mi trabajo de licenciatura en donde estudie el disco de Poincaré y el semiplano

superior a través de transformaciones de Mobius.

Ejemplo 4.2.3. En el ejemplo 1.5.16 de cubrientes, se menciond que usando la funcion exponencial tenemos

que la cubriente universal de C* = C\ {0} es C, es decir, C* es una superficie de tipo parabdlica.

Ejemplo 4.2.4. Si z1, 22 y z3 son puntos distintos en C entonces la cubriente universal de C\ {z1, z2, 23} es el

disco &, y por lo tanto es una superficie de tipo hiperbdlica.
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Consideremos el disco de Poincaré (véase la definicion B.0.2 del apéndice B) y supongamos que z1 =0, zo = 1 y
z3 = —1. Sea P un poligono cuyos vértices se encuentran en la frontera de E y estd contenido en este, haciendo
la inversion con respecto a cada uno de sus lados obtenemos poligonos con vértices en la frontera del disco E

como se muestra en la figura 4.2.

Inversién respecto

Inversién respecto
al circulo del lado €

al circulo del lado €7

Figura 4.2: Inversion del poligono P.

Como resultado de las inversiones tenemos que el disco E queda cubierto con poligonos.

Para obtener la funcion cubriente buscada, por el teorema del mapeo de Riemann en el plano complejo (teorema
B.0.6) y la transformacion de Cayley (ejemplo 1.1.3) tenemos un biholomorfismo f : P — H?, donde H?>
es el semiplano superior (véase B.0.1), ademds podemos consequir que los vértices de P sean enviados a los
puntos —1,0,1, 00, mds ain, por el teorema B.0.8 el biholomorfismo se extiende a las fronteras. Por lo tanto
tenemos que los arcos que forman a P son enviados a los intervalos [—oo, —1],[—1,0],[0,1] y [1, 00]. Luego, por
el principio de reflexion de Schwarz (teorema B.0.5) la funcion f se extiende de manera holomorfa a la region
obtenida por la reflexion en cada uno de sus lados (como se menciond al inicio). Tenemos entonces una funcion
biholomorfa sobre C\ {—1,0,1} definida en todo E y por construccion es un isomorfismo local y una funcion

cubriente.
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Apéndice A

Otros resultados necesarios para enunciar

el mapeo de Riemann

Dedicamos este apéndice a los ultimos resultados necesarios para la demostracién que buscamos del mapeo
de Riemann, las demostraciones de dichos resultados serdn omitidas, ya que estas requieren de teoria que nos
desviaria del objetivo del trabajo. Para el lector interesado en las demostraciones, o en conocer més del tema,

puede consultar [3] o [13].
Comenzamos enunciando una propiedad de reticulos, los cuales fueron estudiados en el capitulo 1.

Proposicién A.0.1. Sean T' y I” dos reticulos generados por las R- bases ordenadas {wy,wa} y {w},wh} de C

respectivamente, entonces I' = I si y solo si existe una matriz A € B, donde

B:={Ae€GL(2,Z) : detA = £+1},

tal que
/
w w1
1) _ gy
wh wo
Demostracion.
Supongamos que existe una matriz a b
A= € B,
c d
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tal que
/
wl w1
=A ,
/

con ello, w} = aw; + bws y wh = cwy 4+ dws, lo cual implica que w),w) € T, por lo tanto I C T.

Por otro lado, como B es un grupo existe una matriz A’ € B tal que A - A’ = Ids«2, entonces

w1 B A/ U)l

luego wy,we € IV y asi I' C I, por lo tanto I' = T".
Reciprocamente, supongamos ahora que I' = I".

Tenemos asi que wi, ws € I entonces, por definicién, existen o', b, n’,m’ enteros tales que wy = a'wj + b'wl y

wy = n'w] +m/wh, esto equivale a

/
w] a b wq
) = )
wh n o m W
De (1) y (2) tenemos que
10 a b ad v w) 0
0 1 n o m n’ m wh '

n m n m 0 1
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Con lo anterior tenemos que

a b a v
det =1,
n m n' m/
por lo tanto
a b a v
det = det = +1,
n m n' m
es decir, las matrices se encuentran en B tal como queriamos. |

El siguiente teorema involucra la convergencia uniforme en compactos, lo cual requiere de dotar de una topologia
al espacio vectorial £(Y), con Y un abierto de una superficie de Riemann X . Esto es posible a través de conjuntos
compactos, lo cual ademéds nos proporciona tener semi-normas, a través de las cuales se define la convergencia,

dicho procedimiento se puede consultar en la pdgina 196 y 197 de [3].

Teorema A.0.2. (Aproximacion de Runge) Sea' Y un abierto de una superficie de Riemann no compacta X,
supongamos que X \'Y no tiene componentes conexas no compactas. Se tiene que toda funcion holomorfa en'Y

puede ser aprorimada, de manera uniforme, en cada subconjunto compacto de Y por funciones holomorfas en

X.
Corolario A.0.3. Si X es una superficie de Riemann no compacta entonces

1. Dada un I1-forma w € EOV(X) existe una funcion f € E(X) con d'f = w. Dicho de otra forma
EOD(X) = d"E(X).

2. HL(0O) =0.

Para los siguientes resultados el lector debe tener presente los conceptos de divisor de una funcién y de un grupo

abeliano.

Teorema A.0.4. En una superficie de Riemann no compacta X todo divisor D € Div(X) es el divisor de una

funcién meromorfa f € M*(X).

Corolario A.0.5. En toda superficie de Riemann no compacta X existe una 1-forma w € Q(X) que nunca se

anula.

Corolario A.0.6. Sea Y un subconjunto de X con frontera regular y a un punto en Y, existe una funcion

holomorfa g € O(X) que tiene un cero de orden 1 en el punto a y no se anula en X \ {a}.

Teorema A.0.7. Sean X y Y superficies de Riemann y f : X — Y wuna funcion holomorfa propia y no
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constante, existe entonces un numero natural n tal que f toma cada valor ¢ € Y, contando multiplicidades, n

veces.

Un resultado muy conocido en variable compleja es la férmula integral de Cauchy, a continuacién lo enunciamos,

junto con una consecuencia que sera de utilidad en la seccion 4.2.

Teorema A.0.8. (F'érmula integral de Cauchy) Sean f una funcion holomorfa en una region A, v una curva

cerrada simple en A y zy un punto dentro de vy entonces se tiene

f(z0) = LG

= - dz.
211 Z— 20

o

Corolario A.0.9. Sea f: D.(0) — D,+(0) holomorfa se tiene que

/

<

11(0)] <

3 |

Lema A.0.10. Sea G C C un dominio tal que C\ G tiene puntos interiores y suponga que wy € G, se tiene

que el conjunto

{f € OE): f(E) C Gy f(0) = wo}
es un subconjunto compacto de O(E) con respecto a la topologia de convergencia uniforme en subconjuntos

compactos.

Este lema, a su vez, permite probar el siguiente resultado, para el cual se requiere el concepto de funcién

schlicht: una funcién holomorfa f : E — C es llamada schlicht si es inyectiva, f(0) =0y f/(0) = 1.
Teorema A.0.11. El conjunto . de todas las funciones holomorfas schlicht es compacto en O(E).

Para terminar, en la demostracién del teorema 3.1.13 se hablo del género de una superficie de Riemann, a

continuacién presentamos algunas propiedades de este que nos serviran.

Definicion A.0.12. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, se define el género de X de la siguiente

manera g := dimcH%(O).

Teorema A.0.13. Para una superficie de Riemann X se tienen los siguientes resultados:

a) Si X es de género cero entonces es biholomorfa a la esfera de Riemann.

b) Sig es el género de X entonces g = dimH%(O) = dimH% ().
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Apéndice B

Inversion respecto a un circulo y principio

de reflexion de Schwarz.

Este apéndice esta dedicado a los resultados necesarios para analizar el ejemplo posterior al teorema del mapeo
de Riemann. Las demostraciones seran omitidas pero se pueden consultar en el capitulo 2 de [9], o bien en el
segundo capitulo de mi tesis de licenciatura: isometrias del plano hiperbdlico mediante la clasificacién de haces
de geodésicas, en el cual se hicieron las demostraciones a detalle de resultados importantes sobre el disco de

Poincaré y el semiplano superior asi como también de la inversion respecto a un circulo.

El semiplano superior y el disco de Poincaré son algunos de los modelos de la geometria hiperbédlica. Dicha
geometria tiene mucho en comun con la euclidiana, sin embargo, las nociones de lineas y circulos a las que
estamos acostumbrados tienen algunas modificaciones (véase mas adelante la figura B.1), al igual que la métrica

que usamos. Las definiciones formales de estos conjuntos se presentan a continuacién.

Definicion B.0.1. El conjunto
H? := {z: Im(z) > 0} € CU {00},

es llamado el semiplano superior, este es un modelo para el plano hiperbdlico, en el cual usamos la siguiente

métrica p: sean z,w € H?, se define

p(z,w) == inf{|y| | v: [a,b] — H? es una curva diferenciable por partes tal que, y(a) = z y v(b) = w},

b /
donde ||| :/a %dt.
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Apéndice B. Inversién respecto a un circulo y principio de reflexién de Schwarz.

Definicion B.0.2. El disco de Poincaré se define como sigue:

E={ze€C:|z| <1} Cc CU{o0}.
A través de la transformacién de Cayley (véase ejemplo 1.1.3) es posible llevar las propiedades conocidas de H?
al disco de Poincaré, en particular es posible dotarlo de una métrica y probar el siguiente teorema.

Teorema B.0.3. Las geodésicas (curvas de longitud minima) del disco de Poincaré son:

1.- Arcos de circunferencia que son ortogonales a la frontera de E.

2.- Diametros de E.

Figura B.1: Tridngulo en el disco de Poincaré con vértices en la frontera.

Definicién B.0.4. Decimos que dos puntos colineales, z y z', son inversos respecto a un circulo con

centro en el punto o y radio r > 0, si se satisface la siguiente igualdad

7"2

e
oz’

z =

donde 0z y 02’ representan la distancia que hay de o a z y de o a 2', respectivamente, (véase figura B.2).

Figura B.2: Puntos inversos respecto a un circulo.

La inversién respecto a un circulo satisface las siguientes propiedades:

1) Cada punto distinto del centro de inversién (el punto o) tiene un solo inverso.

2) Si z y 2/ son puntos inversos distintos, entonces uno se encuentra dentro del circulo de inversién y el

otro fuera de este.
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Apéndice B. Inversién respecto a un circulo y principio de reflexién de Schwarz.

3) Cada punto en el circulo de inversion es su propio inverso.

4) Si dos curvas 77 y 72 se intersecan en un punto zp distinto del centro de inversién, su dngulo de
interseccion es el mismo en magnitud, pero con signo opuesto, que el dngulo de las curvas inversas 7}

¥ 75 en el punto z).

Para finalizar presentamos dos resultados cuya demostracién se pueden encontrar en las paginas 57 y 224 de

[16]. Para el primero de ellos necesitamos las siguientes nociones.

Sea  un abierto de C que es simétrico con respecto a la recta real, es decir, un punto z estd en € si y solo si

Z esté en ().

Denotemos por Q7 a la parte de © contenida en H? y Q~ la parte contenida en el semiplano inferior, y sea

I = QNR. Tenemos entonces que
Q=QtulIuQ .

Teorema B.0.5. (Principio de reflexién de Schwarz) Si f es una funcién holomorfa en Q% que se extiende

continuamente a I tal que f toma valores reales en I entonces existe una funcion F holomorfa en todo € tal

que F = f en Q7.

Teorema B.0.6. (del mapeo de Riemann en el plano complejo) Si Q0 es un abierto propio de C y simplemente

conexo entonces existe una unica funcion biholomorfa entre Q0 y IE.
Definicién B.0.7. Un punto zy € 9 es regular si existe ro(z9) > 0 tal que para todo 0 < r < ro(29) se tiene
QN{zeC|lz—z2|=r}={z20+7e" | 61(r) < 0 < Ox(r)},

para algin 61(r) < 02(r). En otras palabras, QN 0D, (z0) es un arco para todo r > 0 pequernio. Se dice que ) es

reqular si todo punto en 02 es reqular. (No confundir esta definicion con la dada en la definicion 3.2.17).

Teorema B.0.8. Si ) es un abierto acotado, simplemente conexo y reqular entonces el biholomorfismo del

teorema B.0.6 se extiende a un biholomorfismo en la cerradura de los conjuntos Q — E.
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Conclusion

A lo largo de este trabajo se han utilizado de conceptos y resultados provenientes de distintas areas, pero se ha

procurado dar un énfasis particular al andlisis complejo y la topologia.

Una vez obtenido el teorema del mapeo de Riemann se puede aplicar en distintas areas de las matematicas y

la fisica tedrica. Algunas de ellas incluyen:

= Teoria Teichmiiller: Esta drea estudia las estructuras complejas conformes en superficies de Riemann, asi

como los espacios de clases de equivalencia que se obtienen al considerar deformaciones conformes.

= Funciones elipticas: Al igual que las funciones racionales pueden entenderse como funciones en la esfera
de Riemann, las funciones elipticas son funciones meromorfas definidas sobre un toro, el cual es una

superficie de Riemann.

= Teoria de cuerdas: En fisica tedrica, la teoria de cuerdas modela particulas fundamentales como objetos
unidimensionales en lugar de puntos (cuerdas). Las trayectorias de estas cuerdas en el espacio-tiempo se

representan mediante superficies bidimensionales, las cuales se modelan como superficies de Riemann.

Finalmente, queda abierta la pregunta de si existe un resultado analogo al teorema del mapeo de Riemann en

dimensiones superiores.
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Introduccion

En este trabajo se asume que el lector esta familiarizado con analisis complejo, topologia, variedades
diferenciables y algebra, ya que se utilizan herramientas como espacios segundo numerables, formas

diferenciales, entre otras propias de dichas areas y que no se definen aqui.

Las superficies de Riemann fueron definidas en 1851 por el matematico aleman Bernhard Riemann
en su tesis de doctorado. Tuvieron que pasar anos para que la idea de Riemann fuese desarrollada y
modernizada, actualmente las superficies de Riemann tienen presencia en distintas areas como geometria

algebraica, geometria compleja y teoria de potencial.

El teorema del mapeo de Riemann establece que toda superficie de Riemann simplemente conexa es
biholomorfa al disco unitario, al plano complejo o a la esfera de Riemann. A pesar de que el enunciado
es facil de recordar, sus pruebas pueden requerir de conocimiento en distintas areas. La primera de-
mostracion fue realizada de manera independiente por Koebe y Poincaré en 1907, seguido de esto se
han dado muchas otras pruebas que utilizan distintas herramientas, por ejemplo, funciones armonicas e

integrales de Dirichlet y triangulacién de superficies de Riemann.

La prueba que aqui se presenta estd basada en anélisis complejo, teoria de cubrientes y algo de topologia.
El primer capitulo estd dedicado a introducir las superficies de Riemann, las funciones holomorfas,
biholomorfas, meromorfas, entre otras, asi como también ejemplos de estas superficies; pasamos después

a dar conceptos topoldgicos necesarios para la teoria y se finaliza con el cubriente universal.

En el capitulo dos nos adentramos en la teorfa de gavillas para presentar el grupo de cohomologia de Cech
y su relacion con el grupo de DeRham, se presentan también las k-formas para & = 1,2 en superficies

de Riemann asi como también el concepto de integracion.
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Capitulo 0. Introduccién

En el tercer capitulo se trabaja el problema de Dirichlet en superficies de Riemann y se da la solucion
mediante el método de Oskar Perron, posteriormente, se introducen los conjuntos Runge cuyas fronteras

tienen propiedades especificas.

Finalmente, en el capitulo cuatro se da la demostraciéon basada en conjuntos Runge.
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Capitulo 1

Superficies de Riemann

En este capitulo se dan los preliminares para poder presentar la definicion de una superficie de Riemann

y algunos ejemplos de estas. Para mds informacién sobre el tema se pueden consultar [1], [3], y [17].
Definicién 1.0.1. Sea X un espacio topologico de Hausdorff y sequndo numerable.

1) Una carta compleja en X es un homeomorfismo ¢ : U — V' de un abierto U C X sobre un
abierto V. C C. Dos cartas complejas ; : Uy — V;, 1 = 1,2 se dice que son holomorficamente

compatibles si la funcion
(2 © go;l : (p1<U1 N UQ) — 902(U1 N Ug)
es biholomorfa en el sentido usual.

2) Un atlas complejo en X (también llamado atlas holomorfo en X ) es una coleccion U = {p; :
Ui — Vitier de cartas complejas en X que son holomdérficamente compatibles y que ademds cu-
bren a X, es decir, X = UUi' Dos atlas holomorfos U y U" en X son llamados analiticamente

i€l
equivalentes si cada carta de U es compatible con cada carta de U'.

La demostracion de la siguiente proposicién es rutinaria por lo tanto sera omitida.
Proposicion 1.0.2. La relacion anterior para atlas holomorfos es una relacion de equivalencia.

A una clase de equivalencia se le llama una estructura compleja para la variedad bidimensional X, y

se denota como X.



Capitulo 1. Superficies de Riemann

Definicién 1.0.3. Una superficie de Riemann es un par (X,Y), donde X es una variedad bidimen-

stonal conexa y Y es una estructura compleja en X.

En adelante solo escribiremos X en lugar de (X, ¥) para denotar a una superficie de Riemann, quedando

implicito que X tiene una estructura compleja.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de superficies de Riemann, en lo que sigue C* denotara

al conjunto C\ {0}.

Ejemplo 1.0.4. El plano complejo C.

Su estructura compleja estd definida por el atlas cuya unica carta es la funcion identidad.
Ejemplo 1.0.5. El espacio proyectivo complejo de dimension 1, denotado por CP'.

FEste espacio esta dado por

cp = C\ {0},

donde la relacion de equivalencia es (z1,w1) ~ (z9,ws) si y solo si zo = Az1, we = Awy para algun
A € C*, las clases de equivalencia son denotadas por [z : w]. Para las cartas (Uy, ¢1) y (Ua, ¢p2) se define
lo siguiente:
U ={[z:w] €CP":w #0}, o¢1([z:w])=
Uy:={[z:w] € CP": 2 £ 0}, s([z:w)]) =
aqui, la funcion de transicion ¢y o ¢;' 1 C* — C* estd dada por z +— %, la cual es biholomorfa.

Ejemplo 1.0.6. El conjunto X = {(z,w) € C* : w = sen(z)} es una superficie de Riemann.

Comencemos considerando para cada n € Z al conjunto B,, de C que es la banda infinita descrita por
T+ (n— 1)1 < Re(z) < 5§ +nm, se sabe que la imagen de esta banda infinita bajo la funcion seno
es el plano complejo, tal como se muestra en la figura 1.1, para una demostracion de esto se pueden
consultar las pdginas 48 a 52 de [2], o bien, en el ejemplo 1 de la seccion 89 de [18]. Observe ademds
que si consideramos las bandas infinitas A,, de C descritas por %t < Re(z) < m+ % la imagen de estos

abiertos bajo la funcion seno es el plano complejo.

Ahora bien, para ver que X es una superficie de Riemann, primero observemos que X es un subconjunto

de C x C y como C x C es un espacio topologico Hausdorff y sequndo numerable, X también lo es.
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Figura 1.1: Conjunto By y su imagen bajo la funcién seno.

Por otro lado, consideremos la funcion continua g : C — C x C dada por z — (z,sen z). Notemos que

g(C) = X y por ser C conezxo se sigue que X es conezo.

Ahora bien, solo resta dar un atlas holomorfo para X, con este objetivo consideremos la funcion pro-
yeccion en X sobre la primera coordenada restringida a A, denotémosla como m|a,, y consideremos
©a, = seno(m|a,). Note que pa, : A, — U, C C, donde U,, = sen(A,,), tenemos entonces una colec-

cion U = {pa, }nez, la cual es un atlas holomorfo para X, ya que U A, x U, =X, ademds cada ¢4,

nez
es continua, y su inversa también ya que la funcion seno envia de manera biyectiva la imagen de las

bandas A,, al plano complejo. Todo lo anterior nos dice que py, es un biholomorfismo para toda n.

Finalmente resta verificar que las cartas son holomorficamente compatibles, para ello observe que las
intersecciones de los A, son bandas infinitas de longitud 5 en las cuales la funcion seno sigue siendo

holomorfa.
Concluimos que el conjunto X es, en efecto, una superficie de Riemann.
Ejemplo 1.0.7. La esfera de Riemann P! := C U {oc}

La topologia estd formada por conjuntos abiertos usuales U C C y aquellos de la forma V' U{oco}, donde
V C C es el complemento de un conjunto compacto K C C. Con lo anterior, es rutinario verificar que

P! es un espacio Hausdorff y compacto que ademds es homeomorfo a S%. Consideremos
Uy =P\ {00} =C,
Uy :=P'\ {0} = C* U {o0}.

Definamos p; : U; — C, 1 = 1,2, pongamos que p1 es la funcion identidad y
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% si z€C*
P2(z) = ,
0 st z=00

Notemos que ambas funciones son homeomorfismos. Ademds, la inversa de s es la siguiente:

. oo st z=0
Py (2) = L
s st 2#0
Notemos que Uy NUy = C* y pp 07t 1 CX — C* con py 0 ¢y (2) = é, la cual es holomorfa. Con lo

anterior, tenemos un atlas holomorfo para P*, y en consecuencia es una variedad bidimensional, ademds

como U, y Uy son conezos con interseccion no vacia se sigue que P! es también coneza.

Consideremos el atlas U = {¢1, 2} y observemos que las cartas de dicho atlas son holomdrficamente
compatibles ya que p1(Uy N Us) = 02(U1 NUs) = C* y la funcidn gy 07" : C — C* dada por z — 1
es biholomorfa. Lo anterior nos da una estructura compleja para Pt con lo cual concluimos que es una

superficie de Riemann.

Ejemplo 1.0.8. Cualquier dominio D (esto es, un subconjunto abierto, conexo y no vacio) de una
superficie de Riemann X es también una superficie de Riemann. Para obtener una estructura compleja
sobre D se procede como sigue: para cada ¢ : V. — V' carta de X, se consideran las funciones
oy : U — U, donde U =V N D yU = ¢U), la coleccion de estas cartas da como resultado una

estructura compleja para D.

De lo anterior se obtiene que los dominios E:= {z € C: |z| < 1} y H? := {z € C : Im(z) > 0} también

son superficies de Riemann.
Ejemplo 1.0.9. El toro complejo.

Sean wy y wo dos numeros complejos linealmente independientes sobre R. Defina
[ = Zwy + Zwy = {nwy + mwsy : n,m € Z},
I’ es llamada un reticulo generado por wy y wo, véase la figura 1.2.
Dos complejos z, 2" € C son equivalentes modulo I' si z— 2" € T', el conjunto de clases es el toro complejo

y se denotard como 1t := (C/F, con la topologia cociente este espacio es:

» Hausdorff: Para demostrar esto usaremos el siguiente resultado sobre el toro complejo, omitiremos
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/S S
77 77

CU-l + lfl!)2

=7

Figura 1.2: Los puntos blancos son elementos del reticulo generado por wy y ws.

su demostracion pero se puede consultar en la pagina 70 de [}]. Si  y z son dos puntos en C que

no son equivalentes mddulo ~r entonces ¢ esta a una distancia positiva de [z]r.

Por otro lado, sean z y w dos puntos en C tales que [z]r # [w]r, afirmamos que estos conjuntos

estan a una distancia positiva. Procediendo por contradiccion, supongamos que existen z;- ~T 2

/ JE—

/
y wi ~r w tales que |w]

!/ iq ! , .
Z]| — 0 Tenemos ast que Z] =z + /}/] para algun ’y] c F Se tiene
entonces que w; —y; es una sucesion de puntos en [w|r que converge al punto z, sin embargo, esto

contradice que [w|r esté a una distancia positiva de z.

Con lo anterior, notemos que podemos considerar vecindades disjuntas de [z]r y [w]r, con lo cual

se sique que el toro es Hausdorff.

» Sequndo numerable: tenemos que la proyeccion canonica w : C — C/F es abierta, en efecto, si

V C C es abierto entonces 7 (m(V)) = U (w+V) y como cada conjunto w+V es abierto, la union
wel’
anterior también lo es. Como m es abierta y C es seqgundo numerable, el cociente (C/F también lo

es. En efecto, si {U;}ier es una base numerable para la topologia de C entonces {m(U;)}icr €s una

coleccion numerable de conjuntos abiertos para la topologia de C/F.
n Conezo: como C es conezxo, C/F = m(C) también lo es.

Para las cartas, consideremos V. C C abierto tal que no hay dos elementos de V' equivalentes bajo T'.

Tenemos U := w(V') es abierto y la proyeccion canénica | :V — U es un homeomorfismo.

Observemos que su inversa @y : U — V' es una carta compleja en C/F.
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Considerando la coleccion U de cartas py tales que V es un abierto de C tal como los que se describieron

en el pdrrafo anterior, se tiene entonces que el toro complejo es una superficie de Riemann.

1.1. Funciones entre superficies de Riemann

Una vez dada la definicion de una superficie de Riemann, asi como también algunos ejemplos, se pueden

dar las definiciones de funciones entre ellas y resultados importantes sobre estas funciones.

Definicién 1.1.1. Sean X y Y superficies de Riemann. Una funcion continua f: X — Y es llamada
holomorfa, si para cada par de cartas o1 : Uy — Vi en X y o : Us —> Vo en'Y con f(Uy) C Uy, la
funcion 2o fop i Vi — Th,
es holomorfa en el sentido usual. Una funcion es llamada btholomorfa si es biyectiva y tanto ella como
su inversa son holomorfas.
Al conjunto de funciones holomorfas en'Y se le denota por O(Y).
Notacién 1.1.2. Para r € (0, 00| usaremos las siguientes notaciones,

1. Parar € (0,00) \ {1}, denotaremos Dy(r) :={z € C: |z| < r}.

2. Parar =1, se tiene el disco unitario centrado en el origen, el cudl sera denotado por E.

3. Para r = 00, se define Dy(o0) como el plano complejo C.

Ejemplo 1.1.3. La funcion de Cayley c : H> — E dada por

zZ—1
Z+1

c(z) =

es un biholomorfismo entre H? y E. En ocasiones también se le llama transformacion de Cayley y
es util dentro de la geometria hiperbdlica (véase apéndice B).

|2 — i

|z + 1|

superior se cumple que |z —i| < |z — (—1i)|, de donde |c(2)| < 1, por lo tanto c¢(z) € E, esto nos dice

Tenemos que |c(2)] = geométricamente se puede observar que como z estd en el semiplano

que la funcion de Cayley esta bien definida, mas aun, el unico punto donde no estd definida es z = —1i

y como este no se encuentra en el semiplano superior, ¢ es holomorfa en todo H?2.
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1+=2
Por otro lado, su inversa estd dada por b(z) = 2'1 , mediante un cdlculo directo se puede verificar que
-z
si z se encuentra en el disco unitario entonces Im(b(z)) > 0 y ademds cob = Id = bo c. Finalmente,
podemos observar que la funcion b es holomorfa en E ya que el unico punto donde no estd bien definida

es z =1, el cual no se encuentra en IE.
A continuacion retomamos algunas de las propiedades que tiene el toro complejo.

Proposicion 1.1.4. Sean I' y I dos reticulos en C, si existe o € C* tal que o' C T” entonces la

funcion ¢ : C — C dada por z — az, induce una funcion holomorfa entre los toros Tr y Tr.
Demostracion.
Sea ¢ : Ty — T dada por [2]p — [az]r. Veamos que esta funcién estd bien definida.

Sean z1,29 € C tales que [z1]p = [22]p esto implica que [z1 — z2]p = [0] entonces z; — 2o € T, asi
a(z — z3) € al' y dado que o' C I se sigue que [a(z1 — 22)]v = [0]p, luego [az]p — [azo]p = [0]p ¥

finalmente se obtiene que [az]p = [@z2]p.

Recordemos que C/F y (C/F/ tienen estructura de grupo (ya que I',I" son subgrupos normales de C),
entonces debemos verificar que v es un morfismo de grupos, lo cual se obtiene facilmente. Sean z1, 2z € C,

tenemos que
V([z1 + 22]p) = (21 + 2)]p = [az]p + [ezo]p = Y([2]p) + ¥ (([22]r)-
Por otro lado, sean (¢y, V) (py/, V') cartas de C/F y (C/F/ respectivamente (recuerde que en el ejemplo

1.0.9 se construyeron las cartas como la inversa de la proyeccién candénica sobre el toro) entonces el

diagrama de la figura 1.3 conmuta.

C Li C
Py Vv
C/r c/r
P

Figura 1.3: Morfismo entre toros complejos.

Por lo tanto, gy 0o ¢y = ¢ v asi ¥ = ey 0 p o py, de donde se observa que ¥ es holomorfa. |

En la siguiente seccién se presentaran mas propiedades sobre el toro complejo.
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Definicién 1.1.5. Sea X una superficie de Riemann y Y un subconjunto abierto de X. Se dice que una
funcion holomorfa f :Y' — C es meromorfa en Y, donde Y' CY es un conjunto abierto, si se

satisface lo siguiente:
1) Y \'Y’' solo contiene puntos aislados.

. .
2) Para cadap € Y \Y' se salisface lim | f(z)] = oo.

T—p

A los puntos de Y \ 'Y’ se les llama polos de f. El conjunto de todas las funciones meromorfas en 'Y

lo denotaremos por M(Y').

Ejemplo 1.1.6. Sean > 1 y sea f(z) = 2" +c12" '+ ...+ ¢,, con ¢, € C. Se tiene que f: C — C
es una funcion holomorfa. Si pensamos a C como subconjunto de P' tenemos que lim |f(z)| = oo, se
Z—00

concluye que f € M(P').

Algunos resultados conocidos de variable compleja en se conservan en superficies de Riemann, las de-
mostraciones se basan en llevar el problema al plano complejo mediante cartas y ahi usar los resultados
conocidos. A continuacién enunciamos algunos, las demostraciones se pueden consultar en el capitulo 1

de [3] o en el capitulo 2 de [13].

Teorema 1.1.7 (de la singularidad removible de Riemann). Sea U un conjunto abierto en una superficie
de Riemann y un punto a en U. Supongamos que la funcion f € O(U \ {a}) es acotada en una vecindad

de a. Con lo anterior, [ se puede extender de manera unica a una funcion f e O(U).

Teorema 1.1.8 (de la identidad). Sean X y Y superficies de Riemann y fi, fo : X — Y dos funciones
holomorfas que coinciden en un conjunto A C X teniendo un punto limite a € X, se concluye entonces

que f1 y fo son iguales.

1.2. Propiedades de funciones holomorfas entre superficies de
Riemann

A continuacién se presentan algunas de las caracteristicas que poseen las funciones holomorfas entre

superficies de Riemann. En los resultados que siguen las funciones seran consideradas como no-constantes
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a menos que se indique lo contrario.

Teorema 1.2.1 (Comportamiento local de funciones holomorfas). Sean X y Y superficies de Riemann
y f: X — Y una funcién holomorfa. Sea a € X y b:= f(a). Tenemos que existe un entero k > 1 y

cartas o :U —V en X yp: U — V' en'Y con las siguientes propiedades:

1) aceU, pla)=0;be U, () =0.

2) f(U)cCU.

3) La funcién F =1 o foy™t:V — V' estd dada por F(z) = 2*, para cada z € V.
Demostracion.

Como Y es una superficie de Riemann, existe una carta (¢, U’) alrededor de b. Dado que f es continua,

existe un abierto W cona € Wy f(W) C U'.

Consideremos una carta (¢1,U;) alrededor de a y definamos U := W NU; y ¢ := ¢1]y. Observe que
ademds, si ¢1(a) es distinto de cero, mediante una traslacién de C podemos obtener que ¢;(a) = 0,

reemplazando (@1, U;) por (¢, U) tenemos cartas (U, ¢) vy (U’, 1) que satisfacen las propiedades 1) y 2).

Por otro lado, como f es no constante, por el teorema de la identidad (teorema 1.1.8), f es no constante
en un abierto contenido en U, como ¢ es sobreyectiva desde U a V, la funcién f o ¢~! es no constante

en un abierto contenido en V' y como f oo~ 1(V}) C U y 1 es inyectiva en U’ se sigue que la funcién
fir=dofopr' Vi — V' CC,

es no constante en V;. Notemos que f(0) = 0, es decir, un cero para la funcién holomorfa f;, con lo cual
existe k > 1 tal que f1(2) = 2¥g(2), donde g es una funcién holomorfa en V; con g(0) # 0. Se sigue que
g no se anula en un disco que contiene al cero, y por lo tanto, la funcién logaritmo compleja esta bien
definida, se define entonces la funcién h(z) = elog(g(2))/ k, con z en un disco que contiene al cero. Con

lo anterior se tiene que h¥ = g.

Por lo tanto, existe una vecindad de cero y una funcién holomorfa h en esta misma vecindad tal que

hk = g.

Notemos que la funcién « : Vo, — V' dada por z — «a(z) = zh(z) es biholomorfa de V5 C V; sobre V,

donde V5 es una vecindad de cero. Tomemos U := gofl(Vg), reemplazando la carta ¢, : Uy — V] por la
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carta ¢ : U — V donde ¢ = a0 ¢y.
Por construccién, la funcién F = 1) o f o p~! satisface que F(z) = 2*. [ |

Al nimero k del teorema 1.2.1 se le llama multiplicidad con la que la funcién f toma el valor de b

en el punto a o simplemente se dice que f tiene multiplicidad k en el punto a, esto lo denotamos por

mult,(f) = k.
El siguiente corolario se obtiene aplicando el teorema 1.2.1.

Corolario 1.2.2. St X y Y son superficies de Riemann y f : X — Y es una funcion holomorfa

entonces se satisfacen lo siguientes resultados:

1) f es abierta.

2) Si f es inyectiva entonces f es biholomorfa de X sobre f(X).
Demostracion.

1) Si tomamos una vecindad U de a € X, del teorema 1.2.1 se sigue que la imagen de U bajo f es

también una vecindad de f(a), lo cual implica que f es abierta.

2) Dado que f es inyectiva, el valor de k en el teorema 1.2.1 es igual a 1 para todo a € X, se tiene

asf que f~1: f(X) — X es holomorfa, ya que estd dada por la identidad. [ |

El siguiente resultado es conocido en el plano complejo, y a continuacién veremos que también es valido

en superficies de Riemann.

Teorema 1.2.3 (Principio del médulo maximo). Si X es una superficie de Riemann y f: X — C es

una funcion holomorfa no constante entonces el valor absoluto de f no alcanza su mdzrimo.
Demostracion.

Supongamos que existe un punto a € X tal que R := |f(a)| = sup{|f(x)| : © € X} entonces f(x) C
K :={z€C:|z] < R}. Como f(X) es abierto f(a) se encuentra en el interior de K, esto contradice la

hipétesis de que f(a) € 0K, donde 0K denota la frontera del conjunto K. |

Como aplicaciéon del teorema del modulo maximo tenemos la siguiente proposicion.

10
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Proposiciéon 1.2.4. Sean X wuna superficie de Riemann y f : X — C wuna funcion holomorfa no

constante, se tiene que Re(f): X — R es una funcion sin mdzimo.
Demostracion.
Por contradiccién, supongamos que Re(f) tiene un maximo en un punto zo.

Definamos g : X — C dada por g(z) := ¢/, la cual es una funcién holomorfa. Observe que si

f = u + iv, entonces

|6f| _ |€u+iv| _ |eu| — eRe(f)’

por lo tanto |g(z)| = eftetf).

Por la hipétesis hecha tenemos que para todo z € X, Re(f(z)) < Re(f(z0)) vy asi |g(z)| = /() <
efelf(20)) = |g(z)|, por lo tanto |g(z)| alcanza su maximo en z,. Luego, por el principio del médulo
maximo se tiene que g es una funcion constante, por lo tanto f también debe ser constante, lo cual es

una contradicecion. [ |

Teorema 1.2.5. Sean X y Y superficies de Riemann con X compacto y f : X — Y una funcion

holomorfa no constante. Se tiene que Y es compacto y ademds f es sobreyectiva.
Demostracion.

Observe que el conjunto f(X) C Y es compacto, en particular cerrado, y por 1) del corolario 1.2.2; es
también abierto. Como Y es conexo (por ser una superficie de Riemann), se sigue que f(X) =Y, con

lo cual se tiene lo deseado. [
Como consecuencia del teorema 1.2.5 y recordando que C no es compacto, se tiene el siguiente resultado.
Corolario 1.2.6. Toda funcion holomorfa en una superficie de Riemann compacta es constante.

Otro teorema importante es el teorema de Liouville cuya prueba se obtiene usando el teorema de la

singularidad removible de Riemann (teorema 1.1.7) y el corolario anterior.
Teorema 1.2.7 (de Liouville). Toda funcion holomorfa y acotada f : C — C es constante.

Para finalizar esta seccion, utilizaremos el teorema 1.2.5 para demostrar otras propiedades del toro

complejo.

11
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Proposicién 1.2.8. Para 7 € H? denotemos por X(7) al toro correspondiente al reticulo generado por

la R- base {1, 7}, entonces todo toro Tt es biholomorfo a uno de la forma X (7).
Demostracion.

Sea I' = Zw, + Zaws, con wy = a + by wy = u + v, tenemos asi que

wi _ (a+1b)(u—wv)

)

Wa u? + v?

Wy bu — av
Im| — | =—F—,
Wy u*+v
por la tricotomia de los niimeros reales debe ocurrir un solo caso de los siguientes:

1) bu —av > 0,

entonces

2) av —bu > 0,

3) av—bu =0.
. . wy . . . .
Observemos que 3) no puede ocurrir, ya que si av — bu = 0 entonces — no tiene parte imaginaria, es
C%;

. , , (] . . . ..,
decir, es algin nimero real x = — lo cual implica que w; = zws, sin embargo esto es una contradiccion
W2
a la independencia lineal de w; y ws. Por lo tanto solo puede ocurrir 1) o 2), supongamos, sin pérdida

. . . . W2
de generalidad, que bu — av > 0, en caso contrario solo cambiamos el cociente por —.
w1

w1 . . , .
Tenemos que 7 := — se encuentra en el semiplano superior, ademas se cumple la igualdad
%)

Zwn + Zwy = we(Z1 + 7),

en efecto,

w
T € Zlw +Zwy & x=nwi+mws, Nn,M E LS x=ws (n—l—l—m>
w2

& r=wy(nT +m) & x € wy(Zr + Z).

Denotemos por I' = Zw; + Zwy y IV = Z7 + 7Z, de lo anterior, en particular, tenemos que woI” C T,
entonces por la proposicién 1.1.4 la multiplicacién por wy € C* induce una funcién holomorfa (que
ademéds es morfismo de grupos) ¢ : X(7') — X (7), observe que esta funcién es no constante y ademés

X (1) es compacto, asi que por el teorema 1.2.5 se sigue que 1) es sobreyectiva.

Por otro lado, sea [z]p, € ker, se tiene lo siguiente,

12
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(2] € kerp & U([2]p) =[0]p S wez €T S 2 €w, ' T & 2 €17,

de esta forma kery = I y asi 1 es inyectiva.

Con lo anterior concluimos que v es un biholomorfismo. |
. . . a b , at +b
Proposicién 1.2.9. Si 7 € H?, € SL(2,Z) y se considera 7' := d entonces 7' € H? y
c d cT

X(1) es biholomorfo a X(7').
Demostracion.

Sea 7 = u + iv con v > 0, tenemos que

, alu+iv)+b  (au+b)+aiv (cu+d)— cvi

T c(u+iv)+d - (cu+d) +cvi (cu+d) — cvi’
luego
~ acuv + adv — acuv — bev (ad — be)v
Im(7") = = ,
(cu+d)? + (cv)? (cu+d)? + (cv)?

dado que ad —bc =1y v > 0, concluimos que I'm(7") > 0, es decir, 7/ € HZ.

Por otro lado, sean I' = {1,7}, I = {1,7'} dos reticulos y o = ¢7 + d. Observe que « es distinto de
cero, ya que si ¢r +d = 0 entonces 7 = ——, es decir, 7 es un numero real, lo cual no es posible dado
c

que T esta en el semiplano superior.

Tenemos ademas que,

a b
donde A := € SL(2,7Z), luego por la proposiciéon A.0.1 del apéndice A se sigue que al” =T,
c d

en particular oI C I" y por la proposicién 1.1.4, la funcién z — «z induce una funcién holomorfa (que

de hecho es morfismo de grupos)
v X () — X (7).

Este morfismo de grupos es nuestro candidato a ser biholomorfismo.

Nuevamente, por el teorema 1.2.5 tenemos que v es sobreyectiva, ya que es una funcién holomorfa, no

constante, con X (7') compacto.

13
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Por otro lado, sea [z]p, € ker, se tiene que

2]l Ekerp <= ([2]p) =0 = az €l <= z€a ' T <z €T,
donde en la 1ltima bicondicional hemos usado el hecho de que I" = o~ 'T.
Lo anterior nos dice que kery = I".

Por lo tanto ¢ es un biholomorfismo entre X (7) y X (7/). [

1.3. Sobre cubrientes.

En esta seccién se presentaran algunos resultados de la teoria de espacios cubrientes y funciones con

puntos de ramificacion.

Definicién 1.3.1. Sean X yY espacios topolégicos yp : Y — X una funcion continua. Para x € X, el
conjunto p~(z) es llamado la fibra de p sobre x. Siy € p~'(z) entonces se dice que y se encuentra

sobre .

Definicién 1.3.2. Sean, X, Y y Z espacios topolégicos, sip:Y — X yq: Z — X son funciones
continuas entonces una funcion f Y — Z se dice que preserva fibras si p = qo f. Esto significa
que cualquier punto y € Y, que se encuentra sobre x € X, es enviado bajo f a un punto que también se

encuentra sobre x.

Recuerde que un subconjunto A de un espacio topoldgico es llamado discreto si cada punto a € A
tiene una vecindad V' tal que V' N {a} = {a}. Si tenemos dos espacios topolégicos X y Y y una funcién
p:Y — X se dice que p es discreta si la fibra p~!(z) de todo punto z € X es un subconjunto discreto

de Y.
En lo que sigue se consideran funciones no constantes a menos que se indique lo contrario.

Teorema 1.3.3. Sean X y Y superficies de Riemann. St p : Y — X es holomorfa entonces p es

abierta y discreta.
Demostracion.

Por 1) del corolario 1.2.2 se sabe que las funciones entre superficies de Riemann son abiertas. Para ver
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que p es discreta, sean b € Y y a = p(b) € X, por el teorema 1.2.1 se sabe que existe un entero k > 1
y cartas (¢,U), (¥,U’) en X y Y, respectivamente, tales que F := 1o ¢!y F(2) = ¢, més ain, se
tiene que F'(0) = 0. Luego, como los ceros de las funciones holomorfas son aislados (véase pdg. 73 de
[16]) se deduce que, en alguna vecindad de b, este punto es la tinica preimagen de a, es decir, p~!({a})

es discreto, y en consecuencia, p es una funcién discreta. [

Definicién 1.3.4. Sean X y Y superficies de Riemann y p : Y — X holomorfa. Un punto y € Y
es llamado punto de ramificacién de p si no existe vecindad V' de y tal que ply sea inyectiva. La

funcion p es llamada funcion holomorfa no ramificada si no tiene puntos de ramificacion.
Observacién 1.3.5. Observe que un punto y es de ramificacion para p si mult,(p) > 2.

Ejemplo 1.3.6. La funcion exponencial exp : C — C* es una funcion holomorfa no ramificada ya que

es inyectiva en todo subconjunto V- C C que no contenga dos puntos que difieran de un maultiplo entero

de 2mi.

Ejemplo 1.3.7. Los puntos de ramificacion de la funcion f: C — P! dada por z — %(z + %) son —1

y 1.

Para ver lo anterior, notemos que por el teorema de la funcion inversa en C, aquellos puntos donde la

derivada de la funcion se anule son posibles puntos de ramificacion.
Tenemos que f'(z) =0 si y solo si 1 — Z% =0, es decir, si y solo si z = +1.

Para z =1, como f(z) =1 si y solo si (z — 1)*> =0 esto nos dice que z = 1 tiene multiplicidad 2 y por

lo tanto st es un punto de ramificacion.
De manera similar se tiene que el punto z = —1 tiene multiplicidad 2 y por lo tanto es de ramificacion.
De aqui en adelante I denotard al intervalo [0, 1], a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.3.8. Sea X un espacio topologico, con a y b puntos en X. Dos curvas u,v : I — X
que unen a con b son llamadas homotdpicas si exviste una funcion continua A : I x I — X con las

siguientes propiedades:
1) A(t,0) = u(t) para todo t € I,

1) A(t,1) = v(t) para todo t € I,
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1) A(0,s) =a y A(1l,s) = b para todo s € 1.
Siu y v son homotdpicas se denota por u ~ v.

Definicién 1.3.9. Sean X un espacio topoldgico y u,v : I — X dos curvas cerradas en X, que no
necesariamente tienen el mismo punto inicial. Decimos que las curvas u y v son homotopicas libres

st existe una funcion continua A : I x I — X con las siguientes propiedades:
I) A(t,0) = u(t) para todo t € I,
II) A(t,1) =v(t) para todo t € I,
II1) A(0,s) = A(1,s) para todo s € I.

Definicién 1.3.10. Sean X, Y y Z espacios topolégicos, p : ¥ — X y f : Z — X funciones
continuas. Un levantamiento de f con respecto a p es una funcion continua g : Z — Y tal que

f=pog, es decir, el diagrama que se muestra en la figura 1.4 conmuta.

Figura 1.4: Levantamiento de f con respecto a p.

Los siguientes teoremas son resultados topolégicos conocidos, por lo cual omitimos sus demostraciones,

estas pueden consultarse en la seccién 5 de [3] o en la seccion 54 de [14].

Teorema 1.3.11 (Unicidad del levantamiento y levantamiento de curvas homotépicas). Sean X y Y

espacios Hausdorff y p: Y — X un homeomorfismo local, se tiene lo siguiente:

a) Suponga que Z es un espacio topoldgico conexo y f : Z — X una funcion continua.
Si g1,92 1 Z — Y son dos levantamientos de f y g1(z0) = ga2(20) para algin punto zg € Z

entonces g1 = gs.

b) Seanp:Y — X un homeomorfismo local, a y b dos puntos distintos en X y un punto a en'Y tal
que p(a) = a. Mds ain, supongamos que tenemos una funcion continua A : I x I — X tal que

A(0,8) =a y A(1,s) = b para todo s € I y definamos us(t) := A(t,s). Si toda curva us puede ser
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levantada a una curva us con punto inicial a entonces Uy y Uy tienen los mismos puntos finales

y son homotdpicas.

Teorema 1.3.12. 5i X, Y y Z son superficies de Riemann, p :' Y — X wuna funcion holomorfa no
ramificada y f : Z — X wuna funcion holomorfa entonces todo levantamiento de f, g : Z — Y, es

holomorfo.
Demostracion.

Tomemos un punto ¢ € Z y definamos b := g(c) y a := pog(c), como g es un levantamiento de f tenemos
que a = f(c). Como p es no ramificada existe una vecindad V' de by U de a tal que p|y : V — U es
biholomorfa. Consideremos ¢ : U — V la inversa de p|y, dado que ¢ es continua, podemos encontrar
una vecindad abierta W de ¢ tal que g(WW) C V (véase figura 1.5); como f = po g, se tiene que

glw = ¢o flw y asi g es composicién de funciones holomorfas en ¢ y por lo tanto g misma es holomorfa

en el punto c. ]
. vcy
g [
I
WcZz f ! Uc X

Figura 1.5: Levantamiento de f

Definicién 1.3.13. Sean X un espacio topologico, a,b y ¢ puntos en X yu: 1 — X, v:1 — X

curvas que unen a con b y b con c, respectivamente. Se definen las siguientes operaciones.
a) La curva producto, denotada por uxv: 1 — X, que une a con c estd dada por

u(2t), t

v(2t — 1),

o
IN
IN

—~

<

*

S]
N—
S

~
N—

i

— N

N | —
IN
IA

t

b) La curva inversa, denotada por u~ o también u=!, que une b con a, estd definida como sigue

u (t) :==u(l —t), paratodot € I.
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Consideraremos la definicién de grupo fundamental en términos de clases de homotopia junto con la

operacién producto dada en 1.3.13, para més detalles sobre este grupo se puede consultar [3] o bien [14].

A continuacion presentamos un ejemplo particular en el cual, a través de la teoria de levantamientos,

podemos probar que el primer grupo fundamental, 71 (X)), de una superficie de Riemann X no es abeliano.

Ejemplo 1.3.14. Sean X y Y las siguientes superficies de Riemann:
X =C\ {£1} sz(C\{g—i-mT:nEZ}.

Considere los caminos v : [ — X, u(t) =1 —e*™ yov: I — X, v(t) = —1 + ¥, Si para j = 1,2,
las curvas w; : I — 'Y son los levantamientos de uxv y v *u respecto a la funcion sen : Y — X, con

w;(0) = 0 entonces se tiene que wi(1) = 2w y wa(1) = =27 y por lo tanto m (X) no es abeliano.

Para justificar lo anterior, observemos que las curvas u y v son circulos unitarios centrados en 1 y —1,
respectivamente, recorridos con direccion contraria a las manecillas del reloj, tal como se comento en
‘ - , ‘ ‘ o - ‘
el ejemplo 1.0.6, la funcion sen(z) envia la banda infinita {x +iy : =5 < x < §,y > 0} al semiplano

SUPETLOT.

Ahora bien, es posible expresar la curva u como un producto de curvas de tal manera que una de ellas esté
contenida en H? y la otra en H* (el semiplano inferior), llamemos a estas curvas b y a respectivamente,

asi u = a *b.
De igual manera tenemos curvas ¢ y d con las propiedades anteriores tales que v = ¢ * d.

Con lo anterior tenemos que uxv = (a*b)x (cxd) y ast para estudiar el levantamiento de uxv podemos

estudiar las cuatro curvas anteriores.

Como u y v son continuas, cada una de las curvas en las que se descomponen también son continuas y

entonces podemos considerar sus levantamientos.
Sean a, b, ¢ y d los levantamientos de a,b,c y d respecto a la funcion seno.

En la figura 1.6 podemos observar como la curva a inicia en el origen, permanece en el drea no-sombreada
y termina en el punto A := 2, su levantamiento a también debe comenzar en el origen, permanecer en
el drea no-sombreada y terminar en A :=sen™!(A). Luego, razonando de manera similar para la curva

b, se tiene que b inicia en A, permanece en el drea sombreada y termina en un punto B € (7, 37”) que
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satisface sen(B) — 0, podemos deducir que B = T.

De igual manera, la curva ¢ inicia en B, permanece en el drea sombreada, termina en C = sen™'(—2)
y finalmente, la curva d inicia en C, permanece en el drea no-sombreada y termina en un punto D €
(32,28 tal que sen(D) =0, y asi D = 2.

~ A~ ~

Tenemos entonces que wy(1) = (axbx éxd)(1) = d(1) = D = 2.

1A

|
I
I
2l
2,

3n

B=n 2 D=2r sin Z
)
1

Figura 1.6: Levantamiento de u * v.

De igual manera podemos proceder con la curva v * u ya que se tiene v*u = c*d*axb. En la figura

1.7 se muestran los levantamientos correspondientes a las curvas, se tiene asi que B’ es el punto final

de la curva b, por lo tanto sen(B') =0 y como B’ estd entre —57” Y —?’3” se sigue que B' = —2m.

| | |
i | I

I I 3 /4

i b 0 ] [ ¢
| I i

T T G | 0
2 31
| |

Figura 1.7: Descomposiciéon de la curva v * u.

~

Por lo tanto wa(1) = (é% d % a = b)(1) = b(1) = —2x.

Concluimos que wy(1) = 2w y we(1) = =27, mds aun si las curvas uxv y v * u fuesen homotdpicas
entonces, por el teorema 1.5.11, sus levantamientos tendrian los mismos puntos finales, asi uxv # v*xu

en m1(X), por lo tanto m(X) no es abeliano.
A continuacién pasamos a presentar algunos resultados sobre la teoria de funciones cubrientes.
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Definicién 1.3.15. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion sobreyectiva p : Y — X es llamada
funcion cubriente si se satisface lo siguiente: todo punto x € X tiene una vecindad abierta U tal que

las preimdgenes p~(U) pueden ser representadas como

p ' (U) =V,

jed
donde los conjuntos V;, j € J son abiertos disjuntos a pares de'Y , y todas las funciones ply, : V; — U

son homeomorfismos (véase la figura 1.8). En particular observemos que p es un homeomorfismo local.
Vi
< >

Y "
vV,

7|

S
X

Figura 1.8: Funcion cubriente.
Ejemplo 1.3.16.
1. Sea X un espacio topologico, la funcion identidad i : X — X es una funcion cubriente.
2. La funcién p : R — S* dada por p(z) = (cos(2mz),sen(2wx)) es una funcidn cubriente.
3. La funcion exp : C — C* es una funcion cubriente.

Los siguientes resultados nos permiten aplicar la teoria de levantamiento de curvas a las funciones

cubrientes, y viceversa. Su demostracién se puede consultar en la seccién 4 de [3].

Teorema 1.3.17. Sean X y Y espacios topolégicos se tiene que toda funcion cubriente p : Y — X

tiene la propiedad del levantamiento de curvas.

En lo que sigue, un espacio topoldgico simplemente conexo es aquel cuyo primer grupo fundamental

es trivial. Andlogamente se define una variedad simplemente conexa.

Teorema 1.3.18. Sean X y Y espacios Hausdorff y p: Y — X una funcion cubriente. Suponga que

Z es un espacio topologico simplemente conexo, arco conexo y localmente arco conexo y f : Z — X
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es una funcion continua. Tenemos que para cada eleccion de puntos zo € Z yyo € Y con f(z0) = p(yo)

existe un inico levantamiento f: Z — Y tal que f(z0) = vo.

Teorema 1.3.19. Sea X una variedad, Y un espacio Hausdorff yp:Y — X un homeomorfismo local

con la propiedad del levantamiento de curvas, se tiene que p es una funcion cubriente.

1.4. El cubriente universal

Para la demostracion del teorema del mapeo de Riemann es necesario hacer uso de el cubriente uni-
versal, en esta seccion presentaremos su definicién y algunos resultados que seran relevantes. También
haremos uso del primer grupo fundamental y propiedades del morfismo inducido entre estos grupos,
estos resultados se pueden consultar en libros de dlgebra abstracta o topologia algebraica, por ejemplo

en la seccién 1.3 de [6].

Definicién 1.4.1. Sean X y Y espacios topolégicos conexos y p : Y — X una funcion cubriente,
p:Y — X es llamada el cubriente universal de X si satisface la siguiente propiedad universal:
para cada funcion cubriente q : Z — X con Z conexo y cada eleccion de puntos yog € Y, zg € Z

con p(yo) = q(z0) existe exactamente una funcion continua que preserva fibras f 1Y — Z tal que

f(yo) = 20, (véase la figura 1.9).

El cubriente universal es tnico salvo isomorfismos, una prueba de esto se puede consultar en la pagina

261 de [11].

Figura 1.9: El cubriente universal.

Las superficies de Riemann que mas adelante estaremos usando son aquellas que son simplemente co-
nexas, en ese caso particular existe un resultado importante respecto al cubriente universal, el cual

presentamos a continuacion y cuya demostracién se obtiene directamente del teorema 1.3.18.
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Teorema 1.4.2. S X y Y son variedades conexas, Y es simplemente conexa yp:Y — X es una

funcion cubriente entonces p es el cubriente universal de X.
A continuacién presentamos dos tipos de cubrientes que se estaran usando.
Definicién 1.4.3. Sean X y Y espacios topologicos yp:Y — X una funcion cubriente.

1. Una transformacion deck para p es un homeomorfismo f : Y — Y tal que po f = p. Al
conjunto de todas las transformaciones deck de p : Y — X, tal como en la definicion anterior,
lo denotamos por Deck(Y/X). Observe que con la composicion usual de funciones este conjunto

resulta ser un grupo.

2. S1 X yY son Hausdorff y conezxos, decimos que p es de Galois si el grupo de transformaciones
deck actia transitivamente en las fibras, esto es, para cada par de puntos yo,y1 € Y con p(yo) =

p(y1) existe una transformacion deck f:Y — Y tal que f(yo) = y1-

Proposicién 1.4.4. Sean X y Y dos superficies de Riemann tales que p : Y — X es un cubriente

(no ramificado) entonces cada elemento de Deck(Y/X) es funcion holomorfa (y asi un automorfismo

deY ).
Demostracion.

Sea f € Deck(Y/X) una transformacion deck, es decir un homeomorfismo f : Y — Y tal que po f = p.
Observe que esta igualdad nos dice que f es un levantamiento de p respecto a p, y como p es una funcion

holomorfa no ramificada, por el teorema 1.3.12 tenemos que el levantamiento f es holomorfa. |

Proposicion 1.4.5. Sean X,Y espacios Hausdorff y sea p : Y — X wuna cubriente con yy € Y,
xg € X tal que p(yo) = xo, si los espacios son arco conexos entonces el morfismo asociado a los grupos

fundamentales p, : m(Y) — m(X) con p.(yo) = xo es inyectivo.
Demostracion.
Para ver que el morfismo es inyectivo veremos que su kernel es trivial.

Sea [u] € m(Y,yo) tal que [u] € ker p., esto es p,([u]) = [Cy,], donde C,, es la curva constante o,

tenemos asi que p o u es homotdpica a C,, en X.

Por el teorema 1.3.18, cualquier levantamiento de p o w y de C,, que inicien en el mismo punto deben
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ser homotdpicas en Y.

Note que u es un levantamiento de pow que inicia en y, y la curva constante Cy, es un levantamiento de
Cy, que también inicia en yy. Por el teorema mencionado, u es homotépica a Cy, en Y, asi [u] = [C,],

por lo tanto el kernel de p, es trivial. [ |

Proposicién 1.4.6. Sean X,Y espacios Hausdorff, p : Y — X wuna cubriente con yo € Y y xg € X

tal que p(yo) = o, si los espacios son conexos y p es de dos hojas entonces es de Galois.
Demostracion.

Para ver que p es de Galois, debemos probar que si a,b € Y con p(a) = p(b) entonces existe f €

Deck(Y/X) con f(a) =b.

Sea y € Y, como p es cubriente de dos hojas entonces p~'(p(y)) = {y,w}. Definamos la funcién

f:Y — Y tal que f(y) := w, es decir, la funcién que envia el punto y al otro elemento de la fibra de
p(y)-

Es claro que f satisface la condicién planteada al inicio, y ademés para todo y € Y, (po f)(y) =
p(f(y)) = p(w) = p(y), es decir, po f = p.

Finalmente, como p es un homeomorfismo local (por ser cubriente) se sigue que f es también un ho-

meomorfismo local (de hecho es su propia inversa), con todo lo anterior se concluye que f, en efecto, se

encuentra en Deck(Y/X). |

Terminamos esta seccion con el siguiente teorema, el cual nos brinda dos propiedades importantes sobre
el cubriente universal, no solo para superficies de Riemann sino en general para cualquier variedad, su

demostracién se puede consultar en la pagina 34 de [3].

Teorema 1.4.7. Sea X una variedad conexa yp: X — X su cubriente universal, se tiene entonces

que p es Galois y Deck(X /X) es isomorfo al grupo fundamental m,(X).

Este teorema nos brinda una forma de calcular el grupo fundamental de algunas variedades, veamos el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.4.8. m(C*) ~ Z.

1. Como C es conexo y simplemente conexo, observemos que exp : C — C* es el cubriente universal.
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Consideremos 1, : C — C, 2z —— 2+ 2mni con n € Z, se tiene que exp o 7,, = exp, en efecto,
exp(tn(z)) = exp(z + 2mni) = exp(z) para algin n € Z. Tenemos asi que 7, € Deck(C/C*). Por
otro lado, si f € Deck(C/C*) entonces exp(f(0)) = exp(0) = 1 lo cual implica que f(0) = 2mni
para algin n € Z. Como 1, € Deck(C/C*) tal que 7,(0) = 2wni se sigue que 7, = f. Con lo
anterior concluimos que Deck(C/C*) = {1, : n € Z} ~ Z. Por lo tanto, el teorema anterior

implica que T (C*) ~ Z.

2. Sea ' = Zyy + Zryo un reticulo en C y consideremos el toro Tt := /. Observemos que, como
C es simplemente conexo, la proyeccion canonica al cociente C — It es la cubriente universal
del toro Iv. Para v € I' denotemos por 7, : C — C a la traslacion por v, andlogo a como se
hizo en el ejemplo 1, se puede verificar que Deck(C — Tv) ~ {1, : v € I'}, es decir, el grupo de

transformaciones deck del toro actia por traslaciones, lo cual implica que m(Ty) ~T ~7Z x 7.

Proporcionamos otra forma de expresar el grupo fundamental del toro mediante la notacion del
teorema de Seifert - Van Kampen (véase pdgina 43 de [6] y la figura 1.10), sea B; = po~y;, i = 1,2,
donde v; : [0,1] — C estd dada por t — toy, asi m(X) = (B1, B2 : f152 = Paf31)-

Figura 1.10: Generadores del grupo fundamental del toro complejo.
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Cohomologia de Cech y grupo de DeRham

Calcular grupos de cohomologia, en general, puede resultar dificil, en nuestro caso nos enfocaremos en
la cohomologfa de Cech con la cual es posible calcular el grupo de DeRham, con este objetivo, usaremos
cubiertas abiertas de espacios topoldgicos; también se dard un repaso a las bases de la teoria de gavillas.

Conociendo la teoria de gavillas aprovecharemos a hablar un poco de las formas diferenciables.

2.1. Pregavillas y gavillas

Gran parte del estudio de superficies de Riemann requiere recuperar informacién o propiedades globales

a partir de conocimientos locales, para este objetivo, aplicar la teoria de gavillas resulta muy conveniente.

Una ventaja que ofrecen las pregavillas y gavillas es que permiten usarse con distintas categorias (anillos,
modulos, algebras, grupos, etc.), para nuestro estudio estaremos trabajando en la categoria de grupos

abelianos, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topolégico con topologia 7. Una pregavilla F de grupos abelianos

sobre X, {F(U)}uer es:
1. Una coleccion de grupos abelianos {F(U)}uer,
2. Una familia de morfismos {pyy : F(U) — F(V)}veu,

de tal manera que:
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]) F(@) =0, puv = 1]—‘(U) para todo U € T.
II) Si W CV C U entonces pyw © puyv = puw-

De manera intuitiva, siguiendo la notaciéon de la definiciéon de arriba, una pregavilla en un espacio
topolégico X consiste en una asignacién: a cada abierto U de X le asignamos un grupo abeliano F(U)
y a cada par V' C U un morfismo py,y, dichos morfismos se pueden pensar como funciones restriccion,
esto se debe a que si F(U) y F(V) estan formados por funciones, lo cual ocurrird en muchas ocasiones,

y consideramos f € F(U) entonces pyv(f) = f|v.

Para familiarizarnos con la nocién de pregavillas, a continuacién veremos algunos ejemplos mas detalla-

dos.
Ejemplo 2.1.2.
Recordemos que si R es un campo, una R—dlgebra es un espacio vectorial dotado de un producto bilineal.

1. Sea X = R"™ con 1 la topologia usual, se definird la pregavilla de R - dlgebras de funciones continuas

real valuadas, denotada por F = Cg.

Sea U C R™ un abierto, se define el siguiente conjunto
Cr(U):={f:U—R | f es continua};

se sabe que estos conjuntos de funciones forman una R—dlgebra con las operaciones usuales de
suma y multiplicacion de funciones. Para las funciones p consideremos la restriccion usual de

funciones.
Pasemos ahora a verificar las condiciones I) y I1I) de la definicion 2.1.1.
Para 1) notemos que Cr(0) = 0 y que puy = leyw), es decir, la funcion identidad.

Para I1), stV -C U, como pyy : Cr(U) — Cr(V') es la restriccion usual de funciones, tenemos

que se satisface lo deseado de manera inmediata.
Con todo lo anterior vemos que, en efecto, Cr es una pregavilla.

2. Sea X una variedad diferenciable, para U C X abierto, se define la pregavilla de R— dlgebras de

funciones diferenciables, denotada por Ex, como el siguiente conjunto:
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Ex(U) ={f:U — R|f es diferenciable},

junto con la restriccion usual de funciones. Note que el conjunto es una R—dlgebra con las opera-
ciones usuales y ademds se verifican de manera inmediata las propiedades 1) y II) de la definicion

2.1.1.

3. De igual manera, si X es un espacio topoldgico, se pueden obtener las pregavillas de funciones

holomorfas y meromorfas, denotadas por Ox, Mx, respectivamente.

4. Sea X un espacio topologico localmente conexo. Sea G un grupo abeliano fijo, se define la pre-

gavilla constante Gx como sigue: Sea U un abierto de X y U = U U, su descomposicion en

acA
componentes conexas, dado que X es localmente conexo, cada U, es un subconjunto abierto de X.

Sean Gx(0) = 0 y Gx(U) = H G, esto es, el producto de G tantas veces como componentes

acA
conexas tenga U. Por ejemplo, si U tiene solo dos componentes conexas entonces Gx(U) = G X G.

Para la funciones restriccion, estas se definen como sigue, sea V un abierto de X tal que V' C

UcCcX.SiV= U VeyU = U U, son las descomposiciones en componentes conexas, para cada

BeB a€A
B € B existe un tnico ag € A, que depende de (3, con Vg C Uy, definamos entonces

(ga)aeA — (gag)ﬂEB

Veamos que, en efecto, se tiene una pregavilla.

Para I) debemos considerar el caso cuando U =V, aqui se tiene que ag = 3, por lo tanto (gas)sen =

(98)seB = (9a)aca, lo cual implica que puyv = lg)-

Para II) consideremos abiertos W C V. C U y sus descomposiciones conezxas, para U y V usaremos la

misma notacion presentada arriba y para W consideremos W = U W,. Tenemos entonces
~veC

PUV PV,W
— —

Gx(U) Gx(V) Gx(W)

)

(Ya)aca — (9aglseB +— (Yag. )yec
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y por otro lado

Gx(U) % ax(w)

(ga)aeA — (gaW/)W’EC
por la unicidad en la eleccion de los indices en C, tenemos que Qg =y, lo cual implica que py,wopu,y =

PUW -

Definicién 2.1.3. Sea X un espacio topolégico y F una pregavilla sobre X. Se dice que F es gavilla

st para cada abierto U C X y para cada familia de abiertos U; C X tales que U = U Uj, se satisface lo
jel
siguiente:

a) Azioma de identidad: si s,t € F(U) son elementos tales que pyy,(t) = puy,(s) para todo j € I

entonces t = s.
b) Azioma de pegado: si tenemos una coleccion {s; € F(U;)}jer tal que
Sj|UiﬁUj = 3i|UmU]-a
para todo 1,5 € I entonces existe t € F(U) con t|y, = s;, para todo j € I.
Notacién 2.1.4. A partir de ahora usaremos la siguiente notacion U;; = U; NUj.
Observacion 2.1.5. Respecto a la definicion 2.1.3 tenemos lo siguiente:

A) El primer inciso de dicha definicion se puede replantear de la siguiente manera: si tenemos

t € F(U) tal que pyy,(t) = 0 para todo j € I entonces t = 0.
B) Por el inciso a), lat que existe en el inciso b) es unica.

C) F(0) contiene solo un elemento. En efecto, para el abierto ) C X se considera la cubierta con

I =0, {U;}ico se sigue entonces que para dos elementos sy, s9 € F(0) la condicion si|y, = sa

U;

se cumple por vacuidad y asi se concluye que s; = Ss.
Ejemplo 2.1.6.

1. La pregavilla Ox del ejemplo 2.1.2 es una gavilla con la restriccion usual de funciones. Como los
elementos que forman dichas gavillas son funciones holomorfas, el inciso a) de la definicion 2.1.3
se obtiene gracias al teorema de la identidad (teorema 1.1.8) y el inciso b) del lema del pegado de

espacios topoldgicos (véase la pdagina 108 de [1/]).
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2. Veremos ahora un ejemplo de una pregavilla que no es gavilla.

Sea X un espacio topologico y G un grupo abeliano, supongamos que X tiene dos abiertos disjuntos

no vacios Uy, Uy y que G contiene al menos dos elementos distintos s, y Sa.

Definamos una pregavilla G en X como sigue: para todo abierto U C X \ {0} sea G(U) :== G y

G(0) = 0. Para las funciones restriccion, sea V. C U abierto no vacio, definamos pyy = idg y
pup = 0.

Primero veamos que es una pregavilla. Por construccion, tenemos que se satisface el inciso 1)
de la definicion 2.1.1. Para el inciso 2), sean U,V;W C X abiertos tales que W C V. C U y

s € G(U), analicemos algunos de los posibles casos, los otros casos se pueden analizar de manera

similar:
s Supongamos que U # ),

o SiV =0, observemos que entonces W = () y entonces pyw o puv(s) = pyw(0) =0, y

por otro lado pyw(s) = 0.
e SiW =0 entonces V#0, o bien, V =0, en cualquiera de los dos casos se verifica que
pvw © puyv(s) = 0= puw(s).
» Supongamos que U = (), esto implica que W = 0 =V por lo cual pyw o puv(s) = 0 =
puw (s)-

Por lo tanto G es una pregavilla.

Ahora bien, por otro lado, dados s1,s9 € G, como Uy NUy = 0, se tiene que s1|y,, = 0 = S2|v,
pero observemos que no existe t € G(Uy UUsy) = G tal que tly, = s1 y tly, = sa, por lo tanto no

se satisface el inciso b) de la definicion 2.1.3.

Una vez establecidas las pregavillas y gavillas, como muchos objetos en matemaéticas, podemos definir

funciones entre estas, pasaremos ahora a ver estas definiciones.

Definicién 2.1.7. Sean X un espacio topologico, F y G pregavillas, con p yr sus respectivas funciones
restriccion. Un morfismo de pregavillas ¢ : F — G es una familia de morfismos de grupos abelianos

{¢v : F(U) — G(U)} tales que, si V C U es un abierto, el diagrama de la figura 2.1 conmuta.
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Un morfismo de gavillas ¢ : F — G es un morfismo de las pregavillas en cuestion.

F u
C) o G(U)

Puyv fuv
FV) G(v)

Figura 2.1: Morfismo de pregavillas.

Observaciéon 2.1.8. Sean F, G, H y F' pregavillas sobre un espacio topoldgico X, con sus respectivos

morfismos ¢ F — G, : G — H yn:H — F se tienen las siquientes propiedades.

a) El morfismo identidad de pregavillas 15 : F — F estd dado por 1z : F(U) — F(U)
la identidad.

b) El morfismo composicion de pregavillas o ¢ : F — H estd dado por (1o @)y = by o dy.
c¢) Se satisface que lgop=¢=¢olr y no(pog)=(no)ode.

Notacién 2.1.9. Sean F y G pregavillas sobre X se denota por Homx(F,G) a la coleccion de todos

los morfismos ¢ : F — G de pregavillas.

Definicién 2.1.10. Se dice que un morfismo de pregavillas ¢ € Homx(F,G) es isomorfismo de

pregavillas si existe v € Homx (G, F) tal que vop =15 y ¢op = 1g.
A continuacién veremos una alternativa para saber cuando tenemos un isomorfismo.

Proposicién 2.1.11. Sea ¢ € Homx(F,G), ¢ es isomorfismo de pregavillas si y solo si ¢y : F(U) —
G(U) es isomorfismo para todo abierto U C X.

Demostracion.

Supongamos que existe ¥ € Homx (G, F) tal que 1 =1 o¢ y 1g = ¢ o) tenemos que dado un abierto
Uen X, 1rw) =vvodu y lgw) = ¢u o y. Por lo tanto ¢y : F(U) — G(U) es isomorfismo.

Reciprocamente supongamos ahora que para todo abierto U C X, el morfismo ¢y : F(U) — G(U) es

isomorfismo, con esto tenemos que existe su inversa ¢, : G(U) — F(U).
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Sea ¢ € Homx(G,F) con ¢y := qbal para todo abierto U C X, a continuacién veremos que 1) es

morfismo.

Sean V' C U un abierto, y pyy, ryy las funciones restriccién asociadas a las pregavillas F y G, res-

pectivamente. Consideremos y € G(U) y definamos = := gzﬁal(y), por la definicion 2.1.7, tenemos que

roy(¢u(z)) = dvipuy (),
luego, por como se definié x, tenemos que ry v (y) = ¢y (pry(z)) y por lo tanto pyyv () = o3 (ruv(y)),

se sigue entonces que
puv (5 (y) = puy(z) = ¢y (ruy (@),

por lo tanto, ¥ es un morfismo de pregavillas, y con ello satisface que Y o¢p =1ry ¢potp = 1g. |

Notacién 2.1.12. Si¢ € Homx(F,G) es isomorfismo, se denota por ¢—* al morfismo » € Homx (G, F)
dado por Yy = ¢51.

Definicién 2.1.13. Sean F una pregavilla sobre un espacio topolégico X y un punto a en X. Se define

una relacion de equivalencia sobre |_| F(U) como sigue: para f € F(U), g€ F(V), f ~ag siy solo si

acU
existe un abierto W C X cona e W CcUNYV tal que flw = glw.

El tallo de F en a se define como F, := |—| ]:(U)/Na.

aclU
Por otro lado, si ¢ € Homx(F,G) entonces para cada a € X se tiene una funcién inducida en los tallos

¢a : Fo — G, tal como sigue: sea [f] € F, para algun f € F(U), definimos

¢a([f1) = [Pu ()],
donde ¢y (f) € G(U).

Sea W := U NV y consideremos a € W; para [f],[g] € Fa, f € F(U), g € F(V) tenemos que

Flwglw € F(W), definamos L1+ 9] = [flw + glw].

Veamos que esta operaciéon suma estd bien definida. Sean fi.fo € F(U) y ¢1,92 € F(V) tales que
[fi] = [fe] v l91] = lg2], tenemos que existen abiertos W’ y W” de X tales que filw» = falwr v

~

gilwr = galwr. Hagamos W := W' N W” con esto se tiene que (f1 + g1)|

5= (2+g)ls yen
consecuencia, se sigue que [(f; + gl)]VT/] =[(fo+ gg)\ﬁ/].

Proposicién 2.1.14. La funcion ¢, estd bien definida y es un morfismo de grupos.
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Demostracion.
Denotemos por p y r a las funciones restriccién asociadas a las gavillas F y G, respectivamente.

Sea f € F(U), si [f] = [g] entonces g € F(V) y existe W C UNV tal que puw(f) = pviw(g) € F(W),

con lo cual tenemos lo siguiente

row (v (f)) = owpow (f)) = ow(pvw(9)) = rvw (ov(g)),

luego [ou(f)lw] = [ov(g)lw] v entonces ¢.(f) = ¢a(g); con esto vemos que la funcién si esta bien

definida.

Por otro lado, sean [f], [¢] € Fa, se tiene

Ga([f1+19)) = ¢a(flw +3glw) = [ow(flw + glw)] = [dw (flw)] + [ow(glw)]
= lou(flw)] + [ov(glw)] = [ou(f)] + [ov(9)] = ¢a([f]) + Pallg])-

por lo tanto la funcién es un morfismo de grupos. [

?

2.2. Formas complejas

Una superficie de Riemann es en particular una variedad diferenciable real (de dimensién 2), por lo
tanto es posible utilizar la teoria de formas diferenciables, mas atin, podemos hablar de integracién. En
esta seccion serdan presentadas las definiciones y los resultados necesarios correspondientes a formas para
superficies de Riemann. Para un estudio mas profundo de formas diferenciables en variedades complejas

puede consultar [8].
Comencemos recordando algunas nociones de anélisis complejo para fijar algunas notaciones.

Notacién 2.2.1. Sea U un subconjunto abierto de C, e identifiquemos a C con R? escribiendo z = x+iy.
Denotaremos por E(U) a la C—dlgebra de funciones f : U — C que son infinitamente diferenciables

con respecto a x, .

Mediante las derivadas parciales usuales e y EW es posible definir los siguientes operadores:
T Y

o _1(9 .90 o _1(9 .9
0z 2\ox oy)’ 0z 2\ox Oy)’
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En ocasiones, para simplificar la notacién, denotaremos los operadores anteriores como 0 y 9, respecti-

vamente.
Una vez dados los operadores anteriores tenemos los siguientes resultados conocidos.

Proposicién 2.2.2. Para U un subconjunto abierto y no vacio de C y f € E(U) con f = u+iv, tenemos

que las siguientes son equivalentes:

of
I) 520,

11) % = g—z, g_:; = —g—Z (ecuaciones de Cauchy-Riemann),

1) f es holomorfa.

Demostracion.

La equivalencia II) < III) se cumple ya que es cldsica y puede consultarse en cualquier libro de variable

compleja, por ejemplo [8] y [12]. Por otro lado para probar que II es equivalente a I, se tiene
or _1 24—12 (u+iv) = L(ou_0v +1 @—F@ =0
0z 2\0z Oy 2 |\0z Oy or oy)|

Considerando el morfismo g :E(U) — E(U) y de la proposicién anterior tenemos que ker (;) =0O(U).
Z Z

Observemos que todo lo anterior es respecto al plano complejo, si queremos definir una nocién de funcién

diferenciable en una superficie de Riemann, podemos hacerlo mediante cartas complejas.

Notacién 2.2.3. Sean X una superficie de Riemann y un abierto Y C X, denotemos por E(Y) al conjunto de
todas las funciones f : Y — C tal que para cada carta z : U — V C C en X con U C Y existe una funcion

fe&WV) con flu=foz.
Observemos que f = f o z=1, por lo tanto f estd determinada tinicamente por f.
Daremos a continuacién una funcién derivacién en superficies de Riemann.

Definicién 2.2.4. Consideremos una superficie de Riemann X, a € X y (U, z) una carta alrededor de a, donde
z = x + iy, tomemos ademds una funcion f que es diferenciable en una vecindad de a, con estos elementos se

define
dof = df +dqf,
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donde

a5 =L@z, i

of _
= E(a)daz.
Observacion 2.2.5. Bajo la notacion de la definicion anterior, una funcién f es holomorfa si y solo sid” f = 0.

Definicion 2.2.6. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, una 1-forma w en'Y es llamada:

a) Diferenciable, si con respecto a cada carta (U, z), w se puede escribir como w = fdz + gdz en UNY

donde f,g € E(UNY).

b) Holomorfa, si con respecto a cada carta (U,z), w se puede escribir como w = fdz en U NY donde

feowny).

Definicion 2.2.7. Una 1-forma w en un abierto Y de una superficie de Riemann X se dice que es una forma

meromorfa en'Y si existe un abierto Y' CY tal que se cumple lo siguiente:

1) w es una I-forma holomorfa en Y,
11) Y \Y’ contiene solo puntos aislados,

1) w tiene un polo en cada punto a € Y \'Y'.

Notacién 2.2.8. Sean X una superficie de Riemann, U un abierto de X y Y wun abierto tal como en la
definicion 2.2.7. Se denota por ED(U), QU) y M (Y) a los espacios vectoriales de 1-formas diferenciables,
holomorfas y meromorfas, respectivamente. Observemos que junto con la restriccion usual de funciones tienen

estructuras de gavillas de espacios vectoriales sobre X .
Ejemplo 2.2.9. Analicemos las 1-formas holomorfas en P!, es decir, la gavilla Q(P1).

Sean Uy = C \ {0}, y Uy = C \ {0}, con coordenadas z y w respectivamente, las cuales, por el ejemplo 1.0.7,

1
satisfacen que w = — en Uy N Us.
z

Sea n € Q(PY), en cada carta tenemos lo siguiente

n= fle, n= f?dwv
donde f1 € QUy) y fo € Q(Usz) y ademds en Uy se tiene

fow)dw = 5 = fi(2)dz = i (;) d <;) ) (;) L aw,

por lo tanto fa(w) + fl(%)ﬁ =0, de donde se sigue que fo(w) = —f1(1)L5, y por el hecho de que tanto f1 y

w ’UJ27

fo som holomorfas se sigue que la igualdad se obtiene solo cuando f1 = fo =0, por lo tanto, w = 0.
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De todo lo anterior podemos concluir que Q(P') = 0, es decir, toda 1-forma holomorfa en P! es trivial.

Definicion 2.2.10. Sea X una superficie de Riemann y Y C X un abierto. Una 2-forma diferenciable en
Y es aquella que, respecto a cualquier carta compleja (U, z) en X, puede ser escrita como w = fdz A dz con

fe&Uny).

Notacién 2.2.11. Denotamos por £ (Y') al espacio vectorial de todas las 2-formas diferenciables en'Y .

2.2.1. Derivacion exterior de formas

Para un abierto U de una superficie de Riemann, ya que conocemos los espacios 8(1)(U )y € (2)(U ), estamos
interesados en definir funciones entre ellos, es decir, funciones que tomen 1-formas y su imagen sea una 2-forma.

Comencemos recordando que si w es una 1-forma esta puede ser escrita como la siguiente suma finita
w=>_ frdgk, (%)
k

donde fj y gx son funciones infinitamente diferenciables, puede consultar [5], [8] o [19].

Definicién 2.2.12. Si U es un abierto de una superficie de Riemann y w es una 1-forma como en (x), se

definen las siguientes funciones:

1) dw =" dfy Adgg,
k

2) dw:=">_d fi Ndgy,
k

3) d'w:=Y_d"fi Adgy.
k

Para que la definicién anterior tenga sentido, debemos probar que las expresiones dadas no dependen de la
representacion como suma finita de la 1-forma. Haremos la prueba para el operador d, los otros casos son

similares.

Proposicion 2.2.13. Siw es una 1-forma tal que puede ser escrita como
w=Y_frdgr y w=Y_ f;dg,
k J

tenemos entonces que

> dfy Ndgr = df; Adg;.
k J
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Demostracion.

Primero tenemos que

93, 99
09k 1 1 09k 4y, dj; = Hdx + Dy,
ox y

dgr = D Dy

usando lo anterior obtenemos lo siguiente,
Ogk gk
Zk: Jrdgr = Zk: fk%da: + Zk: fkafyd%

P 7 09 7 99;
; fidg; = ; fig de + ; I,

luego por hipétesis, ambas expresiones de la derecha son iguales y por lo tanto

kaagk ijag] dx + kaagk Z]‘}ag] dy =0,

con lo cual se tiene que

ka8gk Zfl 89] kaﬁgk Zfﬂ ag]

si ahora derivamos respecto a x y y y restamos las expresiones se tiene
S (YedoOhon) (2505 _0how)
—~\ 0y dz Oz Oy - oy 0r  Ox Oy |’

Por otro lado, tenemos

P B B B
N dfy Adgy = §:<£d +8f’“d> <a~‘f:d +8gykd>
k k

O fr Ogr O fr Ogr

r oy CNW T o A

k
Ofk Ogk  Ofk Ogk
Zk: < dxr 0y Oy Ox ) de A dy. 2

Anélogamente, podemos obtener la siguiente expresién

. ~ ofi 05, Of; 0G;
dej/\dgjzz<8;ayj—8y]8;> dx N dy. (3)
k J

Mediante (1) vemos que las expresiones (2) y (3) son iguales, con lo cual se obtiene lo deseado. [

Notacién 2.2.14. Para una superficie de Riemann compacta X, tenemos la siguiente notacion
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L(X) :=ker(EW(X) -L £@(X)).

Teniendo los operadores definidos, se satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicién 2.2.15. Sea U un abierto no vacio de una superficie de Riemann, f € E[U) yw € ED(U), se

cumple lo siguiente.
1oddf =ddf=d"d"f=o0.
2. dw=dw+d'w.
3. d(fw) =df ANw+ fdw, con reglas similares para d' y d”.

4' d/d//f — —d//d/f.

g

5. Sean f y g funciones holomorfas, si w = fdz + gdz entonces dw = (3
Z

> dzNdz =0.
Demostracion.

Estas propiedades se obtienen directamente de las definiciones.
1. ddf = d(1-df) =dl Adf =0, donde la ultima igualdad se tiene ya que d1 = 0.
ddf)y=d <%dz> =d <%> Ndz = %dz A dz = 0, de manera similar se obtiene el resultado para el
operador d”.

2. Suponga w = Z frdgk, se tiene
k

dw = Y dfiy Ndgi = (d'fu+d"fi) Adgy
k

k
= > dfpndg+ > d"fr Adgy = dw+ d'w.
k k

3. Sea w = Z grdhy con gi, hy funciones diferenciables, se tiene

k
d(fw) = d (fzgkdhk> =d (Z(fgwdhk) = " d(fgr) A dhy,
k k

k

= Z(fdgk + grdf) A dhy, = Zfdgk A dhy + ngdf/\dhk

k k k

= fzdgk/\dhk+df/\ (ngdhk> = fdw +df Nw.
k k

4. De 1y 2 tenemos lo siguiente:
d,d,,f+d,/d/f — (d/+d”)(d/+d”)f — O,

con lo cual se concluye el resultado.
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5. Tenemos que w = fdz+gdz, usando los incisos 1, 2 y 3 de esta proposiciéon y el inciso I de la proposicién

2.2.2 se tiene lo siguiente

dw = d(fdz+79dz)+d"(fdz+gdz) = d"(fdz) + d'(gdz)

_of Jg 09 __ [(9g _
= 8Zd?/\dz—i—azdz/\d?—82d2:/\alz—<8Z dzNdz =0.

Pasamos ahora a la definicién de algunos tipos de formas importantes.

Definicion 2.2.16. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una 1-forma diferenciable w € 8(1)(Y)

es llamada cerrada si dw = 0 y exacta si existe una funcion f € E(Y) tal que w = df .
Directamente de la definicién anterior se pueden obtener las siguientes observaciones.
Observacién 2.2.17.
a) Como ddf =0, toda forma exacta es cerrada.
b) Sea'Y un abierto de una superficie de Riemann X, toda 1-forma holomorfa w € Q(Y) es cerrada.
La tdltima funcién para formas que definiremos es el pull-back.

Definicion 2.2.18. Sean X y Y superficies de Riemann y F' : X — Y wuna funcién holomorfa. Para cada

abierto U de Y la funcion F induce un homomorfismo

F*: &(U) — E(FYU))
f — foF .

Ya sabemos que localmente una I1-forma se expresa como w = Z fjdg;, andlogamente para una 2-forma, esta
J
se puede expresar w = ijdgj N dhj con fj,g; y hj funciones diferenciables, con esto se puede definir el

j
pull-back de k-formas diferenciables F* : £F)(U) — EF)(F~Y(U)), con k = 1,2, como sigue

J

F* ijdgj = Y (F*f)d(F*g;).

> (F*f;)d(F*gy) A d(F*hy).

B Z fidgj A dh; ’
J J

De manera similar a como se hizo con los operadores d,d’,d” se puede probar que esta definicién no depende

de la representacion de la forma.
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Proposicién 2.2.19. Sea U un abierto de una superficie de Riemann X, para f € E(U) yw € EM(U) se tiene

lo siguiente

1) FX(df) = d(F*f), F*(dw) = d(F*w).
) F*(d'f) = d(F*f), F*dw)=d(Fw).

Demostracion.

Estos resultados se obtienen usando las definiciones 2.2.12, 2.2.18 y el inciso 4 de la proposicién 2.2.15, demos-

traremos solo la propiedad I ya que la II es similar.

1) Sabemos que df =d'f +d"f = gdz—l— a—]jdé, luego
0z 0z
* _ *8f * *g *=\ __ % g -
F*df)y = |F 8z>d(F z)—i—(F 8Z>CZ(F Z) = <azOF>d(ZOF)+<3zOF d(ZoF)
_ (of of -
= aZOF>dZ+<aZOF>dZ7
y por otro lado tenemos que
F* *
Ad(F*f)=dF*f+d'F*f = 9 fdz+a 7fd2,

0z 0z

de las expresiones anteriores vemos que, en efecto, F*(df) = d(F* f).

Por otro lado sea w = Z frdgx, donde fi v g son funciones diferenciables, se tiene lo siguiente
k

F*(dw) = F* (Z df N dgk) = > d(F* fr) Ad(F*gg).
k k
Por otro lado

d(Ffw) = d <F* (Z fkdgk>> =d <Z(F*fk)d(F*gk)>
K

k
= D d(Ffi) Nd(F*gy) + (F* fi)d(d(F" gr)
k
= Y d(F*fi) Nd(F*gg),
k
concluimos asi que F*(dw) = d(F*w). [

2.2.2. Integracion de 1-formas

Con los conceptos de formas diferenciables establecidos, podemos pasar a describir la integracién de contorno

para superficies de Riemann.
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Definicion 2.2.20. Sea X wuna superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una 1-forma diferenciable, decimos
que una curva c : [0,1] — X es continuamente diferenciable por partes en X si existe una particion
0=ty <t1 <...<ty, =1 delintervalo [0,1] y cartas (Ug, z), con zr, = xx + iy, para k = 1,...,n tal que
c([tk—1,tk]) C Uk y las funciones

xpoc: [ty_1,tk] — R,  yroc: [tg_1,t] — R,

tienen derivadas continuas de primer orden.

Observemos que con respecto a cada carta de (Uy, zi) podemos escribir la 1-forma w como w = frdxy + grdyg,

donde las funciones fi y gi son diferenciables.

Definicion 2.2.21. Bajo la notacion de arriba, se define la integral de w a lo largo de la curva c como

sigue

Jo=30 [ ()2 eton + anteton et ) ae
c k=1 Y tk—1

A continuacién presentamos un resultado que se obtiene directamente de la definicién anterior.

Teorema 2.2.22. Sea X una superficie de Riemann, ¢ : [0,1] — X wuna curva continuamente diferenciable

por partes y F' € £(X), se tiene entonces lo siguiente

/dF = F(c(1)) — F(c(0)).

C

Demostracion.

Por la definicién 2.2.20, existen tg = 0 < t1 < ... < t, = 1 del intervalo [0, 1] y cartas (U, zx) que satisfacen

las condiciones de dicha definicién, tenemos asi que en Uy,

OF oF
luego
" [t [ OF dxy, oF dys
far = 3 [ (GG e + gremen)
n n d n
= S [0 (o)) de =SS - Fletto)
k=1"tk—1 k=1
= F(c(tn)) = Flc(to)) = F(c(1)) — F(c(0)),
donde la pentltima igualdad se debe a que se tiene una suma telescépica. |

Definicién 2.2.23. Sea X una superficie de Riemann y w € EV(X), decimos que una funcidn F € £(X) es

una primitiva de w si dF = w.
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De manera local, por ejemplo en discos de radio finito centrados en el origen, es posible garantizar la existencia
de primitivas para 1-formas cerradas, sin embargo, de manera global sus primitivas existen como funciones
multivaluadas, esto es lo que establecemos en el siguiente teorema, cuya demostracién se puede consultar en la

pagina 71 de [3]. Nosotros estamos interesados en las consecuencias de este teorema.

Teorema 2.2.24. Sea X una superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una I-forma diferencial cerrada, existe una

funcién cubriente p : X — X con X coneza, y una primitiva F € S(X') de la 1-forma diferencial p*w.

Corolario 2.2.25. S5i X es una superficie de Riemann, m : X — X su cubriente universal Yyw E 5(1)(X) una

forma diferencial cerrada entonces existe una primitiva f € 5(1)(5() de ™ w.
Demostracion.

Sea p: X —» X la funcién cubriente dada por el teorema anterior yFef& (X ) una primitiva de p*w, es decir,
dF = p*w. Como 7 es el cubriente universal existe una funcién que preserva fibras 7 : X —» X. Definamos
f:=71"F € £(X) y observemos que 7*p* = (po7)* = 7*, luego tenemos lo siguiente

df =d(7*F) =71*(dF) = 7" (p*w) = 7w,

concluimos con lo anterior que f es una primitiva de 7*w. |

Corolario 2.2.26. En una superficie de Riemann simplemente conexa X toda 1-forma diferenciable cerrada

w e EM(X) tienen una primitiva F € £(X).
Demostracion.

Como por hipdtesis X es simplemente conexa, la funcion identidad id : X — X es su cubriente universal, asi

se tiene el resultado por el corolario anterior. |

Con las herramientas anteriores ya estamos en posicion de integrar 1-formas diferenciables cerradas, el siguiente

teorema nos indica como hacerlo.

Teorema 2.2.27. Sea X una superficie de Riemann y p: X — X su cubriente universal. Supongamos que
we EM(X) es una 1-forma diferencial cerrada y F € £(X) es una primitiva de p*w. Sic: [0,1] — X es una

curva continuamente diferenciable por partes y ¢ : [0,1] — X es un levantamiento de ¢, tenemos entonces que
[w=Flew) - o).
(&

Demostracion.

Sea v : [0,1] — X una curva continuamente diferenciable por partes y w € £1(X).
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Tomemos 0 =ty < t; < ... < t, = 1 una particién de [0, 1] y cartas (Ug, zx) con zp = xp + iy, y tal que v es

diferenciable en Uj. Sabemos que en cada U tenemos w = frdxrr 4+ grdyr, y ademas

p*w = p*(fedxrr + grdyr) = p* fed(P*xr) + D" 9ud(P k),

luego

[rre = 3 [ (At 2 ww) + o) I v ) d
v k=1"tk—1

_ Z/k <fk<pov<t>>d“<pdj’<t>>+gk<pov<t>>dy’“%°f(t”> dt—/ -
k=1"tk—1 -

En nuestro caso tenemos ¢ = p o ¢ y entonces

/p*w:/ w:/w.
¢ poé c

Por otro lado, como F' es primitiva de p*w, dF' = p*w, con lo cual se sigue
/p*w = /dF = F(¢(1)) — F(¢(0)).
¢ ¢

Corolario 2.2.28. Bajo las condiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son vdlidas.

1. La integral es independiente de la eleccion de la primitiva de p*w.

2. La integral es independiente del levantamiento de la curva c.
Demostracion.

1. Sea G otra primitiva de p*w, como tanto F' y G son primitivas existe una constante a tal que G = F' + a,

con lo cual

/p*w = /dG = G(¢(1)) — G(e(0)) = F(e(1)) — F(e(0)) = /dF'

2. Sean u y v dos levantamientos de la curva ¢, como la cubriente universal p : X — X es de Galois
(teorema 1.4.7) existe una transformacién deck o : X — X tal que poo =py v = oou, tenemos asi que
prw = (poo)'w = oc*(p*w) = o*(dF) = d(c*F'), por lo tanto c*F' es también primitiva de p*w y entonces
o*F — F = cte. Luego

F(v(1)) = F(v(0)) = F(oou(l))—F(ocou(0)) =Foo(u(l)) — Foo(u(0)) =
= o"F(u(l)) = o"F(u(0)) = F(u(1)) — F(u(0)).

Por lo tanto el valor de la integral es el mismo para ambos levantamientos. |

42



Capitulo 2. Cohomologia de Cech y grupo de DeRham 2.2. Formas complejas

2.2.3. Periodos y sumandos de automorfia

El teorema 2.2.24 y sus consecuencias nos dan herramientas para encontrar primitivas de formas diferenciables
cerradas, en esta seccion se presentan unas integrales especiales, que reciben el nombre de periodos, ademés del
concepto de sumandos de automorfia, estas dos nociones nos permitiran dar una condicién necesaria y suficiente

para garantizar la existencia de una primitiva para formas cerradas.
Teorema 2.2.29. Sea X una superficie de Riemann y w € 5(1)(X) una forma diferencial cerrada.

a) Sia,b € X son dos puntos y u,v : [0,1] — X son dos curvas homotdpicas (definicion 1.5.8) de un

foefo

b) Siu,v:[0,1] — X son dos curvas cerradas que son homotdpicas libres (definicion 1.53.9) entonces

fon o

a) Por el teorema 1.3.11 los respectivos levantamientos de las curvas tienen los mismos puntos finales, el

punto a hacia otro punto b, se tiene

Demostracion.

resultado se sigue del teorema 2.2.27.

b) Supongamos que las curvas u y v tienen como punto inicial y final a xg y x;, respectivamente, conside-

remos una curva w que une xg con x; tal que u es homotépica a w - v - w™t, luego por el inciso anterior

fo= L= o o L= e

El resultado anterior justifica que la siguiente definiciéon tenga sentido.

se tiene

Definicién 2.2.30. Sea X una superficie de Riemann y w € E(X) una forma diferencial cerrada, definimos

los periodos de w como sigue

Uy = /w, o€ m(X),
g
eligiendo una curva representante de la clase de homotopia de o e integrando a lo largo de esa curva.

Observe que si 0,7 € 7m1(X) entonces ay,r = a, + ar, con lo cual tenemos un morfismo de grupos, el cual recibe

un nombre.

Definicién 2.2.31. Bajo la notacién de arriba el homomorfismo de grupos m(X) — (C,+) es llamado

morfismo de periodos asociado a la forma diferencial cerrada w.
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Ejemplo 2.2.32. Sea X = C*, por el ejemplo 1.4.8, sabemos que w1 (C*) ~ Z, notemos que un generador de

dz

= 2™ Seq w = =

7(C*) estd representado por la curva u : [0,1] — C* dada por u(t) con z la coordenada

d
/w:/Z:27ri,
u uz

7T1(C><) ~7Z — C

canonica, tenemos entonces que

por lo tanto el morfismo de periodos de w es

W' ~n +—— 27wni

Por otro lado, dada una superficie de Riemann X, p: X — X su cubriente universal y sea G := Deck(X/X).

SiceGy f: X — C es una funcién entonces definamos of : X — C por of := foo L.

Con propiedades de operaciones con funciones se puede verificar facilmente las siguientes propiedades:

1. o(f+g)=0f +oy,
2. o(fg) = (of)(og),
3. (o7)f =o(Tf).

En lo siguiente G denotard Deck(X /X) a menos que se indique otra cosa.

Definicién 2.2.33. Una funcién f : X — C es llamada aditivamente automorfa con sumandos de
automorfia constante, si existen constantes ay € C , o € G, tales que
f—of=a,, paracadaoc €QG.
Las constantes a., que estdn unicamente determinadas por f, son llamadas los sumandos de automorfia de
f-
Observacion 2.2.34. Se tiene un homomorfismo de grupos
Deck(X/X) — C
o — Gy

En efecto, para cualesquiera o,7 € G, como f —Tf = ar entonces
aor =f—orf=(f—0of)+ (of —o7f) =as + a-.

El siguiente resultado relaciona los periodos con los sumandos de automorfia y nos encamina al resultado sobre

primitivas que queremos. La demostracién se puede consultar en la pagina 74 de [3].

Teorema 2.2.35. Sea X una superficie de Riemann y p : X — X su cubriente universal.
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a) Siw e EN(X) es una forma diferenciable cerrada y F € £(X) es una primitiva de p*w, entonces F
es aditivamente automorfa con sumandos de automorfia constante. Mds aun, estos sumandos son, con

respecto al isomorfismo Deck(X /X) ~ m1(X), exactamente los periodos de w.

b) Reciprocamente, supongamos que F € 5(5() es una funcion aditivamente automorfa con sumandos de

automorfia constante, existe precisamente una forma diferenciable cerrada w € 5(1)(X) tal que dF = p*w.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 2.2.36. Sean I' un reticulo en C y X :="It el toro asociado. Dado un morfismo de grupos
a:m(X) — (C,+),

existe una unica 1-forma cerrada w € 5(1)(X) cuyo morfismo de periodos es igual al morfismo a.
Demostracion.

Sean I' = Zay + Zas y p: C — X la proyeccion natural, la cual es ademés el cubriente universal del toro. Sea
G = Deck(X) el grupo de transformaciones Deck, por el inciso 2 del ejemplo 1.4.8, sabemos que G actia por

traslaciones.

La idea de la prueba sera la siguiente: buscar una funcién F' : C — C que sea aditivamente automorfa con
sumandos de automorfia constantes, luego por b) del teorema 2.2.35, se tendria que existe exactamente una forma
diferencial cerrada w € £M(X) tal que dF = p*w. Por otro lado, dado f; = po~;, i = 1,2, donde ~; : [0,1] — C
estd dada por t — tay, como se vio en el ejemplo 1.4.8, se sabe que 7(X) = (f1,02 : B182 = B21), por lo

tanto, basta probar que la funcién F' que buscaremos satisface que F'(«;) — F'(0) = a(f3;), y en consecuencia,
[w= [ w=[ru= [ar=Fe) - Fou) = Fla) - FO) = a(5).
i PoYi ¥ ¥
Demos entonces una funcién F' que cumpla lo anterior.

Primero, sean oy = (a1,b1), a0 = (ag,b2), 51 = (c1,d1) y B2 = (c2,d2). Observemos que como «; y az son R

linealmente independientes entonces D = a1by — asby # 0.
Consideremos ahora F': C — C dada por

(r,y) — %( (boc1 — bica)x + (arca — azcr)y, (bady — bide)x + (a1de — azdy)y ).
Afirmamos que la funcién anterior es R— lineal.

En efecto, sean (z,y), (z,w) € C, r € R, haciendo A := byc; — bica, B := ajca — ageq, C:=bady — bide, E =

a1de — azd; se tiene lo siguiente
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!

((+rz,y+rw))
(A(x+rz)+ By +rw), Clx+rz)+ E(y + rw)

F( (x7y)7r(zaw> ) =

)
(Az+rAz+ By +rBw,Cx+rCz+ Ey+rEw)
[( Az + By,Cx+ Ey )+ r( Az+ Bw, Cz+ Ew) |
( Az + By,Cz+ Ey ) +r+( Az + Bw, Cz+ Ew)
= F((59)) + rF (2 w).

O~ Tl o= G-

Lo anterior implica que F'(0) = 0. Ahora veamos que F'(ay) = 1.

!

F(ar) = F((a1,b1))

ai(baci — bica) + bi(arca — ager), ar(bady — bida) + bi(arda — azdy) )

(
(
( a1b201 — a1b102 + a16102 — a2b101, a1b2d1 — a1b1d2 + a1b1d2 — a2b1d1 )
(

(a1bg — agby)cy, (a1by — agbr)dy ) = (c1,d1) = .

|
S~ S~ Sl-

De igual manera se tiene que F(ag) = fo.

!

Flaz) = F((a1,b1))

ag(bgcl — b162) + bg(alcg — agcl), ag(bgdl — b1d2) + bg(aldg — agdl) )

(
(
( a2b201 — a2b102 + a1b202 — CLQbQCl, a2b2d1 — agbldz + a1b2d2 — a2b2d1 )
(

a1bg — agbi)ca, (a1by — agbi)dy ) = (c2,d2) = Pa.

|
Sl= o= o=

Finalmente, afirmamos que F' es aditivamente automorfa con sumandos de automorfia constante, en efecto,
sea 0 € G, tenemos entonces que o es una traslacién (z,y) — (x + {1,y + ¢2) donde ((1,¢(2) € I'. Luego

F—O'F:F—FOO'_IZ—(Cl,CQ)G(C.

Con todo lo anterior, tenemos que F' satisface lo deseado,

/ w = Flag) — F(0) = a(B;). .

Teorema 2.2.37. Sea X una superficie de Riemann. Una I-forma diferencial cerrada w € 5(1)(X) tiene

primitiva f € E(X) si y solo si todos los periodos de w son cero.

Demostracion.

Supongamos que w € £(X) es una 1-forma cerrada que tiene una primitiva f € £(X), es decir, df = w. Ademas,
recordemos que una superficie de Riemann es, en particular, simplemente conexa, lo cual implica que su primer

grupo fundamental es cero. Luego, por definicién de los periodos de w, se tiene lo siguiente
[o=[@=te)-se0) =0 oemx)
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lo anterior es para toda o € m(X).

Reciprocamente, supongamos que todos los periodos de w son cero. Sea p : X — X su cubriente universal,
por el corolario 2.2.25 existe una primitiva F € £(X) de p*w. Luego, por el inciso a) del teorema 2.2.35, los
sumandos de automorfia de F' son los periodos de w, es decir, son cero. Lo anterior implica que existe una

funcién f € £(X) tal que F = p*f.
Tenemos asi que f es una primitiva de w, en efecto,
p'w =dF =d(p"f) = p"(df),
como p* es inyectiva, se sigue que w = df. |

Corolario 2.2.38. Sea X una superficie de Riemann compacta y wi,ws € QX)) dos formas holomorfas que

definen el mismo morfismo de periodos w1 (X) — C, se tiene entonces que wi = ws.
Demostracion.

Consideremos la forma w := w; — wy, dado que w; y wy definen el mismo morfismo de periodos por el teorema
2.2.35 w tiene una primitiva f € O(X). Como X es compacta, por el corolario 1.2.6, f es constante y por lo

tanto w = df = 0. |

2.2.4. Integracion de 2-formas

En esta seccién damos por entendido que el lector conoce la teoria de integraciéon de 2-formas en el plano
complejo o en variedades diferenciables, asi como también el concepto de particiones de la unidad, en caso
contrario, puede consultar [3], [10] o [19]. No hay que olvidar que una superficie de Riemann es, en particular,

una variedad diferenciable asi que las definiciones y resultados aqui presentados pueden resultar conocidos.

Definicion 2.2.39. Sea X wuna superficie de Riemann. El soporte de una forma w en X es el conjunto

cerrado

supp(w) :={a € X : w(a) # 0},

andlogamente, se define el soporte de una funcion f: X — C.

Definicion 2.2.40. Sean X una superficie de Riemann, ¢ : U — V una carta de X y w € 5(2)(X) una
forma cuyo soporte es compacto y contenido en U, como ¢ es biholomorfa, (p~1)*w es una forma con soporte

compacto en 'V C C, se define entonces

Jhes= = e
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Proposiciéon 2.2.41. La definicion anterior es independiente de la eleccion de cartas.

Demostracion.

Sea ¢ : Uy — Vj otra carta con supp(w) C Uy, sin pérdida de generalidad, supongamos que U = Uy, en caso

contrario consideramos la interseccién (ya que esta contiene al soporte de w).

Consideremos 1 := @1 0 o~ : V —= Vi, la cual es una funcién biholomorfa. Notemos que

() 'w) = (97 o) w = (971w,

J] vteryo = [[ eye @

Por otro lado, de la definicién anterior se tiene que

] vteryw = [ e @)

luego, de (1) y (2) tenemos lo siguiente

con lo cual

Por lo tanto / / w estd definida independientemente de la carta elegida. |
X

La definicién anterior es bajo la hipdtesis de que el soporte de la 2-forma estd contenido en una carta, para

poder eliminar dicha condicién debemos usar particiones de la unidad.

Definicién 2.2.42. Sea X una variedad diferenciable yU = {U; }icr una cubierta abierta de X. Una particion
de la unidad subordinada a U es una familia de funciones diferenciables (g;)icr, gi : X — R con las

siguientes propiedades:
1) 0<g; <1, para todo i € I.
11) supp(g;) C U;, para todo i € 1.

1) La familia de soportes supp(g;), i € I, es localmente finita, es decir, cada punto a € X tiene una
vecindad V tal que V N supp(g;) # O, para un nimero finito i € 1.
v) Z gi = 1.
i€l
Notacién 2.2.43. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, si A es un subconjunto compacto relativo a B,

escribimos A @ B, recordemos que esto significa que la cerradura de A (denotada por A) es compacta y estd
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contenida en B.

Definicién 2.2.44. Sean X una superficie de Riemann y w € A (X)) arbitraria con soporte compacto, con-
n
sideremos una cantidad finita de cartas @i : Uy —> Vi, con k = 1,...,n tal que supp(w) C U Ui.. Tomemos
k=1
una particion de la unidad subordinada a la cubierta formada por las cartas Uy y denotémosla por (fi)r con
n

fr € E(X). Tenemos asi que frw es una forma diferencial con supp(fy) €U yw = kaw. Se define entonces

fe=2 [l

Cuando se habla de integracién de formas, dos resultados imprescindibles son el teorema de Stokes y el teorema
del residuo, los cuales enunciamos a continuacién; sus demostraciones se pueden consultar en la bibliografia

mencionada al inicio de la seccion.

Teorema 2.2.45. Sea U un abierto del plano complejo C y A C U un conjunto compacto con frontera suave

0A, para cada forma diferenciable w € 8(1)(U) se tiene lo siguiente

Jl#e= ],

donde la frontera esta orientada de tal manera que el vector normal de A que apunta hacia afuera y el vector

tangente a QA en este orden, determina una base orientada del plano.

Definicion 2.2.46. Sean Y un abierto de una superficie de Riemann X, un punto a en'Y y w una I-forma
holomorfa en Y \ {a}. Sea (U, z) una carta coordenada de a tal que U C'Y y z(a) = 0. Con lo anterior, en
U\ {a}, podemos escribir w = fdz, donde f € O(U \ {a}). Sea

la expansion en serie de Laurent de f al rededor de a. Se define al coeficiente c_1 como el residuo de w en a

y es denotado por c_1 = Resg(w).

Observe que la definicién anterior se hace eligiendo una carta de a, sin embargo, es posible probar que la

definicién es independiente de esta eleccién, dicha prueba se puede consultar en la pagina 63 de [3].

Teorema 2.2.47. Sea X una superficie de Riemann compacta y ay,...,a, puntos distintos en X. Sea X' :=

X\ {a1,...,an}, para cada 1-forma holomorfa w € Q(X') se tiene

Z Resg, (w) = 0.
k=1
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Ahora veremos algunos resultados sobre integracién de 2-formas en superficies de Riemann, los cuales nos seran

de utilidad.

Teorema 2.2.48. Sea X una superficie de Riemann, w € 8(1)(X) una forma diferenciable con soporte compacto,

se tiene entonces
// dw = 0.
X

Demostracion.
n
Mediante la multiplicacién por una particiéon de la unidad, podemos escribir w = Zwk donde cada wy tiene

k=1
soporte compacto, el cual estd completamente contenida en una carta (por la definicién 2.2.42). Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que X = C, con esto basta probar el caso en que wp = w para algtin k. Eligiendo

R > 0 tan grande que supp(w) C {z € C: |z| < R}, se obtiene que

//de - //MSRd” = //M:Rw = //Z|:Ro 0.

2.3. Grupo de DeRham

El objetivo de esta seccion es presentar el grupo de DeRham, el cual serda primordial para la demostracion
del teorema del mapeo de Riemann. Presentaremos ademéas una forma de calcular este grupo a través de la

cohomologia de Cech.

2.3.1. Grupo de cohomologia de Cech

En esta seccién X representard un espacio topolégico y F una gavilla de grupos abelianos sobre X, a menos

que se indique lo contrario.

Definicién 2.3.1. Sea U = {U;}jes una cubierta abierta de X, para ¢ > 0 se define el grupo de g—

cocadenas de F respecto a U mediante

CIU,F) = F(Ujo...j,)-
(405 1dq ) €TIHT

Observemos que al ser C4(U, F) un producto directo de grupos abelianos, es también un grupo abeliano.

Definicién 2.3.2. Sea U = {U,} e cubierta abierta de X se define el operador cofrontera
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bq: CUU, F) — C1 (U, F),

del siguiente modo, para f = (fiy,. .. iz)i,...isesot1 S€ tiene
q+1
6Q(f)i0,---7iq+1 = Z(_l)]fio,,,,,ij,,,,7iq+1’Uio ,,,,, iq
i=0

Ejemplo 2.3.3. Para entender un poco la notacién del operador cofrontera veamos los siguientes ejemplos.

1. Cuando q =0,
S :C'U,F) — CYU,F)

(fi)jes = (filv, — filu,)ijer

2. Cuando q =1,
S1:CYU,F) — C*U,F)

(9i)ijerr = (Gikluge — Giklvi, + 9i5lUin)igkes
3. Cuando q = 2,
09 : CQ(Z/{,}") — C?’(U,}")

(hijk)i,j,keﬁ — (hjkl|Uijkl - hikl|Uijkz + hijl|Uijkz - hijk|Uijkz)i,j,k,l€J4

Ejemplo 2.3.4. Sea X = S' C R? el circulo unitario, tomemos la cubierta U = {U,V'} tal como se ve en la

figura 2.2, observemos que U NV = W7 U W,

2
v Wy

sm -
S " u S

~

W,

)

/

-7 RN
’ N
7 \

Figura 2.2: Cubierta abierta para S*.

Consideremos F := Zx tenemos que los grupos de cocadenas son los siguientes:
» COU,F)=7Zx(U) x Zx(V) = Z2.
» CYUF)=Zx(UNV)=Zx(W1UWR) =Z D7 =72
» CUU,F) =0 para todo q > 2.

Por otro lado se tienen los siguientes operadores cofronteras,

= Para q=0,
S0: 2% — 72

(m,n) +— (n—m,n—m)
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= Paraq=1,
51 : Z2 — 0
(m,n) — 0
Observemos que como CU(U, F) =0 para todo g > 2 entonces §; = 0 para g > 1.
Proposicién 2.3.5. El operador d, de la definicion anterior es un morfismo de grupos.

Demostracion.

Sean f = (fig,....igVio,iqed Y 9 = (Gio,..iig)io,..iged € CU(U, F), usando el hecho de que la suma de las familias
es coordenada a coordenada y que la funcién restriccién es un morfismo, en Uy, . ;, tenemos lo siguiente:

g+1

5(1(f+g)7;07--~7iq+1 = Z(_]‘)] |:(f+g)i0,...,i},‘..,iq+1€‘]:|

j=0
q+1

— _1)J . .

- Z( 1) (fi07-~~7ij7--~7iq+l +gi0,~~-,ij,-~,iq+1)
j=0
q+1 ' q+1 ‘

= Z(_1)]fio7...,i},...,iq+1 + Z(_1)j9io7...,i},...,iq+1
§j=0 j=0

= 5q(f)io,m,iq+1 + 5q(g)io,m,iq+17
con lo anterior podemos concluir que 64(f + g) = 04(f) + d4(9)- [ |

Definicién 2.3.6. Sea U = {U;};cs una cubierta abierta de X, para ¢ > 0 se define el grupo de q—cociclos

como

ZYU, F) = ker (6, : CIU, F) — CIT U, F)),

y para q > 1 se define el grupo de q—cofronteras mediante
BYU, F) := im(§4—1 : CT U, F) — C1U, F)).
Observacién 2.3.7. Por definicion una 1-cocadena (fi;)ijer € CY(U,F) es un 1-cociclo si y solo si
fik = fie + fi; =0, (1)
para todo i, j, k € I, considerando la igualdad en Ujjy.

De lo anterior se tienen las siguientes consecuencias:

a) Haciendo i = j =k en la ecuacion (1), se tiene fi; =0, para todo i € I.

b) Haciendo i =k en (1) usando a), tenemos fi; = — fji, para todo i,j € I.
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Proposiciéon 2.3.8. La siguiente sucesion
COU, F) 2% ', F) 2 U, F) 2
es un complejo de cadena, es decir dq41 0 0y = 0, para todo q.

Demostracion.

Sea f = (fig,....ig io,...iqel € CUU,F),

q+2
5q+1(5qf)i0,...,iq+2 = Z(_l)réq(f)io,.,,,;. ,,,,, igt2
r=1
_ k k—1 _
- Z(_l)r(_l) fio7~~-7:ik7~~75r,m,iq+2 + Z(_l)r(_l) fio,~~.,%m--~,2kr~~,iq+2 =0,
k<r r<k

donde la tltima igualdad se debe a que, generalizando el inciso b) de la observacién 2.3.7, se tiene lo siguiente

Jiosinsing1rniq = — Jioysint1ying.iq-

La proposicién anterior nos dice que

im(d4—1) C ker(é,), para cada g > 1.

Definicién 2.3.9. Sea U = {U;};cs una cubierta abierta de X, se define el g-ésimo grupo de cohomologia

de Cech mediante el cociente

HYU,F) = Zq(u’]:)/Bq(uNr).

Ejemplo 2.3.10. Calculemos los grupos de cohomologia de Cech para la gavilla Zgi sobre el circulo unitario

St es decir, F := Zg1 yU = {U,V} la cubierta usada en el ejemplo 2.5.4.
= HYU,F).
En este caso tenemos que BO(U, F) = 0, por lo tanto, H'(U,F) = Z°U, F).
Para calcular este ultimo grupo, analicemos el morfismo dg, el cual estd dado como sigue

00: 287 — ZBZ

(m,n) — (n—m,n—m)
por lo tanto Z°(U, F) = ker(8y) = {(n,n) € Z*? : n € Z} entonces ker(dy) = Z.
Concluimos asi que HO(U, F) = Z.
= HYU,F).

Tenemos que BY(U, F) = im(dg) = {(n,n) € Z* :n € Z} = A, y Z' U, F) = ker(61) = CY (U, F) = Z&Z.
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Luego, H*(U, F) = Z@Z/A para calcular mds explicitamente este dltimo cociente, usaremos el 1er
teorema de isomorfismo, observe que mediante el diagrama de la figura 2.3 vemos que AS Z/A ~ 7, es

decir, HY (U, F) ~ 7 .
Tt

Z&Z[|A

Z [(n,m)]

P
s
[ )
Ve ~
s ©

Figura 2.3: Isomorfismo entre Z® Z/ A Y L.

Finalmente, para q¢ > 2 observemos que CU(U,F) =0y como B1(U,F) es subgrupo de Z1(U,F) y este a
su vez es subgrupo de C1U,F) se sigue que H1(U,F) = 0.

Concluimos lo siguiente,
Z, ¢q=0,1
0, ¢=>2

HYU, F) =

Proposicién 2.3.11. Sean X un espacio topolégico, U = {U;}jer una cubierta abierta de X y F una gavilla,

tenemos lo siguiente:

a) Si(fj)jes € Z*(U,F) entonces existe f € F(X) tal que fly, = f; para toda j € J.
b) H' (U, F) = F(X).
Demostracion.

a) Sea f = (fj)jes € Z°(U, F) representando un elemento de HO(U, F), asi en U;; tenemos lo siguiente,

0=200(f)ij=fj— fi,

por lo que f; = f;. Por los axiomas de gavillas se sigue que existe f € F(X) tal que f|y, = fi.

b) Como no hay 0-cofronteras, H es igual al grupo de 0—cociclos Z°(U, F), para obtener el resultado veamos

que Z%(U, F) es isomorfo a F(X). Definamos la funcién
p: F(X) — Z2°%U,F)
o= (fi)ies

donde f; = f|u,, note que la funcién estd bien definida ya que 6o((fi)ics)ij = f; — fi=f —f =0 porlo
tanto (f;)ics € Z°U, F).
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Por otro lado, como la suma de familias se realiza coordenada a coordenada es facil ver que esta funcién
es morfismo de grupos, en efecto, si f,g € F(X), o(f +9) = (hi)ics donde h; = (f + g)|y,, como
(f+9\u, = flu, + glu, se tiene que o(f + g) = flu, + glv, = ¢(f) + ¢(g) por lo tanto ¢ es un morfismo
de grupos.

Maés atn, el inciso a) nos dice que este morfismo es sobreyectivo. Veamos ahora que también es inyectivo
y con ello un isomorfismo. Sean f,g € F(X) tales que ¢(f) = ©(g), esto es (fi)ics = (gi)ics donde

fi = flu, v gi = glu, se sigue entonces que f|y, = gly, para todo ¢, esto implica que f = g.

Con todo lo anterior se concluye que F(X) es isomorfo a Z%(U, F). [

Para lo siguiente necesitaremos los conceptos de conjunto dirigido, familias dirigidas de morfismos y limite
directo, en caso de que el lector no este familiarizado con estos, puede consultarlo en [15] al igual que algunas

definiciones y propiedades bésicas.

Definicién 2.3.12. Sean U = {U;}jes y V = {Vi}rekx cubiertas abiertas del espacio X, F una gavilla sobre

X. Se dice que V es un refinamiento de U si existe A : K — J tal que Vi, C Uy, para todo k € K.
S1V es un refinamiento de U lo denotamos por V < U.
Observacion 2.3.13. Es claro que U <U y que st W <V yV <U entonces W < U.

Definicién 2.3.14. Sean V = {Vi}rer, U = {U;}jes cartas abiertas tales que V < U respecto a A : K — J.

Se define
/\%:Cq(u,}") — CYV,F)
= Fioria)iosniaed > 9= (Gko,....kg ) ko, kg€K ’
donde

Gkoreekiq = A0 Aka) Vi g
Proposicion 2.3.15. La funcion de la definicion anterior es un morfismo que hace conmutar el siguiente
; ; u _ \u
diagrama, es decir, g0 \J; = {5 0 dg.
Demostracion.

La prueba de que )\1{)’ es un morfismo de grupos es similar a como se hizo en la proposicién 2.3.5 y solo veremos

que hace conmutar el diagrama.
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Ay
CUYU, F) CUV,F)
64 5q
CH*(U, F) CHUY, F)
Ay

Figura 2.4: Morfismo entre grupos de cocadenas.
Sea f 1= (fjo.....jg)jorjacd € CUU, F), se tiene

A%(é(f)q)ko,---7kq+1 = 5q(f))\(k0),...,>\(kq+1)’k07---7kq+1

q+1 4
B ;0(_1)]fA(kO)M@,W,A(qu)\ko,...,kq+1
q+1 ‘
= Z(_l)j (f)\(k’o),---7@,---7>\(kq+1)) ’k‘o,...,kq_;,_l
o
= MWD = GO _
7=0

Proposicion 2.3.16. La funcion )\% de la definicion 2.3.14 induce un morfismo de grupos,

Hq(uw/_:) — Hq(V,]:),

el cual serda denotado de igual manera como )\%ﬂ.
Demostracion.

Para simplificar la notacién, hagamos A := )\% ; dado que el diagrama de la figura 2.4 es conmutativo se tiene

que

NzUU, F)) c z9(V, F) y NBU,F)) c BV, F). (1)
Consideremos el siguiente diagrama,

Z9U,F) U, HIU,F)

A \ ’
7/
/
ZU(V, F) LA
Tloy L7
¥
HY(V,F)
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Por la propiedad universal del cociente y (1) tenemos que existe un tinico morfismo
N HI U, F) — HUV, F),

tal que M([f]) = [M(/)]- u

Observacién 2.3.17. Con todo lo anterior tenemos que el conjunto
N HIU, F) — HIOV,F) : V<U}

es un sistema dirigido de grupos abelianos.

Definicion 2.3.18. Para un espacio topolégico X, una gavilla F sobre X y para q¢ > 0 se define su g—ésimo

grupo de cohomologia de Cech como sigue

HY(F) = HI(X, F) = lim HIU, F),
u

donde este ultimo simbolo representa el limite directo.

2.3.2. Sucesiones exactas

En esta seccién veremos como las sucesiones de gavillas nos permiten calcular la cohomologia de Cech, asi como

también el grupo de DeRham.
Definicion 2.3.19. Sea X una superficie de Riemann, definimos el grupo de DeRham como

Hpr(X) := E(X)/im(S(X) L eW(x)y

El siguiente resultado serd presentado sin demostracién, ya que usa argumentos de sucesiones y convergencia
de funciones complejas, lo cual no es relevante para el resto del trabajo, nos interesa el enunciado para poder

aplicarlo més adelante, su demostracién se puede consultar en la seccién 13 de [3] o en el capitulo 4 de [13].

Teorema 2.3.20. (Lema de Dolbeault). Sea X = {z € C : |z] < R}, con 0 < R < o0, para cada g € E(X)

existe f € E(X) tal que
of

07 g
Definicion 2.3.21. Sean F, G y H gavillas sobre un espacio topoldgico X y sea

FLg
una sucesion de morfismos de gavillas. Se dice que dicha sucesion es exacta si para cada x € X se tiene que

la siguiente sucesion s "
xT x
Fz — gm — H:Ea
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es exacta, es decir, ker(1;) = im(¢y).

Sea X un espacio topoldgico, a : F — G un morfismo de gavillas sobre X, por la proposicién 2.3.11 recordemos
que HY(F) = F(X) y H%(G) = G(X), entonces a induce un morfismo o® : HY(F) — H%(G), donde
¥ =ayx: F(X) — G(X).

Intuitivamente, ahora nos gustarfa exhibir un morfismo o' : Hy(F) — H%(G), los resultados siguientes estén

dedicados a dar la existencia de este morfismo, y mas atn, veremos que existe un morfismo conexion que toma

elementos de HY (F) y devuelve elementos de H (F).

Comencemos considerando los morfismos
eu,  F(Uj) — GUj), v, : F(Uiz) — G(Uij),

es posible definir lo siguiente
Yu : Cl(uv‘F) — Cl(“vg)

(fij)ijes +— (SDUij(fz'j))z',jeJ.

Proposicién 2.3.22. Sea U = {U;}jc; una cubierta abierta de X entonces se tiene lo siguiente

a) @M(Zl(uv}—)) - Zl(uvg)'

b) eu(B U, F)) C B'U,9).
Demostracion.
a) Sea (fij)ijes € Z1(U,F), sobre U, se tiene que 0 = fj — fir + fi; para todo 4,5,k € J.
Luego, en G(U;ji) se tiene

0= PUx (fjk) — PUsx (flk) + PU; (fij)a
lo cual implica que (pu,, (fij))ijes € Z'U,G).
b) Recordemos que el operador cofrontera d, estd asociado a alguna gavilla, para evitar complicar la notacion,

en esta demostracién denotaremos como d, al operador cofrontera asociado a ambas gavillas F y G.

Sea f = (fij)ijes € ZY U, F) tal que f = do(g) para algiin g € C°(U, F), con g = (g;)ics con g; € F(Uy),
tenemos entonces que f;; = g; — ¢, donde la igualdad es en F(U;j). Luego, en G(Uj;), se tiene que
eu,,; (fij) = wu,;(9;) — ¢u,(gi), esto dltimo implica que ¢y (f) = do(g) donde § = (vv;(g;))jes € c'U,q).

Con todo lo anterior se concluye que ¢y (BY(U, F)) € BY(U,G). |

La proposicién anterior nos dice que la funcién ¢ envia cociclos en cociclos y cofronteras en cofronteras y por

lo tanto induce un morfismo que, al igual que la funcién entre cocadenas definida arriba, denotaremos por ¢y,
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Yu - Hl(uvf) - Hl(uag)

La coleccion de morfismos ¢y, donde U varia sobre toda la coleccién de cubiertas abiertas de X, de esta manera,
utilizando la propiedad universal del limite directo para la familia de morfismos entre los grupos de cohomologia,
se induce el morfismo que buscamos, ol : H (F) — H%(G), tal como se muestra en el diagrama de la figura

2.5.

Figura 2.5: Morfismo entre Hy (F) y Hx(G).

Pasemos ahora a presentar el morfismo conexion del que se hablo anteriormente, para ello, consideremos F, G, H
gavillas sobre un espacio topolégico X, las cuales, supondremos que forman la siguiente sucesién exacta
0—F-%¢-5H—0
Por lo hecho anteriormente sabemos que se induce la siguiente sucesién de morfismos
0 a® 7o B 70
0— Hy(F) — H%(G) — H%(H)
1 1
HY(F) <> HY(9) T HY (W)
Siguiendo la notacién de lo hecho anteriormente, tenemos la siguiente proposicién:
Proposicién 2.3.23. Ezxiste un morfismo (llamado morfismo conexion)
&%+ HY (H) — Hx(F).
Demostracion.

Sea h € HY(H) = H(X) (proposicién 2.3.11), como G Lyt 5 0es exacta, se sigue que G, L, Hy — 0 es
también exacta, lo cual implica que (3, es un epimorfismo, por lo tanto h, = 5;(¢,) para algin g, € G, entonces

existe un abierto U, C X, con z € U, tal que ¢*) € G(U,) y hlu, = Pu, (g@)).

Con lo anterior, consideremos la cubierta abierta U = {U, },ex de X y definamos
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9= (9")sex € C°WU,G).
Por otro lado, tenemos las siguientes igualdades en H (U, N Uy),

Bu,, (9 —g¥) = Bu,,(¢) - Bu,, (9¥)
= Bu,(9") = Bu,(g¥) = (hlv,)lv., — (Blv,)lu.,

lo cual implica,
g(m) — g(y)\Ury € ker fy,, = im(ay,, : F(Uzy) — G(Usy))-
Por lo que existe fu, € F(Us,) con ¢g® — g¥) = au,, (fzy), con lo cual definimos

f = (fzy)a:,yEX € Cl(uvf)

Lo siguiente que haremos es probar que f € Z(U, F), para ello, recordemos que §(f)zy.> = fyz — foz + foy,

como «y, , . €s monomorfismo, se tiene

aUzyz (5(f)$yz) = Oé(]yz (fyz) - aUzz (fIZ) + aUzy (fxy)
entonces §(f)zy. = 0 para todo z,y, z. Por lo tanto §(f) = 0, lo cual prueba que f € Z*(U, F).

Tenemos asf que f define un elemento en H'(U, F), cuya imagen bajo H'(U, F) — H(F) denotaremos por

[f]. Con todo lo anterior, tenemos el morfismo conexién como sigue
§*:HY(H) — HX(F)
h — [f] m

Conociendo el morfismo conexién es posible obtener mas resultados sobre secuencias de gavillas y los grupos de
cohomologia, uno que en particular nos interesa es el siguiente, la demostracién es algo rutinaria, sin embargo

larga, para el lector interesado en ella, puede consultar [3] o [13].
Teorema 2.3.24. Sea X un espacio topoldgico y
0—F-5¢ L H—o
una sucesion exacta de gavillas. Tenemos entonces que la siguiente sucesion de grupos es exacta
0 a® 710 B8 770 5
0 — HY(F) — H}(G) — Hy(H) —
§* 1 1
o HY(F) 5 HY(G) 5 Hy (W),
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Corolario 2.3.25. Sea 0 — F - G N H — 0 una sucesion ezacta de gavillas sobre X. Si Hx(G) =0

entonces

1 _ H(X)
Hx(7) B(G(X))
Demostracion.
Dado que H)l( (G) =0, por el teorema anterior podemos considerar la siguiente sucesién exacta
G(X) — H(X) == H(F) — 0,

por la sobreyectividad de 6* tenemos que

a4 (F) =~ 1460 = T 600 -

Nuestro objetivo ahora es usar las sucesiones de gavillas para dar una forma de calcular el grupo de DeRham

a través de la cohomologia de Cech, esto lo obtendremos a través del siguiente teorema.

Notacién 2.3.26. Sea U un abierto de una superficie de Riemann, en lo que resta E1O(U) y EXY(U) represen-

tardn a las gavillas de formas w = fdz y n = gdz, respectivamente, donde f y g son funciones diferenciables

en U.
Teorema 2.3.27. (de DeRham) Si X es una superficie de Riemann entonces

HY(Cx) ~ Hhp(X).

Demostracion.
Consideremos Z := ker(d : €1 — £2)), observe que esta es la gavilla de 1-formas cerradas.
Tenemos que la sucesién
0—Cyx — &% 7z %0,
es exacta, en efecto, en la seccién 2.2.2 se menciond que, localmente, toda forma cerrada es exacta, esto implica
que la funcién d : £ — Z es un epimorfismo de gavillas.

Por lo tanto, aplicando el corolario 2.3.25 tenemos que

HY(Cx) =2V o) 4, 200y = "0V, ‘
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Problema de Dirichlet y teoria Runge

Sean X una superficie de Riemann, Y un abierto de X y f : Y — R una funcién continua, donde 9Y
representa la frontera de Y. Encontrar una funcién continua que se extienda a la cerradura de Y y siga siendo
real-valuada es lo que se conoce como el problema de Dirichlet, en esta seccién veremos como se puede dar

solucién a dicho problema en superficies de Riemann.

3.1. Formas armonicas

En la seccién 2.2 se recordo el concepto de formas en superficies de Riemann, retomaremos esto para presentar
las formas arménicas. Comenzaremos por repasar como se dota un producto interno al espacio € (1)(X ), donde

X es una superficie de Riemann; para ello sea

x: EMD(X) — £W(X)

w i(wl—wg)

donde w se escribe como w = wy + wy con wi € 5(1’0)(X) y wy € 8(0’1)(X).

Proposicién 3.1.1. La funcidn anterior es un R— isomorfismo lineal. Ademds, sic € C yw € EV(X) entonces

*(cw) = ¢(*w).
Demostracion.

La demostracién de que la funcién dada es morfismo sobreyectivo es rutinaria y se obtiene mediante calculos

directos. Para ver que * es inyectiva basta usar el hecho de que el espacio & (1)(X ) se descompone como suma
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directa de £10(X) y £0D(X).
Para lo segundo, expresando w como w = wy + wy con w; € EM0(X) y wy € EOD(X) se tiene lo siguiente

*(cw) = i(cwy — cwz) = ci(w] — wa) = ¢(*w).

Por otro lado, considere

<.,.>;g(1)( )Xg()(
(wi,wa) — // wl/\*wg.

Proposicion 3.1.2. La funcidn anterior tiene las siguientes propiedades:

1.- FEs lineal en la primer coordenada y sems lineal en la sequnda, esto es, si wi,ws,ws € FAC) (X)yceC
entonces

(w1, c(we +w3)) = ¢ ({w1,w2) + (w1, ws)) .

2.- <UJ2,0J1> = <w1,w2>.

3.- (-,-) es positivo definido.

Demostracion.

1.- Para ver que la funcién (-, -) es lineal en la primer coordenada basta usar el hecho de que la operacién A

es lineal.

Para la segunda coordenada, observe que si ¢ € C entonces *(cw) = ¢(*w), con esto se obtiene que
(w1, c(we + w3)) =€ (w1, wa) + (w1, ws)) .

2.- Sean wq,wsy € £(1,0) (X), suponga que wy = fidz + ¢1dZ y wo = fadz + godZ son sus representaciones en

la carta (U, z). Por un lado tenemos que

(wo,w1) = // ifodz A f1dZ — // ig2dz N g1 dz,
X X
por otro lado,

(wi,w2) = // w1 A (i(fodZ — Gadz)) // fldz/\fgdz+z// g1dz N\ godz
= 1/7 fde/\fﬂ?—Z// 92dZ N\ gy dz = (wa, wr).
X X
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3.- Seaw = fdz+gdz respecto a una carta (U, z) donde z = z-+iy. Primero observemos que *w = i(fdz—gdz),

usando la linealidad de la operaciéon A y el hecho de que dz A dz = 2idx A dy, se obtiene lo siguiente
2
o Moo = i1 + gz 1z = (2 +19P) (3o Ady) = 2057 + loP ) .

Finalmente observemos (w,w) > 0y (w,w) =0siy solosi f =0 =g, es decir, si y solo si w = 0. |

Con lo anterior se ha dado a £ (X) la estructura de espacio vectorial con producto interno.

A continuacién, presentaremos algunas propiedades que relacionan el morfismo * y las funciones d, d' y d”,

dadas en 2.2.12.

Proposicién 3.1.3. Sean X una superficie de Riemann compacta, f € £(X), w € Q(X) yn € EN(X), tenemos

lo siguiente:

1.- xd f =id"f, «d"f = —id'f.

2.- d(xdf) = 2id'd" f.

3.- wA*d f = —id(fw), o Ad"f = —id(fw).

4.- *(xn) = —n, ademds, sin € L(X) (notacion 2.2.14) entonces df N\ *(xn) = —d(fn).
Demostracion.

1.- Para la primera igualdad,

sd f = # <‘2J;dz> — z’%dz —id"}.

De manera similar se puede probar que *d” f = —id'f.
2.- Recordando que df = d'f +d"f y que las funciones d y * son lineales tenemos lo siguiente
d(xdf) = d(x(d'f + d"f)) = d(xd'f) + d(xd" ).

Usando el inciso 1 de esta proposiciéon y los incisos 1, 2 y 4 de la proposicién 2.2.15 se sigue que

d(xdf) = d(id"f) + d(—id'f) = id(d" f) — id(d'f)
— i(d/d”? 4 d/,d”?) o Z(dld/? 4 d”d,?)
= i(dd"f — d"df) = 2id'd"f.

3.- Dado que w € Q(X), por la definicién 2.2.6 tenemos que w = gdz con g una funcién holomorfa, recordando
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que dz A dz = 0 se tiene

iwNd'f =1 <gdz A gjzcdz +wA d"f> =i(wAdf+wnd f)=i(wA(df+df)=iwndf. (1)

Por otro lado

dw=dw+d'w=dgNndz+d"gndz=0, (2)
luego, usando la propiedad 1 de esta proposicién y posteriormente (1) y (2), podemos concluir lo siguiente,

wAxd' f =wANid"f =iwAdf =iwANdf —ifdw = —i(df ANw+ fdw) = —id(fw).
De manera similar se puede probar la otra propiedad.
4.- La primera parte se obtiene expresando la 1-forma 7 en una carta local, tal como se hizo en la proposicién

3.1.2 y haciendo directamente los célculos. Para lo segundo, como n € £(X) se tiene que dn = 0, utilizando

esto, junto con la primera parte de este inciso se tiene lo siguiente

df Ax(sn) = df N (—n) = —df An— fdn=—(df An+ fdn) = —d(fn). .

Por otro lado, recordemos que una 1-forma w € £ (1)(X ), localmente, se expresa como w = Z fjdgj, con f; y
J
g; funciones diferenciables, se puede considerar entonces w = Z?jdgj, de esta manera, si w es una 1-forma

J
holomorfa, se dice que @ es una 1-forma antiholomorfa en X.

Notacién 3.1.4. Al espacio vectorial real de 1-formas antiholomorfas en X se le denotard por Q(X).

Presentamos ahora lo que son las formas armoénicas en una superficie de Riemann, mas adelante veremos que
el espacio vectorial formado por estas tiene relaciéon con muchos de los elementos que hemos visto previamente,
tales como los operadores de la definicién 2.2.12, el operador * y, méas importante atn, el grupo de DeRham.

En lo que sigue X representa una superficie de Riemann, a menos que se indique lo contrario.
Definicién 3.1.5. Una I-forma w € EM(X) es llamada arménica si

dw =0 = d(xw).
Una funcion diferenciable f, definida en un abierto de X, es llamada armdnica si d'd" f = 0.

Observe que si A es un nimero real, wy y ws son 1-formas armoénicas entonces, por la linealidad de las funciones

d y * se sigue que la 1-forma Awj + wy es armodnica, esto nos dice que el conjunto de 1-formas arménicas forman
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un espacio vectorial real.

Notacién 3.1.6. Al espacio vectorial de todas las 1-formas arménicas en X se le denotard por Harm!(X).

Directamente de la definicién se puede obtener lo siguiente.

Teorema 3.1.7. Sea X una superficie de Riemann, si w es una 1-forma arménica y f es una funcion armdénica

entonces se tiene lo siguiente:

1) w es cerrada.

1) dw=d"w=0.

1) f es arménica.

1v) df es armdnica.

V) w es arménica si y solo si w = wy + wa, donde wy € Q(X) yws € QX).

Demostracion.

)
11)

11T)

V)

Esto es directo de la definicién de 1-forma arménica, recuerde que una 1-forma es cerrada si dw = 0.

Dado que w es arménica se tiene que 0 = dw = d'w + d"w € E19(X) @ £OD(X) con lo cual se sigue que

dw=0=d"w.

Como f es arménica, se tiene que d'd” f = 0, luego

2 T2
8fdz/\d?: >f

R ar
dd'f = 0z0z 020z

dzNdz=d'd"f =0,

por lo tanto f es arménica.

Por el inciso 1 de la proposicién 2.2.15, tenemos que d(df) = 0.

Por otro lado, del inciso 2 de la proposicién 3.1.3 se tiene que d(xdf) = 2id'd"f = 0, donde la ltima

igualdad se sigue del inciso III de este teorema.

Supongamos que w es armonica, por el teorema 3.1.7, sabemos que d'w = 0 = d"w, mds ain, tenemos que
w=w +wy conw € ELNX)yw e EOV(X), es decir, w; = fdz y wy = gdz, con f y g funciones
diferenciables. Primero, para probar que wo € Q(X) debemos verificar que gdz € (X), con este objetivo,

observemos que d’'w; = 0 = d"ws, por lo tanto
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0 = dw=dw +dws=d"wy
0 = d'w=d"w +d"wy=d"w.
Como d'wy = 0, se sigue que d'g = 0, es decir g es una funcién holomorfa, de esta manera obtenemos que

wy € Q(X). De manera similar, podemos probar que d”f = 0, con lo cual f es holomorfa y asf wy € Q(X).

Reciprocamente, supongamos que w = w; + wo tal como en el enunciado entonces wi; = pdz y we = qdz

con p y q funciones holomorfas. Luego, observe que d”w; = 0 = d'wg, tenemos lo siguiente
d(+w) = dx* (w1 +w2)=d(i(w1 —wz2)) = i(dwy — dws)
= i(dwr + d"wy — d'wz — d"w3) = i(d'wr — d"w,),
usando lo anterior y la representacién local obtenemos,
c 1 = — 7/ — . aip —
d(*w) = id (pdz) —id" (qdz) =i B dzNdz =0,
Z
donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que p es holomorfa.

Finalmente dado que p y g son holomorfas, por el inciso 5 del teorema 2.2.15 se tiene que dw = d(pdz +
qdz) = 0.

Con lo anterior se concluye que, en efecto, w € Harm!(X). |

Este tltimo teorema garantiza que Harm!(X) = Q(X) + Q(X), sin embargo, como £ (X) es suma directa de
£ (X) y 0D (X) y ademés Q(X) ¢ £10(X), Q(X) c £O(X), se puede establecer el siguiente resultado.

Corolario 3.1.8.
Harm!'(X) = Q(X) @ Q(X).

A primera vista, las definiciones de funcién y 1-forma armoénica parecieran no guardar relacién, sin embargo, el

siguiente teorema nos muestra lo contrario.

Teorema 3.1.9. Sea X una superficie de Riemann, w es armonica si y solo si dado cualquier punto a € X

eziste una vecindad abierta U del punto a y una funcion armonica f en U tal que w = df .
Demostracion.

Supongamos que w es una l-forma arménica, por el teorema 3.1.7, sabemos que w es cerrada entonces, lo-
calmente, w = df con f una funcién diferenciable. Por el inciso 2 de la proposicién 3.1.3, se obtiene que

0=dx*w=2id'd"f con lo cual f es arménica y en consecuencia f también lo es.

Reciprocamente, supongamos que w = df con f arménica, tenemos asi que dw = d?>f =0y dxw = 2id'd" f = 0.
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Definicion 3.1.10. Siw es una 1-forma diferenciable, diremos que es real, si w =, la parte real de w, estd

definida como Re(w) = 3(w + ).

Teorema 3.1.11. Sea X una superficie de Riemann, toda 1-forma real armonica w € Harm'(X) es la parte

real de exactamente una I1-forma holomorfa o € Q(X).
Demostracion.

Para la existencia, sea w = o1 + 72 € Q(X) @ Q(X), dado que w es una 1-forma real entonces oy + oo = 1 + 072,
luego 01 — 09 = 71 — G2 y como o1 — o € Q(X), 71 — 03 € QX) y QX) N Q(X) = 0, se sigue que o1 = 0.

Por lo tanto w = 01 + 71 = Re(201).

Para la unicidad, supongamos que w = Re(o) y w = Re(o’) con o y ¢’ 1-formas holomorfas, tenemos asi que
0 = Re(o — ¢'). Observemos que o — ¢’ es una 1-forma armonica y por el teorema 3.1.9, localmente se tiene
o — o' =df con f una funcién arménica (en particular holomorfa), se sigue que Re(df) = 0 y esto implica que
f tiene parte real constante. Asi, de las ecuaciones de Cauchy Riemann, f es constante, con lo cual o — o’ = 0,

se concluye entonces que o = o’. [

Corolario 3.1.12. Sea X una superficie de Riemann y G C X un dominio simplemente conexo. Toda funcion

armoénica u : G — R es la parte real de una funcion holomorfa f € O(G).
La demostracion del corolario 3.1.12 es consecuencia directa del teorema 3.1.11.

Seguiremos usando la proposicion 3.1.3 para los siguientes resultados, los cuales dan descomposiciones en sumas

directas de algunos espacios.

Teorema 3.1.13. Para X una superficie de Riemann compacta, se tienen lo siguiente:
a) Los espacios d'E(X), d"E(X), UX) y Q(X) son subespacios ortogonales a pares de (EM (X)), (-,-)).
b) dE(X) y *dE(X) son subespacios ortogonales de EM(X).
c) dE(X) @ +dE(X) =dEX) pd"E(X).
d) EOD(X) =d"E(X) @ Q(X).

Demostracion.

a) Sean w; € EM(X) y wy € EOD(X), observe que *wy € EB0(X) entonces (wy,ws) = // wi Axwz = 0.
X
Por lo tanto los espacios £10(X) y £0D(X) son ortogonales, y en consecuencia sus subespacios Q(X)

y Q(X) también lo son.
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Con lo anterior, resta probar que d’£(X) es ortogonal a Q(X) y que d’E(X) es ortogonal a w € Q(X).
Para ello, tomemos f € £(X) y w € Q(X), por el inciso 3 de la proposicién 3.1.3 y el teorema 2.2.48, se
tiene que (w,d'f) = —z'/ d(fw) = 0. De manera similar, se obtiene que (@, d" f) = 0.

b's

Sean f,g € £(X) nuevamente por el inciso 3 de la proposicién 3.1.3 y el teorema 2.2.48, tenemos que
(df , xdg) = / d(fdg) = 0.
Sean f,g € £(X), usando el inciso 1 de la proposicién 3.1.3,

df +#dg = d'f+d"f +id"g —idg=d(f —ig) + d"(f +ig) € dEX) @ d"E(X).
Reciprocamente, tomemos wi+wq € d'E(X)®d"E(X), conlo cualwy = d'f yws =d"gcon f,g € E(X), del
inciso 1 de la proposicién 3.1.3, wy = —i*d'g. otemos ademds que d'£(X) C d€(X) y *d'E(X) C xdE(X),

se sigue que w1 +we =d'f —ixd'g € dE(X) + *xdE(X). Con lo anterior, y dado que ya se demostré que

los espacios involucrados son ortogonales, el resultado se sigue.

Esta demostracién serd omitida, ya que requiere utilizar teoremas como los de Dolbeault y dualidad de
Serre, ademés del género de una superficie de Riemann (véase la definicién A.0.12 en el apéndice A), la

demostracién se puede consultar en [3]. [

Continuando con la descomposicién de algunos espacios, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.14. Sea X una superficie de Riemann,

a) EN(X) = xdE(X) @ dE(X) ® Harm!(X).

b) L(X)=dE(X) D Harm'(X).

Demostracion.

a)

Recordemos que tenemos la siguiente descomposicién EM(X) = £1.0(X) @ £01(X), a su vez, por el

inciso d) del teorema 3.1.13, EOD(X) = d"€(X) @ UX) y EMO(X) = d'£(X) @ Q(X), por lo tanto
EVX)=dEX)pd'E(X)®QX) & Q(X).
Por el inciso ¢) del teorema 3.1.13 y el corolario 3.1.8 se concluye que

EW(X) = xd&(X) @ dE(X) ® Harm!(X).

b) Consideremos df + w € d€(X) @ Harm'(X), recordando que una 1-forma arménica es cerrada, podemos

concluir que d(df + w) = 0, esto nos dice que d€(X) ® Harm'(X) C L(X).
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Por otro lado, sean g € £(X) y n € L(X), por el inciso 1 de la proposicién 3.1.3, se obtiene que

(n,xdg) = // d(gn) = 0, es decir, L(X) es ortogonal a *d€(X). Por el inciso a) de este resultado,
X

podemos concluir que £(X) = d&(X) @ Harm!(X). [

En la seccién pasada presentamos el grupo de DeRham, ahora veremos que relacién tiene con las 1-formas

armonicas.

Teorema 3.1.15. (de DeRham-Hodge) Si X es una superficie de Riemann compacta entonces
HY%(C) ~ HHp(X) ~ Harm!(X).

Demostracion.

Por el teorema de DeRham (teorema 2.3.27), sabemos que H%(C) ~ H}L,(X) y por el inciso b) del teorema

3.1.14, podemos concluir lo siguiente

_déE(X) @ Harml(X)/dg

Hpp(X) = E(X)/ d (X)= Harm!'(X).

3.2. Problema de Dirichlet en superficies de Riemann

Uno de los problemas méas importantes en la teoria de funciones armonicas es el problema de Dirichlet, en su
version del plano complejo establece que si ) es un abierto acotado de C cuya frontera 0f2 es una curva cerrada
simple, y f : 02 — R una funcién continua entonces existe una tnica funcién arménica u : Q@ — R, la cual

satisface que u = f en 0.

A continuacién presentamos los resultados que se tienen de este problema con discos en C y otros sobre funciones

armonicas, las demostraciones se pueden consultar en la seccién 22 de [3] o en el capitulo 2 de [12].

Recordemos que Dy(R) representa un disco centrado en el origen con radio R > 0, en este conjunto el problema

de Dirichlet se resuelve a través de la integral de Poisson en su versién compleja.

Teorema 3.2.1. Sea f: 0Dyg(R) — R una funcion continua y

1 /QW R2 o |Z|2 "
— —————f(Re")df , |z|<R
u(z) = 21 Jo  |Re? — 2|2 ( ) 12 7
f(z) ;A =R

entonces u es continua en Do(R) y armdnica en Do(R).
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Corolario 3.2.2. Si U, : Dy(R) — R, n € N, es una sucesidn de funciones armdnicas que convergen

uniformemente en cada subconjunto compacto a una funcion u : Dy(R) — R entonces u es también armdnica.

Teorema 3.2.3. (de Harnack) Sea M € R yug < uy < ... < M una sucesion mondtona creciente y acotada
por M de funciones armdnicas, u, : Do(R) — R, se tiene que la sucesion converge uniformemente en cada

subconjunto compacto de Do(R) a una funcion armonica u : Do(R) — R.

En el teorema 1.2.3 vimos el principio del médulo méximo para funciones holomorfas en superficies de Riemann,

el siguiente resultado es la version para funciones arménicas.

Teorema 3.2.4. (Principio del médulo mdzimo para funciones armdnicas) SiY es un dominio de una superficie
de Riemann X yu:Y — R es una funcion armdénica tal que alcanza su mdzrimo en un punto yo € Y entonces

u es constante.
Demostracion.

Dado que u es armonica, por el teorema 3.1.11, u = Re(f) con f una funcién holomorfa en una vecindad, la
cual, restringiendo de ser necesario, podemos suponer que es simplemente conexa. Por hipétesis, como \ef | = e,
la funcién ef alcanza su médulo méximo en yy. Luego, por el principio del maximo de funciones holomorfas
(teorema 1.2.3) se sigue que u es constante en una vecindad de yo, finalmente, por la conexidad, de Y, se sigue

que u debe ser constante en todo Y. |

Para estudiar el problema de Dirichlet en una superficie de Riemann, se consideran dominios relativamente

compactos contenidos en una carta (U, z), que ademés satisface que z(D) C C es biholomorfo a un disco.
Notacién 3.2.5. Sea X una superficie de Riemann yY C X un conjunto abierto

1. Denotamos por Reg(Y) al conjunto de todos los subdominios D € Y (notacion 2.2.43) tales que el

problema de Dirichlet se puede resolver en D para valores en la frontera dados por f : 0D — R.

2. Para cualquier funcion continua u : Y — R y D € Reg(Y), sea Pp(u) la funcién continua en'Y que

coincide con u en 'Y \ D y resuelve el problema de Dirichlet en D para valores en la frontera dados por

ulop-
3. Denotaremos por Cr(Y') al espacio vectorial de todas las funciones continuas real-valuadas en'Y .
Proposicién 3.2.6. Sean u,v € Cr(Y) y A € R se tiene

a) Pp(u+v) = Pp(u)+ Pp(v).
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b) Pp(Au) = APp(u).
¢) Siu <w entonces Pp(u) < Pp(v).

d) u es arménica si y solo si Pp(u) = u para todo D € Reg(Y).

Demostracion.

a)

Para demostrar este inciso recuerde que la solucién al problema de Dirichlet es unica. Sabemos que Pp(u+wv)
es arménica en D y resuelve el problema de Dirichlet en D para los valores en la frontera dados por (u+v)|sp.
Por otro lado, tenemos que la suma Pp(u) + Pp(v) es arménica en D y ademés Pp(u)|op + Pp(v)|ap =
ulop +vlap = (u+v)|sp, esto implica que Pp(u)+ Pp(v) también es una solucién al problema de Dirichlet,

con lo cual se tiene que Pp(u + v) = Pp(u) + Pp(v).

Similar a como se hizo en el inciso a), por la unicidad de la solucién al problema de Dirichlet, se puede

concluir la igualdad Pp(Au) = APp(u).

Sean ¢, := Pp(v) ¥ ¢y := Pp(u). Si tomamos un punto z en Y\ D se tiene que ¢, (2) = v(z) y ¢u(z) = u(z),
por lo tanto ¢, (2) < pu(2).

Tomemos ahora un punto z en D y supongamos que ¢,(z) < @u(2). Como ¢, y ¢, son armonicas en
D, por el principio del médulo méximo de funciones arménicas (teorema 3.2.4) existen zg,wg € 9D tales
que @y (20) > pu(w) y @u(wo) > ¢y(w) para todo w € D, en particular para el punto z. Més atn, como
20, wo € 0D tenemos que @, (z0) = u(z0) v @u(wo) = v(wo). Luego, u(zg) > pu(2) y v(wy) > py(z), se sigue

que
u(zp) — v(wp) > pu(2) — pu(z) > 0.

Observe que por ser wy méximo de v se tiene que v(wg) > v(zp), esto junto con la desigualdad de arriba

implican que u(zg) > v(2p), lo cual es una contradiccién. Se concluye que p,(z) > vy (z).

Supongamos que u es armonica 'y sea D € Reg(Y'), en particular tenemos que u es arménica en D y u|opp = u,
es decir, u resuelve el problema de Dirichlet en D para los valores en la frontera dados por u|gp, esto implica

que Pp(u) = u.

Reciprocamente, sea D € Reg(Y'), tenemos entonces que Pp(u) es arménica en D y dado que Pp(u) = u
se sigue que u es arménica en D. Tomando ahora Dy € Reg(Y \ D), de igual manera tenemos que u es

armonica en Dy, siguiendo esto recursivamente, se tiene que u es armonica en todo Y. |

Definicién 3.2.7. Una funcion continua u : Y — R es llamada subarmédnica si Pp(u) > u para todo

D € Reg(Y).
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Ejemplo 3.2.8. Sean Y un abierto de C, a un punto en 0Y, D, (r) un disco centrado en un punto m € C de
radio r > 0 con a € D (r) y DNY = 0. Tomemos ¢ := “5™ y definamos la funcion 5(z) = logy — log|z — ¢|,
notemos que esta funcidn es armdnica (esto se obtiene a través de las ecuaciones de Cauchy-Riemann) y por
el inciso d) de la proposicion 3.2.6 tenemos que Pp(B) = B, con D € Reg(Y), en particular, por la definicion

anterior tenemos que 3 es subarmdnica.

Proposicién 3.2.9. Siu,v: Y — R son funciones subarmdnicas y A\ € RTU{0} entonces u+v, Av y sup(u, v)

som subarmdnicas en 'Y .
Demostracion.

Por la proposicién 3.2.6, tenemos que Pp(u+v) = Pp(U) + Pp(V) > u+ v, por lo tanto u+ v es subarménica.

De igual manera tenemos que Pp(Au) > Au. Finalmente, observemos que u < sup(u,v) y v < sup(u,v), luego,

IN

u Pp(u) < Pp(sup(u,v)),

v < PD(U) < PD(sup(u,v)),

donde las primeras desigualdades se tienen por el hecho de que uw y v son subarménicas, y las segundas por el
inciso ¢) de la proposicién 3.2.6. Por lo que Pp(sup(u,v)) es una cota superior para u y v, lo cual implica que

sup(u,v) < Pp(sup(u,v)), es decir, sup(u, v) es subarmoénica. [

Definicion 3.2.10. Una funcion u : Y — R es llamada localmente subarmdnica si u es subarmdnica en

una vecindad de cada punto de Y.

Teorema 3.2.11. (Principio del médulo mdzimo para funciones localmente subarmdnicas) Sean'Y un dominio
de una superficie de Riemann X yu:Y — R es una funcion localmente subarmdnica. St u alcanza su mdzimo

en un punto yg € Y entonces es constante.
Demostracion.

Sea ¢ :=u(yo) y S :={y € Y : u(y) = ¢}, el objetivo serd probar que S = Y, con esto tendriamos que u es

constante en Y.

Procediendo por contradiccién, supongamos que S # Y, entonces S ¢ Y oY ¢ S, sin embargo, por como se
definié al conjunto S vemos que la primera opcion da lugar a una contradiccién, por lo tanto, supongamos que

Y ¢ S.

Observemos que el conjunto S = u~!({c}) es cerrado, ya que u es continua, con lo cual tenemos que S = S, en

particular S C Y, esto implica que existe a € S NY y por la continuidad de u tenemos que u(a) = c.
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Figura 3.1: Conjunto .S contenido en Y.

Por otro lado, como a es un punto en la frontera de S, en una vecindad del punto a existe un punto y € Y\ S,
véase la figura 3.1, esto implica que u(y) < ¢, o bien, u(y) > ¢, dado que ¢ es el maximo, lo segundo no puede
ocurrir, esto nos dice que en cada vecindad de a existe un punto y tal que u(y) < c. Luego, consideremos
una vecindad D homeomorfa a un disco, en el cual sabemos se resuelve el problema de Dirichlet, que ademas

contenga en su frontera al punto y, con esto tenemos que D € Reg(Y') y ulsp no es igual a c.

Por hipétesis podemos suponer que u es subarménica en una vecindad de D y por la definicién 3.2.10 tenemos

que
v:=Ppu) >u. (1)

Notemos que v es armoénica en D, ya que resuelve el problema de Dirichlet, y v|ap = u|sp < ¢, luego, el principio
del médulo méximo de funciones arménicas (teorema 3.2.4) v alcanza su maximo y este estd en la frontera y

como los valores de la frontera estan acotados por ¢, se sigue que v < c en D.

Por (1) tenemos que u(a) = ¢ < v(a) y asi v alcanza su maximo en a siendo este igual a la constante ¢, sin

embargo, esto contradice la eleccién del conjunto D, por lo tanto S =Y. |
Corolario 3.2.12. Siu: Y — R es localmente subarmonica entonces u es subarmonica.
Demostracion.

Consideremos D € Reg(Y'), tenemos asi que Pp(u) es arménica en D, definamos v := u — Pp(u) y veamos que
es localmente subarménica en D. En efecto, por hipétesis, la funciéon u es localmente subarménica en Y, en
particular en D, por lo tanto basta probar que Pp(u) también lo es. Para ver lo anterior, tomemos un punto y en
D y V una vecindad de y contenida en D, observemos que Pp(u) es arménica en V' y asi Pp(Pp(u)) = Pp(u)
en V, es decir, Pp(u) es subarmonica en V' y como y € D fue arbitrario, se sigue que Pp(u) es localmente

subarmonica.

Por otro lado, como Pp(u) resuelve el problema de Dirichlet para los valores en la frontera dados por u|gp, se

sigue que v|pp = u|p — Pp(u)|p = 0 y entonces el principio del médulo maximo para funciones subarmonicas
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implica que v < 0 en D, por lo tanto Pp(u) > u. |
Teorema 3.2.13. Siu:Y — R es subarmonica y D € Reg(Y') entonces Pp(u) también es subarmdnica.
Demostracion.

Sea v := Ppg(u) y consideremos D € Reg(Y'). Por la definicién de las funciones Pp(-) y Pg(:), tenemos que
Pp(v)=venY\Dywv=Pp(u)=uenY \ B, dado que u es subarménica, sabemos que v > u lo cual implica
que Pp(v) > Pp(u) > u = v, luego, v — Pp(v) < 0 en Y|pnp. Como v y Pp(v) son subarménicas en B y D,
respectivamente, tenemos que v — Pp(v) es subarménica en B N D entonces v — Pp(v) < 0 en BN D, por lo

tanto Pp(v) < v, es decir, Pg(u) es subarmoénica. [

Conociendo todo lo anterior, continuaremos el camino para resolver el problema de Dirichlet en superficies de
Riemann, para ello usaremos el método del matematico aleman Oskar Perron, el cual consiste en encontrar la
funcién subarmonica mas grande con valores en la frontera menores que los valores buscados, probaremos que

esta funcién coincide con la solucion del problema de Dirichlet.

Usando el teorema de Harnack (teorema 3.2.3) y el principio del méximo para funciones arménicas (teorema

3.2.4) se puede probar el siguiente resultado, cuya demostracién se puede consultar en [3].

Lema 3.2.14. (Perron) Sea M C Cr(Y') un subconjunto no vacio de funciones subarmonicas en Y con las

siguientes propiedades:

1. Siu,v € M entonces sup(u,v) € M.

2. Siue M yD e Reg(Y) entonces Pp(u) € M.

3. Euxiste una constante K € R tal que v < K para todo u € M.
Se tiene entonces que, la funcion u* : Y — R definida por u*(x) := sup{u(x) : u € M} es armdnica en Y.
Definicién 3.2.15. Sea f: 9Y — R una funcion continua y acotada y K := sup{f(z) : z € 0Y'}.
Denotemos por By al conjunto de todas las funciones u € Cr(Y) con las siguientes propiedades

1. uly : Y — R es subarmdnica.

2. ulgy < f,u<K.
By es llamado la clase de Perron de f.

Teorema 3.2.16. La funcion u* := sup{u : u € By} satisface las condiciones del lema de Perron y por lo tanto

es armonica en Y .
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Demostracion.

Veamos que se satisfacen las 3 condiciones del lema 3.2.14:

1. Sean u,v € By, como u < K y v < K se sigue que sup(u,v) < K, de igual manera, se tiene que ulgy < f
y v|gy < f por lo tanto sup(u,v)|sy < f. Finalmente, por la proposicién 3.2.9 sabemos que sup(u,v) es

una funcién subarménica, por lo que sup(u,v) € By.

2. Seau € By y D € Reg(Y), por la proposicién 3.2.13 sabemos que Pp(u)|y es subarménica.

Por otro lado, dado que u € By se tiene que ulpy < fy v < K, ademas v = Pp(u) en Y \ D. Notemos
que Y C Y \ D, tenemos entonces que ulgy = Pp(u)lgy < f y también Pp(u) < K, por lo tanto
Pp(u) € By.

3. Por la definicién del conjunto By tenemos que para todo u € By se tiene que u < K. |

El teorema anterior nos brinda un candidato para resolver el problema de Dirichlet, resta garantizar que esta

funcién cumpla la condicién de frontera, es decir, que para = € 9Y,y € Y, lim u*(y) = f(z). Como es de
y*)fE

esperarse, en general, esto no se satisface, pero se cumplird cuando la frontera este formada por puntos que

cumplen una caracteristica que presentamos a continuacion.

Definicién 3.2.17. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, un punto x € 0Y es llamado regular

si existe una vecindad abierta U de x y una funcién B € Cg(Y NU) con las siguientes propiedades:

1. Blynu es subarmdnica.
2. B(z) =01y B(y) <0 para caday € Y NU \ {z}.

La funcion B serd llamada una barrera en x. Ademds, si todos los puntos frontera de un conjunto son requlares

entonces decimos que tiene frontera regular (véase figura 3.2).

Figura 3.2: Punto regular.
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Proposiciéon 3.2.18. Conservando la notacion de la definicion anterior:

a) Six € 9Y es un punto reqular de Y y Y1 un conjunto abierto de'Y con x € Y1 entonces x es un punto

regqular de Y.

b) Si'Y tiene frontera regular entonces cada componente conexa de'Y también tiene frontera regular.
Demostracion.

1. Observemos que la funcién |y, es una barrera en z, en efecto, notemos que Y1 NU C Y NU y como
B es subarménica en Y NU claramente también lo es en Y7 NU. De igual manera podemos observar que

Y1iNnU\{z} cYNU\ {x}, con lo cual se satisface la propiedad 2 de la definicién 3.2.17.

2. Basta recordar que las componentes conexas forman una particién del conjunto y por el inciso a) se sigue

el resultado. [ |

Es posible determinar, de manera geométrica, si un punto frontera es regular, puesto que esta es una condicién

local e invariante bajo biholomorfismos, por lo cual basta probarlo para un abierto de C.

Teorema 3.2.19. Sea Y un abierto de C y un punto a € 9Y, supongamos que existe un disco, centrado en

m € C y de radio r > 0, denotado por Dp,(r), tal que a € 0Dy, (1) y Dp(r) NY = 0 entonces a es un punto

regular.
Demostracion.
. a+m , .
Consideremos ¢ := 5 Y B(z) := log(5) — log |z — ¢|, afirmamos que esta funcién es una barrera en a. En

efecto, verifiquemos las condiciones de la definicién:

1. Por el ejemplo 3.2.8 sabemos que es subarménica.

2. Haciendo los calculos directamente se obtiene que 3(a) = log § — log |a_2m| = log 5 — log 5 = 0. Ademas

siy € Y ND)\ {a} tenemos que B(y) = log 3 < 0. [ |
Una vez presentada la condicién de cuando un punto frontera es regular pasaremos a dar algunos resultados
que nos seran de ayuda para poder concluir la solucién al problema de Dirichlet.

Lema 3.2.20. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, consideremos x € 9Y un punto reqular, V
una vecindad de x y dos constantes reales m y ¢ con m < c. Existe entonces una funcion v € Eg(Y) con las

siguientes propiedades:
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a) vly es subarmdnica.

b) v(z) =c, vlyqy, < c.

c) U|?\V =m.
Demostracion.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 0. Sea U una vecindad abierta del punto x y 8 € Cr(Y NU)

una barrera en .

Podemos suponer que V' € U, para conseguir esto podemos reducir V' de ser necesario. Recordemos que la
frontera de cualquier conjunto es cerrado, con esto tenemos que 9V NY es cerrado y ademds estd contenido
en el compacto V, por lo tanto 9D NY es compacto y en consecuencia contiene a su supremo. Como todas las
imagenes bajo la funcién B de puntos en 9V NY son negativas, se tiene que sup{B(y) :y € OVNY} <0 = c,

véase figura 3.3. Notemos que podemos considerar una constante k > 0 tal que k3|5~ < m.

B /; Y
IR /—\/r /,-\\ l_‘
ey
- '
\ /
\ /
N ,

Figura 3.3: La imagen de los puntos en la regiéon sombreada bajo la funcién S son menor que 0.

Definamos v : Y — R como sigue

esta funcion satisface lo siguiente:

» Es continua: tenemos que para y € OV NY, sup(m, kB(y)) = m esto ya que kS(y) < m.

= Es localmente subarménica en Y: sabemos que 8 es subarmoénica en Y N U, en particular, también lo es
en Y NV. Por la proposicién 3.2.9 tenemos que kS es subarménica en Y NV. Ademas la funcién constante
m también es subarmonica en Y, por lo tanto, sup(m, k) es subarménica en Y NV y en consecuencia v
es subarmonica en V, esto se puede hacer en cualquier punto x y vecindad de x lo cual implica que v es
localmente subarmonica. Luego, por el corolario 3.2.12, se sigue que la funcién v es subarmoénica en Y.

Esto verifica el inciso a) de este lema.
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» Como el punto z dado en la hipétesis, se encuentra en Y NV, tenemos que
U(IE) = Sup(mv kﬁ(.’l?)) = Sup(m, 0) =0=c.

Paray € Y NV, como 3 es una barrera en x satisface que kBl < 0y ademds tenemos que m < 0, por

lo tanto v(y) = sup(m, kB) < 0. Esto verifica el inciso b) del lema.
= Por construccién, v|7\v = m, lo cual verifica el inciso c). |

Definiciéon 3.2.21. Con la notacion del lema anterior, sean x € Y y un abierto V de X con x € V.

Considerando los siguientes conjuntos
Ay =inf{u*(y) :y € Y 0 (V\{z})},

By = sup{u*(y) :y € Y N (V\ {z})},

se define lo siguiente:

liminf u*(y) := sup {Av},
y—a vex

limsup u*(y) := inf {By}.
VcX

Y=

Observemos que por la monotonia de los supremos e infimos, si tenemos funciones f, g tales que f < g entonces
liminf f(y) < liminf g(y).

Yy—x Y=
Lema 3.2.22. Bajo la notacion del lema 3.2.20 tenemos los siguientes resultados

a) Dado un real B € R, defina L, := liminfu*(y) > B; se tiene que dado € > 0 existe un abierto V. C X
y—T
conz eV y(V\{z})NY #0 tales que

u*(y) +e>p, paracaday €Y N(V\{z}).

b) Dado o € R, sea L, := limsupu*(y) < «; se tiene que dado € > 0 existe un abierto V.C X conx € V,
Yy—rx

(V\{z})NY # 0 tales que

u (y) <a+e,  paracaday €Y N(V\{z}).

Demostracion.

Demostraremos solo el inciso a) ya que la prueba del inciso b) es similar.
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Definamos Ay := inf{u*(y) : y € Y N (V \ {z})} y sea ¢ > 0. Como L, es un supremo, existe Ay para algin
abierto V tal que
L, —e< Ay <u*(y), paracadayecY n(V\{z}),

se sigue entonces que

u*(y) +e> L;, paracadayeY n(V\{z}),

por lo tanto u*(y) + & > . [
Lema 3.2.23. Siv:Y — R es una funcion continua y x € Y entonces

a) liminfo(y) > v(x).

Yy—x

b) limsupv(y) < v(z).

Yy—x

Demostracion.
Nuevamente probaremos solo el inciso a).

Sea n € N, por continuidad de la funcién v, para % > (0 existe un abierto V' C X tal que
1 —
o)~ ()| < -, paracaday € V0 (V) {x})

de lo anterior tenemos que
1
— +v(x) <wv(y), paracadayeY N ((V\{z}),

luego

1
— +v(z) < A, <liminfo(y),
n Yy—x
se sigue que * 4 v(z) < h’rginf v(y) y en consecuencia
y—x
v(z) < liminfo(y).
y—T

|
Ahora ya estamos en posicién de completar la solucién al problema de Dirichlet en una superficie de Riemann.

Teorema 3.2.24. Sean Y un abierto de una superficie de Riemann X, f:0Y — R una funcion continua y
acotada y

u* =sup{u:u € By},
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donde By es la clase de Perron de f. Se tiene entonces que para cada punto regular x € 9Y vale

lim u*(y) = f(x).

Yy—x

yey

Demostracion.

Sea € > 0, por la continuidad de f, podemos considerar una vecindad abierta y relativamente compacta V de

z tal que
flx) —e < f(y) < f(z)+e paracadayecdY NV.

Por otro lado, dado que f es acotada, consideremos constantes k, K € R que satisfacen lo siguiente

k< f(y) <K, paracadayedY. (1)

Ahora bien, considerando ¢ = f(x) —e y m = k — ¢, observemos que de (1) se tiene que m < ¢, por lo tanto del

lema 3.2.20 existe una funcién continua v : ¥ — R que es subarménica en Y y satisface lo siguiente

v(z) = f(z)—e,
U’?mv < flx) —¢,

vy = k—e

De la primera igualdad, como = € 9Y, obtenemos que v(x)|sy = f(z)|oy —€ < f(z)|sy = f(z), dado que x fue
arbitrario, tenemos que v|gy < f. Con todo lo anterior, observe que v € By y por lo tanto v < u*, luego por el

inciso a) del lema 3.2.23 tenemos lo siguiente

liminf u*(y) > liminfo(y) > v(x) = f(x) —e.  (2)

Yy—x Yy—x

Por otro lado, tomando ahora ¢ = —f(x) y m = —K, de (1) tenemos que f(z) < K y asi m < c¢. Aplicando
nuevamente el lema 3.2.20 tenemos la existencia de una funcién continua w : ¥ — R que es subarménica en

Y y ademads satisface las siguientes propiedades

w(z) = —f(z),
w|?ﬁ\/ < _f(x)a

Dado que u € By, tenemos que ulpy < f, asi que para todo y € 9Y NV se tiene que u(y) < f(x) + €. Usando

la primera igualdad de arriba obtenemos que
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u(y) +w(y) <e, paracadayedY NV.

Similarmente, por la definicién de la clase de Perron sabemos que © < K y por la tercera igualdad de arriba
podemos concluir que

u(z) +w(z) <0, paracadaze€Y NIV,

Aplicando el principio del maximo para la funciéon subarménica u 4+ v tenemos que

u+w<e, en YNV,
equivalentemente

ulyny < € —wlyny,  para cada u € By.
Por lo tanto, usando lo anterior y el inciso b) del lema 3.2.23 obtenemos que

limsup u*(y) < limsup(e —w(z)) <e —w(x) = f(z) +e. (3)
e s

Finalmente, de (2) y (3) tenemos que

limsupu*(y) < f(z) < liminf u*(y),

yey yey

y asi concluimos que

lim u*(y) = f(x).

y—x

yey ]
Concluimos la seccién con el siguiente resultado que es consecuencia del teorema anterior.

Teorema 3.2.25. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X tal que todo los puntos frontera de Y son
requlares entonces para cada funcion continua y acotada f : Y — R el problema de Dirichlet en Y se puede

resolver.

3.3. Conjuntos Runge

En esta secciéon presentamos los conjuntos Runge que serdn de utilidad en la demostraciéon del teorema del
mapeo de Riemann. El objetivo de esta seccién es probar que en una superficie de Riemann podemos construir

una ezhaustividad de conjuntos Runge, cosa que se precisard en breve.

Definicién 3.3.1. Sea X una superficie de Riemann, para cualquier subconjunto Y C X sea h(Y) la union de

Y con todas las componentes conexas relativamente compactas de X \'Y. Un abierto Y C X es llamado Runge
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siY =h(Y), es decir, si ninguna componente conexa de X \'Y es compacta. Véase la figura 3.4.

Componente

Componente no
relativamente compacta

Figura 3.4: El conjunto Y C X es la porcién de blanco, la pequena porciéon sombreada de gris no forma
parte de X.

Proposicion 3.3.2. Bajo la notacion de la definicion anterior, se tienen las siguientes propiedades:
a) h(h(Y)) =h(Y) para todo Y C X.
b) SiYy C Yy entonces h(Y1) C h(Ya).
c) Si'Y es cerrado entonces h(Y) es cerrado.

d) Si'Y es compacto entonces h(Y') es compacto.
Demostracion.

a) Para demostrar la igualdad, primero observemos que h(Y') C h(h(Y')). Para demostrar la otra contencidn,
sean K1, K2 los conjuntos cuyos elementos son las componentes conexas relativamente compactas de X \'Y
y X \ h(Y), respectivamente. Como Y C h(Y) entonces X \ h(Y) C X \ Y, mds atin, se tiene que las
componentes conexas de X \ h(Y') estan contenidas en las componentes de X \ Y, con lo anterior, se tiene

lo siguiente
h(h(¥Y)) =b(Y)U | J Cch(¥)u [ Dchy)uph(y)Ch(y).

Celq DeKy

Con esto, obtenemos la igualdad deseada.

b) Procediendo por contradiccién, supongamos que h(Y2) C h(Y7). Observemos que la igualdad no se puede
dar, ya que por hipotesis Y] esta contenido en Y3. Supongamos entonces que la contencién planteada al
inicio es propia y sean K1 y K2 los conjuntos cuyos elementos son las componentes conexas relativamente

compactas de X \ Y7 y X \ Ya, respectivamente. Con lo anterior se tiene lo siguiente:

h(Ya)=Y2U | J Dcyviu | C=ph1),
DeKo Cceky
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donde Y5 N U D=0=YnN U C. Se sigue entonces que Yo estd contenido en Y7, o bien, Y5 estd

DeKo ceky
contenido en U C, notemos que, por hipétesis, lo primero no es posible, por lo tanto Yo C U C, sin
Cekq Cekq
embargo esto tampoco es posible ya que Y1 C Yo y Y1 N U C = {). Concluimos asi que h(Y7) C h(Y2).

Ceky

Antes de pasar a las otras demostraciones conviene recordar que un espacio es localmente conexo si y solo si
para todo abierto U C X cada componente de U es abierta, dicho resultado se puede consultar en libros de

topologia bésica, por ejemplo [14].

c) Sean Cj con j € J las componentes conexas de X \ Y, como X \ Y es abierto y X es una superficie de

Riemann, en particular es localmente conexa, se tiene que los C; son abiertos.

Consideremos el conjunto Jy formado por aquellos indices j € J tales que éj es compacto, notemos que

se tiene lo siguiente

xX\ny)= | &,

J€JI\Jo

observemos que, por ser unién de abiertos, es también abierto y asi h(Y") es cerrado.

d) Supongamos que Y # (), sea U una vecindad abierta relativamente compacta de Y. Afirmamos que todos
los C; intersecan a U, en caso contrario, si C; C X \ U entonces C; C X \U C X \'Y lo cual implica que

C; = 6j. Lo anterior significa que C} es abierto y cerrado, lo cual contradice la conexidad de X.

Por otro lado, como AU es compacto (OU = U N U®) y es cubierto por los abiertos disjuntos C;, solo
una cantidad finita de estos interseca a QU. Consideremos la coleccién de los C relativamente compactos
y sean Cj,,...,Cj,, aquellos que intersecan a OU (por la afirmacién hecha al inicio de la demostracién
de este inciso, todos los demds estan contenidos en U). Tenemos que h(Y) C UUCj U...UC},, es

relativamente compacto y por el inciso ¢) de este resultado se tiene que es compacto. |

Proposicién 3.3.3. (Ezhaustividad compacta) Para X una superficie de Riemann no compacta existe una

sucesion {K;}jen de subconjuntos compactos de X con las siguientes propiedades:
a) K; =bH(K;) para todo j,

b) Kj_1 C Int(Kj) para todo j > 1,

o) | JE =X

J=0
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Demostracion.

Dado que X es una superficie de Riemann, en particular es segundo numerable, asi que existe una sucesiéon de
compactos de X, K) C K| C ... los cuales cubren a X (para construirla podemos tomar, por ejemplo, conjuntos

bésicos que tengan cerradura compacta y biholomorfos a discos anidados).

Sea Ky := h(K]), observe que K cumple a). Procediendo por induccién, supongamos que K, ..., K, satisfacen
las propiedades a) y b), como K/, y K, son compactos, la unién de ellos también lo es y asf existe un compacto
M tal que K}, U K, C Int(M), tomemos ahora Kp,11 := h(M). La sucesién de conjuntos K, j € N satisface

las condiciones deseadas:
a) Por construccién, K,,+1 = h(M) entonces h(h(M)) = H(M) = Kypy1.
b) Int(Kp41) = Int(h(M)) D Int(M) D Ky, es decir, K, C Int(Kp41).

c) Por construccién de los K se tiene que K; C Kj41 entonces X = U K]' C U Kji1.
|
Teorema 3.3.4. Sea X una superficie de Riemann, K1 y Ko subconjuntos compactos de X con K1 C Int(Ks)
y h(K2) = Ky entonces existe un abierto Y C X que es Runge y satisface K1 C'Y C Ky. Mds ain, podemos

elegir Y de tal manera que su frontera sea reqular.
Demostracion.

Sea x € OK>, consideremos una carta U que no interseca a K1, en esta carta tomemos D, un conjunto compacto
que tiene a x en su interior y es biholomorfo a un disco en C. Esto podemos hacerlo con cualquier punto de la
frontera de K» para cubrirla. Como 9K es cerrado (su complemento es abierto) y 0Ka C K, se sigue que 0K5
es compacto, asi podemos cubrir 9Ky con una cantidad finita de conjuntos D1, ..., D,,, todos biholomorfos a
discos, véase figura 3.5.

m
Tomemos Y := K» \ U ﬁj y observemos que Y es abierto con K1 C Y C K. Sean Cj, j € J las componentes
conexas de X \ Ko, p]c:r1 hipétesis sabemos que no hay componentes compactos (Ko es Runge).
Por otro lado, observemos que por la eleccién de los D; estos son conexos e intersecan al menos un Cj;. Afirmamos
ahora que no hay componentes conexas de X \ Y que sean relativamente compactas. Para ver esto consideremos

los siguientes casos:

1. Sea A una componente de X \ Y tal que AND; = () para todo j. Notemos que A también es componente
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Figura 3.5: Cubierta para la frontera de K.

de X \ K3, en efecto,

k
X\Y =X \K) U [ JDy | =] |Aas
j=1 a

donde, la ltima unién es disjunta y representa la descomposicién en componentes conexas de X \ Y.
Luego, como la interseccién de A con los D; es vacia, tenemos que (X \ Ko)NA=A,asi AC X\ Ky =

|_| C; por lo tanto A C C; para algun j € J.
JjEJ
Por otro lado, tenemos que

C; CX\K;CX\Y =| |Aa,
[e%

como AN Cj # () entonces C; C A.

Con lo anterior tenemos que A = C; entonces A no es compacta, ya que C;j no lo es (por hipdtesis).

2. A es componente de X\ Y tal que AND; # () para algin j € J. Como A es componente conexa, se sigue
que D; C A.

Por otro lado, D; N C; # () para algin ¢ entonces C; N A # () (ambos contienen a Dj), con lo anterior
se tiene que C; C A. Si A fuese compacto entonces C; también lo serfa, ya que C; C A, lo cual es una

contradiccién a la hipdtesis de que h(K2) = Ko.
De ambos casos, tenemos que Y = h(Y).
Para finalizar, por el teorema 3.2.19, tenemos que todos los puntos frontera son regulares. |

Teorema 3.3.5. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X, si Y es Runge entonces cada componente

conexa de Y también es Runge.

Demostracion.
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Sean Y;, ¢ € I las componentes conexas de Y. Notemos que todas las componentes son abiertas ya que Y es
abierto y K es localmente conexo. Sea {Ag, k € K} el conjunto de componentes conexas de X \ Y, dado que Y

es Runge tenemos que Ay es cerrada pero no compacta.

Tenemos que Y; N A # () para todo i € I, en caso contrario, Y; C Y por lo que Y; = Y;, lo cual contradice el

hecho de que X es conexa (por ser superficie de Riemann).

Sea C' una componente conexa de S\ Y; entonces C'N (X \ V) # (), en efecto, en caso contrario tendriamos que
CNY; # 0 para algin j # ¢, por lo tanto Yj C C, ya que C es cerrado y Yj es conexo, pero por el parrafo

anterior tendriamos que C' N A # 0.

Luego, C' interseca al menos a un Ay y por tanto Ax C C, se sigue que C' no puede ser compacto, como C fue

arbitrario se sigue que Y; es Runge. |
Con todos los resultados anteriores ya podemos probar el objetivo de esta seccién.

Teorema 3.3.6. (Ezhaustividad por dominios Runge) Sea X una superficie de Riemann no compacta, existe

una sucesion Yo € Y1 € ... de dominios relativamente compactos Runge con UY] = X y tal que cada Y} tiene

J
frontera regqular.

Demostracion.

Primero veremos que para cada compacto K C X existe un dominio Runge Y € X que tiene frontera regular

yKCY.
Dado K, podemos encontrar un conjunto compacto y conexo K; y un compacto K tales que K C K; C Int(K3).

Observemos que por la proposicién 3.3.2 h(Kz2) es compacto y Runge, ademés K C Int(Ks2) C Int(h(K32)), por
lo tanto podemos aplicar el teorema 3.3.4, con lo cual existe un abierto Runge Y7 que tiene frontera regular tal
que

K, CY; C h(K>).

Sea Y la componente conexa de Y1, que contiene a K, por el teorema 3.3.5, Y es Runge y por el teorema 3.2.19

tiene frontera regular.

Por otro lado, por el teorema 3.3.3 existe una cubierta de X formada por compactos {K] }ies,conJ ={1,2,...},

tales que Kj C Kj+1.

Tomemos al conjunto Ky, por lo demostrado al inicio, tenemos que existe un dominio Runge Yy € X con frontera

87



Capitulo 3. Problema de Dirichlet y teoria Runge 3.3. Conjuntos Runge

regular tal que Ky C Yy. Tomemos ahora K; € {K j}jer como aquel de indice més pequeno tal que Yy C K7,
nuevamente tenemos que existe un dominio Y; € X tal que Yy C K; C Y;. Notemos ademéas que Yy € Y7,
ya que por las contenciones previas Y C Y. Siguiendo de esta manera podemos construir una sucesiéon de
dominios Runge relativamente compactos y con fronteras regulares tales que Ky C Yy y K; C Y, para todo
J € J*, donde J* representa los indices usados para la construcciéon de los conjuntos Yj. Se tiene entonces que

X =KyU U K CcYyu U Y;. Con todo lo anterior, tenemos la cubierta buscada. |
jeJ* jeJ*
Los resultados de esta seccién, junto con los del apéndice A, concluyen con los preliminares necesarios para

comenzar a estudiar el teorema principal de este trabajo, el teorema del mapeo de Riemann.

Tal como el nombre de esta tesis lo menciona, nos basaremos en la teoria de conjuntos Runge para la demos-
tracién del teorema, sin embargo existen otras demostraciones usando técnicas distintas, por ejemplo mediante
el uso de unas funciones llamadas funciones de Green, el lector interesado en esto puede consultar a partir de

la pagina 166 de [7].
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Capitulo 4

El teorema del mapeo de Riemann

4.1. Preliminares

Comenzamos la seccion con el siguiente resultado, que es consecuencia del corolario 2.2.26 y de la definicion del
grupo de DeRham (definicién 2.3.19).

Proposicién 4.1.1. Si X es una superficie de Riemann simplemente coneza entonces H},p(X) = 0.

Esta propiedad, que una superficie de Riemann tenga grupo de DeRham trivial, es una hipétesis importante en

los proximos resultados.
Lema 4.1.2. Si X es una superficie de Riemann con HER(X) = 0 entonces se tienen los siquientes resultados:

1. Para cada funcion holomorfa f : X — C* existe un logaritmo y una raiz cuadrada, es decir, existen

funciones g,h € O(X) tales que
ed=f y h=1F

2. Toda funcion armonica v : X — R es la parte real de una funcion holomorfa f: X — C.
Demostracion.

1. Comencemos notando que f~'df es una 1-forma holomorfa en X, dado que 0 = H}) r(X) = QX )/d(’)( X)

tenemos que existe una funcién g € O(X) con dg = f~'df.

Luego, agregando una constante a g, de ser necesario, podemos suponer que en un punto a € X tenemos

9@ = f(a), dicho de otra forma, 1 = f(a)e 9.

Por otro lado,

89



Capitulo 4. El teorema del mapeo de Riemann 4.1. Preliminares

d(fe ) = (df)e? — fe9dg = (df)e™0 — fe 9 f71df = (df)e™ — e 9df = 0.

Dado esto y como X es conexa, se sigue que fe 9 es idénticamente 1, asi 9 = f.
9 , .
Para lo segundo, observemos que basta con tomar h := e2 y asi conseguimos lo deseado.
2. Sea u una funciéon armoénica, por la observacion 3.1.7, du es 1-forma armonica, notemos que como u es

una funcién real valuada, du = du, es decir, es una 1-forma real. Por el teorema 3.1.11, tenemos que du

es la parte real de una funcién holomorfa, es decir, existe w € Q(X) tal que du = Re(w).

Dado que H},5(X) = 0 tenemos que du = Re(dp) = d(Re p) con p € O(X), luego u = Re(p) + ¢ con
c = cte. |

El siguiente resultado es un primer acercamiento a los biholomorfismos que buscamos, pero solo es valido para
ciertos dominios dentro de una superficie de Riemann, recuerde que estos conjuntos son en particular superficies

de Riemann (ejemplo 1.0.8) asi que tiene sentido hablar del grupo de DeRham de estos.

Teorema 4.1.3. Sea X wuna superficie de Riemann no compacta, ¥ € X un dominio con HbR(Y) = 0.
Supongamos que la frontera de Y es reqular. Eziste entonces una funcion biholomorfa de Y sobre el disco

unitario E.
Demostracion.

Sea a € Y, por el corolario A.0.6, existe una funcién holomorfa g € O(X) que tiene un cero de orden 1 en el

punto a y no se anula en X \ {a}.

Notemos que estamos bajo las hipétesis del teorema 3.2.25, aplicado a la funcién log(|g|), es decir, existe una

funcién u : Y — R que es continua en Y y arménica en Y con

u(y) =log|g(y)|, paracaday € Y. (1)
Como u es una funcién arménica, el inciso 2 del lema 4.1.2 garantiza que v = Re(h) con h € O(Y"). Teniendo
lo anterior, basta tomar f := e g € O(Y).

Lo que probaremos ahora es que esta funcién f es el biholomorfismo que buscamos. Para ello veremos las

siguientes afirmaciones:
Afirmacién 1. f(Y) C E.

Sea y € Y \ {a}, de (1) tenemos que
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e hW)| = |e~RehW)| = |g~uW)| = |~ losls(w)))|

)
y con esto se sigue:

ellosla))l—uly) — lloglgW))le=uW) — |e=hW)||g(y)| = | F(v)].

Vemos asi, que la funcién |f| estd definida en Y y que ademds puede ser extendida a una funcién ¢ :

Y — R, la cual por (1) es idénticamente 1 en la frontera de Y.

Este ultimo parrafo nos dice que la funcién f, en la frontera de Y, estd acotado por 1, por el principio

del maximo esto implica que |f(y)| < 1 para todoy € Y, y asi f(Y) C E.
Afirmacién 2. f : Y — D es propia.

Basta probar que para cada r < 1 la preimagen del disco Dy(r) es compacta en Y. Sea Y. := f~1(D,.(0)),

para ello veamos que se tiene la siguiente igualdad

Vo={yeY:|[fy)l<rt={yeY :p(y) <r}
donde ¢ es la extension de f a la frontera de Y dada en la afirmacién 1.

Notemos que Y, = {y € Y : |[f(y)| < r} C {y € Y : p(y) < r} es clara, pasemos a demostrar la otra

contencién, para ello sea yg € {y € Y : p(y) < r} consideremos los siguientes casos:
e Siyp €Y, en este caso |f(yo)| = ¢(yo) <, por lo tanto yg € Y.

e Siyp € JY, eneste caso |f(yo)| = ¢(yo) < 1. Como 1 es el méximo de f (en particular supremo) de la
funcién f en Y y ademds, por hipétesis se tiene que ¢(yo) < 7 se sigue que |f(vo)| = ©(yo) <7 < 1,

asi yp € Y.
Con lo anterior se tiene que Y, C Y, como Y, es cerrado y por hipétesis Y es compacto se concluye que

Y, es compacto.

Ahora bien, como f es propia, el teorema A.0.7 nos dice que cada valor en E es alcanzado el mismo ntimero de
veces, pero el valor cero es tomado exactamente una vez, por lo tanto f : Y — D es biyectiva. Recordemos
que si una funcién holomorfa es biyectiva, su inversa también es holomorfa, este resultado se puede consultar

en libros de andlisis complejo tal como en la pagina 206 de [16].
Concluimos que f es un biholomorfismo. |
Antes de pasar a la demostracién del teorema principal veremos lo dltimos dos lemas que necesitamos.

Lema 4.1.4. Sean R € (0,00|, Y un subdominio propio de Do(R) con 0 € Y y H},,(Y) = 0 exziste entonces
r < R y una funcién holomorfa f : Y — Dy(r) con f(0) =0y f(0) = 1.
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Demostracion.
Consideremos el caso en que R < 00, el caso R = co se maneja de manera similar.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que R = 1 (esto es posible a través de una homotecia entre los discos

con centro en 0 y razén %), con esto se tiene que Y C E.

Dado que Y es, en particular, un subconjunto propio de E tenemos que existe un punto a € E\ Y, con el cual
definimos la siguiente funciéon ¢ : E — E dada por

zZ—a

o) =15

observemos que esta funcién tiene la forma de un automorfismo del disco unitario (véase pagina 219 de [16]),
por lo tanto esta bien definido y ademds es un biholomorfismo. Esta funcién satisface ¢p(0) = —a y 0 ¢ p(V) de
lo contrario, para algiin w € Y se tendria que

w—a

=0,
1 —aw

lo cual implica que w = a y asi a seria un punto de Y, contradiciendo su eleccién. Finalmente, observemos que
2
¢'(0) =1—la* #0, (1)

luego, por el inciso 1 del lema 4.1.2, se tiene la existencia de una funcién g € O(Y) tal que g?> = ¢l|y. Por lo

que g(Y) C E y al derivar se tiene 2g¢’ = ¢’ con lo cual g(0) # 0 y ademés

/
: ¥'(0)
g (0) = . 2
Definamos ahora la funcién
s
z) = —,
viz) =
donde b := g(0) y asi b> = —a. Observemos que ¢ es también un automorfismo del disco unitario con 1 (b) = 0
Y 1

P'(b) = [ (3)

Consideremos ahora h:=1og:Y — E | notemos que h(0) = 1(g(0)) =0, y por (1), (2) y (3) se tiene

iy — vy L L—la® 14

Como b € E tenemos entonces lo siguiente

0<(1—[o)?=1~2b| + o,
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1+162| > 2|b| > 0, de esta tiltima desigualdad se sigue que % > 1,

luego se sigue que 1+]b? > 2|b| > 0 y asf

es decir, |y| > 1. Tomando

1 h
re=y f=2
1 Y

la funcién f : Y — D, (0) tiene las propiedades que buscamos, en efecto, f es holomorfa, ya que h lo es, ademads

£(0) = 4 =0y £1(0) = 1w(0) = 1. m

Lema 4.1.5. Sea X una superficie de Riemann no compacta con H%)R(X) =0yY C X un dominio Runge,

se tiene que H}p(Y) = 0.
Demostracion.
Sea w € Q(X) arbitraria, para ver que Hll) r(Y) = 0 probaremos que w tiene una primitiva.

Por el corolario A.0.5 tenemos que existe una 1-forma wy € Q(X) que no se anula. Luego, w = fwy para alguna
funcién f € O(Y). Por el teorema de aproximacién de Runge (teorema A.0.2) existe una sucesién f, € O(X) ,

n € N, que converge uniformemente en subconjuntos compactos de Y hacia f. Asi por cada curva cerrada « en

[ [ [ o

Como H }7 r(X) =0, fnwo tiene una primitiva, y como « es una curva cerrada tenemos que fa frnwo = 0, entonces

Y se tiene

J.,w =0, es decir, los periodos de w son cero y como QW(Y) c EM(Y), el teorema 2.2.37 garantiza que w tiene

una primitiva. [ ]

4.2. Teorema principal

Teorema 4.2.1. (del mapeo de Riemann) Si X es una superficie de Riemann con H},p(X) = 0 entonces X es

biholomorfa a alguna de los siquientes: la esfera de Riemann P, el plano complejo C o el disco unitario E.
Demostracion.

= Si X es compacta, la definicién A.0.12 de género tiene sentido, ademads, por el corolario 1.2.6, to-
das las funciones holomorfas en X son constantes, con lo cual se sigue que dO(X) es trivial, y como
H}5(X) =0, esto implica que Q(X) = 0. Usando el inciso b) del teorema A.0.13 podemos concluir que
g = dim H%(Q) = dim Q(X) = 0 y por el inciso a) del teorema A.0.13, se sigue que X es biholomorfa a
P
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= Si X no es compacta, por el teorema 3.3.6 existe una sucesion Yy € Y7 € ... de dominios relativamente

compactos Runge con U Y; = X tal que cada Y tiene frontera regular.
J
Dado que H},5(X) = 0, el teorema 4.1.5 implica que H},5(Y,,) = 0 para todo n, més ain, cada Y, es

biholomorfo al disco unitario (teorema 4.1.3), a dichos biholomorfismos los denotaremos por b, : Y,, — E.

Por otro lado, consideremos a € Yp y una vecindad coordenada (U, z) del punto a y supongamos que

by(a) = 0 para todo n. A continuacién veremos que existe un real 7, > 0 y una funcién biholomorfa
fn : Yn — DQ(Tn)

que satisface lo siguiente
fn

fula) =0 dz

(a) =1,

en efecto, notemos que E es un subconjunto propio de Dy(00) y satisface las hipdtesis del lema 4.1.4, por
lo que existen 7/, < oo y una funcién holomorfa g, : E — Dy(r],) tal que g,(0) =0y ¢,,(0) = 1.

Como b, es, en particular, holomorfa e inyectiva tenemos que b),(a) # 0; tomando v := b/, (a), podemos
definir f, := %gn oby : Y, — Doy(ry) con 1y := ﬁr; (con esto garantizamos que |f,| < ry, vy, en caso de
ser necesario, podemos hacer una traslacién para garantizar que el disco de radio 1, esté centrado en el
origen), véase la figura 4.1, la cual satisface las condiciones deseadas, en efecto,

1 1 1

fnla) = mgn(bn(a)) = m

dfn 1 / / 1 / / /
T = (@), (@) = gt O (o) = 9,(0) = 1

Figura 4.1: Construccién de las funciones f,.
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Consideremos la funcién hy, := fni10 fi! @ Do(rn) — Do(rny1) para todo n, nétese que se tiene lo

siguiente

hn(o) = fn-i—l(a) =0, (1)
/ _ / a L _
hn(o) - n+1( )f/ (a) 17

n

del corolario A.0.9 se sigue que

hL,(0)] < T (2)

Tn

de (1) y (2) se concluye que 7, < r,41. Definamos R := lim 7, € (0, co].
n—oo

Afirmacién: X es biholomorfo a Dy(R).

Consideremos las siguientes composiciones

-1
E — DO(T())fO—>Y0

Z — oz +—> fal(roz)
tenemos que la funcién z +— f;(rgz) es un biholomorfismo entre Yy y E.

Tomemos ahora la funcién
gn: E —C

() = (702, nz0
la cual satisface )
Qn(o) = %(fn(a)):(),
-1
00 = P@T =1,

dz

es decir, g, es una funcién holomorfa y schlicht (esto es, una funcién holomorfa f : E — C que es inyectiva
y satisface que f(0) =0y f’(0) = 1, para méas detalles sobre estas funciones, véase el apéndice A) existe
entonces, por el teorema A.0.11, una subsucesion { fy,, }ren de {fn}nen que converge uniformemente en
subconjuntos compactos de Yy. Con el mismo anélisis podemos encontrar una subsucesion { fy,, }ren de
esta subsucesion que converge uniformemente en subconjuntos compactos de Y;. Repitiendo este proceso
obtenemos para cada m una subsucesién { fy,,, }ren de la subsucesién previa que converge uniformemente

en subconjuntos compactos de Y.

Haciendo fp, := fn,, tenemos que esta es una subsucesién de {fn}nen tal que para cada m la sucesién

{fni|¥im He>m converge uniformemente en subconjuntos compactos de Yy,.

Sea f : X — C la funcién holomorfa que es el limite de la sucesion { fy, }ren, tenemos asi que f coincide

en cada Yy, con el limite de la sucesion { fn, |v;, }k>m-
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Capitulo 4. El teorema del mapeo de Riemann 4.2. Teorema principal

df

Notemos que la funcién f es inyectiva y satisface que f(a) =0y d—(a) = 1, veremos a continuacion que
z

ademds es un biholomorfismo entre X y Dy(R).

En efecto, observemos que f(X) C Dy(R), por lo tanto serd suficiente probar que f es sobreyectiva.
Procediendo por contradiccién, supongamos que f(X) es un subconjunto propio de Dy(R), del lema 4.1.4

existe r < R y una funcién holomorfa g : f(X) — Dy(r) tal que g(0) =0y ¢'(0) = 1.

Como r es finito, tomemos n, suficientemente grande, tal que 7, > r y consideremos la siguiente funcién
hi=go fo f,: Do(rn) — Do(r),

la cual satisface

h(0) = g(f(f'(0)) =0,

W) = 9’(0)f’(a)m:17

ademds por el corolario A.0.9 se tiene también que |A’(0)| < -=- y en consecuencia 7, < r, lo cual es una
n

contradiccién, por lo tanto f es sobreyectiva, lo cual concluye la prueba. |

Como consecuencia de este teorema, si X es una superficie de Riemann y X su cubriente universal, en particular,
X es simplemente conexa y se puede aplicar el teorema del mapeo de Riemann, dependiendo de a que superficie

sea biholomorfa, podemos clasificarlas como sigue.

Definicion 4.2.2. Sea X una superficie de Riemann y X su cubriente universal

1. Si X ~ P! entonces decimos que X es eliptica.
2. 51 X ~ C entonces decimos que X es parabolica.

3. Si ;( ~ [E decimos que X es hiperbdlica.

Daremos ahora unos ejemplos usando la cubriente universal y el teorema del mapeo de Riemann. Analizaremos
el plano complejo agujerado, para ello haremos uso del disco de Poincaré, la inversion respecto a un circulo y
otros resultados, los cuales se pueden consultar en el apéndice B de este trabajo, cabe mencionar que parte de
dicho apéndice corresponde a mi trabajo de licenciatura en donde estudie el disco de Poincaré y el semiplano

superior a través de transformaciones de Mobius.

Ejemplo 4.2.3. En el ejemplo 1.5.16 de cubrientes, se menciond que usando la funcion exponencial tenemos

que la cubriente universal de C* = C\ {0} es C, es decir, C* es una superficie de tipo parabdlica.

Ejemplo 4.2.4. Si z1, 22 y z3 son puntos distintos en C entonces la cubriente universal de C\ {z1, z2, 23} es el

disco &, y por lo tanto es una superficie de tipo hiperbdlica.
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Capitulo 4. El teorema del mapeo de Riemann 4.2. Teorema principal

Consideremos el disco de Poincaré (véase la definicion B.0.2 del apéndice B) y supongamos que z1 =0, zo = 1 y
z3 = —1. Sea P un poligono cuyos vértices se encuentran en la frontera de E y estd contenido en este, haciendo
la inversion con respecto a cada uno de sus lados obtenemos poligonos con vértices en la frontera del disco E

como se muestra en la figura 4.2.

Inversién respecto

Inversién respecto
al circulo del lado €

al circulo del lado €7

Figura 4.2: Inversion del poligono P.

Como resultado de las inversiones tenemos que el disco E queda cubierto con poligonos.

Para obtener la funcion cubriente buscada, por el teorema del mapeo de Riemann en el plano complejo (teorema
B.0.6) y la transformacion de Cayley (ejemplo 1.1.3) tenemos un biholomorfismo f : P — H?, donde H?>
es el semiplano superior (véase B.0.1), ademds podemos consequir que los vértices de P sean enviados a los
puntos —1,0,1, 00, mds ain, por el teorema B.0.8 el biholomorfismo se extiende a las fronteras. Por lo tanto
tenemos que los arcos que forman a P son enviados a los intervalos [—oo, —1],[—1,0],[0,1] y [1, 00]. Luego, por
el principio de reflexion de Schwarz (teorema B.0.5) la funcion f se extiende de manera holomorfa a la region
obtenida por la reflexion en cada uno de sus lados (como se menciond al inicio). Tenemos entonces una funcion
biholomorfa sobre C\ {—1,0,1} definida en todo E y por construccion es un isomorfismo local y una funcion

cubriente.
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Apéndice A

Otros resultados necesarios para enunciar

el mapeo de Riemann

Dedicamos este apéndice a los ultimos resultados necesarios para la demostracién que buscamos del mapeo
de Riemann, las demostraciones de dichos resultados serdn omitidas, ya que estas requieren de teoria que nos
desviaria del objetivo del trabajo. Para el lector interesado en las demostraciones, o en conocer més del tema,

puede consultar [3] o [13].
Comenzamos enunciando una propiedad de reticulos, los cuales fueron estudiados en el capitulo 1.

Proposicién A.0.1. Sean T' y I” dos reticulos generados por las R- bases ordenadas {wy,wa} y {w},wh} de C

respectivamente, entonces I' = I si y solo si existe una matriz A € B, donde

B:={Ae€GL(2,Z) : detA = £+1},

tal que
/
w w1
1) _ gy
wh wo
Demostracion.
Supongamos que existe una matriz a b
A= € B,
c d
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Apéndice A. Otros resultados necesarios para enunciar el mapeo de Riemann

tal que
/
wl w1
=A ,
/

con ello, w} = aw; + bws y wh = cwy 4+ dws, lo cual implica que w),w) € T, por lo tanto I C T.

Por otro lado, como B es un grupo existe una matriz A’ € B tal que A - A’ = Ids«2, entonces

w1 B A/ U)l

luego wy,we € IV y asi I' C I, por lo tanto I' = T".
Reciprocamente, supongamos ahora que I' = I".

Tenemos asi que wi, ws € I entonces, por definicién, existen o', b, n’,m’ enteros tales que wy = a'wj + b'wl y

wy = n'w] +m/wh, esto equivale a

/
w] a b wq
) = )
wh n o m W
De (1) y (2) tenemos que
10 a b ad v w) 0
0 1 n o m n’ m wh '

n m n m 0 1
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Apéndice A. Otros resultados necesarios para enunciar el mapeo de Riemann

Con lo anterior tenemos que

a b a v
det =1,
n m n' m/
por lo tanto
a b a v
det = det = +1,
n m n' m
es decir, las matrices se encuentran en B tal como queriamos. |

El siguiente teorema involucra la convergencia uniforme en compactos, lo cual requiere de dotar de una topologia
al espacio vectorial £(Y), con Y un abierto de una superficie de Riemann X . Esto es posible a través de conjuntos
compactos, lo cual ademéds nos proporciona tener semi-normas, a través de las cuales se define la convergencia,

dicho procedimiento se puede consultar en la pdgina 196 y 197 de [3].

Teorema A.0.2. (Aproximacion de Runge) Sea' Y un abierto de una superficie de Riemann no compacta X,
supongamos que X \'Y no tiene componentes conexas no compactas. Se tiene que toda funcion holomorfa en'Y

puede ser aprorimada, de manera uniforme, en cada subconjunto compacto de Y por funciones holomorfas en

X.
Corolario A.0.3. Si X es una superficie de Riemann no compacta entonces

1. Dada un I1-forma w € EOV(X) existe una funcion f € E(X) con d'f = w. Dicho de otra forma
EOD(X) = d"E(X).

2. HL(0O) =0.

Para los siguientes resultados el lector debe tener presente los conceptos de divisor de una funcién y de un grupo

abeliano.

Teorema A.0.4. En una superficie de Riemann no compacta X todo divisor D € Div(X) es el divisor de una

funcién meromorfa f € M*(X).

Corolario A.0.5. En toda superficie de Riemann no compacta X existe una 1-forma w € Q(X) que nunca se

anula.

Corolario A.0.6. Sea Y un subconjunto de X con frontera regular y a un punto en Y, existe una funcion

holomorfa g € O(X) que tiene un cero de orden 1 en el punto a y no se anula en X \ {a}.

Teorema A.0.7. Sean X y Y superficies de Riemann y f : X — Y wuna funcion holomorfa propia y no
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Apéndice A. Otros resultados necesarios para enunciar el mapeo de Riemann

constante, existe entonces un numero natural n tal que f toma cada valor ¢ € Y, contando multiplicidades, n

veces.

Un resultado muy conocido en variable compleja es la férmula integral de Cauchy, a continuacién lo enunciamos,

junto con una consecuencia que sera de utilidad en la seccion 4.2.

Teorema A.0.8. (F'érmula integral de Cauchy) Sean f una funcion holomorfa en una region A, v una curva

cerrada simple en A y zy un punto dentro de vy entonces se tiene

f(z0) = LG

= - dz.
211 Z— 20

o

Corolario A.0.9. Sea f: D.(0) — D,+(0) holomorfa se tiene que

/

<

11(0)] <

3 |

Lema A.0.10. Sea G C C un dominio tal que C\ G tiene puntos interiores y suponga que wy € G, se tiene

que el conjunto

{f € OE): f(E) C Gy f(0) = wo}
es un subconjunto compacto de O(E) con respecto a la topologia de convergencia uniforme en subconjuntos

compactos.

Este lema, a su vez, permite probar el siguiente resultado, para el cual se requiere el concepto de funcién

schlicht: una funcién holomorfa f : E — C es llamada schlicht si es inyectiva, f(0) =0y f/(0) = 1.
Teorema A.0.11. El conjunto . de todas las funciones holomorfas schlicht es compacto en O(E).

Para terminar, en la demostracién del teorema 3.1.13 se hablo del género de una superficie de Riemann, a

continuacién presentamos algunas propiedades de este que nos serviran.

Definicion A.0.12. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, se define el género de X de la siguiente

manera g := dimcH%(O).

Teorema A.0.13. Para una superficie de Riemann X se tienen los siguientes resultados:

a) Si X es de género cero entonces es biholomorfa a la esfera de Riemann.

b) Sig es el género de X entonces g = dimH%(O) = dimH% ().
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Apéndice B

Inversion respecto a un circulo y principio

de reflexion de Schwarz.

Este apéndice esta dedicado a los resultados necesarios para analizar el ejemplo posterior al teorema del mapeo
de Riemann. Las demostraciones seran omitidas pero se pueden consultar en el capitulo 2 de [9], o bien en el
segundo capitulo de mi tesis de licenciatura: isometrias del plano hiperbdlico mediante la clasificacién de haces
de geodésicas, en el cual se hicieron las demostraciones a detalle de resultados importantes sobre el disco de

Poincaré y el semiplano superior asi como también de la inversion respecto a un circulo.

El semiplano superior y el disco de Poincaré son algunos de los modelos de la geometria hiperbédlica. Dicha
geometria tiene mucho en comun con la euclidiana, sin embargo, las nociones de lineas y circulos a las que
estamos acostumbrados tienen algunas modificaciones (véase mas adelante la figura B.1), al igual que la métrica

que usamos. Las definiciones formales de estos conjuntos se presentan a continuacién.

Definicion B.0.1. El conjunto
H? := {z: Im(z) > 0} € CU {00},

es llamado el semiplano superior, este es un modelo para el plano hiperbdlico, en el cual usamos la siguiente

métrica p: sean z,w € H?, se define

p(z,w) == inf{|y| | v: [a,b] — H? es una curva diferenciable por partes tal que, y(a) = z y v(b) = w},

b /
donde ||| :/a %dt.
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Apéndice B. Inversién respecto a un circulo y principio de reflexién de Schwarz.

Definicion B.0.2. El disco de Poincaré se define como sigue:

E={ze€C:|z| <1} Cc CU{o0}.
A través de la transformacién de Cayley (véase ejemplo 1.1.3) es posible llevar las propiedades conocidas de H?
al disco de Poincaré, en particular es posible dotarlo de una métrica y probar el siguiente teorema.

Teorema B.0.3. Las geodésicas (curvas de longitud minima) del disco de Poincaré son:

1.- Arcos de circunferencia que son ortogonales a la frontera de E.

2.- Diametros de E.

Figura B.1: Tridngulo en el disco de Poincaré con vértices en la frontera.

Definicién B.0.4. Decimos que dos puntos colineales, z y z', son inversos respecto a un circulo con

centro en el punto o y radio r > 0, si se satisface la siguiente igualdad

7"2

e
oz’

z =

donde 0z y 02’ representan la distancia que hay de o a z y de o a 2', respectivamente, (véase figura B.2).

Figura B.2: Puntos inversos respecto a un circulo.

La inversién respecto a un circulo satisface las siguientes propiedades:

1) Cada punto distinto del centro de inversién (el punto o) tiene un solo inverso.

2) Si z y 2/ son puntos inversos distintos, entonces uno se encuentra dentro del circulo de inversién y el

otro fuera de este.
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Apéndice B. Inversién respecto a un circulo y principio de reflexién de Schwarz.

3) Cada punto en el circulo de inversion es su propio inverso.

4) Si dos curvas 77 y 72 se intersecan en un punto zp distinto del centro de inversién, su dngulo de
interseccion es el mismo en magnitud, pero con signo opuesto, que el dngulo de las curvas inversas 7}

¥ 75 en el punto z).

Para finalizar presentamos dos resultados cuya demostracién se pueden encontrar en las paginas 57 y 224 de

[16]. Para el primero de ellos necesitamos las siguientes nociones.

Sea  un abierto de C que es simétrico con respecto a la recta real, es decir, un punto z estd en € si y solo si

Z esté en ().

Denotemos por Q7 a la parte de © contenida en H? y Q~ la parte contenida en el semiplano inferior, y sea

I = QNR. Tenemos entonces que
Q=QtulIuQ .

Teorema B.0.5. (Principio de reflexién de Schwarz) Si f es una funcién holomorfa en Q% que se extiende

continuamente a I tal que f toma valores reales en I entonces existe una funcion F holomorfa en todo € tal

que F = f en Q7.

Teorema B.0.6. (del mapeo de Riemann en el plano complejo) Si Q0 es un abierto propio de C y simplemente

conexo entonces existe una unica funcion biholomorfa entre Q0 y IE.
Definicién B.0.7. Un punto zy € 9 es regular si existe ro(z9) > 0 tal que para todo 0 < r < ro(29) se tiene
QN{zeC|lz—z2|=r}={z20+7e" | 61(r) < 0 < Ox(r)},

para algin 61(r) < 02(r). En otras palabras, QN 0D, (z0) es un arco para todo r > 0 pequernio. Se dice que ) es

reqular si todo punto en 02 es reqular. (No confundir esta definicion con la dada en la definicion 3.2.17).

Teorema B.0.8. Si ) es un abierto acotado, simplemente conexo y reqular entonces el biholomorfismo del

teorema B.0.6 se extiende a un biholomorfismo en la cerradura de los conjuntos Q — E.
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Conclusion

A lo largo de este trabajo se han utilizado de conceptos y resultados provenientes de distintas areas, pero se ha

procurado dar un énfasis particular al andlisis complejo y la topologia.

Una vez obtenido el teorema del mapeo de Riemann se puede aplicar en distintas areas de las matematicas y

la fisica tedrica. Algunas de ellas incluyen:

= Teoria Teichmiiller: Esta drea estudia las estructuras complejas conformes en superficies de Riemann, asi

como los espacios de clases de equivalencia que se obtienen al considerar deformaciones conformes.

= Funciones elipticas: Al igual que las funciones racionales pueden entenderse como funciones en la esfera
de Riemann, las funciones elipticas son funciones meromorfas definidas sobre un toro, el cual es una

superficie de Riemann.

= Teoria de cuerdas: En fisica tedrica, la teoria de cuerdas modela particulas fundamentales como objetos
unidimensionales en lugar de puntos (cuerdas). Las trayectorias de estas cuerdas en el espacio-tiempo se

representan mediante superficies bidimensionales, las cuales se modelan como superficies de Riemann.

Finalmente, queda abierta la pregunta de si existe un resultado analogo al teorema del mapeo de Riemann en

dimensiones superiores.
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