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Introduccion

El presente trabajo se encuentra dentro del area de la topologia, concretamente en la
rama de la teorfa de continuos y sus hiperespacios. Especificamente en este trabajo de-
sarrollamos el material necesario para mostrar las propiedades sobre un continuo para
garantizar la propiedad de irrreducibilidad de sus niveles de Whitney.

Una funcion de Whitney, es una funcion continua g entre el hiperespacio H(X) y
el intervalo [0, 1], la cual es cero al ser evaluada en los elementos de Fi(X), ademas si
A,B € H(X) son tales que A C B entonces u(A) < u(B) y si A C B se cumple que
w(A) < u(B). Se llama nivel de Whitney a u~1(t), para algtin ¢ € (0,1). Para cualquier
continuo X, se sabe que existen funciones de Whitney para 2%, sin embargo este tipo de
funciones tienen propiedades interesantes cuando se restringen a C(X). Considerando
lo anterior, es natural preguntarse, jsi X es un continuo irreducible y p: C'(X) — [0, 1]
es una funcion de Whitney entonces cada nivel de Whitney es irredubile? y viceversa,
sip: C(X) — [0,1] es una funcion Whitney y cada nivel de Whitney es irreducible,
entonces X es un continuo irreducible?

Para responder las anteriores preguntas, el presente trabajo se compone de cinco
capitulos.

En el capitulo 1, se repasaran los conceptos basicos sobre la métrica de Hausdorff
y topologia de Vietoris, los cuales son ttiles para comprender las propiedades de los
hiperespacios de un continuo. También abordamos la convergencia en hiperespacios con
distintos enfoques, y los teoremas de golpes en la frontera, que serédn de utilidad en el
resto del trabajo.

En el capitulo 2, se abordara el concepto de funciones de Whitney, se demostrara
la existencia de las mismas y se estudiaran algunas propiedades de los arcos ordenados
en los hiperespacios 2% y C(X), concluimos el capitulo con el concepto de niveles de
Whitney.

En el capitulo 3, damos un repaso de las propiedades de los continuos irreducibles,
con el fin que el capitulo siguiente sea mas facil de comprender. Mostramos la ralacion
que existe entre el concepto de irreducibilidad y de descomponibilidad de un continuo,
concluimos este apartado con la construccién de un continuo indescomponible usando
el concepto de irreducibilidad.

En el capitulo 4, se aborda el concepto de propiedad cubriente relativa a una funcién
de Whitney, la cual es importante para poder hablar de la propiedad de irreducibilidad
de los niveles de Whitney, ya que se muestra que X tiene la propiedad cubriente para
una funcion de Whitney si y solo si cada nivel de Whitney es irreducible.



En el capitulo 5, se dan dos ejemplos de continuos irreducibles, pero en donde algunos
o todos sus niveles de Whitney no son irreducibles. Uno de los ejemplos se basa en el
articulo [T, mientras que el segundo es una aportacion de este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo presentamos algunos resultados de la teoria bésica de hi-
perespacios de continuos, los cuales nos seran de utilidad en el resto del trabajo. La
mayoria de los resultados son presentados con su respectiva demostracion, y aquellos
que no la tienen, son referidos a una cita para su consulta, de cualquier manera para
reforsar el capitulo se puede consultar las siguientes referencias [2, Capitulo IJ.

1.1. Meétrica de Hausdorft

Dado un continuo X (espacio métrico, compacto, conexo y con mas de un punto),
los hiperespacios de X son ciertas familias de subconjuntos cerrados de X, con algu-

na caracteristica particular. Consideraremos en este trabajo los siguientes hiperespacios
de X:

X — {A C X : Aescerrado en X y no vacio},
C(X)={A€2%: Aes conexo}.

Definiciéon 1.1.1. Sean X un continuo con métrica d y A, B,C C X tres conjuntos no
vacios, denotemos por d(A, B) la distancia de A a B, es decir d(A, B) = inf{d(a,b) :
a € Aybe B} yla distancia de un punto p € X a un conjunto no vacio C,
como d(p,C) = d({p},C).
Para cada a € X y e > 0, denotaremos por Bc(a) a la bola de radio ¢ con centro
en a, esto es

B(a) ={z € X : d(z,a) < €}.

Si A € 2% se define la nube en X con centro en A y de radio € > 0, como
N(e,A) ={r € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.

A continuacién, enunciaremos algunos resultados originados de la definicién anterior.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.1. METRICA DE HAUSDORFF

Teorema 1.1.2. Si X es un continuo, € > 0 y A € 2%, entonces:
a) AC N(e A),

b) N(e, A) U B(a), y asi N(e, A) es un abierto en X,

acA
¢) N(0,A) C N(e, A) para cada 0 < § <, y
d) N(e,A) ={N(0,A):0<6 < e}.
Demostracion. a) Se sigue directamente de la definicion.

b) Sea x € N(e, A). Por definicion, existe a € A tal que d(a,z) < ¢, esto es x € Bc(a).
Por lo tanto N (e, A) U B(
acA
Sea z € U B(a). Consideremos a € A tal que x € B.(a), esto es d(a,z) < €y asi
acA

x € N(e, A).
Por lo anterior, tenemos que N (¢, A) U B(
acA

¢) Supongamos que 0 < § < € y que x € N(d, A), en este caso existe a € A tal que
d(a,x) < § <€, es decir, x € N(e, A), y por tanto, N (5, A) C N(e, A).

d) Sean x € N(e,A) y a € A tales que d(a,x) < ¢, tomando 6 > 0 tal que d(a,z) < 0 <
€, se tiene que d(a,z) < ¢, concluyendo que = € N (0, A), es decir x € U{N(J, A) :
d>0,0 < e}

Para la otra contencion, por el inciso ¢), tenemos que U N(0,A) C N(e A).
0<e

[]

Los siguientes cuatro teoremas presentan propiedades que cumplen las nubes para
un continuo X y que utilizaremos mas adelante.

Teorema 1.1.3. Sean X un continuo, A € 2% y U es un abierto en X tal que A C U
entonces existe € > 0 tal que N(e,A) C U.

Demostracion. Como A C U, AN (X —U) = 0. Notemos que Ay X — U son dos
cerrados no vacios en X y por tanto compactos en X. De manera que d(A, X —U) > 0.
Sea € = w > (0, Veamos que N(e, A) C U, en efecto, si x € N(e, A), entonces
existe a € A tal que d(a,z) < €, es decir, z € B.(a). Observemos que z € U, pues en
caso contrario, z € X —U y como a € A, se cumple que 2¢ = d(A, X —U) < d(a,x) < ¢,
generando una contradiccion. Por tanto, x € U. ]

Teorema 1.1.4. Sean A, B € 2%. 510 < <ey A C B, entonces N(§,A) C N(e, B).

3



1.1. METRICA DE HAUSDORFF CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Six € N(6, A), existe a € A tales que d(a,z) < J. Como § < ¢, se sigue
que d(a,z)<e, y puesto que A C B, se tiene que a € B, de donde z € N(¢, B). O

Teorema 1.1.5. Sie >0 y A, B € 2%, entonces
N(e,A)UN(e, B) = N(¢, AU B).
Demostracion. Por el teorema [1.1.4] inferimos que

N(e,A) C N(e, AU B)

N(e,B) C N(e, AU B),

concluyendo que
N(e,A)UN(e,B) C N(e, AU B).

Ahora, sea z € N(¢, AUB). Por definicion existe b € AU B tal que d(b, z) < €. Tenemos
dos casos be Ao be B.

1. Si b€ A, entonces z € N(e, A).
2. Si b € B, entonces z € N(e, B).
En ambos casos, z € N(¢, A) U N (e, B). O
Teorema 1.1.6. Si A, B € 2% son tales que AN B = 0 entonces existe € > 0 tal que
N(e, A)N'N(e, B) =10

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, para cada ¢ > 0 se cumple que
N(e,A) N N(¢,B) # (). Puesto que AN B = () y A, B son compactos en X, te-
nemos que d(A,B) > 0. Sea ¢ = @ > 0. Como N(e,A) N N(e,B) # ) existe
z € N(e,A) N N(e, B). Asi, existen a € Ay b € B tales que d(a,z) < ey d(b,2) < e.
Aplicando la desigualdad del tridngulo, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2¢ = d(A, B), de
manera que d(a,b) < d(A, B), lo cual es una contradiccion. O

Los siguientes conceptos nos seran de utilidad para definir una métrica en 2%,

Definicion 1.1.7. Sea A un subconjunto no vacio de un continuo X. El didmetro de
A, denotado por diam(A) se define como

diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.
Notacién: Para cada A, B € 2% sean

E(A,B)={e>0: AC N(e,B)y BC N(e A)

E(A,B)WE(B,C)={e+6>0:e€ E(A,B)y § € E(B,C)}.

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.1. METRICA DE HAUSDORFF

Teorema 1.1.8. Sea X un continuo. La funcion H : 2% x 2X — R* U {0} definida,
para cada A, B € 2%, por

H(A, B) = inf E(A, B),

es una métrica para 2.

Demostracion. Sean A, B,C € 2X.

a)

Veamos que H esti bien definida. Para esto, tenemos que probar que el conjun-
to E(A, B) es no vacio y esta acotado inferiormente. Observemos que d(z,y) <
diam(X) + 1, para cada z,y € X. Asi que, A C N(diam(X) + 1,B) y B C
N(diam(X)+1, A). De manera que diam(X)+1 € E(A, B). Por tanto, E(A, B) # 0,
ademas es claro que E(A, B) esta acotado inferiormente por el cero.

Para cada A, B € 2%, notemos que H(A,B) > 0, pues cero es cota inferior de
E(A, B).

Por definicion de E(A, B), deducimos que F(A, B) = E(B, A), de esto, para cada
A, B € 2% se cumple que H(A, B) = H(B, A).

Sean A, B € 2%, veamos que H(A,B) = 0 si y solo si A = B. Supongamos que
H(A,B) = 0, mostraremos que A = B. Para esto, sean ¢ > 0y x € A. Como
H(A,B) =0, existe § € E(A, B) tal que 6 <ey A C N(0, B). Luego, existe y € B
tal que d(z,y) < 0 <€, asi que y € B.(z) N B, de donde B.(z)N B # () y como ¢ fue
arbitrario, tenemos que x € B (cerradura de B en X), puesto que B es cerrado en
X, se sigue que z € B. Por lo tanto, A C B. Anélogamente, se prueba que B C A,
concluyendo que A = B.

Ahora supongamos que A = B, en tal caso, para todo € > 0, tenemos que € €
E(A,B)yasit H(A,B) = 0.

Finalmente veamos que para cada A, B, C' € 2%, se cumple que H(A,C) < H(A, B)+
H(B,(C).

Para esto, demostraremos que E(A, B) W E(B,C) C E(A,C). Sea § € E(A,B) W
E(B,C), asi, exiten € € E(A,B) y § € E(B,C) tales que § = ¢ + §. Luego,
A C N(e,B)y B C N(6,C). Veamos que A € N(5,C). Si x € A, existe y € B
tal que d(x,y) < e. Luego, existe z € C tal que d(y,z) < J. Asi, d(z,2) <
d(z,y) + d(y,z) < e+ = p. Por lo tanto, A C N(fB,C). Analogamente, se
puede probar que C' C N(f, A). De esto, deducimos que 8 € E(A,C). Es decir,
E(A,B)W E(B,C) C E(A,C). Calculando infimos en la ultima contencion, se tiene
que H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C).

]

De acuerdo al teorema para cada continuo X, tenemos que (2%, H) es un

espacio métrico, a la métrica H se le conoce como la métrica de Hausdorff para

2X

inducida por d. Como C(X) esta contenido en 2%, observamos que H también es

5



1.1. METRICA DE HAUSDORFF CAPITULO 1. PRELIMINARES

una métrica para C'(X). La idea intuitiva de esta métrica es que dos conjuntos estan
cercanos si ellos casi se empalman uno en el otro. Esta idea geométrica es buena pero
tenemos que notar, por ejemplo, que si A es un disco en el plano, se pueden dar conjuntos
finitos tan cercanos a A como se quiera, simplemente si se tomara una cuadricula muy
fina dentro del disco y se toma como conjunto finito al conjunto de los cruces de la
cuadricula.

Teorema 1.1.9. Si X es un continuo, A, B € 2% y e > 0, entonces H(A, B) < € si y
solo si AC N(e,B) y BC N(e, A).

Demostracion. Supongamos primero que H(A, B) < e.
Con lo cual existe ¢’ € E(A, B) tal que §' < ¢, es decir A C N(§',B) y B C N(¢', A).
Ademas, por el teorema tenemos que N (&', B) C N(e,B) y N(§',A) C N(e, A).
Por tanto,

ACN(e,B)y BC N(e, A).

Reciprocamente, si suponemos que

ACN(e,B)y BC N(¢, A),
por el teorema [1.1.2] tenemos que A C J{N(6,B) : 0 < § < €} Dado que A es
compacto, existen nimeros positivos d1,0s, ..., 0,, tales que §; < ey A C U N(6;, B).
Sea v = max{dy, ds, ..., 0, }. Luego, para cadai € {1,2,...,n}, tenemos que N(éz, B) C
N(a, B), con lo cual ON(&-, B) C N(«,B) y asi A C N(a, B). De manera analoga,

i=1
como B C N(e, A), existe 0 < v < e tal que B C N(v, A), consideremos = max{«,v}.
Se tiene que f <€, A C N(B,B)y B C N(B,A), asi, 8 € E(A, B). En consecuencia
H(A,B)< B <. O

Teorema 1.1.10. Sea X un continuo. La funcion diam : 2% — [0,00), que asigna a
cada elemento de 2% su didmetro, es una funcion continua.

Demostracion. Mostraremos que diam es uniformemente continua, para esto, sean ¢ > 0
€

y o= 3 Sean A, B € 2% tales que H(A, B) < §, por el teorema [1.1.9, tenemos que

AC N(§,B)y B C N(0,A). Puesto que A es compacto, existen aj,as € A tales que

diam(A) = d(ay, az). Usando que A C N (6, B) existen by, by € B tales que d(ay,by) <6

y d(az,by) < d. Notemos que

diam(A) = d(ay, as) < d(ay,by) + d(ag, be) + d(by, bs)

< 20 + d(bl, bg) =€+ d(bl, b2> S €+ dzam(B)

Por lo tanto,
diam(A) — diam(B) < e.

6



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.1. METRICA DE HAUSDORFF

De manera analoga para B, se tiene que
diam(B) — diam(A) < e.

Asi,
—e < diam(A) — diam(B).

Por lo anterior, concluimos que
|diam(A) — diam(B)| < e.
Por lo que la funcién diam es uniformemente continua y en consecuencia continua. []

Sea X un continuo, definamos D : 2% x 2¥ — RT U {0} como la funcioén que para
cada A, B € 2%,

D(A, B) = méx{sup{d(a, B) : a € A},sup{d(A,b) : b€ B}}.
Teorema 1.1.11. Sea X un continuo. Si A, B € 2%, entonces D(A, B) = H(A, B).

Demostracion. Sean € >0y r = H(A, B)+¢e > H(A, B), por el teorema|l.1.9 tenemos
que A C N(r,B)y B C N(r,A), con lo cual, para cada a € A, existe b € B tal que
d(a,b) < r. De esta forma, para cada a € A, deducimos que d(a, B) < r. De modo
que sup{d(a, B) : a € A} < r. De manera analoga, como B C N(e, A), se sigue que
sup{d(b, A) : b € B} < r. Por lo tanto, D(A, B) <r, es decir, D(A,B) < H(A, B) +¢.
Dado que € fue arbitrario, inferimos que D(A, B) < H(A, B).

Veamos que H(A, B) < D(A, B).Seae >0y r = D(A, B)+e. Mostraremos que A C
N(r, B). Tomemos a; € A, asi d(ay, B) < sup{d(a,B) : a € A}. Como sup{d(a,B) :
a € A} < D(A, B), se sigue que d(ay, B) < D(A, B), con lo cual d(a;, B) < r. De
manera que a; € N(r,B), por lo tanto, A C N(r, B). Analogamente, se prueba que
B C H(A, B), es decir, H(A, B) < D(A, B)+e. Dado que € > 0 fue arbitrario, inferimos
que H(A, B) < D(A, B). Por lo tanto, H(A, B) = D(A, B). O

Por el teorema [1.1.8] concluimos que D es una métrica para el hiperespacio 2%,
que coincide con la métrica de Hausdorff. De manera que los hiperespacios 2% y C'(X)
pueden ser considerados con cualquiera de estas dos métricas, seglin convenga.

Definiciéon 1.1.12. Dado un subconjunto no vacio A dentro de un continuo X, consi-
deremos las siquientes subcolecciones del hiperespacio 2 :

['(A)={Be2X:BcC A},
AA) ={Be2X:BnA#0},
P(A)={B€2X:AcC B}.

Los anteriores conjuntos permiten construir abiertos en 2% como se muestra en el
siguiente resultado.



1.2. TOPOLOGIA DE VIETORIS CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.1.13. Sean X un continuo y ) # A C X. Se tiene lo siguiente:
1. Si A es un abierto en X, entonces T'(A) y A(A) son abiertos en (2%, H).

2. Si A es cerrado en X, entonces T'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en (2%, H).

Demostracion. 1. Sea A un abierto en X. Mostramos que I'(A) es abierto en 2.
Para esto, sea B € I'(A).
Como A es abierto en X, por el teorema [I.1.3] tenemos que existe ¢ > 0 tal
que N(e, B) C A. Verifiquemos que B.(B) C I'(A) (donde B.(B) denota la bola
abierta con centro en By radio € en 2%). Sea C' € B.(B), se sigue que H(B,C) < e.
Por el teoremall.1.9] tenemos que C' C N (e, B) y como N (e, B) C A, se sigue que
C' C A, y por tanto C' € I'(A). Con lo anterior, para cada B € I'(A), existe € > 0
tal que B.(B) C T'(A), es decir, I'(A) es abierto en 2.
Ahora, demostremos que A(A) es abierto en 2%. Sean B € A(A) y 2 € BN A.
Como A es abierto en X, existe ¢ > 0 tal que B.(x) C A. Probaremos que
B.(B) C A(A). Sea C' € B.(B), con lo cual H(B,C) < ¢, y por el teorema [1.1.9]
concluimos que B C N(e,C). Como x € B, existe y € C tal que d(x,y) < ¢, es
decir, y € B.(z). Asi que y € A y por tanto y € C'N A, de manera que C N A # ().
Por lo tanto, C € A(A).

2. Sea A un cerrado en X. Notemos que I'(A) = 2¥ — A(X — A) como X — A es
abierto en X, por el inciso anterior concluimos que A(X — A) es un abierto en 2%
por el inciso anterior, concluyendo que I'(A) es cerrado en 2.

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X — A es abierto en X. Por el inciso
anterior, se sigue que ['(X — A) es abierto en 2%, con lo cual, 2% —T'(X — A) es
cerrado en 2%. Notemos que 2% = A(A)UT(X — A) y A(A)NT(X — A) = . Por
lo tanto, A(A) es cerrado en 2¥.

Finalmente, veamos que ®(A) es cerrado en 2¥. Sea B € ®(A) y supongamos
que B ¢ ®(A), con lo cual A ¢ B. Consideremos a a € A — B, y notemos que

d(B,a) > 0. Sea ¢ = d(B,a). Como B € ®(A), tenemos que H(B, A) < e. Por el
teorema se sigue que A C N(e,B). Comoa € Ay A € ®(A), existe b € B
tal que d(a,b) < e. Como d(a, B) < d(a,b), tenemos que € < ¢, lo cual no puede
ser. Por lo tanto, B € ®(A), mostrando que ®(A) C ¢(A).

O]

1.2. Topologia de Vietoris

En esta seccion definimos otra topologia para 2% que no involucra de manera directa
la métrica de X y se define usando familias de abiertos en X (conocida como la topologia
de Vietoris), asi que esta topologia puede definirse atin cuando X no sea un continuo, sin
embargo, como mostraremos en esta seccion, la topologia que se define a continuacién
coincide con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.2. TOPOLOGIA DE VIETORIS

Definiciéon 1.2.1. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U, subconjuntos no vacios
de X. El vietérico de Uy,U,...,U,, denotado por (Uy,Us,...,Uy,) es el conjunto

{AEQX:ACUUiyAﬂUZ-#(Z), pamcadaie{l,Q,...,n}}.

i=1

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de los vietéricos que nos seran de
utilidad posteriormente.

Teorema 1.2.2. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U, subconjuntos no vacios
de X. Las siquientes afirmaciones se cumplen.

AW

i=1

’

(1) (Uy,Us,....U,) =T <O UZ) N

(2) para cada ) # A C X, tenemos que I'(A) = (A).
(3) para cada ) # A C X, tenemos que A(A) = (X, A).

Demostracion. Para ver que se cumple (1), notemos que

(Uy,Us, ..., Uy,) = {A e2¥: Ac U UZ} N{A €2 ANU; #0, para cadai € {1,2,...,n}}

=1
(00
=1

Por tanto, (Uy,Us,...,U,) =T (U Ui> N
=1

ﬁ AU;)

OA(Uz’)

Para los incisos (2) y (3) se sigue directamente de la definicion. O
Teorema 1.2.3. Sean m,n € N, Uy,Us, ..., U, y Vi, Vs, ..., V,, subconjuntos no vacios
de un continuo X. S1 U = U U yV = U V. entonces

i=1 i=1

(U, Us, ..., UMWV, Va, .. Vi) = (VUL VU, ..., VAU, UNVL, UNVa, . .., UNV,,).

Demostracion. Sea A € (Uy,Us,...,U,) N (V1, Vo, ..., V), va que

n

(AW

=1

(U, Us, ..., U0 (Vi Va, ..., Vi) =T(U) N NT(V)N




1.2. TOPOLOGIA DE VIETORIS CAPITULO 1. PRELIMINARES

Vi (UU)

Por otro lado, como A NU; # (), para cada i € {1,2,...,n} y A C V, tenemos que
ANV NU;) # 0, para cada i € {1,2,...,n}. También para cada i € {1,2,...,m} se
puede probar de manera anéloga a lo anterior que AN (U NV;) # (. De manera que

se sigue que ACUNYV.
Observemos que

onv=UnV)yu(VnlU)= U

o
O(VﬁUz‘)

i=1

m

Jwnv)

i=1

U

Ae(VNU,VNU,,...,VNU, UNV,UNVy, ..., UN V).
Por lo tanto,
(Uy,Ugy ..., U )(V1, Vo, oo Vi) C(VNUL, VAU, .., VOU,, UNVL, UNVs, .., UNV,).
Para probar la otra contencion, sea

Ae(VNU,VNU,,...,.VNU, UNV,,UNVy, ..., UNV,),

entonces, A C UNV,esdecir, ACUyACV,asi A T'(U)y A € '(V). Por otra parte,
como AN(UNV;) # (), se tiene también que ANV # (), para cada i € {1,2,...,m}. Con
esto A € A(V;) paracadai € {1,...,m}. De manera similar se puede ver que A € A(U;)
para cada i € {1,...,n}. Por tanto, A € (Uy,Us,...,U,) N {(V1, Vo, ..., V). ]

Teorema 1.2.4. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, Us,...,U, abiertos en X. Si
A€ (U, Us,...,Uy,), entonces ezisten abiertos Vi, Vs, ..., V,, en X tales que

Ae (i, Vo, ..., V) C (U, Us, ..., Up,)
y Vi C Us, para cada i € {1,2,...,n}.
Demostracion. Si a € A, entonces existe i € {1,2,...,n}, tal que a € U;, ya que A C

n
U U,. Luego, como X es regular, existe un abierto V, en X tal que a € V, C V, C U;.
i=1

Asi, A C U{Vf’f :x € A}. Como A es compacto, existen m € Ny xy,29,...,2, € A

tales que A C UVi. Por otro lado, para cada i € {1,2,...,n}, sean b; € ANU; y W;
i=1

un abierto en X tal que b; € W; C W; C U,.

Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, sean

Ji:{k:e{1,2,...,m}:WkCUi}yVi:WiU(U v)

keJ;
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.2. TOPOLOGIA DE VIETORIS

Tenemos que para cada i € {1,2,...,n}, V; es abierto en X, con V; C U; y ANV, # 0,
ademds, A C | JVi. Ast A€ (Vi, Vo, .., Vo) y (Vi Vo, Vo) C (UL U, .. Uy). O

i=1

El siguiente resultado dota de una topologia al hiperespacio 2% de un continuo X
dado.

Teorema 1.2.5. Si X es un continuo y B es la familia
{U1,Us,...,U,) : Uy, Us, ..., U, son abiertos en X yn € N},
entonces B es base para una topologia del hiperespacio 2.

Demostracion. Primero veamos que 2% = [ JB. Notemos que (X) = {A € 2% : A C
X1} = 2%, Asi, 2% € B. De manera que 2% C |J B, concluyendo que 2% = JB.

La demostracion de la segunda condicion que requiere una familia para ser base, es que,
paracadald,V € Bcon A € UNV, existe W € B tal que A € W C U NV, esto se sigue
directamente del teorema por lo tanto, B es base para una topologia de 2%. [

La topologia generada por B, denotada por 7, es conocida como la Topologia de
Vietoris para 2%, el siguiente resultado muestra la construcciéon de una subbase para

TV .

Teorema 1.2.6. Sea X un continuo. El conjunto S = {T'(U) : U es abierto en X} U
{A(U) : U es abierto en X} es una subbase para Ty .

Demostracion. Sea
S = {ﬂW : W es un subconjunto finito de S}.

Para ver que S es subbase para la topologia de Vietoris, basta probar que &’ = B.
Sea U € B, por lo que existen Uy, Us,...,U, conjuntos abiertos en X tales que U =
n

(Uy,Us, ..., U,) ysea U = U U;. Notemos que por el teorema(1.2.2, U = ['(U)NA(U;) N
i=1
..NA(U,). Es decir, U es una interseccion finita de elementos de S. Asi que, U € &',
de manera que B C §'.
Por otra parte, veamos que S C B. Para esto, sea V € S. En este caso V = ['(U) o bien
V = A(U), para algtin abierto U en X, es decir, V = (U) o V = (X, U), en cualquier
caso V € B. Esto prueba que S C B. Ademas, por el teorema [1.2.3] sabemos que B es
cerrado bajo intersecciones finitas, de manera que S’ C B.
Por lo tanto, 8’ = B, lo que demuestra que S es subbase para la topologia de Vietoris.
[

Mostraremos que la topologia de Vietoris que hemos definido para 2% es la misma
que la inducida por la métrica de Hausdorff de la seccion anterior.

11



1.2. TOPOLOGIA DE VIETORIS CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.2.7. Sea X un continuo. La topologia de Vietoris, Tv y la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff, Ty en 2% son iguales.

Demostracion. Seald € v y A € U. Por el teorema-tenemos que B es una base de
Tv. Asi, existen n € Ny abiertos Uy, Us, ..., U, en X tales que A € (U1, Ug, LU, CU.

Luego, U U; es abierto en X, por el teorema [1.1.13] se sigue que I" U U | emgy
i=1 i=1

AU;) € Ty, para cada i € {1,2,...,n}. Por tanto, T’ U UZ-> N [m AU,
i=1

€ 1. Por

el teorema [1.2.2] inferimos que

(U1, Us, ..., U, (UU) ﬁA(Ui)

i=1

Esto concluye que U € 7. De manera que 1y C 7g.

Ahora, sean V € 7y vy A € V. Probaremos que existe W € B tal que A € W C V.
Recordemos que una base para 7 esta dada por vy = {Bs(C) : C € 2% y § > 0}. De
manera que existe F' € 2¥ y € > 0 tales que A € B(F) C V.

Por otro lado, observemos que la coleccion {B¢ () : b € F'} es una cubierta abierta para

F. Como F' es compacto, existen n € Ny {by,bs,...,b,} C F tales que F' C UB;(Z) )
i=1
Sea U; = B¢ (b;), para cada i € {1,2,...,n}. Consideremos

W= (U1, Us, ..., U, (UU) ﬂ (U:)

Por el teorema [1.2.2] se tiene que W € B.
Ahora, probaremos que W C B.(F') (la bola en la métrica de Hausdorff). Sea D € W,

luego, DeF(UU)ﬂ [ﬂA
Lo ap

Aﬁrmamos que D C N(e,F) y F C N(e¢,B). En efecto, si e € D, entonces existe
je{Ll,2,....,n} tal que e € U; = g(b]), asi, d(e,b;) < 5y, como b; € F, se sigue que
D C N(e, F).

Veamos que F' C N(e, D). Si b € F, existe entonces k € {1,2,...,n} tal que b € Uy =
B (by), con esto d(b, by) < 5. Dado que DNU; # (), para cadai € {1,2,...,n}, inferimos
que DN B¢ (by,) # 0, se sigue que existe 2 € DN B¢ (by,). Por la desigualdad del tridngulo,
tenemos que d(b, z) < d(b.by) + d(bi, z) < 5+ 5 = €, es decir, d(b, z) < e. Por lo tanto,
para cada b € F, existe z € D tal que d(b, z) < €, en consecuencia F' C N(e, B).

Por lo anterior y el teorema obtenemos que H(F, D) < e.

Asi, D € B.(F). Por lo tanto, W C B.(F). Dado que B.(F) C V, deducimos que
W V.

. Asi, D C UUinﬂUZ- # (), para cada i €

i=1
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CAPITULO 1. PRELIMINARES  1.3. CONVERGENCIA EN HIPERESPACIOS

En resumen, para cada V € 7y y A € V, existe W € B tal que A € W C V. Esto
demustra que 7y C 7. O

1.3. Convergencia en Hiperespacios

Ahora que contamos con una métrica en 2% (a saber, la métrica de Hausdorff),
es posible hablar de sucesiones en 2X. Mas aiin, una sucesién {A, },en converge a un
elemento A € 2% si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que Hy(4,, A) < € para cada
n > N. Sin embargo, la definiciéon que daremos a continuacion resultard més ttil, pos-
teriormente, veremos que ambas definiciones son equivalentes.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio métrico y { A bnen una sucesion en 2. Se defi-
nen el limite inferior y el limite superior de la sucesion { A, }nen, respectivamente,
como

liminf A, ={z € X : si U es un abierto en X tal que x € U, entonces UNA,, # ()
para cada n € N salvo para un nimero finito de n’s}

limsup A, = {x € X : si U es un abierto en X tal que x € U, entonces U N A, #
0 para una cantidad infinita de n’s}

Si liminf A, = A = limsup A,,, se dice que la sucesion {A,}nen L-converge a A y
este hecho se denotard por lim A,, = A.

Observaciéon 1.3.2. Si X es un espacio métrico, {A, }nen €s una secesion en 2% y
x € X, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) liminf A,, C limsup A,,. Como consecuencia, la sucesion L-converge a A si y solo
st A Climinf A, y limsup 4, C A.

(2) x € iminf A, siy solo si para todo € > 0 existe N € N tal que B.(x)N A, # 0 para
cada n > N.

(8) x € limsup A, si y solo si para todo € > 0 existe J C N infinito tal que B(x)NA,, #
0 para cadan € J.

(4) limsup A,, puede escribirse como
limsup A,, = m U A;.
n=1i=n

FEsta ltima igualdad puede ser consultada en [2, Fjercicio 4.11, p. 26]. Como con-
secuencia, limsup A, es cerredo en X, ya que es interseccion de conjuntos cerrados.
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1.3. CONVERGENCIA EN HIPERESPACIOS CAPITULO 1. PRELIMINARES

(5) Si para cada n € N se cumple que B, C A,, entonces liminf B, C liminf A,
y limsup B, C limsup A,,. En consecuencia, lim B, C lim A, cuando lim A,, y
lim B,, existen.

Lema 1.3.3. Si X es un espacio métrico compacto y { A, }nen €s una sucesion en 2X
entonces limsup A,, # 0.

Demostracion. Para cada n € N, sea x, € A, (ya que A, # () y consideremos la
sucesion {x, }nen. Como X es compacto, existe {x,, }reny una subsucesion de {z, }nen
convergente a algiin z € X. Veamos que z € limsup A,. Sea U un abierto en X que
contiene a z. Como {x,, }nen converge a z, existe N € N tal que x,, € U para cada
k > N. Dado que z,, € A,,, se tiene que A,, NU # ) para cada k > N. Esto implica
que z € limsup A,,. Por lo tanto, limsup A,, # 0. O

Finalizaremos esta seccion con el siguiente resultado que muestra la relacion entre
la L-convergencia y la convergencia con la topologia en 2% inducida por la métrica de
Hausdorff.

Proposicion 1.3.4. Sean X un continuo y {A,} nen una sucesion en 2X. Entonces
{A, }nen L-converge a A si y solo si A € 2% y {A, }nen converge a A respecto a la
métrica de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que lim A,, = A. Por la observacion y el lema [1.3.3
se tiene que A = limsup 4,, € 2. Veamos que {A, }nen Converge a A en 2% respecto

a la métrica de Hausdorff. Sea ¢ > 0. Como A C N(3 U Be(a) y {Bg(a) :

acA
a € A} es una cubierta abierta de A en X existen aj,...,ap € A tales que A C

UB a;). Como ay,as,...,ar € A = liminf A,, por la observacion [1.3.2 inciso (2),

ex1sten My, M, ..., M, € N tales que
A, N Be(a;) # 0 siempre que n > M; para todo i € {1,2,...,k}.

Sea N1 = max{ M, Ms, ..., My} y consideremos n > N;. Veamos que A C N(¢, A,).
k

Sea a € A C UB;(ai), entonces existe j € {1,2,...,k} tal que a € Be(a;). Como
i=1

A, N Be(ay) # 0, sea b € A, N Be(ay).

Observemos que d(a,b) < d(a,a;) + d(a;,b) < §+ § = ¢, con lo cual d(a, A,) < ¢, es

decir, a € N(e, A,,). Esto prueba que

A C N(e, A,) para todo n > Ny

Afirmacidén: Existe Ny € N tal que si n > N,, entonces A,, C N(¢, A).
En efecto, supongamos lo contrario, en tal caso existe J C N infinito tal que para cada
nedJ, A, & N(e,A). Para cadan € J, sea x,, € A, N (X — N(e, A)). Entonces {z,, }nes
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es una sucesion en X — N (e, A) y como X — N (e, A) es un cerrado dentro del compacto
X, entonces también X — N (e, A) es compacto, asi que existe {x,, }reny una subsucesion
de {x,}nes convergente a algun punto z € X — N(e, A). Veamos que z € limsup A,.
Sea U un abierto de z. Como {z,, }ren converge a z, existe M € N tal que z,,, € U para
cada k > M. Dado que z,, € A,,, se tiene que A,, NU # 0 para cada k > M. Esto
implica que z € limsup A,,. Pero limsup A, = A C N(e, A), con lo cual z € N(e, A), lo
que es una contradiccion. Esto prueba la afirmacion.

Finalmente, sea N = méx{ N, N2}, puesto que A C N(e, A,,) paratodon > Ny < N
vy A, € N(e, A) para todon > Ny < N, esto nos permite concluir que { A, },en converge
a A en 2% respecto a la métrica de Hausdorff.

Supongamos ahora que {A, },en converge a A respecto a la métrica de Hausdorff.
Probaremos primero que limsup 4,, C A. Sea x € limsup A,, y sea € > 0. Como {4, }en
converge a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N tal que H(A,, A) < §
para todo n > N. Esto implica que A, € N(5,A) para todo n > N. Como z €
lim sup A,, existe J C N infinito tal que Be(z) N Ay, # () para cada m € J. Sea m € J
tal que m > N. Luego Be(z) N A, # (. Sea y € Be(x) N Ay, Como A, € N(5,A), se
sigue que d(y, A) < 5. Por lo cual se tiene que

d(x, A) < d(x,y) + d(y, A) < % + % —
Como € > 0 fue arbitrario, se concluye que d(x, A) = 0, es decir, x € A.

Ahora probaremos que A C liminf A,,. Sean x € Ay € > 0. Como { A, },,en converge
a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N tal que H(A,, A) < € para todo
n > N. Esto implica que A C N(e, A,,) para todon > N. Sean > N, como z € A C
N(e, A,), se tiene que d(x, A,) < e. Existe entonces a, € A, tal que d(z,a,) < €, con
lo cual a,, € B.(x) N A,. Hemos probado que B.(z) N A, # 0 para cada n > N, esto
implica que x € liminf A,,.
De lo anterior, se sigue que A C limsup A,, C A, y por la observacion [1.3.2] se concluye
que lim A,, = A. n

1.4. Teoremas de golpes de la frontera

Los teoremas de golpes en la frontera buscan condiciones para que un conjunto
intersecte a la frontera de un abierto U y a su complemento. Daremos tres versiones de
estos teoremas, los cuales se basan principalmente en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1 (Del cable cortado). Sean (X, d) un espacio métrico y compacto, y A, B
son dos cerrados no vacios en X tales que ningun subespacio conexro de X intersecta
tanto a A como a B, entonces X = X1 U Xy donde X1 y X5 son dos cerrados tales que
AgXl, BQXQ yleXQZ(D
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La demostracion del teorema anterior puede ser consultada en [5, 5.2, p. 72].

Como es habitual, dado un subconjunto A C X, denotaremos por F'r(A) a la fron-
tera de A en X, es decir Fr(A)=ANX — A

Teorema 1.4.2 (Golpes en la frontera I). Sean X wun continuo y U un abierto no
vacio de X tal que U C X. Se tiene que para cada componente K de U, se cumple que
KNFrU) #0. (equivalentemente, como K C U y U es abierto, KN (X —U) #10).

Demostracion. (Por contradiccion) Supongamos que existe K componete de U tal que
KnFEr(U)=0.

Notemos que Ky Fr(U) son dos cerrados en U y si L es un conjunto conexo contenido
en U tal que LN K # (), entonces L C K y asi LN Fr(U) = (). Por el teorema del cable
cortado U = M, U M, donde M; y M, son dos cerrados ajenos en U tales que K C M,
y Fr(U) C M.

Sea M3z = MU (X —U). Como U es abierto, Mj es cerrado en X, Mz # () pues U C X,
y como K # (0, My # 0 y M; es cerrado en X.

Ademéas M UMz = (MiUM)U(X —-U)=UU(X-U)=Xy

MiyNnM;=MnN(MUX-U))=(MnNM)UMUX-U))=Mn(X-U).

Para generar una contradicciéon basta con mostrar que M; N (X — U) = (). Para esto,

MiCUy0=MNFr({U)=MNn(UNX-U))=MnN(X-U)=0. O

Corolario 1.4.3. 57 X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un subcon-
tinuo propio Y no degenerado. Mds ain, si A € C(X)—{X} entonces existe B € C(X)
tal que AC B C X.

Demostracion. Mostraremos primero el "mas aun".

Sea A € C(X)—{X}. Como A C X y X es abierto, existe un conjunto abierto V de
X tal que A CV C X (por la normalidad de X) ACV CV C X.

Sea B la componente de V tal que A C B. En este caso B € C(X) — {X}. Por el
teorema de golpes en la frontera I, BN (X — V) #0yasi AC BC X. O

Teorema 1.4.4 (Golpes en la frontera II). Si X es un continuo y E es un subconjunto
propio y no vacio de X, entonces para cada componente K de E se cumple que K N
Fr(E) # 0 (equivalentemente, como K CE, KN (X —E) #10).

Demostracion. (Por contradiccion)

Supongamos que existe K unacomponte de E tal que K N (X — E) = ().

Como K # 0, K € C(X) — {X}. Sea U = X — (X — E), el cual es un abierto propio
y K C U C E. Por el corolario existe un subcontinuo propio B de X tal que
KCBCUCE. O

Teorema 1.4.5. [golpes en la frontera IIl] Sea X wun continuo y E un subconjunto
propio y no vacio de X. Sea_K una componente de E. Si E es abierto en X entonces
KN (X —FE)#0, es decir K — E #10. Si E es cerrado entonces K N (X — E) # 0.
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Teorema 1.4.6. Sean X es un continuo y A C B dos subcontinuos propios de X. Si K
es componente de X — B tal que K — K C A, entonces K U A es un continuo.

Demostracion. Por el teorema KNB#0,asidadoque KNB=0y K- K C A,
K NA#0. Por lo tanto K U A es un continuo. O

Corolario 1.4.7. Si X es un continuo y A, B € C(X) — {X} cumplen que A C B,
entonces para cada componente K de X — B que cumple que K — K C A, se tiene que
KUAe C(X).

Demostracion. Como K es componente del abierto X — B, entonces K N B # ().
Tambien K — K C A C B.

Seap € KNB. Eneste caso p ¢ K,y asi p € K — K y por tanto p € K N A. De esta
forma K U A es un continuo.

Por otra parte,

KUA=(K-K)UKUA) CAUKUA=KUA,
es decir AUK = AU K, concluyendo que AU K es un continuo. n

Finalizamos con un resultado que serda usado de forma recurrente en el resto del
escrito.

Corolario 1.4.8 (De las orejas). Si X es un continuo y A € C(X) — {X}, entonces
para cada componente K de X — A, KUA € C(X).

Demostracion. Se tiene por un lado que K es cerrado en X — A, y ademés K — K C A.
Lo tltimo pues K = K N(X — A) y asi, si ¢ K se tiene que x ¢ K o bien x ¢ X — A,
es decir, siz € K — K,z ¢ X — A, que es lo mismo que # € A. Tomando B = A del
corolario se sigue que AU K € C(X). O
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Capitulo 2

Funciones de Whitney

En este capitulo estudiaremos los hiperespacios de un continuo y este estudio se
realiza de manera similar al de las superficies usando conjuntos de nivel en cursos
de calculo. Para esto requerimos de un tipo especial de funciones que midan de alguna
manera el "tamano” de un elemento en 2%, estas funciones son conocidas como funciones

de Whitney.
Definicion 2.0.1. Si (X, d) es un continuo y H(X) es un hiperespacio de X, llamare-
mos funcion de Whitney para H(X) a una funcién u: H(X) — [0,+00) continua
tal que:
1) p(A) =0 siysolo si Ae Fy(X)NH(X), donde Fi(X) ={{z} : 2 € X}}
2) w(A) < u(B) si AC B,
3) w(A)<u(B) si A C B.

Veamos un primer ejemplo sencillo.
Ejemplo: Si X = [0, 1], entonces C(X) = {[a,b] : 0 < a < b < 1}. Sea p: C(X) —
[0, +00), definida por pu([a, b]) = b—a, la cual es continua, para ver esto, sea {[ay, by }nen
la cual converge a [a,b]. Notemos que lim,, . p([ap, b)) = lim, oo @, — b, = a — b =

p([a — b)) lo que concluye la continuidad de p.
Observemos que

1) u([a,b]) = 0siy solo si b= a, es decir, [a,b] € Fi(X).
2) Si [a,b] C [c,d] entonces b — a < d — ¢, con lo cual u([a,b]) < u(fc, d]).
3) Si ahora [a,b] C [¢,d] entonces b — a < d — ¢, asi que u([a, b])<pu([c, d]).
De los puntos 1), 2) y 3) se sigue que u es una funcion de Whitney para C'(X).
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CAPITULO 2. FUNCIONES I2E WHXISNIFRNCIA DE FUNCIONES DE WHITNEY

2.1. Existencia de funciones de Whitney

El principal objetivo de esta seccion es mostar que, para cada continuo X, existe
una funcién de Whitney para 2X; antes de esto mostraremos dos lemas que seran de
utilidad para dicho fin.

Lema 2.1.1. Si X es un continuo entonces h : 2X — R dada por h(A) = diam(A) =
sup{d(xz,y) : z,y € A} es una funcion continua.

Demostracion. Sea € > 0. Mostraremos que si A, B € 2% entonces |h(A) — h(B)| < 2¢
si H(A, B) < ¢, esto concluird que h es uniformemente continua.

Supongamos que A, B € 2% y que H(A, B) < e. Como A es compacto, existen a;, ay € A
tales que h(A) = diam(A) = d(a1,az). Por otra parte, ya que A C N(e, B) existen
b1, by € B tales que d(aq1,by) < €y d(ag, by) < €. Por tanto h(A) = d(ay, az) < d(ay,by)+
d(bh b2) + d(bg, (IQ) <€+ e+ h(B)

Asi que h(A) — h(B) < 2e.

De forma similar se muestra que h(B) — h(A) < 2¢ y por tanto |h(A) —h(B)| <2¢ O

Observacién 2.1.2. Sea i : 2% — [0, +00) una funcion de Whitney.

» 51 H(X) C 2% entonces, plpx) : H(X) — [0,+00) es una funcion de Whitney
para H(X). Por tanto basta con encontrar una funcion de Whitney para 2% para
tener funciones de Whitney en cada hiperespacio H(X) de X con H(X) C 2¥.

= Como u es continua y 2% es compacto, entonces u(2%) C [0, u(X)] y como X
tiene mds de un punto u(X) > 0.

n Si A= “(1)(), entonces la funcion fi : 2% — [0,1] dada por 1i(A) = Au(A), para

todo A € 2%, es una funcion de Whitney y i(X) = 1.

s Por el punto anterior, en la definicion de funcion de Whitney, agregaremos la
condicion de que u(X) = 1.

» Si X es un continuo, y dado que 2% es conexo (vease por ejemplo [3, Corolario
1.8.9, p. 62]), como u(2*) C [0, u(X)] = [0,1], entonces u(2*) = [0, 1].

Lema 2.1.3. 5% f : X — Y es una funcion continua y supreyectiva entre continuos,
entonces 27 1 2% — 2Y dada por 27 (A) = f(A), para todo A € 2%, es continua.

Demostracion. Si A € 2% entonces A es compacto y como f es continua f(A) es com-
pacto en Y y como Y es métrico f(A) € 2¥. Por tanto 2/ es una funcién bien definida.
Consideremos (Uy, Us, ..., U,) un bésico en la topologfa de Vietoris para 2¥, mostrare-
mos que su preimagen bajo 2/ es un abierto en 2%, esto tltimo se sigue de la siguiente
afirmacion ya que f es continua,

Afirmacion: (27)" (U, Uy, ..., U,)) = (f UL, f~H(Us), ..., fH(U,)).
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2.1. EXISTENCIA DE FUNCIONES DFARIHIIINEY. FUNCIONES DE WHITNEY

Sea A € (2)71((Uy, Uy, ..., Uy)).
En este caso, (2/)(A) = f(A) € (U1, Us, ...,U,), es decir, f(A) C UU y f(A)NU; # 0,

=1

n
para todo i € {1,2,...,n}, tenemos que A C f~! U , por otra par-

te, usando que f(A)NU; # 0 para cada i € {1,...,n}, existe xz € A tal que f(z;) =
yi € f(A)NU;, asi que x; € AN f~1(U;). Por tanto A e (fHU), U, ..., [H(U,)).

Supongamos ahora que A € (f~Y(UL), f~H(Us),..., f~1(U,)), en tal caso se cumple
que A C Uf Yy AN f7YU;) # 0, para todo i € {1,2,...,n}. Usando que f es

suprayectiva se tiene que f(A Uf U U;, y también f(A) NU; # 0,

=1
para todo i € {1,2,...,n}, por lo que f(A) = 2f(A) € (Uy,Us,...,Uy,) vy por lo tanto

A€ 2 V(UL Us,... . U)).
O

El siguiente teorema mostrara la existencia de funciones de Whitney, siendo este
uno de los principales objetivos de esta seccion.

Teorema 2.1.4. Si (X, d) es un continuo entonces existe p : 2% — [0,1] una funcion
de Whitney.

Demostracion. Sea {z, : n € N} un conjunto denso y numerable de X, donde z, # z,,

si n # m. Para cada n € N sea f, : X — R la funcion dada por f,(x) = TTdez)
T, Zn

para todo z € X. Observe que cada funcién f, es continua.

Para cada n € N, definimos la funcion W, : 2¥ — R dada por W, (A) = diam(f,(A))
para cada A € 2%X. Como W,,(A) = diam(2/2(A)), por lo que W, es una funcién conti-
nua al ser una composiciéon de funciones continuas.

Por otro lado, para cada n € Ny cada A € 2%, 0 < W, (A4) < 1. Sea pu : 2¥ — R,

= W, (A
dada por pu(A) = Z ( ), para todo A € 2X.
n:l
[ee] oo 1 ) 5 '
Como 0 Z on = 1 entonces p(A) € R, asi que p es una funcion bien
=1 =1
definida.
W, (A , 1
Como % < 5=, para todo A € 2% y la serie Z on converge, entonces [ :

n=1
2% — R es continua (vease [6, Teorema 7.10, p.148| y [6, Teorema 7.12, p.150]).
Mostraremos que p es en efecto una funciéon de Whitney.
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CAPITULO 2. FUNCIONES I2E WHXISNIFRNCIA DE FUNCIONES DE WHITNEY

1) Si A € Fi(X) entonces W,,(A) = diam(f,(A)) = 0 para todo n € N, asi que
pu(A) = 0.
Si ahora A ¢ Fi(X), entonces existen a,b € A con a # b, tomando z, ¢ {a,b},
tenemos que 0 < diam(f,({a,b})) < diam((f.(A)) = W,(A). Concluyendo que
u(A) > 0.

1) Sean A, B € 2%, con A C B, entonces diam(f,(A)) < diam(f,(B)), para cada
n € N. Por tanto W,,(A) < W, (B) para cada n € N. Asi que

pay =3 W) 5 ) )

111) Supongamos que A C B. Como A C B, u(A) < u(B). Para concluir que u(A) <
p(B), basta con mostrar que existe ¢ € N tal que W;(A4) < W;(B).
d(p, A)
2

Seanpe B—Ayr= > 0. Como {z, : n € N} es denso, existe z; € B,(p).
1 1

—_— >

1+ d(p, ) 1+

d(z;, A) > r, con esto, para cada a € A, fi(a)

. Por otra parte,

1
- < .
1+d(a,z) 147

1 1
; ) C ) ) — s )
Es decir, f;(A) C [0, T r) g < fi(p), con lo cual W;(A) = diam(fi(A)) <
1

o < filp), y como f;(A) C fi(B), tenemos que W;(A) = diam(f;(A)) <
diam(f;(B)) = Wi(B).

Ya que d(p,z.) < r, entonces f;(p) =

]

Aunque el teorema anterior nos muestra como construir una funcion de Whitney,
esta manera no es tUnica, para evidenciar esto daremos otra construccion de una funcion

de Whitney.

Otra demostacion del teorema [2.1.4 Como X es compacto podemos suponer que
d(xz,y) < 1 para todo z,y € X. Usando nuevamente la compacidad de X, existe {p, :
n € N} un conjunto denso y numerable de X.

Para cada n € N, sea W,, : 2% — [0,1] dada por

Wi(A) = méx{d(p,,a) : a € A} — min{d(p,,a) : a € A},

para todo A € 2%. Geométricamente W, (A) es el ancho del anillo mas pequefio con
centro en p, vy que contiene a A.

Afirmacioén: Para cada n € N, W, : 2¥ — [0,1] es continua.
Sea ¢ > 0y fijemos n € N. Sea A,B € 2% son tales que H(A, B) < ¢, como A
es compacto existen aj,ay € A tales que W, (A) = d(ai,p,) — d(az,p,), es decir
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2.1. EXISTENCIA DE FUNCIONES DFARIHIIINEY. FUNCIONES DE WHITNEY

méax{d(a,p,) : a € A} = d(as,p,) y min{d(a,p,) : a € A} = d(ay,pn).
Como A C N(e, B), existen by, by € B tales que d(ay,b1) < €y d(ag,by) < €, con esto,

min{d(p,,a) : a € A} = d(az, pn) < d(az, b2) + d(be, p,) < € + max{d(p,,b) : b € B}.
Por tanto,
min{d(pn,b) : b € A} < d(pn,b1) < d(pn,a1) + d(ay,b;) < min{d(p,,a) :a € A} +e.
Lo anterior concluye que min{d(p,,b) : b € B} — min{d(p,,a) : a € A} < e. Con esto
W, (A) = W,o(B) < 2e.

De forma anéloga, W,,(A)—W,,(B) < 2¢, es decir, |W,,(A)—W,(B)| < 2e. Esto concluye
que W, es uniformemente continua y asi continua.

Por otra parte, notemos que W, (A) € [0, 1] para todo A € 2%. Sea u : 2X — [0,1]

= W, (A
dada por p(A) = Z 25@ )
n=1

continua (vease [0, Teorema 7.10, p.148] y [6, Teorema 7.12, p.150]).

, para todo A € 2%, Por el criterio de Weirstrass, p es

Mostraremos en las siguientes afirmaciones que p satisface las condiciones para ser
una funcion de Whitney.

Afirmacioén: pu({z}) = 0 para todo z € X.
En efecto para cada n € N, entonces W,,({z}) = max{d(z, p,)} — min{d(p,,x)} =0, y
por tanto u({z}) = 0.

Afirmacién: Si A, B € 2¥ y A C B entonces u(A) < u(B).
Notese que, si cada n € N, W,,(A) < W,,(B). Asi que

pay =3 W) S B )

2

Afirmacién: Si A, B € 2¥ y A C B, entonces u(A) < u(B).

Por la afirmacion anterior basta con encontrar n € N tal que W,,(A) < W, (B). Sea
bo € B— A, como A es cerrado, existe € > 0 tal que B.(bg) N A = ). Como {p, : n € N}
es denso en X, existe m € N tal que p,, € Be(bo). Con esto d(pn,a) > 5, para todo
a € A. Ast que, § < min{d(p,,a) : @ € A} y por otra parte min{d(p,,,b) : b € B} <
d(pm, bo) < &
Ademaés, también es cierto que max{d(pm,a) : a € A} < max{d(pm.b) : b € B}. Con
esto W,(A) < W,,(B) y asi u(A) < u(B).
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CAPITULO 2. FUNCIONES DE WHITNEY 2.2. ARCOS ORDENADOS

2.2. Arcos ordenados

Una de las herramientas mas fuertes que tienen los hiperespacios de continuos, 2% y
C(X), es la arco conexidad. En esta seccion mostraremos los resultados que garantizan
la existencia de un tipo especial de arcos (arcos ordenados) en el hiperespacio 2.

Definiciéon 2.2.1. Una familia no vacia de conjuntos H se llama red si para cualesquie-
ra A, B € H, se cumple que AC B 6 BC A. Si (X,d) es un continuo y H(X) C 2%,
se dice que H(X) es un arco ordenado si H(X) es un arco y H(X) es una red.

Proposicion 2.2.2. Si (X,d) es un continuo y H(X) C 2% entonces para cada funcion
de Whitney p : C(X) — [0,1] se cumple que, si N es una red que es un subespacio
compacto de H(X), entonces N es homeomoerfo a u(N).

Demostracion. Consideremos a |y : N — p(N). Como p es continua, u|y es continua.
Afirmacioén: u|y es inyectiva.

Sean A, B € N tales que p|n(A) = p|n(B). Como N es red, podemos suponer que
A C By como u(A) = u(B), entonces A = B.

Ahora puy @ N — u(N) es continua, biyectiva, con dominio compacto N e imagen
p(N) C [0,1] un espacio métrico, por lo que py es un homeomorfismo. O

Definicion 2.2.3. Si Ay, A, € 2%, se dice que una red H va de Ay hasta A, si para
tOdOHEH, AogHgAl on,AleH.

El siguiente resultado provee de una condicién suficiente para que una red en C'(X)
sea compacta.

Lema 2.2.4. Sean (X,d) un continuo y Ay, Ay € C(X) con Ay C Ay. Si M es una red
mazimal respecto a la inclusion en C(X) tal que M wva de Ay hasta Ay entonces M es
compacto.

Demostracion. Como M C C(X) y C(X) es compacto, basta con mostrar que M es
un cerrado en C'(X).

Sea {B;}ien una sucesion tal que B; € M, para todoi € Ny zlgglo B; =B € C(X).
Mostraremos que B € M, para esto veamos que M U {B} es una red desde Ay hasta
que Aj.

Sea C € M. Como M es red, para cada ¢ € N, se cumple que B; C C 6 C' C B,.
Tenemos dos casos:

a) B; C C para una infinidad de indices i. En este caso lim B; C C'y asi B C C.

i—00

b) C C B; para una infinidad de indices i. En este otro caso C' C lim B; = B.

1—00

En cualquier caso, concluimos que MU{ B} es un red desde A, hasta A;. La maximalidad
de M implica que M U{B} C M. Por tanto B € M. O

23
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Lema 2.2.5. Sean (X,d) un continuo y Ao, Ay € C(X) con Ay C Ay, entonces toda

=

red mazimal H en C(X) de Ay hasta Ay es un arco ordenado, con extremos Ay y A;.

Demostracion. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney y sean ty = pu(Ag) y
t1 = pu(Ap). Como Ay C A se tiene que pu(Ag) < p1(Ay), con lo cual se tiene que ¢y < 1,
y como para cada H € H, Ay C H C Ay, entonces u(H) C [to, t1].

Por el lema H es compacto y por la proposicion py : H — pu(H) es un
homeomorfismo. Basta mostrar que u(H) = [to, t1].

Por contradiccion, supongamos que pu(H) C [to, t1]. Notemos que tg,t; € u(H) y como
w(H) es compacto, existe so, s1 € u(H) tales que (so,s1) C [to, t1] — u(H).

Tomemos a 1o = Inf{t € u(H) : sop <t} y 11 =sup{t € u(H) : t < s1}, ya que p(H) es
compacto, tenemos que 7o,71 € pu(H) y (ro,m1) N p(H) = 0.

Sean By, By € H tales que u(By) =19y p(B1) = 1. Como H es red, By C B;. Por el
teorema de Golpes en la Frontera I, existe B € C(X) tal que By C B C By.

Afirmacién: H U {B} es una red de A, hasta A;.
Primero notemos que A9 € By € B C By C Ay y asi Ag € B C A;y. Sea C' € H,
entonces o = u(C) € p(H) C [to, t1] — (ro,71), con esto a < 19 6 a > 11. Si a < 71y,
CCByCBy,sirm<a BCB; C(C,esdecirC C B6B CC, porlo cual B se
compara con los elementos de H, asi que H U {B} es una red.

De la afirmacion anterior y ya que H es red maximal, se cumple que B € H. De
este modo u(B) € (ro,r1) N u(H) = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
p(H) = [to, t] 0

Usaremos el siguiente reultado para concluir el corolario que muestra la exis-
tencia de arcos ordenados. Para esto, primero recordemos que, si C' es una coleccion de
subconjuntos no vacios, un elemento F' € C' es maximal en C, si ningtn elemento de C
contiene propiamente a F'; un elemento £ € C' es minimal en C' si ningin elemento de
C esta contenido propiamente en F.

Teorema 2.2.6. Sea X un espacio compacto. Si C' es un subconjunto cerrado no vacio
de 2%, entonces hay un elemento mazimal de C y hay un elemento minimal de C.

El resultado anterior se puede consultar en |2, 13.11, p. 110].

Corolario 2.2.7. Si (X,d) es un continuo, y Ay, A1 € C(X), con Ay C A;, entonces
existe un arco ordenado H con extremo Ay y A;.

Observacion 2.2.8. Un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias si y solo si
existe p € X tal que para todo x € X, existe una funcidn continua f : [0,1] — X tal que
f(0)==xy f(1) = p. La ida es trivial. Para el regreso, si x,y € X, por hipdtesis existen
dos funciones continuas f,q : [0,1] — X tales que f(0) =z, g(0) =y, f(1) =p = g(1).
Definimos h : [0,1] — X, como
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f@t),  telogh;
h(z) =
g(2—2t), tels,1].

Por el lema del pegado se puede ver que h es continua, y notemos que h(0) = z,
h(1) = y.

Usando la observacion anterior y tomando A; = X en el corolario 2.2.7] se deduce
el siguiente resultado.

Corolario 2.2.9. Si (X,d) es un continuo entonces C(X) es conexo por trayectorias.

El resultado anterior se extiende para el hiperespacio 2%, nuevamente esto se logra
usando la observacion 2.2.8

Teorema 2.2.10. Si (X, d) es un continuo entonces (2, 7y) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sea A € 2%. Mostraremos que existe f : [0,1] — 2% una funcién conti-
nua tal que f(0) = Ay f(1) = X.

Si A = X, tomamos la funciéon constante f([0,1]) = {X}.

Supongamos que A C X. Sea C' una componente de A. Como C es cerrado en A,
C € 2XNC(X). Conesto C C Xy C X € C(X). Por el corolario [2.2.7, existe
a:[0,1] = C(X) un arco ordenado tal que a(0) = C'y a(1) = X.

Sea f : [0,1] — 2% dada por f(t) = AU «(t), para todo t € [0,1]. En este caso
f(0)=AUuC=Ay f(1) = AUa(l) = AUX = X. Ademss, f esta bien definida pues
la union finita de cerrados en un cerrado. Resta ver que f es continua, para esto sea
{tn}nen una sucesion en [0, 1] tal que nh_)rrolo t, = t. Para justificar lo sigiente se usara lo

siguiente [2] Ejercicios 4.14 y 4.15, p.27].
Veremos que lim f(t,) = f(t). Para esto
n—o0

lim f(t,) = JLI&(A Ua(t,)) = limsup(AU aft,)) =

n—oo

= AU (limsup a(t,)) = AU nll_)IIOlo at,) =AU a(t) = f(t).
[

Definicién 2.2.11. Un arco ordenado en el hiperespacio H(X), es un arco a C H(X)
tal que existe [ : [0,1] — a un homeomorfismo tal que f(t) C f(s), si0 <t <s <1
como todo arco, a tiene dos extremos, Ay y Ai. Diremos que o es un arco ordenado

de AO a Al, St AO g Al-

Lo que hemos probado anteriormente, justifica que, si Ay, A; € C(X) y Ay # Ay,
entonces existe a C C'(X) un arco ordenado de Ay a Ay, si Ay C A;. Mostraremos una
version similar para el caso de 2%,

Lema 2.2.12. Sean (X,d) un continuo y My, My € 2%, tales que My C M, y My #
M. Si cada componente de My intersecta a alguna componente de My entonces existe
C € 2¥X tal que My C C C M, y cada componente de C intersecta a M.
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Demostracion. Por hipotesis podemos tomar p € M, — M. Sea K; la componente de
p en M. En este caso K1 N M, # ), con esto existe Ky una componente de M tal que
KO g Kl. Como pE K1 — Ko,KO g Kl.

Por el corolario [1.4.3 existe B € C(K) tal que Ko C B C K — {p}. Sea C = My U B,
es claro que C' € 2%, ademas p ¢ My U B, y ya que B C K; C M, entonces C' =
MyU B C M.

Es claro que My C C.

Sea ¢ € B — Ky, con esto ¢ € C. Si suponemos que ¢ € M, existe D C M, la
componente de M, que contine a ¢, al ser D un conjunto conexo, C' C K, lo cual es
una contradicciéon. Por tanto ¢ € B — My, y asi My C MyU B = C.

Si K es la componente de C tal que B C K, entonces ) # Koy C BN My C K N M,,
por lo cual cada componente de C' intersecta a M. O

Veamos una caracterizacion de los arcos ordenados en 2X.

Teorema 2.2.13. Sean (X, d) un continuo y Ag, Ay € 2%, con Ay # Ay. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

I) Eziste un arco ordenado o en 2% de Ay a A;.
II) Ay C Ay y cada componente de Ay intersecta a Ay.

Demostracion. Veamos primero que I) = IT).
Sea a un arco ordenado en 2% de Ay a A;. Por contradiccion, supongamos que existe
K componente de A; tal que K N Ay = 0.
SiC C Ajesconexoy CNK # (), entonces C C K y ya que KNAg = (), concluimos que
C' N Ay =10, es decir, ningiin subespacio conexo de A; intersecta a K y Ay de manera
simultanea. Por el teorema del Cable Cortado existen E y F' dos cerrados de A; tales
que Ay =FEUF, ENF=(),KCEyAyCF.
Sean

F={Aca:ACF}=an{Ac2¥: ACF},

E={Aca: ANE#0}=an{Ac2* : ANE # 0}.

SiAca, AyCACA,asi AC EUF.Si ANE # () entonces A € £, en caso contrario
A C F,y entonces A € F. Esto muestra que a = £ U F.

También Ay € F, Ay € €,y asi F # ) # &, por otra parte, si A € F, entonces
ACFycomo ENF =0, A¢E&,esdecir FNE =), con lo anterior, « se descompone
como la uniéon de dos cerrados ajenos y no vacios, lo cual no puede ser pues « es cone-
x0, generando esto la contradiccion. Por lo tanto cada componente de A; intersecta a Ay.

Veamos ahora que /1) = I). Supongamos que Ay C Ay, Ag # A; y cada compo-
nente de A; intersecta a Ay. Sea I' la familia de todos los conjuntos N’ C 2% tales que
N’ es una red compacta en 2% de Ag hasta A, y si N € N, entonces cada componente
de N intersecta a Ag.

Por hipdtesis es claro que {Ag, A;} C I'. La familia I’ puede ser ordenada parcialmente
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con la contencién usual de conjuntos. Por el principio Maximal de Hausdorff, existe un
elemento maximal en I" digamos M'.

Afirmacion: M’ es un arco ordenado desde Ag hasta A;. Al ser M’ una red, basta
con mostrar que M’ es un arco. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Por la
proposicion [2.2.2 iy : M" — [1(Ao), (A1) es un homeomorfismo sobre su imagen.
Para terminar la afirmacion, resta mostrar que pu(M’) = [u(Ag), n(A7)].

Por contradiccion, supongamos que pu(M') € [u(Ao), #(A;r)]. Por la compacidad de
pu(M') existen tg < tq tales que to,t1 € pu(M') v (to,t1) N u(M’) = 0. Con esto, existen
By, By € M’ tales que to = pu(By) < pu(By) = t1.

Por hipotesis, cada componente de By, intersecta a Ay, como Ay C By, también inter-
secta a By. Por el lema existe, C' € 2% tal que By C C C B; y cada componente
de C' intersecta a By. En particular C' ¢ M’

Sea K una componente de C. Si K; es una componente de By tal que K; N K # ()
entonces Ky C K. Por otra parte Ky N Ay # 0, por tanto K N Ay # (). Esto muestra
que M'"U{C} € T'y como M’ es maximal en I', concluimos que C' € M’, generando
una contradiccion.

Por lo tanto pu(M') = [u(Ag), (A1) O

El siguiente resultado muestra que si un arco ordenado en 2% inicia en un elemento
de C(X) entonces el arco se mantiene todo el tiempo en C(X).

Teorema 2.2.14. Si (X,d) es un continuo y Ay € C(X), entonces para cada arco
ordenado de Ay hasta A € 2%, a cumple que o C C(X).

Demostracion. Sea B € «. Supongamos que Ay # B, en otro caso no hay nada que
probar. Con esto A9 C By Ay # B. Si h: [0,1] — « es un homeomorfismo tal que
h(0) = Ap y h(1) = A, entonces existe ty € [0, 1] tal que h(ty) = B.

De esto hljo : [0,t0] = h([0,%0]) es un homeomorfismo tal que h(0) = Ao, h(ty) = B.
Sis<t,s,tel0,ty], entonces h(s) C h(t), es decir h([0,%]) es un arco ordenado de A,
hasta B.

Por el resultado anterior, cada componente de B intersecta a Ag. Sea C' una componente
de B. Con esto AgNC # 0y como Ay C B, usando que Ay € C(X), concluimos que
Ag C C. Esto concluye que cada componente de B, contiene a Ay, por tanto B solo
puede tener una componente, es decir B € C(X). ]

Definicién 2.2.15. Un continuo X es localmente arco conexo en p € X, si para
todo abierto U de X tal que p € U, existe un abierto V tal que p € V, V C U tal que
para todo q € V' existe una funcion continua f:[0,1] =V con f(0) =py f(1) =q.

Teorema 2.2.16. Si (X,d) es un continuo, entonces 2% y C(X) son localmente arco
conezo en X.

Demostracion. Sea U un abierto en 2% tal que X € U. Con esto, existe € > 0 tal que
si Ae2X y Hy(A, X) < e entonces A € U.
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Sea V = {A€2X: Hy(A, X) < e}. En este caso V es un abierto en 2% y X € V C U.
Sea A € V—{X}. Eneste caso A C X y la tinica componante de X, que es X, intersecta
a A. De este modo, existe un arco ordeando ae C 2% desde A hasta X.

Por otra parte, si B € «a, entonces A C B C X y asi Hy(B,X) < Hy(A, X) < ¢, es
decira C V.

La prueba para C'(X) es analoga, usando que, si A € C(X) entonces « C C(X). O

Definiciéon 2.2.17. Sea X un continuo arco conexo. Diremos que X es uinicamente
arco conexo, si para todo p,q € X con p # q, existe un unico arco en X con extremos

pya

Una pregunta natural es ;bajo que condiciones alguno de los hiperespacios 2% o
C'(X) son tnicamente arco conexos?. La respuesta para el hiperespacio C'(X) se rela-
ciona con el siguiente concepto.

Definicién 2.2.18. Un continuo X se dice hereditariamente indescomponible si
para cada A, B € C(X) con ANB #0, 6 bien A C B ¢ bien B C A.

En el siguiente capitulo abordaremos el concepto de continuo indescomponible (con-
tinuo que no se puede escribir como la union de dos de sus subcontinos propios) de
manera mas amplia, y resulta que un continuo es hereditariamente indescomponible si
cada uno de sus subcontinuos es indescomponible, la prueba de esto tltimo es sencilla.
De momento solo requerimos del siguiente resultado sobre continuos indescomponibles.

Lema 2.2.19. Si X es un continuo indescomponible y A un arco en C(X) tal que
UA = X, entonces X € A.

Demostracion. Sea h : [0,1] — C(X) un encaje tal que h([0,1]) = A, con esto
UJA([0,1]) = X. Sea

to = inf{t € 0,1] : [ JA([0,1]) = X}.

Si tg < t, entonces | JR([0,t]) = X. Como h es continua, se tiene que | Jh([0,to]) = X.

Si tg = 0, entonces h(0) = h(tg) = X y asi X € A, concluyendo la prueba. Supongamos
entonces que 0 < to. Para cada t € [0,¢], sean A, = |JR([0,t]) y B: = Jh([t,to]). Asi
AU B, = X. Como ademés A;, B, € C(X) y sit < ty, entonces A; # X, ya que X es
indescomponible B; = X. Por lo que By, = X, y ya que By, = h(ty), concluimos que
X = h(ty) € A. O

Proposicion 2.2.20. Si X es hereditariamente indescomponible, AC B, A# B y A
es un arco en C(X) con extremos A y B, entonces A es un arco ordenado.

Demostracion. Para cada Ag € A — {A}, sea A(A, Ap) el subarco de A con extremos
Ay Ap. Denotemos por A(A, A) = {A}. Sea a = {UA(A, Ap) : Ag € A}.
Mostraremos que :

1. « es un continuo.
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2. A,B € a.
3. a= A
4. A es un arco ordenado con extremos Ay B.

Veamos la prueba de cada uno de los puntos anteriores.

1. Consideremos la funcion f : A — C(A) dada por f(Ayg) = A(A, Ay). Ya que f
es continua y U : 227 — 2X dada por U(C) = UC es también continua, U o f es
también es continua. Con esto (U o f)(.A) es un continuo, ya que (Uo f)(A) = «,
« es continuo.

2. Es claro que A € «, pues {A} = UA(A, A). Por otra parte, definamos

N ={4y € A: BCUAA, A)}

M = {AO eA: UA(A,A()) - B}

Observemos que B € Ny A € M, asi que N # () # M. Tambien notemos que
M, N son cerrados.

Afirmacion: A= M U N.

Sean Ay € Ay Z = UA(A, Ap), en este caso Z € C(X), por otra parte A C Z,
asi que ZN B # (). Como X es hereditariamente indescomponible B C UA(A, Ay)
o bien UA(A, Ay) C B. Por tanto Ay € M U N.

Como A es conexo, existe Ag € NN M, es decir B = UA(A, Ay). Lo cual concluye
que B = a.

3. Para mostrar que oo = A, basta con mostrar que o« C A, pues si a C A, entonces

al ser & un subcontinuo del arco A y tener los mismos extremos se concluiria que
a=A.
Sea Y = UA(A, Ay) € «, donde Ay € A. Como Y es un subcontinuo de X,
Y es indescomponible, y ya que A(A, Ag) es un arco contenido en Y, tal que
UA(A, Ag) =Y, por el lema concluimos que Y € A(A, Ay) C A, es decir
Y e A

4. Como « es claramente una red y a = A, A es una red en C'(X), por tanto A es
un arco ordenado.

O

Proposicion 2.2.21. Sea (X, d) un continuo hereditariamente indescomponible y Ay, Ay €
C(X) con AgN Ay = 0. Si A es un arco en C(X) con extremos Ay y A, entonces
A= AgUA; donde Ay es un arco ordenado de Ag hasta UA y A, es un arco ordenado
de A, hasta UA.
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Demostracion. Sea' Y = UA. En este caso Y es un continuo indescomponible. Tambien
A CY yAy#Y. ComoUA=Y,Y € A

Ademas Y ¢ {Ag, A1} y asi A es la union de dos arcos Ag y A; con extremos Ay, Y,
y, A1, Y, respectivamente. Como Ag C Y v Ag es un arco con extremos Ay y Y, por el
resultado anterior se concluye que A es un arco ordenado. Similarmente 4; es un arco
ordenado. O

Lema 2.2.22. Si (X,d) es hereditariamente indescomponible y p : C(X) — [0,1] es
una funcion de Whitney, entonces para cada A, B € C(X) tales que ANB # 0 y
pu(A) = u(B) se cumple que A = B.

Demostracion. Sean A, B € C(X) tales que u(A) = u(B). Si AN B # (), entonces por
definicién de continuo hereditariamente indescomponible, A C B 6 B C A y ya que
p(A) = u(B), concluimos que A = B. O

Proposicion 2.2.23. Si (X, d) es un continuo hereditariamente indescomponible,
A, B e C(X) yAC B, entonces existe uno y solo un arco en C(X) con extremos A y
B.

Demostracion. Como A C By A # B, existe un arco ordenado « en C(X) con extre-
mos A y B. Veamos que « es tnico.

Sea [ un arco en C(X) con extremos A y B. Verificaremos que 5 = a.

Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Como X es hereditariamente indescom-
ponible, 8 es un arco ordenado. Con esto pu(a) = [u(A), u(B)] = u(B). Si K € f3, existe
L € «tal que pu(K) = u(L), y yaque A C K N L, entonces K = L. Por tanto K € «,
es decir § C a. Anélogamente, se verifica que a C 5.

Por lo cual f = « O

Proposicion 2.2.24. Si (X, d) es un continuo hereditariamente indescomponible,
A B e C(X)y AN B =10, entonces existe uno y solo un arco en C(X) con extremos
Ay B.

Demostracion. Sea o un arco en C'(X) con extremos A y B, el cual existe pues C(X)
es arco conexo. Por la proposicion a = ap U aq donde aq es un arco ordenado
de A hasta Ua y a; es un arco ordenado desde B hasta Ua.

Si 8 fuese otro arco en C'(X) con extremos Ay B, pasa algo analogo, es decir § = SyUf
donde [y es arco ordenado desde B hasta Uf.

Ya que Ua, US € C(X), UaNUPB # 0, entonces Ua C UB 6 bien US C Ua. Si Ua = Up,
por el resultado alterior ag = By y oy = 1 y asi a = f3.

Supongamos que Ua # Uf, sin pérdida de generalidad supongamos que Ua € US. En
este caso existe £ un arco ordenado en C'(X) desde Ua hasta US. Con esto ag UC es
un arco ordenado desde A hasta US. Por el resultado anterior se tiene que 5y = ag UC.
De forma similar $; = a1 UC, por tanto a = agUa; C U B = By ya que a 'y 3 son
arcos con los mismos extremos a = f3. O
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El siguiente resultado responde a la interrogante planteada en esta seccion, sobre
cuando un continuo X tiene hiperespacio C'(X) unicamente arco conexo.

Corolario 2.2.25. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y solo st
para cada A, B € C(X) con A # B, existe un unico arco en C(X) con extremos A y
B.

Demostracion. Considerando las proposiciones [2.2.23| y [2.2.24] Gnicamente falta mos-
trar el regreso, para eso, supongamos por contradiccion que existen A, B € C(X) con
ANB#0pero AL By B¢ A.

Sea p € AN B. Es claro que {p} C A, por tanto existe un arco ordenado o en C(X)
desde {p} hasta Ay como A C AU B, existe un arco ordenado A en C(X) desde A
hasta AU B. De forma similar, existen dos arcos ordenados f y I' en C'(X), desde {p}
hasta B y desde B hasta AU B, respectivamente.

Con esto a U Xy SUT son dos arcos ordenados desde {p} hasta A U B. Ademas
A€ (aUN) = (BUT), asi que a U # SUT, lo cual genera una contradiccion. ]

Terminaremos esta seccion con el siguiente resultado que muestra que en los conti-
nuos indescomponibles X, el continuo X arco desconecta a C(X).

Teorema 2.2.26. Un continuo X es indescomponible si y solo si para cada A € C(X)—
{X}, existe B € C(X) —{X, A} tal que para cada arco o en C(X) con extremos A y
B, X € a.

Demostracion. Supongamos primero que X es indescomponible y sea A € C'(X)—{X}.
Como X es indescomponible existe p € X tal que si C € C(X)y AU {p} C C, en-
tonces C' = X (esto se justificard formalmente mas adelante en el teorema [3.1.8). Sea
B = {p}. Si aesun arco en C'(X) y tiene por extremos Ay B, entonces Ua € C(X)y ya
que AU{p} C Ua, Ua = X. Como X es indescomponible, usando el lema2.2.19 X € a.

Sea p € C. Como {p} € C(X) — {X}, existe B € C(X) tal que si a es un arco
C(X) con extremos {p} y B, entonces X € a. Sean ¢ € By A un arco en C(X) tal que
sus extremos son {p} y {q}. En este caso X € A, con esto si C € C(X) y p,q € C(X),
entonces C' = X, esta propiedad que veremos en el siguiente capitulo muestra que X
es irreducible entre p y ¢, el resultado se seguird del corolario [3.1.14 O

2.3. Niveles de Whitney

En esta seccion abordaremos el concepto de nivel de Whitney, que es el analogo al
concepto de superficie de nivel que se estudia en cursos de calculo de varias variables.

Definicion 2.3.1. Si X es un continuo y p: C(X) — [0, 1] es una funcion de Whitney,
se llama nivel de Whitney a un conjunto de la forma

poi(t) ={A e C(X): u(A) =t},
donde t € [0,1].
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Observacion 2.3.2. En general = 1(0) = F1(X) y p= (1) = {X}, ya que estos con-
guntos son triviales en el sentido de que el primero es homeomorfo a X y el sequndo es
un conjunto de un solo punto, en el resto del trabajo consideramos niveles de Whitney
pu=(t), para valores t € (0,1).

Teorema 2.3.3. Si X es un continuo y p: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney
entonces para toda t € (0,1), el nivel de Whitney p='(t) cumple que |Jpu='(t) = X.

Demostracion. Mostraremos tinicamente que X C |J =1 (), pues la otra contencion es
claramente cierta. Sea p € X, como {p} C X, existe un arco ordenado « : [0, 1] — C'(X)
tal que a(0) = {p} v (1) = X. Notemos que po « : [0,1] — [0,1] es una funcion
continua tal que (o «)(0) =0y (uoa)(l) =1, por el teorema del valor intermedio
existe s € [0, 1] tal que (poa)(s) =t, es decir u(a(s)) =t, asi a(s) € C(X) y p € a(s).
Por tanto p € Jpu ' (1). O

El siguiente resultado muestra que dos elementos en un mismo nivel de Whitney
que se intersectan, se pueden arco conectar dentro del nivel.

Lema 2.3.4. Sean X un continuo y p : C(X) — [0,1] una funcion de whitney, si
t € (0,1), entonces para cada par de elementos A, B € p~'(t) tales que AN B # 0,
existe una trayectoria C en = (t) con extremos A y B. Mds ain si p € AN B se puede
pedir que todo elemento en C, contenga a p.

Demostracion. Si A = B basta tomar a C como la trayectoria constante A. Supongamos
que A # B, como u(A) =t = u(B), entonces AL By B Z A.

Seap € AN B, como 0 < t, {p} € Ay {p} € B, con esto existe dos arcos ordenados
a:[0,1] - C(X)y A :[0,1] — C(X) tales que a(0) = {p} = AN0), a(l) = Ay
A1) = B.

Sea s € [0,1], para cada r € [0,1], definiremos a f : [0,1] — C(X) como f(r) =
a(s) U A(r). En este caso f : [0,1] — C(X) es una funcion continua, lo mismo que la
funcion (o f) : [0,1] — [0, 1]. Por otra parte, notemos que

(10 1)(0) = u(f(0)) = p(a(s)) < u(A) =t

(o)1) = u(f(1)) = plals) UA(L)) = pla(s) U B) > t.

Por el teorema del valor intermedio existe r(s) € [0, 1] tal que (uo f)(r(s)) = t, es decir

plals) UA(r(s))) = t.

Sea g : [0,1] — C(X) dada por g(s) = a(s) U (r(s)), para todo s € [0, 1]. En este caso
g([0,1])) C () y p € g(s), para todo s" € [0,1].

Veamos primero que la eleccién de r(s) no cambia el valor de a(s) U A(r(s)). Supon-
gamos que 1 € [0, 1] es tal que (uo f)(r) = t. Supongamos sin pérdida de generalidad
que r < r(s). En este caso A\(r) C A(r(s)) y asi p(a(s) UA(r)) =t = pla(s) UA(r(s))),

32



CAPITULO 2. FUNCIONES DE WHITNEY 2.3. NIVELES DE WHITNEY

entonces a(s) UA(r) = a(s) U A(r(s)). Notemos que

g(0) = a(0) U A(r(0)), asi que r(0) = 1.

9(0) = {p} UA(r(0)) = A(r(0)) = B
g(1) =a(l)UA(r(l)) = AU A(r(1)) = A, concluyendo que r(1) =0

Afirmacion: g es continua (por la construccion de g, g : [0,1] — pu=1(¢)).
Sea {S,}neny una sucesion en [0, 1] tal que lim s, = s y (usando la compacidad de
n—oo

C(X)) tal que lim g(s,) = A € C(X). Por otro lado lim ¢g(s,) = lm «(s,)UA(r(s,)).
n—00 n—00 n—00
También tenemos que como « es continua lim a(s,) = a(s). Como {r(s,)}nen €s una
n—oo

sucesion en el compacto [0, 1] , existe una sucesion {r(s,,)}ren que converge en [0, 1],
digamos a r. Ya que A es continua, ka A(r(sn,)) = A(r), con esto
—00

A= lim a(s,, ) UAr(sy,)) = als) UA(r).
n—oo
Usando que p~'(t) es cerrado en C'(X), A € u=*(t), asi a(s) U(r) € p~'(¢). Tomemos
ar =r(s). Portanto A = a(s) UA((r(s))) = g(s), por el resultado que se enuncia en la
referencia [7l teorema 11.8; p.75] se tiene que g es continua. ]

Teorema 2.3.5. Si X es un continuo y A€ 22 (AC 2%, A+0 y A es cerrado en
2X), entonces UA € 2X. Mds ain, U : 22° — 2% dada por U(A) = UA es continua.

Demostracién. Como A # (), existe A € 2% tal que A € A, asi UA # (). Supongamos
que {x, fnen s una subsucesion de puntos de UA tal que lim z,, = € X, para mostrar
n—oo

que UA es cerrado en X, basta mostrar que = € UA.

Para cada n € N, sea A, € A tal que =, € A,,, como {A,},en es una sucesion en el

compacto A, existe una subsucesion {4, tren de {A, }nen tal que kh’m A, =AcA
—00

En este caso x € limsup A,, = A, asi z € UA.

Para mostrar la continuidad de U, mostraremos que U es uniformemente continua.
Sea € > 0. Tomemos p = € y mostraremos que si H.(A, B) < p, entonces H(UA, UB) <
¢, donde H. denota la métrica de Hausdorff inducida por (2%, H). Para lo tltimo
mostraremos que UA C N(e,UB) (de forma similar se muestra que UB C N (e, UA)).
Sea x € UA, con esto, existe A € A tal que z € A. Como H;(A,B) <e¢, AC N(e,B)
y asi existe B € B tal que H(A,B) < e. Como A C N(¢, B), existe y € B tal que
d(x,y) < e. Finalmente, como y € UA, concluimos que UA C N (e, UB). ]

Uno de los objetivos de este capitulo es mostrar que los niveles de Whitney (¢ # 1)
son continuos, el siguiente teorema mostrara que estos son conexos.

Teorema 2.3.6. Si X es un continuo y pu: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney,
entonces p~ ' (t) es conezo para todo t € [0, 1].
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Demostracion. Supongamos que existe ¢ € [0,1] tal que u~'(f) no es conexo. Como
pu=t(t) es cerrado en C(X), existen £ y K dos cerrados ajenos y no vacios en C'(X)
tales que p~'(t) = LUK. Sean Ly = UL y Ky = UK.

Como L # 0 # K, se tiene que Ly # 0 # Ko. Sea p € X. Como Up~1(t) = X, existe
Aept(t)talquepe AyAe LUK.SiAe L, pe Lyysi AeK entonces p € K.
Esto concluye que X = Ly U Ky, ademas de que los conjuntos Ly y Ky son cerrados
ajenos en X.

Afirmacion: Ko N Ly =0 (lo cual sera una contradiccion pues X es conexo).
Supongamos que existe p € Ky N Ly. Por definicion existe K € Ky L € Ly tales que
p € KNL. Por el lema[2.3.4]existe una trayectoria o : [0,1] — p~1(¢) tal que a(0) = Ly
a(1) = K. Con esto ([0, 1]) € LUK, ([0, 1]) es conexo y a([0, 1])NL # O # ([0, 1]))NK

lo cual es una contradiccién. O

Puesto que pu~'(t) es cerrado al ser la preimagen de un conjunto cerrado de [0, 1],
se tiene por el teorema [2.3.6| el siguiente corolario.

Corolario 2.3.7. 5i X es un continuo y u: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney,
entonces p~(t) es un continuo para todo t € (0,1).

Ejemplo 1: Sea X = [0,1] y ¢ : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Sea
t € (0,1). Tomemos A = p~*(¢). Sea f : A — [0,1] dado por f(A) = min(A). En este
caso f es continua, veamos que f es inyectiva. Para esto supongamos que f(A) = f(B),
para A, B € A. En este caso, si f(A) =a = f(B), entonces A = [a,b] y B = [a, |, por
tanto AC B6 BC A,y como A, B € u~!(t) entonces A = B.
Asi que f: A — f(A) es homeomorfismo y ya que A es continuo no degenerado, f(A)
es un subcontinuo de [0, 1]. Por lo cual A es un arco.

Ejemplo 2: Sean X = St u: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney y ¢ € (0, 1).
Denotamos por B = p~'(t).
Para cada A € B, A es un arco contenido en S'. Sea f : B — S! dada por f(A) igual
al punto medio de A. Se puede verificar facilmente que f es una funcién continua e
inyectiva. Veamos que f es suprayectiva, para esto sea p € S'. Consideremos a C el
conjunto de todos los arcos que tienen a p como punto medio, unién con el conjunto
{{p},S*}. En este caso C es un arco ordenado en C(X), por lo que pulc : C — [0,1] es
suprayectiva. Como t € (0,1), existe C' € C tal que pu(C) =t, en particular f(C) = p.
Con lo anterior se concluye que f : u~(t) — S* es un homeomorfismo, es decir p=*(¢)
es una curva cerrada simple.

Concluiremos este capitulo con el siguiente concepto, el cual abordaremos a profun-
didad en el capitulo 4, para la propiedad de irreducibilidad.

Definiciéon 2.3.8. Sea P una propiedad definida para espacios topoldgicos. Se dice que
P es:
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» de Whitney si para cada continuo X y cada funcion de Whitney p = C(X) —
[0,1] se cumple que si X satisface P entonces u='(t) satisface P, para todo t €

(0, 1).

s de Whitney reversible si para cada continuo X y cada funcion de Whitney
p:C(X) —[0,1], si u='(t) cumple P para cada t € (0,1), entonces X cumple P.

El problema general a estudiar en este trabajo es: ;Si P es la propiedad de ser
irreducible, entonces:

= P es de Whitney?

= P es de Whitney reversible?

35



Capitulo 3

Nociones basicas de irreducibilidad en
continuos

En este capitulo daremos un repaso al concepto de irreducibilidad en continuos,
mostraremos sus propiedades mas importantes, concluyendo con la construccion de un
continuo indescomponible, se puede verificar en [4, Capitulo XIJ.

3.1. Irreducibilidad de continuos

Empezaremos esta seccion con la siguiente definicion.

Definicién 3.1.1. Un continuo X es llamado descomponible si X = AU B para
algunos A, B € C(X) — {X}. El continuo X serd llamado indescomponible si no es
descomponible.

Usando el concepto anterior, un continuo X se dird que es hereditariamente des-
componible (indescompoble) si cada uno de sus continuos propios y no degenerados
es descomponible (indescomponible). Para entender la estructura de un continuo des-
componible (indescomponible), usaremos los siguientes conceptos. Dados un continuo X
y p € X, se le llama composante de p € X, al conjunto Z;{ =J{AeC(X)—-{X}:
p e A}

Definicién 3.1.2. Si X es un continuo y p,q € X, diremos que X es irreductible entre
p y q si para todo A € C(X) tal que p,q € A, se cumple que A = X, denotaremos esto
como X=irr(p,q). Se dice que un continuo X es irreducible si existen p,q € X tal que

X=irr(p,q).

Observemos que X es irreducible si existe p € X tal que Z;f #+ X.

Ejemplo: Si X = [0, 1], entonces X = [0, %] U [%, 1], asf que X es descomponible,
de forma similar si B = S!, entonces B es descomponible pues puede expresarse como
la unién de dos de sus arcos. Casi cualquier ejemplo de continuo que se nos venga a

36



CAPITULO 3. NOCIONES BASICAS BR.IERREPDU(BBINARIENK ONNINNUSS

la mente serda descomponible, en efecto, construir un continuo indescomponible no es
tarea facil, construiremos un ejemplo de esta clase de continuos al final de este capitulo.

Aunque sencillo, el siguiente resultado presenta una manera alterna de expresar la
composante de un punto dentro de un continuo.

Proposicién 3.1.3. Dados un continuo X y p € X tenemos que
fo ={z e X : existe Ac C(X)—{X} tal que p,z € A}.

Demostracion. Sea y € Z;( Por definicion existe A € C(X) — {X} tal que p,y € A.
Asiye {r e X : existe A€ C(X) —{X} tal que p,z € A}.

Ahora, seay € {z € X : existe A € C(X) — {X} tal que p,z € A}, es decir, existe
Ae C(X)—{X}talquep,y € A, porloquey € U{Ad € O(X) —{X}:pe A} =
X
[

b
Mostraremos que cuando el continuo X es indescomponible, la familia de composan-

tes forman una particion, més adelante mostramos que solo en este tipo de continuos
ocurre esto.

Proposicion 3.1.4. Sean X un continuo yp,q € X. Si X es indescomponible, entonces

X X X X
Ep N Eq = @ 0 Zp = Zq :
Demostracion. Supongamos que Z;( N Zf # () es decir existe x € Z;( N Zf Mostra-

remos que Z;f = fo
Por definicién de composante, existe A, € C(X) — {X} con p,x € A, y existe 4, €
C(X)—{X} con g,z € A;. Con lo cual A,U A, es conexo , por lo tanto es un continuo,
el cual no es X pues X es indescomponible.

Probemos las siguientes dos contenciones:

a) Z;( C Zj Sea y € 2;(, en cuyo caso existe B € C'(X) — {X} tal que y,p € B,
notemos que BUA, € C(X) —{X}yye BUA,. Dado que A, € C(X) — {X} se
tiene que (BU A,) U A, € C(X) — {X} por la indescomponibilidad de X ademas
de que A, N A, # (), siendo este ultimo un subcontinuo propio que contiene a y y g,

asi que y € Zf
. o : X X
b) Anélogamente al inciso anterior, se muestra que » " C > .

. X X
Estas dos contenciones muestran que » " = .. O

Mostraremos ahora una caracterizaciéon de los continuos descomponibles en términos
del interior de alguno de sus subcontinuos.

Proposicion 3.1.5. Sea X un continuo, entonces X es descomponible si y solo si existe
A e C(X)—{X} tal que int(A) # 0.
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Demostracion. Supongamos primero que X es un descomponible, asi que existen A, B €
C(X) — {X} tales que AU B = X, en particular X — B # () es abierto en X tal que
X — B C Aporloque X — B Cint(A) asi int(A) # 0.

Para el regreso, supongamos que existe A € C(X) — {X} tal que int(A) # 0.
Tenemos los siguientes dos casos:

a) Si X — A es conexo, se sigue que X — A € C(X) — {X}, entonces X = AUX — A,
es decir X es descomponible.

b) Si X — A no es conexo, existen D y C subconjuntos ajenos, cerrados y no vacios
tales que X — A = DUC. En este caso, X = (AUD)U(AUC) donde AUC, AUD €
C(X) — {X} concluyendo que X es descomponible.

]

El reciproco de la proposicion [3.1.5 provee de una caracterizacion de los continuos
indescomponibles la cual enunciamos a continuacion.

Corolario 3.1.6. Sea X un continuo, entonces X es indescomponible si y solo si para

cada A € C(X) — {X}, se cumple que int(A) = ().

Recordemos que cada composante es una unioéon de subcontinuos, sin embargo, se
pueden elegir de ellos una cantidad numerable como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 3.1.7. Para cada continuo X y cada punto p € X, se tiene que Z;f es una
union numerable de subcontinuos propios que contienen a p.

Demostracion. Consideremos una base numerable de abiertos en X — {p}, digamos
B = {U; : U; es abierto en X y U; # () para cada i € N}. Consideremos K; la compo-
nente de p en X — U;. Notemos que K; C X — U; C X, y con esto K; C X para cada
i € N. Como los conjuntos U; son abiertos en X, se tiene que K; € C(X)—{X} y como
p € K; para cada i € N, se sigue que (J,c.y Ki C Zf, mostraremos que esta ultima
contencién en realidad es una igualdad lo cual concluira el resultado.
Sea x € Zf, por definicion de composante, existe A € C'(X) — {X} tal que p,z € A.
Observemos que X — A es un conjunto abierto de X contenido en X — {p}, y dado que
B es base de X — {p}, existe ¢ € N tal que U; C X — A, es decir, A C X — U; y ya que
p € A se sigue que A C K;, por tanto = € K;, lo que concluye que Z;f - U K;.
ieN
Concluimos que Z;f = U K, lo cual muestra el resultado. ]
ieN

Ahora, veamos cuantas composantes puede tener un continuo indescomponible, mas
adelante veremos que en el caso de continuos descomponibles este niimero solo puede
ser 1 o 3, pero en el caso indescomponible el asunto se torna con una cantidad no
numerable.
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Teorema 3.1.8. Sea X un continuo. St X es indescomponible y no degenerado, enton-
ces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

Demostracion. Sea A la coleccion de todas las composantes de X. Supongamos que

A es numerable. Supongamos que A = {an :n € Nyuz, € X}. Notemos que
X

X = UnGN Z:L“n

Ahora, para cada n € N, por el teorema [3.1.7] existe una colecciéon numerable de sub-

continuos propios de X, los cuales contienen a z,,, digamos {E,, , : m € N} tal que

fon = U E,, .- Se sigue que:

n,m

meN
X
X = U an - U (U EIn,m) - U Eirnm
neN neN \meN n,meN

Por el corolario [3.1.6] se tiene que, como E,,, € C(X)—{X}, entonces int(E,, ) =0
para cada m,n € N, ademés de que Un’meN E., ., es denso en X, lo cual es absurdo,
por el Teorema de la Categoria de Baire el cual implica que en un continuo la union
numerable de subespacios con interior vacio tiene interior vacio. Por lo tanto X tiene
una cantidad no numerable de composantes. O

Proposicién 3.1.9. Si para cada p € X se cumple que Z;( = X, entonces X no es
wrreducible.

Demostracion. Sea p,q € X. Ya que ¢ € X = Zf, existe C' € C(X) — {X} tal que
p,q € C, lo cual concluye que X no es irreducible entre p y ¢q. Ya que los puntos p y ¢

son arbitrarios, concluimos el resultado. O

Corolario 3.1.10. Un continuo X es irreducible si y solo si existe p € X tal que

>, # X

Demostracion. Para la ida, si X = irr(p, q) entonces es claro que ¢ € X — E;f

Para el regreso, sip € X y fo G X entonces para cada g € X — Z;( se tiene que si
CeC(X)yp,qe C,entonces C' = X es decir, X es irreducible entre p y g. ]

Ahora, mostraremos una serie de resultados sobre continuos irreducibles.

Lema 3.1.11. 5@ X es irreducible entre p y q, y ademds C' es un conjunto conexo, tal
que p,q € C entonces C' es irreducible entre p y q. (El subespacio C' lo entenderemos
como irreducible entre p y q si no existe un subespacio propio que es cerrado y conexo
en C' que contenga a p y q)

Demostracion. Sea F' C C un conjunto cerrado y conexo en C', tal que p,q € F. En este
caso, I es un conjunto cerrado y conexo en X tal que p,q € F con esto F = X. Por
otrolado F=F = FNC = XNC = C. Concluimos que F = C'y asi C es irreducible
entre p vy q. ]

Teorema 3.1.12. Si X es un continuo y p € X, entonces X — Z;( es conexo, es decir
{z € X : X es irreducible entre p y z} es conezo.
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Demostracion. Si fo = X, entonces X — fo = (), el cual es conexo.
Ahora supongamos que Z;( # X, por lo que existe ¢ € X tal que X es irreducible para

p,q € X. Supongamos por contradiccion, que X — Z;( no es conexo, es decir,
(1) X — Z;( =MUN con MNN =0y My N conjuntos separados.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ € M. Como M y N estan separados
existe un conjunto abierto U de X talque M Cc U y UNN = ).

(2) Asi que (U—-U)N(MUN) = 0.

Como g € M C U, se puede considerar la componente () de U que contiene a q. Mas
atn U # X, yaque UNN = 0y N # 0, asi por el teorema[1.4,6/se tiene que Q — U # 0.
Sea r € Q — U, entonces como Q C U, r € U — U. Usando (1) y (2), obtenemos que
r e Z;{ Por lo tanto, A es un continuo propio de X tal que p,r € A. Yaquer € Qy

Q es un continuo, AU @ es un continuo, ademas que p,q € AUQ v X es irreducible
entre p, ¢, se concluye que

(3) AUQ = X.

Como UNN =0y Q C U, entonces QNN = 0, por lo que, usando (3), se tiene que
N C A. Noétese que A C Z;(, lo cual contradice (1), asi N # (), por lo tanto X — Z;(
€s conexo. 0

Recordemos que en un continuo indescomponible, las composantes son subconjuntos
ajenos dos a dos ademéas de que existe una cantidad no numerable de estas, por lo
que ninguna composante puede ser el continuo total, lo cual no pasa en los continuos
descomponibles como se mostrara a continuacion.

Proposicion 3.1.13. St X es descomponible, entonces existe p € X tal que Z;{ =X.
Demostracion. Por hipotesis existen A, B € C(X)—{X} tales que X = AUB, como X
es conexo, existe p € X tal que p € AN B. De la definicion, es claro que Zif =X. O

Referente al resultado anterior, si X es indescomponible, para cada p € X, Z;( ¢ X.

Se deduce de manera inmediata el siguiente resultado:

Corolario 3.1.14. Un continuo X es indescomponible si y solo si para cada p € X se
cumple que E;( #+ X.

El siguiente es un resultado sencillo pero sera de gran utilidad en algunos resultados
méas adelante.

Lema 3.1.15. 57 X es irreducible entre a y b, entonces X no se puede descomponer
como la union de subcontinuos propios A y B con la propiedad de que a € ANB ¢
be ANB.
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Demostracion. Supongamos por contradiccion que a € AN B. Como b € X = AU B,
entonces o bien b € A 6 b € B, asi que a,b € A 6 a,b € B, pero eso contradice la
hipotesis de que X es irreducible entre a y b. O

Otra manera de enunciar el resultado anterior es la siguiente.

Corolario 3.1.16. Si X es irreducible entrea yby X = AUB, con A, B € C(X)—{X},
entonces (a € A ybe€ B) ¢ bien (a€ Bybe A).

El siguiente resultado establece una propiedad sobre el complemento de los subcon-
tinuos dentro de continuos irreducibles.

Lema 3.1.17. Si X es un continuo y C € C(X) cumple que X —C =U UV donde U
y V son abiertos ajenos, entonces CUU,C UV € C(X).

Demostracion. Puesto que CUU y CUV son conexos, CUU = X -V yCUV =X -U
se tiene que C' UU y C' UV son también cerrados y por tanto subcontinuos de X. [J

Proposicion 3.1.18. Supongamos que X es irreducible entre a y b, si C € C(X)—{X}
entonces:

1) St X —C es disconexo entonces X —C =UUV, donde U y V son abiertos en X,
tales que UNV =0 y {a, b} NU £ 0 y {a, b} NV # (.

1) Siae C 6beC entonces X — C' es conexo.

Demostracion. 1) Como X — C es disconexo, X — C = U UV donde U y V son
abiertos ajenos y no vacios de X, con esto C UU y C' UV son subcontinuos de X.
Ademas (CUU)N(CUV) = Cy también (CUU)U(CUV) = X. Notemos que si
a € C, entonces b ¢ C pues X = irr(a,b), y por tanto b € U o b € V, concluyendo
que a,b € CUU o bien a,b € C'UV, lo cual contradice que X es irreducible entre
a y b; de la misma manera no puede pasar que b € C.

Por la proposicion anterior, ya que a,b ¢ C, se tiene que {a,b} NU # 0y
{a,b} NV # 0.

11) Supongamos que b € C'y con esto tenemos que a ¢ C. Si X — C no es conexo por
I) X —C =UUV,donde U y V son abiertos y estos cumplen que {a,b} NU #
0,{a,b} NV £ 0. Si a € U se tiene que b € V, y si a € V entonces b € U, ambos
casos son imposibles pues b € C'. Concluimos que X — C' es conexo. Anélogamente,
se deduce que X — C' es conexo si a € C.

]

Lema 3.1.19. Si X es un continuo irreducible entre a y b, y A, B € C(X) son tales
que a € A y b € B, entonces X — (AU B) es conezo.
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Demostracion. Consideremos los siguientes casos sobre AN B:
CasoI. ANB # (. Aqui AUB € C(X) y a,b € AU B con lo cual se tiene que
AUB =X asi X — (AU B) = () que es un conjunto conexo.

Caso II. AN B = (). Por la proposicién X — Aesconexo. Sea C =X — Ay
notemos que C' — B = (X — A) — B= X — (AU B). Afirmamos que C' — B es conexo.
Supongamos por el contrario, que C' — B = U UV, donde U y V son abiertos en X y
ademés de que UNV = (). Con esto BUU y BUV son conexos, en consecuencia BUU
y B UV son conjuntos conexos también, con esto X = (AU B) U (C — B) y ademas
ANB=0.

Con lo anterior X = AU (BU (X — (AU B)) , es decir, X = BU(AU (A - (X UB)),
y ya que X es conexo, en particular AN (X — (AU B)) # 0 con lo cual se tiene que
AN(UUV) # 0 concluyendo que ANT # 06 ANV # ().

Sin pérdida de generalidad supongamos que ANU # (), por lo que BUU U A € C(X),
asi X = BUU U Ay ademas VN (BUU U A) = () entonces V = 0, lo cual es una
contradiccion, por lo tanto C — B = X — (AU B) es conexo. O

Recuérdese que en general, si U es conexo, no necesariamente se tiene que int(U) sea
conexo. Sin embargo en la clase de continuos irreducibles se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.20. St X es un continuo irreducible entre los puntos a y b, entonces para
cada C € C(X), int(C) es conezo.

Demostracion. Si C'= X se tiene que int(C') = X es conexo. Supongamos que C' & X
entonces a € X —C' 6 b e X — C. Sin pérdida de generalidad, supongamos a € X — C.
Consideremos los siguientes dos casos:

Caso I. X — C' es conexo, asi X — C' es un subcontinuo que contiene a a. Por otro
lado, Por el teorema [3.1.12] X — X — C' es conexo. Por tanto int(C) = X — X — C es
conexo.

Caso II. X — ' no es conexo, entonces por la proposicion [3.1.18) X — C' = K; U K»
donde K y K, son abiertos y conexos tales que a € K7y b € Kj. Por esto X — (K;UK))
es conexo. Ya que

int(C)=X-X-C=X—- (K UK,) =X — (K, UK>),
concluimos que int(C') es conexo. O

Lema 3.1.21. Si X es un continuo irreducible entre los puntos a y b, entonces para
cada C € C(X) tal que a € Fr(C) se cumple que int(C) = ().

Demostracion. Como Fr(C)=CnN (X —C) C C = C, se tiene que a € C, por lo que
X —C esconexoy be X —C. Ahora, como (X — () es un continuo que contiene a a
y b, concluimos que X — C = X. Por lo tanto, X — X — C = int(C) = (. O
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Corolario 3.1.22. Si X es irreducible entre a y b, y C € C(X) — {X} tal que a € C,
entonces X — C' es un subcontinuo irreducible entre b y x, para cada x € Fr(C).

Demostracion. Tenemos que X — C' es conexo, asi que X — C' es un continuo de X.
Para ver que X — C = irr(b,x) para cualquier punto x € Fr(C), considaremos F' un
conjunto cerrado y conexo tal que x,b € Fy FC X —C.

Supongamos por contradiccion que FF C X — C. Como = € Fr(C) entonces F U C es
un subcontinuo de X. Ahora, ya que a € C' 'y b € F, entonces F'U (C = X. Por otro
lado FUC & CUX — C lo cual es una contradiccioén, por lo tanto, concluimos que
F=X-C. m

El siguiente resultado ya lo hemos mencionado antes pero lo colocamos de manera
formal pues serad utilizado mas adelante.

Lema 3.1.23. Si X es irreducible entre p y q entonces Z;( #+ Zf

Demostracion. p € fo =U{AeC(X)—{X}:pcAlyp¢ Zf pues X es irreducible
entre p y q. ]

Corolario 3.1.24. 5i X es descomponible e irreducible entre p y q entonces X, Z;(,

Zf son 3 composantes distintas.
Demostracion. Se sigue de la proposicion [3.1.13| y el lema anterior. O]

Referente a este dltimo resultado, mostraremos que de hecho en un continuo irre-
ducible, las tres composantes mencionadas son las inicas composantes distintas dentro
del continuo, para mostrar esto necesitamos del siguiente resultado.

Teorema 3.1.25. 57 X es descomponible e irreducible entre p y q entonces para cada
composante K de X, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) pe K,
b) ¢ €K,
c) sip,q€ K, entonces K = X.

Demostracion. Ya que X es descomponible, X = AU B para algunos A, B € C(X) —
{X}.

Por hipotesis {p, ¢} € Ay {p,q} € B. Podemos suponer que p € A—Byqe€ B—A. Sea
reXtalqueK:Zf,notemosquereA()reB. Sire B, entoncequZi{:K
ysir € Aentonces pe S = K.

Ahora supongamos que tanto p,q € K = Zi{ Por definicion existen E, F € C(X) —
{X} tales que p,r € E'y q,r € F, asi EUF' es un continuo de X que contiene a py ¢,
y por tanto FU F' = X. Ya que FU F' C K, concluimos que X = K. O
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Teorema 3.1.26. Si X es descomponible entonces X tiene eractamente una o tres
composantes distintas. De manera mdas precisa, si X no es irreducible, X tiene una
composante y si X es irreducible, X tiene 3 composantes.

Demostracion. Supongamos que X no es irreducible. Sea x € X. Para cada y € X,
existe C, € C(X) — {X}, tal que z,y € C, es decir y € 3.X. Por lo tanto X = >,
Concluimos que X tiene una sola composante, a saber X.

Supongamos ahora que X es irreducible entre un par de puntos p y ¢q. Recordemos
que por ser X descomponible, X es una composante. Ahora, sea, K una composante de
X y supongamos que K # X.

Por el teorema anterior, se tiene que, K no puede tener a ambos p y ¢, asi que
supongamos en un primer caso, que ¢ ¢ Ky p € K. Elijamos r € X tal que Zf =K.
Mostraremos que K = Z;(

Sea z € K. Ya que p,z € K, consideremos A, B € C(X) — {X} tales que r,p € Ay
r,x € B. Con esto AUB C K = Zf,( Como AU B es subcontinuo de X y K ¢ X,
entonces ¢ ¢ AU B, asi que AUB € C(X) — {X} y con esto = € Z;( Por lo tanto,
Kcy.

Sea y € Z;( Tomemos C € C(X) — {X} tal que p,y € C, en particular ¢ ¢ C.
También existe D € C(X) — {X} tal que p,r € D, este subcontinuo al ser propio

tampoco contiene a ¢. Con esto C'U D es un subcontinuo que no contiene a ¢, es decir,
CUD e C(X)—{X}yademas y,r € C'U D, entonces y € Zi{ = K. Por lo tanto

X
>, CK.
De las dos contenciones mostradas, concluimos que K =} "

De manera analoga se concluye que K = Ef en el caso que p ¢ Ky g € K. Por lo

que cualquier composante de X es alguna de las siguientes: X, Z;( 0 Zf O]

Lo siguiente que mostramos es una caracterizacion del concepto de indescomponi-
bilidad en términos de composantes y de irreducibilidad (corolario , pero antes
mostraremos un par de resultados que se cumplen en la clase de continuos indescom-
ponibles.

Teorema 3.1.27. 57 X es un continuo indescomponible y x € X, entonces x es punto
de irreducibilidad (es decir, no existe punto p, tal que X—=irr(z,p)). Mas ain, existe
J C X, un conjunto no numerable de puntos de X, tal que X es trreducible entre cada
par de puntos en .J.

Demostracion. La primera parte se sigue del hecho de que en cualquier continuo indes-
componible las composantes son ajenas dos a dos y la cantidad de composantes son no
numerables.

Para la segunda parte, consideremos a C = {Zf : x € X} la familia de composantes
de X.SeaJC XtalqueC={>":2eX}={3":aecJ}ysia,ycJ, conz#y,
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entonces Y0 N Z;( =0.

Ya que X es indescomponible, entonces J es no numerable. Si z # y con x,y € J
entonces Y o ﬂzz( = (), en particular = ¢ Z; Con esto X es irreducible entre x y
Y. O

El resultado anterior establece que todo punto es punto de irreducibilidad cuando
el continuo es indescomponible, el regreso de este resultado también es cierto y lo
presentamos a continuacion.

Teorema 3.1.28. Si para cada x € X, x es un punto de irreducibilidad, entonces X
es indescomponible.

Demostracion. Sea p € X, por hipotesis existe y € X tal que y ¢ Z;( Por tanto

Z;( # X. Asf que X es indescomponible, pues en un continuo descomponible X es la
composante de alguno de sus puntos. O

Como consecuencia de los dos resultados anteriores, tenemos la siguiente caracteri-
zaciéon de un continuo indescomponible.

Corolario 3.1.29. Si X es un continuo, los siguentes afirmaciones son equivalentes:
1. X es indescomponible.
2. Para cada p € X, Z;( #+ X.
3. Para cada p € X, p es un punto de irreducibilidad de X.

El teorema [3.1.27] muestra que si X es un continuo indescomponible, entonces existe
J C X un conjunto no numerable de X tal que, X es irreducible entre cada par de
puntos de J. El regreso es también cierto y se puede mejorar pues basta que |J| = 3.

Teorema 3.1.30. Un continuo X es indescomponible si y solo si existe J C X con
|J| =3, tal que X es irreducible entre cada par de puntos distintos de J.

Demostracion. La ida se sigue del teorema |3.1.27

Para el regreso, supongamos que J = {a,b,c} y por contradiccion supongamos que X
es descomponible, es decir, X = AU B con A, B € C(X) — {X}. Por el principio del
palomar |[ANJ| > 26 |BNJ| > 2lo cual contradice que X es irreducible entre cada
par de elementos de J, por lo tanto, X es indescomponible. O

El siguiente resultado muestra que cuando consideramos un continuo X y p € X
un punto de irreducibilidad, entonces podemos considerar cualquier cantidad finita de
subcontinuos propios que contengan a p y no podremos completar con esos subcontinuos
a X.

Lema 3.1.31. St C,...,C} son subcontinuos propios de X y p un punto de irreduci-
bilidad de X tal que p € C; para cada i € {1,...,k}, entonces X # Ule C;
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Demostracion. Sea x € X — Ef el cual existe pues p es un punto de irreducibilidad
de X, entonces no existe un subcontinuo propio que contenga a p y a x, en particular
x ¢ C; para cada ¢ € {1,--- ,k}, por tanto X # Ule C;. ]

Una consecuencia del lema [3.1.15| es que si p es un punto de irreducibilidad de
X, entonces el continuo X no se puede expresar como la uniéon de dos subcontinuos
que contengan a p, el regreso también es cierto, sin embargo es mucho méas complejo
de probar y lo ponemos hasta este punto ya que tenemos mas conocimientos sobre
el concepto de irreducibilidad; esta caracterizaciéon sobre la irreducibilidad se debe a
Kuratowski y se presenta a continuacion.

Teorema 3.1.32 (Kuratowski). Sean X un continuo y p € X. Se tiene que p es un
punto de irreducibilidad de X si y solo s

x X no es la union de 2 subcontinuos propios que contienen a p.
Es decir, X es irreducible si y solo si existe p € X tal que *.

Demostracion. La ida se sigue de manera directa del lema [3.1.15]
Para el regreso, supongamos que p satisface .

Observacion. Aunque el enunciado * habla de dos subcontinuos propios, usando
induccion es facil deducir que, si Cp,---,C, es una cantidad finita de subcontinuos

propios que contienen a p entonces U?:l C; € X.

.., . e . X
Por contradiccion, supongamos que p no es punto de irreducibilidad, es decir, Zp =

X. Por el teorema [3.1.7, podemos suponer que X = U C;dondep € C; € C(X)—{X}.

=1

(2
Para cada i € {1,...,n}, sea A; = U C;. Por lo mencionado en la observacion,
j=1

A; € C(X)—{X}, ynotese que A; C A;4; para cada ¢ € N ademas de que X = J;2, 4;.
Podemos suponer que A; & A;4+1, para cada ¢ € N excluyendo los conjuntos con indice
i+ 1 en donde A; = A;, 1. Ahora, para cada ¢ € N, sea x; € A,y 1 — A;, y como X es
compacto se tiene que {z;};en converge a algiun punto z € X.
Sea ¢ € N, si j > i, tenemos que z; € X — A;, asi que z € X — A,.
Por otro lado existe m € N tal que = € A,,,, por tanto

An N(X = 4) #0,

o0

para cada i € N. Ademéas, X — A,, = U(Al —An).

i=1
Puesto que cada conjunto A; es cerrado en X y cada A; — A,, es abiertoen A;, A,—A,, =
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[o.¢]

U U,. donde cada conjunto U;; es abierto en A; de manera tal que B,; := m -
j=1

A; — A,,, y por tanto

A — A, = U B;; donde Bj; es cerrado en X.

j=1

(o olNe o]
De lo anterior, X — A,, = U U Bj;, donde cada conjunto B; ; es cerrado en X.
j=1i=1
Como X — A,, tiene interior no vacio, el Teorema de Baire implica que existen
J,n € N tales que Bj, tiene interior no vacio, por lo que A, — A,, tiene interior no
vacio, es decir X — (A, — A,,) # X.
Obsérvese que

(X - (An - AM)) = (X - An) U A,

por lo que X — A, U A,, # X. Mostraremos que X — A,, U A,, es un continuo. Para
esto, basta mostrar que X — A,, es conexo ya que X — A, N A, # 0.

Supongamos por el contrario que no es conexo, en cuyo caso X — A, = F U F, con
ENF =0y Ey F cerrados en X. Los conjuntos E y F satisfacen las siguientes dos
igualdades:

X=(A,UFE)U(A,UF)

An=(ALUE)N (A, UF).

Ya que A, UFE y A, UF son subcontinuos propios cuya unién es X y ambos contienen
a p, obtenemos una contradiccion a la hipétesis x. Por lo tanto X — A, y asi X — A,
es conexo.

Sabiendo ahora que X — A,, es subcontinuo y por tanto X — A,, U A,,, es un sub-
continuo propio que contiene a p, tenemos que (X — A, U A,,) U A, = X, es decir, X
se puede expresar como la unién de dos subcontinuos propios que contienen a p, con-
tradiciendo *. Esta contradiccion surgi6é de suponer que X = z;(, por lo que Z;( cX
y por tanto p es punto de irreducibilidad de X. O

La prueba anterior muestra también el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.33. 57 X es un continuo, p € X y 2;( = X, entonces existen
A,Be C(X)—{X} tales que X = AUB ype AN B.
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3.2. Construccién de un continuo indescomponible

En esta seccion daremos un ejemplo de un continuo indescomponible, usando las
herramientas de irreducibilidad de la seccion anterior para detectar continuos indes-
componibles.

Consideremos como espacio topolégico a R? con la topologia usual, y consideremos
primero la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Una cadena simple en R? es una familia finita y ordenada de
conguntos en R?, C = {Uy, Uy, ..., U, } tal que U; N U; # 0, si y solo si |i — j| < 1. Los
elementos de C se dice eslabones de C y diremos que C va de T a 7, pasando por
Z St:

» T U; siysolosii=1,

» ycU; sty solo sij=mn,

n

«ze|JUi—- (i uln).

i=1

Con lo anterior construiremos un continuo indescomponible. Fijemos tres puntos
distintos a, b, ¢ € R?.

Como primer paso, consideremos una cadena simple C; formada por eslabones que
son bolas abiertas en R? que va de a a ¢, pasando por b, de manera que todos los esla-
bones tengan diametros menores que 1. Notese que X; = UCy, el cual es un continuo y
a, b, ¢ € Intg2(Xy).

Como segundo paso, sea Cy una cadena simple de b a ¢, pasando por a, tal que
UCy C UCy y cada elemento de Cy es una bola abierta de diametro menor que % Sea

X5 = UCy, el cual es un continuo y a, b, ¢ € Intg2(X>).

Para el tercer paso, consideremos C3 una cadena simple de b a a, pasando por ¢, tal
que UC3 C UCy vy los elementos de C3 son bolas abiertas de diametro menor que % Sea

X3 = UCs, el cual es un continuo y a, b, ¢ € Intg2(X3). Por construccion, es claro que
X3 C X, C X,

De manera general, una vez construida la cadena simple C,, y el continuo X,, = UC,,
cumplen:

= Sin =3m, C, 1 es una cadena simple de a a ¢, pasando por b, de tal manera que
UC,+1 € UC, vy los eslabones de C,, .1 son bolas abiertas de diametro menor que
1

n+1"
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Figura 3.1: Cadenas Cy, Cy y Cs.

» Sin=3m+1, C,.1 es una cadena simple de b a ¢, pasando por a, de tal manera
que UC,+1 C UC, vy los eslabones de C, 1 son bolas abiertas de diametro menor

1
que .

= Sin = 3m+ 2 C,,1, como una cadena simple de a a b, pasando por ¢, de tal
manera que UC, 11 C UC, y los eslabones de C,, .1 son bolas abiertas de diametro
menor que #1
En cualquiera de los tres casos, se define X, ;1 = UC,,1. La construccion de los
primeros tres pasos se puede visualizar en la figura 3.1, la imagen de dicha figura fue
tomada de [5, Figura 1.10, p. 8|.
o

Definamos X = n X,, el cual es un continuo y a, b, c € X.
n=1

Afirmacién: Si Y es un subcontinuo de X tal que a, b € Y, entonces Y = X, es
decir X = irr(a,b).
Por contradiccion, supongamos que Y C X. Seap € X —Y. Como Y es cerrado, X —Y
es abierto en X.
Sea € > 0 tal que B.(p) C X —Y (la bola abierta en X). Sea n € N tal que n = 3m + 2

1 €

y » < %, para algin m € N. En este caso la cadena simple C,, cumple que p se en-

cuentra en la cerradura de alguno de sus eslabones, digamos que p € C}, con esto

j—1 r
YNC; =0.5iC, ={Cy,Cy,...,Cj, ...,C,}, entonces Y C Uau U C;, lo cual no
i=1 i=j+1
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Jj—1 T
puede ocurrir ya que Y es conexoy a € YﬂU Ciybeyn U C;. Porlo tanto Y = X.
i=1 i=j+1

De manera similar, se puede verificar que X = irr(a,c) y X = irr(b,c). Por el
teorema [3.1.30, concluimos que X es un continuo indescomponible.
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Capitulo 4

Irreducibilidad en niveles de Whitney

En este capitulo estudiaremos una propiedad que garantice la irreducibilidad de
los niveles de Whitney, esta propiedad es conocida como la propiedad cubriente y nos
servira para justificar las afirmaciones en los ejemplos del siguiente capitulo.

4.1. Propiedad cubriente

Definicion 4.1.1. Sea p: C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney. Se dice que X tiene
la propiedad cubriente relativa a p (lo que escribiremos como X € CP(u)), si
para cada t € (0,1), ningiin subcontinuo propio L de u=*(t) cumple que |JL = X.

Ejemplo: Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces X &€
C'P(u), para cada funcion de Whitney p : C'(X) — [0, 1] , en efecto, es u : C(X) — [0, 1]
una funcion de Whitney, ¢t € (0,1) y £ es un subcontinuo propio de (), entonces
UL # X. Para verificar lo anterior, sea A € p~'(t) — £. Tomemos a € A.
Afirmacion: a € X — J L.

De cumplirse que a € | J L, existe B € L tal que a € B, con esto a € ANB. Como X es
herditariamente indescomponible, A C B 6 B C A. Ya que A, B € u~1(t), concluimos
que A = B € L, lo que genera una contradiccion. Por lo tanto a € X — |JL y asi

UL #X.

Ejemplo: Si X = S!, consideremos p : C(X) — [0,1] una funcion de Whit-
ney y t € (0,1). Sea A € p~'(t), tal que A tiene extremos p y ¢. Consideremos a
L={{BeCX)Nnutt): p¢ B}UA. Observese que L es un continuo propio de
p~1(t), pues no contiene a elementos que tengan a p en su interior, por otra parte, es
facil verificar que |J£ = X, lo que concluye que X no tiene la propiedad cubriente
relativa a p.

Teorema 4.1.2. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Si X € CP(u),
entonces X es unicoherente.
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Demostracion. Por contradiccidon, supongamos que X no es unicoherente, es decir X =
AU B, donde A, B € C(X)y AN B no es conexa. Como AN B es conjunto cerrado,
podemos suponer que AN B = K UL, donde K y L son cerrados, ajenos y no vacios
en X.

Seap € Kya:[0,1 — C(X) un arco ordenado tal que «(0) = {p} v a(l) = B.
Sea to = max{t € [0,1] : a(t) C K}. En este caso to < 1y a(ty) N L = 0, ademas
de que a(ty) C K. De forma similar, sea v : [0,1] — C(X) un arco ordenado tal que
7(0) = {p} vy 7(1) = A.

Sea t; = max{t € [0,1] : v(t) C L} y notemos nuevamente que t; < 1, y(t;) € Ly
v(t) N K = 0.

Por la continuidad de « y v, existen t; y ¢} tales que to < t; < 1, ¢, <t) <1y
a(th) NK =0 =~(t)) N L.

Sea so = p(a(ty) U~(t))). En este caso 0 < sp.

Como plcay ¥ ples) son funciones de Whitney,

A = Uplgiay(s0) = Up (s0) N C(A)

B =Uplgip (s0) = U~ (s0) N C(B).

Sea [ € L. Por lo anterior, existen Ay € C(A) y By € C(B) tales que Ag, By € ™ *(s0)
y [ e AQ N Bo.

Como Ag, By € p(so) y I € Ay N By existe una trayectoria f : [0,1] — pu~*(so) tal
que f(0) = Ay, f(1) = By y l € f(r) para todo r € [0,1]. En este caso f([0,1]) es un
subcontinuo de p~'(sg) y ademas

(1 (s0) N C(A) N f([0,1]) # 0

(™ (s0) N C(B)) N f([0,1]) # 0.
Sea A = (M‘E%A))(So) = Uf([0,1]) U (,u|5éB)(so)), el cual es un subcontinuo de p~1(s),
tal que UA = X. En este caso a(ty) U~(t)) € p~'(so) — A. Por lo tanto X no tiene

la propidad cubriente respecto a u, generando una contradiccion. Por lo tanto X es
unicoherente. O]

Otra propiedad necesaria para tener la propiedad cubriente se muestra en el siguiente
resultado. Para lo cual recordemos que un continuo X es llamado triodo si existe Z €
C(X) tal que X — Z puede escribirse como la union de tres conjuntos cerrados, ajenos
y no vacfos de X.

Teorema 4.1.3. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Si X € CP(u)
entonces X no es triodo.

Demostracion. Supongamos que existe N € C'(X) tal que X — N = U?:1 S;, donde Sy,
So, S3 son cerrados ajenos y no vacios.
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Para cadai € {1,2,3}, sea B; = NUS;, notemos que By, By, By € C(X). Seaty € (0,1)
tal que pu(N) < to < min{u(B;) : i € {1,2,3}}.

Como N C 0?21 B, se tiene que By U By, By U By, B3 U By € C(X).

Sii,j € {1,2,3} y i # j notemos que ji|c(p,up,) es una funcién de Whitney. Asi
(tlesius,)) " (t) = p~*(to) N C(B; N B;) es un subcontinuo de C'(X).

Sean T'y = ' (tg) N C(B1 U By) y Ty = (o) N C(By U Bs).

Por otra parte u(N) < tg < u(B2) y N C Bs. Con lo anterior existe K € C(Bs), tal
que pu(K) = tg. Por lo tanto K € I'y N Ty.

Concluimos que I'; UT'y es un subcontinuo de C'(X). Por otra parte

@ ury) =Ty u T2 = (B1UB,) U (B U Bs) = X.

Ya que I';UT'; es un subcontinuo de p~ (tg) y J(I';UTy) = X, entonces [';UTy = ™t (¢o)
pues X € CP(u). Como N € By yv u(N) < ty < u(By), podemos tomar ¢; tal que
u(N) < t; < tg < u(By). De esta forma existe Ly € C(By) tal que pu(Lo) = t1 v
N C Ly. Ya que u(N) < u(Lg), LoN Sy # 0. Como N C Bg, existe un arco ordenado
a:[0,1] — C(X) tal que a(0) = N y a(l) = Bs. Sea f : [0,1] — C(X) dada por
f(t) = a(t) U L.

Notemos que

1(f(0)) = p(e(0) U Lo) = p(Lo) = t1 < to < pu(Bs) < (B3 U Lo) = u(f(1)).

Asi existe t; € (0,1) tal que u(f(t2)) = to, en este caso f(t2) = (a(tz) U Lg) N Sz # (.
Finalmente a(ty) U Ly € u~(to) v (ato) U Lo) N Sy # 0, (a(to) U L) N Sz # 0.
El cual cumple que (a(ts) U Lg) ¢ I'; UT's. Por lo tanto X no es un triodo. O

Una consecuencia inmediata de los dos resultados anteriores es el siguiente, el cual
se deduce de [5 11.34, p. 216].

Corolario 4.1.4. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Si X € CP(u)
entonces X es irreducible.

El siguiente resultado relaciona la propiedad cubriente con la irreducibilidad de los
niveles de Whitney.

Teorema 4.1.5. Sea p : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Si X € CP(u),
entonces para cada t € (0,1), u'(t) es irreducible.

Demostracion. Como X € CP(u), X = irr(p,q) para algunos p, ¢ € X. Ya que
Up t(t) = X para todo t € (0,1), existen A, B € u~'(t) talque p€ Ay q € B.
Afirmacion: 71 (¢) es irreducible entre A y B.

Para esto, sea C un continuo de pu~'(t) tal que A, B € C. De este modo |JC es un
continuo de X tal que p, g € C, esto concluye que |JC = X, lo que también concluye
que C = p~'(t) pues X € CP(p). O
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NHDAYEEN NIVELES DE WHITNEY

4.2. Irreducibilidad en niveles de Whitney

En esta seccion mostramos que los resultados anteriores, no son dependientes de la
funcion de Whitney que se elija, en el sentido de que una vez que X tiene la propie-
dad cubriente relativo a una funcion p, la tendra respecto a cualquier otra funcion de
Whitney. Primero requerimos del siguiente concepto.

Definicion 4.2.1. Sean X un continuo y to € (0,1). Si p : C(X) — [0,1] es una
funcion de Whitney se dice que X tiene la propiedad cubriente en t, respecto a
w, st cada que A€ C(u(to)) y UA =X, se cumple que A= u='(ty).

Hemos probado que si un continuo tiene la propiedad cubriente entonces sus niveles
son irreducibles, en orden de dar el regreso de este resultado primero veamos el siguiente
sencillo lema.

Lema 4.2.2. Si X =irr(p,q) y X es arco conexo entonces X es un arco.

Demostracion. Como X es arco conexo, existe un arco « C X tal que p, ¢ € a. Por lo
tanto a = X. [

Teorema 4.2.3. 5i X es un continuo, pn: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney y
existe tg € (0,1) tal que u~'(to) es irreducible, entonces X tiene la propiedad cubriente
en to, respecto a p.

Demostracion. Sean My, My € p~'(to), tales que pu~'(ty) = irr(My, My) y T’ un sub-
continuo de p~1(ty) tal que UT = X.

Demostraremos que I' = u~!(ty), para esto basta con mostrar que M;, M, € T.

Sea i € {1,2}. Definimos «;, como sigue:

» Si M; €T, sea o = {M,}.

» Si M; ¢ T, como UI' = X, entonces UI' N M; # (). De esta forma existe G; € T’
tal que G; N M; # 0. Ya que M; ¢ T se tiene que G; # M;. De esta forma
Gi, M; € u=(to), Gi # M; y G; N M; # (), asi que, existe un arco « : [0,1] —
ut(to) tal que a(0) = M; y a(l) = G;. Sea kg = min{t € [0,1] : a(t) € T},
y notemos que ky > 0 pues a(0) = M; ¢ I'. Redefinimos G; := a(kg). En este
caso G; € Ty ajok : [0, ko] = 1~ (to) es un arco con extremos M; y G; tal que
(a]j0,k0)) ([0, ko])NT = {G;}. Sea a; = ([0, ko)). Con esto quedan definidos ay y a.

Continuaremos la prueba por contradiccion, supongamos que {My, M} ¢ T
Sin pérdida de generalidad supongamos que M; ¢ T, en este caso esta definido Gy € T,
a; = a0, ko)), donde Gy # M.
Fijamos x; € M; — (G4, el cual existe pues no pasa que M; C GG;. Como a; es un arco,
sea [ :[0,1] — «[(0,1)] una funcioén, tal que f(0) = M; y f(1) = G;. Consideremos al
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conjunto cerrado S = {s € [0,1] : 1 € f(s)}, el cual es no vacio y acotado superior-
mente, por tanto existe s; = sup.S. Como x; ¢ f(1) = G; tenemos que 0 < s < 1.
Como UI' = X y 1 € X, existe X; € I" tal que 27 € X;. De esta forma f(s;) # Xj,
pero z1 € f(s1) N Xj.

Por el lema [4.2.2) existe un arco B C 1~ !(ty) con extremos f(s1) y Xi, tal que si B € B,
x| € B.

Como para cada B € B, x1 € B, tenemos por la definicion de s; que

(1) Bna([o,1]) € f([0, s1]),
por construccion,
(2) f([07 81]) NI = (Z)a
como f(s1) € BN a([0,1]), se tiene que

(3) Bna; #0,

y como X; € BN T, entonces,
(4) BNT #0.

Como B es conexo, por las propiedades anteriores se tiene que

(5) BEZTU[([0,51]),

mas ain B Z I'U a.
Por otra parte I' U a; U a, es un subcontinuo de =1 (ty) tal que My, My € T U oy U ay
vasi TUa Uag = pu(t).
Como B es un continuo en p~*(ty), por (5) BNay # 0. De esta manera oy UBUay es un
continuo en ! (¢y) que nuevamente contiene a My y Mo, asi que ay UBU g = ().
Por lo tanto p~*(tg) es un continuo arco conexo e irreducible entre M; y Mo.
Usando el lema anterior /fl(to) = ay; UBUasy es un arco con extremos M; y M. Como
f(0) =My s; <1, entonces B C f([0,s1]) y BNT # 0, pero f([0,s1])NT =0, lo cual
es una contradiccion, por lo tanto M; € I' y analogamente se prueba que M, € T.

m

El siguiente resultado se sigue relacionando los teoremas y

Corolario 4.2.4. Si X es un continuo y pn: C(X) — [0, 1] es una funcion de Whitney,
entonces son equivalentes las siquientes afirmaciones:

1. X € CP(p).
2. u(ty) es irreducible para todo to € (0,1).

El siguiente teorema mostrara que la propiedad cubriente no depende de la elecciéon
de la funcién de Whitney.
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Teorema 4.2.5. Sean X un continuo y p: C(X) — [0, 1] una funcidn de Whitney. Si
X € CP(u) ym : C(X) —[0,1] es otra funcion de Whitney, entonces X € C'P().

Demostracion. Sean t; € (0,1) y A; un subcontinuo propio de u;*(¢;). Mostraremos
que UA; # X.
Sean Ag € uy'(t) — A1y to = u(Ap). Definimos

A={Beu(ty): existe K € Ay, tal que BC K 6 K C B}.
Veamos que se cumplen los siguientes dos puntos:
1. UA; C UA.

2. A es un subcontinuo propio de p~!(tg).

1. Para ver que UA; C UA, sea x € UAq, con esto existe K € A; tal que x € K. Se
tienen dos casos:

a) (K) > to. En este caso, como {r} C K, existe B € u~'(ty) tal que {z} C
B C K, esto hace que B € A y por tanto z € UA.

b) w(K) < ty. Como K C X, existe B € u~*(to) tal que K C B C X y asi
r € K CBeA, esdecir z € UA.

De los dos casos concluimos que UA; C UA.

2. Ahora mostraremos que A es un subcontinuo propio de p~'(tg). Por definicion se
tiene que A C u~t(tg) y Ao € (o).

Afirmacion: Ay ¢ A.

Supongamos que Ay € A. En este caso existe K € Ay, tal que Ao C K 6 K C A,.
Como Ay C puy*(t1) y Ao € i (t1), concluimos que K = Ay, es decir 4y € Ay, lo
cual es una contradiccion, por lo tanto Ay ¢ A. Esto significa que A C u=*(t).

Ahora mostraremos que A es un continuo. Para probar que A es cerrado en (),
sea {B,}°2; una sucesion en A tal que nh—>nolo B, = B € " '(ty). Mostraremos que
B e A.

Para cada n € N, existe K,, € Ay, tal que B, C K, 6 K,, C B,,. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que B, C K, para todo n € N, o bien K,, C B,
para todos n € N. Como {K,}°%,, es una sucesion en el compacto Ay, podemos
suponer que nh_)ngo K,=K € A. Asi BC K 6 K C B. Esto concluye que B € A.
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Para ver ahora que A es conexo, supongamos por contradiccion que A =1y U T
donde I'y y I'y son dos subespacios cerrados ajenos y no vacios en A.
Definimos para i € {1, 2},

Il ={AcA : existe GET;talque GC A6 ACG}

Afirmacién: A; = T'l UT! y los conjuntos T'{ y T'} son cerrados, ajenos y no
vacios (esto generara la contradiccion deseada).

Para ver que I'1 UT} = A; basta con mostrar que A; C T'] UT}3.

Sea L € Ay, usando los casos (L) > tg 6 to > p(L). Existe A € u~'(to) tal que
ACLOLCA. Por definicion A€ A=T,UTy yasi L e JUTL.

Por lo tanto Ay = T'{ UT}.

Usando que T’y # () # 'y, concluimos que I'} # () # T'3. Por otro lado, ya que A4
es un continuo y por la compacidad de I'; y T's, podemos concluir que I'} y T' son
cerrados en A.

Finalmente mostraremos que I'1 N T3 = ().

Supongamos que existe A € I'j N 3. Tenemos dos casos:

» p(A) >tg. Como AeTl} yT; CACpu(ty), existe G; € T; tal que G; C A.
Por otra parte, sabemos C(A)Npu~t(ty) = u|E%A) (o) es un continuo, también
C(A)Nu~t(ty) C A =T,UTy, por lo que C(A) N u~t(ty) es un subcontinuo
de A.

Tenemos que G; € C(A) N u~t(ty) N Ty, es decir (C(A) N~ (ty)) NTy # 0
para cada i € {1,2}, lo cual contradice la conexidad de C'(A) N p~1(to).

» u(A) <tyg. Como AeT} yI; CACpu'(t) existe G; € T; tal que A C G;.
En este caso, A C G1 NGy, G1,Go € u1(ty) y A es un continuo. Asi que,
existe un arco o C u‘l(to) con extremos GG1 y (Go, cuyos elementos contienen

a A. Por definicion o C A generando una contradicciéon pues « es un continuo,
agAzflquyaﬂFl#(])%aﬂFg.

Los puntos anteriores concluyen que I'} N T} = 0.

El resultado anterior justifica la siguiente definicion.

Definicién 4.2.6. Diremos que un continuo X tiene la propiedad cubriente (X €
CP), si existe una funcion de Whitney p : C(X) — [0,1] tal que X € CP(u).

El siguiente resultado se sigue de manera inmediata del teorema [4.1.5

Teorema 4.2.7. 5i X € CP, entonces para toda funcion de Whitney p: C(X) — [0, 1]
y para cada t € (0,1), se cumple que u~'(t) es irreducible.
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Capitulo 5

La no irreducibilidad no es una PWR

La propiedad Whitney reversible fue introducida por Sam B. Nadler, Jr en [4], des-
de entonces se han demostrado que muchas propiedades son Whitney reversible, sin
embargo, todavia hay algunas propiedades para las que no se sabe si son o no Whitney
reversibles. En este capitulo expondremos el ejemplo presentado en [1], que sirve para
mostrar que la no irreducibilidad no es una propiedad de Whitney reversible (abrevia-
do, no es una PWR). De manera adicional presentaremos un ejemplo de un continuo
irreducible con algunos de sus niveles no irreducibles, este ejemplo es mas sencillo que
el presentado en [I], siendo esto una de las principales aportaciones de este trabajo.

Iniciaremos trabajando con el ejemplo mostrado en [I], pero antes requerimos del
siguiente concepto.

Definiciéon 5.0.1. Sean X un espacio métrico, D C X yh: D — [0,1]™ un homeomor-
fismo, donde [0,1]" es la n-celda unitaria, la cual se considera como subespacio del es-
pacio euclideano R™. Sea K = {(x1,xa,...,2,) € [0,1]" : {z1, 29, ..., 2,} N{0,1} # 0}.
Se define la frontera como variedad de D, denotado como p(D), como el conjunto

h=Y(K) y el interior como variedad de D, denotado por i(D), como el conjunto
D — h"\(K).

Antes de comenzar con la construccion del ejemplo, requerimos del siguiente resul-
tado.

Lema 5.0.2. Sea Y un continuo. Si existe una 2-celda Do CY, tal que Inty(Dqy) # 0,
entonces Y no es irreducible.

Demostracion. Seay € Inty (D). En este caso existe un abierto U de Y tal quey € U C
Dy. Sea D una 2-celda tal que y € D C U C Inty (D). En particular i(D) C Inty (D).
Sea T = [-2,2]? en R* y S = p([0,1]%) U p([-1,0]?) € T. Notemos que S es un
subcontinuo de T tal que T — S tiene tres componentes, una de los cuales contiene a
p(T). Sea h : T'— D un homeomorfismo, ya que i(D) C Inty (D) se sigue que Y — h(S5)
tiene al menos 3 componentes, usando el principio del palomar se puede verificar que
Y no es irreducible. O]
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u

i

L La Ls L

Figura 5.1: Construccion de X

Ejemplo 1

A continuacion construimos un continuo X irreducible tal que si g : C(X) — [0,1]
es una funcion de Whitney y ¢ € (0,1), entonces p~*(¢) no es irreducible. Para cada
n € N contruiremos una copia del continuo sin(1) al que llamaremos Y,,, en el intervalo

T

DAL LU |

[ 51 om x [—1,1], tal que el punto al extremo derecho de sin (%) se corres-
2" —1

ponde con ( o ,O) = Dp.

Recordemos el calculo del siguiente limite

,o2v—1 vl L, 2n—-1-2"—-1 1
lim — = lim =lim — =0
n—00 on gn—1 n—00 on n—oo 21

Definiremos X := U Y, U ({1} x [-1,1]), vease la figura 5.1.

n=1

Obsérvese que:
» X es irreducible entre los puntos p € {0} x [-1,1] y ¢ € {1} x [-1,1].
= Y, es irreducible y p, es punto de irreducibilidad de Y,, para cada n € N.
Sea i : C'(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Para cada n € N, existe un arco orde-

nado en C'(X) con extremos {p,} y UYi € C(X)—{X}.

i=1

k
Sea 0 < t < 1. Usando la continuidad de p existe k € N tal que u (U Yi> > t. Sea

i=1
k

A= UY’" Usando un arco ordenado desde {pj} hasta A, existe B € C(A) tal que
i=1

pr € By u(B) =t. En tal caso, BN ({0} x [-1,1]) = 0.
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2k 2k
Ly la recta limite de Xy ;. En tal caso B U Ly es un triodo, tal que u(B U Ly) > t.
La idea es mover B dentro de B U Ly en u~'(t) generando dos pardmetros en L que
generan una 2-celda. A continuacion describiremos de manera analitica el continuo X.
Para cada n € N sea

_ T 2 2n=l—1 2 —1
Rn:{(x,sm<2n_1x_2n_l+1)>E]R .xe( T om .

Veamos que la cerradura de R, es en efecto una copia del continuo sin(1/x). Para esto
primero veamos para que valores sin ( x T +1) =1,

. 2k — 1 2k — 1
Por construccion py, € x [-1,1], BN x [—1,1] | = {px}. Sea

Si iy _7;”_1 T1=3% —|— 2kr =1 ( ) para algtin k € N, es decir
n—ly o=l 41 = 1+4k,porloque
DA | n 2
T = )
27171 2n71 + 2n+1k
Para ver los puntos en donde sin (m) = —1, se tiene que,
T 3T 3+ 8k )
2n_1x_2n_1+1—z+2k7r—7r< 1 ),paraalgunkeN.
4
27171 o 2n71 4 1= ’
! 3+ 8k

-l 1 4
+ .
2n—1 3 . 2n—1 + 2n+2k

Tr =

on-l_1 -1
on—1 ) omn
cierto nimero natural n, los cuales se van alternando, y se observa que la cerradura de
R,, a la que denotaremos como Y,,, es una copia del continuo sin(1/z), y la segunda

coordenada de su extremo derecho es

() - (=)
sin =S\ gnqg9nya | =
— 9n— 1 +1 2 122 +2
— sin (%) — sin(27) = 0.
(2)

2" —1
Denotando al extremo derecho de R,, como p,,, tenemos que p,, = ( ,0) €R,.

Observemos que estos puntos estan sobre el intervalo , a partir de
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00 k
Sea X = (U Rn) C R2? Para cada k € N, denotemos por X, = URZ)’ y
i=1

2k 1
2k

también denotaremos como Lj = { } x [—1,1] (la barra limite de Yj).

Observemos que:
» X} es un continuo irreducible entre p; y cualquier punto en {0} x [—1, 1].
s X C X, CX3C -

» Iim X, = X.

n—oo

Proposiciéon 5.0.3. Si X es el continuo descrito previamente, p : C(X) — [0,1] es
una funcion de Whitney y t € (0,1), entonces pu=*(t) contiene una 2-celda con interior
no vacio. En particular, usando el lemam se tiene que 1 (t) no es irreducible.

Demostracion. Comot < 1y lim pu(X,) = u(X) =1, existe N € N tal que t < pu(Xy).
n—oo
Tomando un arco ordenado de {py} a Xy, existe A € C(Xy) tal que py € Ay

2N 1
} X [—a,a]) < t. Para

oN
) 2N —1
cada u,v € [0, a| consideramos Z,, = Xy U X [—u,v] |.

pu(A) = t. Como 0 < t, existe a € (0,1] tal que u

9N
2N —1

2N

Notemos que p ( } X [—u,v] | < t. Tomando un arco ordenado que inicie en

2N 1
{ SN } X [—u,v] y termine en Z,, existe un tnico subcontinuo 4,, € C(Z,,) tal

que M(Au,v) =1.

Consideremos a A = {A,, € u~'(t) : u,v € [0,a]}, la cual es una 2-celda contenida
en p1(t). Sea (ug,vo) € [0,a)?, tomemos € = min{a — vy, a — ug}-

Afirmacion: A = {B € p'(t) : H(Auwy, B) < €} C A. Esto mostrara que el
interior de A dentro de p~!(¢) es no vacio.
Sea B € A. Si BN Ryy1 # 0 entonces Ly € B 6 B C Ry.41, lo cual implica que
H(Ayy .0, B) > €. Esto concluye que BN Ry = 0.
Asi que, si B € pu(t) y H(Auyw, B) < €, entonces B = A,, ,, donde uy,v; € [0,a.
Por lo cual B € A. O

En resumen el continuo construido en este ejemplo es irreducible y ninguno de sus
niveles de Whitney es irreducible, es decir, la propiedad de no ser irreducible no es una
propiedad de Whitney reversible.
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Ejemplo 2

Terminaremos el presente trabajo de tesis, con el siguiente ejemplo, el cual es mas
sencillo que el ejemplo 1, también es un continuo irreducible y algunos de sus niveles de
Whitney no lo son. Este ejemplo no aparece en la literatura y es una de las aportaciones
de este trabajo. El continuo consiste de un rayo que se aproxima a una circunferencia
como se muestra en la figura 5.2.

O

Figura 5.2: Construccion de X

Describamos de manera analitica al continuo X. Sea
X = {(cos2m0,sin270) € R* : § € [0,1]} U (U Li> :
i=1

donde L; es un arco como se describe a continuacion:
. 1 3
= [; es una curva que va disminuyendo de norma, con extremos (0,2) y 373 )

en este caso

1
Ly := {(—t + 2)(cos 27t, sin 27t) = t € [0, 5} }

.. . .3 .
= [5 es la semi circunferencia en el plano y > 0 de radio =, es decir

1
Ly := {;(cos 27t, sin 2wt) 1 t € {0, 5] }

=
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. 1 3 5
= [3 es una curva que va creciendo de norma con extremos 3773 y |1, 1)
esto es

t 1
Lg = {<§ + 1) (COSQ?Tt,SiDQ’]Tt) it e |:§, 1:| }

5
= [, es la semi circunferencia en el plano y < 0 de radio —, es decir
5 1
Ly:= {Z<C0S 27t, sin 27t) 1 t € {5, 1] }

Describiremos las siguientes cuatro curvas para entender la regla general de su
construccion.

.. 5 1 9
= [5 es una curva que va disminuyendo de norma con extremos (0, Z) y (5, —g),
con esto

-t 1 1
Ls:= {(I + 1 + 1) (cos2mt,sin27t) : t € [0, 5} 0 e [0,2#}}.

. . .9 .
s L es la semi circunferencia en el plano y > 0 de radio —, es decir

9 1
L¢ = {g(cos 27t sin27t) 1 t € {O, 5} }

. 9 17
= [ es una curva que va creciendo de norma con extremos 773 v 16 )
por ejemplo

t 1
L; = { <§ + 1) (cos2mt,sin27t) 1 t € [5, 1] }

.. . .17
= [g es la semi circunferencia en el plano y < 0 de radio 16’ por tanto

17 1
Lg := {E(COS 27t sin27t) : t € {5, 1} }

De manera general la descripciéon de los arcos L, sigue la siguiente regla para cada
m € N:

—t+1 1
L1 = {< 41: + 1) (cos2mt,sin27t) : t € [0, 5} }7

21+2m _|_ 1 . 1
Lm0 = { <21+—2m) (cos2mt,sin27t) : t € [0, 5] },
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t 1
Lypms = { <22+—2m + 1) (cos2mt,sin27t) : t € {5, 1] },

1 22+2m 1
o {(;7) (cos2mt,sin27t) : t € {5, 1] }

Es facil ver que X es irreducible entre (2,0) y cualquier punto de S'. El siguiente
resultado mostrard que algunos de sus niveles de Whitney no son irreducibles.

Proposicién 5.0.4. Sea X el continuo descrito en este ejemplo. Si p: C(X) — [0, 1]
es una funcién de Whitney, entonces existen 0 <t <1 y A un continuo de p~*(t) tal
que A C u=1(t) pero UA = X, es decir X no tiene la propiedad cubriente en t, asi que
pu=(t) no es irreducible.

Demostracidn. Sea t € (0,ty), donde to = u(St).

Sea Ay ={B € C(X):u'(B)=ty B C X — S'}. En este caso, los elementos de
A, son arcos contenidos en la espiral. Si ¢ € X — S!, podemos elegir un arco ordena-
do a : [0,1] — C(X) tal que a(0) = {q} vy a(l) = X, y asi, existe s € (0,1) tal que
u(a(s)) = t, notemos que a(s) C X —S*, esto es a(s) € Ay, por lo tanto UA; = X — St

Mostraremos que A; es conexo. Sean Bj, By € A;, en este caso existe £ un arco
contenido en X — S! tal que By, By C £. Como L es un continuo, | () es un sub-
continuo de A; que contiene a By y Bs, lo cual concluye que A; es conexo.

Sea A = A; C p~(t). Como A, es conexo, concluimos que A es un subcontinuo de
p~L(t). Mostraremos ahora que A C p~'(t) pero UA = X. Si B € A; — A,, entonces
B € plgl(t) y (=1,0) ¢ intsi(B), pues ningin arco dentro de S* que tenga a (—1,0)
en su interior es limite de arcos en X — S!' . Como al menos existe un arco, A, den-
tro de S' que tiene como punto medio a (—1,0) y u(A) = t, concluimos que A C p1(t).

Veamos finalmente que U(A; — A;) = S*, esto concluye que UA = X. Sea ¢ € S'.
Tomemos una sucesion {q, fnen en X — St convergente a gq. Como UA; = X — S!, para
cada n consideremos A, € A, tal que ¢, € A,. Usando que pu~'(¢) es un continuo,
podemos suponer que lim A, = A € p~'(t). Es claro que ¢ € A € A; — Ay, lo cual
termina la prueba. O
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Conclusion

Este trabajo tuvo como objetivo dar una respuesta a las preguntas ;Si P es la
propiedad de ser irreducible, entonces P es una propiedad de Whitney? y ;Si P es la
propiedad de ser irreducible, entonces P es una propiedad de Whitney reversible? A lo
largo del trabajo se desarroll6 la teoria necesaria para caracterizar la irreducibilidad de
un nivel de Whitney, lo cual permiti6é responder en negativo la primer pregunta y en
positivo la segunda.

Para ser mas especificos, se mostré que si p : C(X) — [0,1] es una funcion de
Whitney, entonces X tiene la propiedad cubriente respecto a p si y solo si cada nivel
de Whitney es irreducible. Ya que tener la propiedad cubriente implica irreducibilidad,
se concluye que la propiedad de ser irreducible es una propiedad de Whitney reversible.
En el capitulo 5, se muestra la existencia de continuos irreducibles con niveles de Whit-
ney sin esta propiedad, es decir la propiedad de ser irreducible no es una propiedad de
Whitney.
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