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Resumen

En este trabajo de tesis se analiza el propagador de una particula que se rige
por la ecuacién de Schrodinger en una barrera de potencial de tipo delta de Dirac
cuyo potencial es proporcional a la variable A > 0 (repulsivo). Usando teoria de
perturbaciones calculamos la amplitud de propagacion como un polinomio en A
con coeficientes numéricos. La idea central es averiguar si es posible recuperar el
limite de Dirichlet (A = oo) mediante la serie perturbativa. Para esto usamos el
método de Padé en la expansion perturbativa para determinar los aproximantes de
Padé diagonales hasta orden [5/5]. Dado que este problema es un caso de estudio
donde conocemos la solucion exacta, podemos comparar nuestros resultados con
la misma y los coeficientes de la serie perturbativo con la expansion en serie de
Taylor de la solucién exacta encontrando resultados en perfecta concordancia,
con un margen de error cercano al 1 %. Comentamos también sobre el significado
de esta aproximacién y su aplicacion potencial a problemas de teoria cudntica de
campo.



Introduccion

El presente trabajo trata con los aproximantes de Padé para el calculo
del propagador y se puede decir que es la aplicacion de un método conocido
en un contexto poco comun, en particular hasta donde sabemos atin no se ha
difundido su uso en este problema especifico.

La base principal de este problema es el anélisis de la propagacién de una particu-
la en una barrera de potencial tipo delta v(xz) = Ad(z), (repulsivo A > 0), usando
a A como parametro de perturbacion en la serie de Born. Como consecuencia
cuando el potencial es débil en comparaciéon a su energia cinética (A — 0) el
método perturbativo da muy buenos resultados.

La investigacién de este problema se realizara con el objetivo que determinar si el
limite A — 00, que no es tratable en el marco perturbativo, puede determinarse
a partir de la informacion de la serie perturbativa.

Para esto existe un método que funciona para una clase grande de funciones[!],
el método de los aproximantes de Padé, el cual consiste en interpolar la serie de
Taylor a un orden dado mediante una secuencia de funciones racionales de orden
[m/n], en particular planeamos usar los aproximantes diagonales [n/n| de Padé
para extrapolar al valor A—o0[2].

La “filosofia” entonces, de este trabajo, es obtener resultados no perturbativos
(limite de Dirichlet del propagador A = oo) partiendo del conocimiento de la serie
perturbativa (de Taylor alrededor de A = 0). Preveemos que estos resultados su-
gieran una estrategia para un nuevo tratamiento tedrico con aplicaciones al efecto
Casimir.

Tenemos la ventaja, ademas, de que el resultado exacto de este propagador para
cualquier valor de A es conocido.

En el capitulo 1 se hace un repaso de los siguientes temas: teoria perturbati-
va, la interpretacion fisica de los términos de la perturbacion, la serie de Born, el
calculo del propagador de la particula libre, el efecto casimir que es la motivacion
principal para que se realizara esta investigacién y como tema final de capitulo el
método de iméagenes. En el capitulo 2 veremos ;Qué es un aproximante de Padé?,
icuales son las aplicaciones?, ;Qué tipo de aproximantes existen?, etc. En este
capitulo se desarrollara practicamente toda la teoria necesaria para el proceso de
esta investigacion.

En el capitulo 3 se determinara la solucion exacta del propagador completo, lue-
go se calcularan los coeficientes de la expansion perturbativa de forma numérica.



Posteriormente se hara una expansion en serie de Taylor de la solucion analitica
obteniendo los coeficientes d;, como consecuencia se comparara con los coeficien-
tes ¢; de la expansion perturbativa. En este capitulo se calcula la amplitud de
permanencia al tiempo ¢, es decir la amplitud de probabilidad de que la particu-
la, partiendo del punto xg se encuentre en el punto xy al tiempo ¢; se mostraran
tablas de los correspondientes coeficientes de la expansion, con sus respectivos

valores de los parametros, 3;_§7 t. Ademas se podra observar gréaficas donde se
nota claramente cémo los aproximantes de Padé a orden [5/5] de la expansién
perturbativa y la serie de Taylor de la solucién exacta coinciden. Asi mismo se
analizard el comportamiento de los aproximantes de Padé en el limite infinito,
se encontrara que conformen aumenta el orden de los aproximantes de Padé, se
aproximan mejor a la solucién exacta. En una tabla posterior se presentara los
resultados que se tienen de aplicar el método Padé, y los resultados de la aplica-
cion del refinamiento de la extrapolacién de Bender. Por 1ltimo se presentan los

resultados de las soluciones exactas obtenidas a través del método de imagenes.



Capitulo 1

Teoria perturbativa

1.1. El método de perturbaciones en la mécani-
ca cuantica

En mecanica cuantica existen sistemas fisicos que se encuentran bajo la in-
fluencia de algun potencial, es decir, que la accién contiene solamente términos
cinéticos y si ademas el potencial es débil en comparacion con la energia cinética
se puede tratar al potencial como una pertubacion.

Sin embargo, muchos de los potenciales que surgen en la drea de la mecani-
ca cuantica no son tan faciles de tratar, tal ejemplo es el potencial de Yukawa,
Poschl-Teller modificado, el potencial de Coulomb entre otros. En estos poten-
ciales el propagador no se puede expresar de forma cerrada facilmente (si acaso) y
también se les conoce como potenciales singulares[3]. En este capitulo desarrolla-
remos el método de expansién perturbativa que consiste en expandir una solucion
en serie de Taylor.

La expansién perturbativa en el aspecto matematico es de gran importancia,
sin embargo, en este trabajo nos interesa usar la expansién perturbativa en una
manera menos conocida con la idea de que nos conduzca a una mejor y mas
intuitiva comprension del comportamiento mecanico-cuantico en el régimen no-
perturbativo.

Si, por ejemplo, se considera el trayecto de una particula que es dispersada por
un atomo y después se describe la interaccion de dispersion, se encontrard ttil
la nocion clasica de una seccion transversal que el atomo presenta al electron
impactante, aunque esta area se encuentra intimamente relacionado con el ta-
mano del atomo, se hallard que la descripcion completa depende de los aspectos
mecénico-cuaritico del sistema en el que interactia [4].

1.2. Los términos de la expansion

Supongamos que una particula se mueve sobre un potencial V' (z,t). El movi-
miento se encuentra restringido a una dimension, entonces el kernel del propa-
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gador entre los puntos a y b es

7 ma?

Ky(b,a) = /ab E:L‘p[i—i /: (T . V(x,t))dt} Da(t), (1.1)

como se muestra en [1], donde el subindice indica que el propagador se encuentra
en el potencial V' y posteriormente la notacién K, representa el movimiento de
una particula libre.

Supongamos que el efecto del potencial es pequeno o bien la integral de tiem-
po del potencial a lo largo del camino es pequenio en comparacién a h. Entonces
la parte de la ecuacién (1.1) que depende de V(z,t) se expande como

Exp[—%/t:b‘/(x,t)dt} =

i [™ 1 i [™ 2
1—?_L/ta V(z,t)dt + 5<_ﬁ/tu V(x,t)dt) +--

usando la expansion en la ecuacién (1.1), se definen
Kv(b,a) :Ko(b7a)+K1(b,a,)+Kg(b,d)+"' (12)

Explicaremos la interpretacion de los términos de esta serie. La interaccion entre
la particula y el potencial revela [1] que se puede interpretar al potencial —(i/h)V
como amplitud de dispersion por unidad de volumen y por unidad de tiempo. En
esta interpretacién fisica podemos describir a Ky como la suma sobre todas las
clases de caminos que tiene la particula para moverse de a a b.

= La particula no es dispersada Kj.
» La particula es dispersada una vez K;.
= La particula es dispersada dos veces Ks.

de manera que se tiene en general K, con un nimero n veces de dispersién.

1.3. Aplicaciéon potencial: Efecto Casimir

Una aplicacion potencial del método que hemos bosquejado en este trabajo
es el cdlculo de fuerzas de Casimir[5] que se manifiestan en el efecto del mismo
nombre. Este fenomeno cuantico se predijo primeramente entre dos placas metali-
cas neutras paralelas en el vacio separadas a una cierta distancia del orden de
micrones o nanémetros entre las cuales surge una fuerza atractiva. Una forma de
interpretar y explicar este fenémeno es mediante la diferencia de modos vibra-
cionales de las ondas estacionarias entre las placas y su exterior. A este efecto
cuantico que se produce, se conoce como fuerza de Casimir, donde esta fuerza
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es de tipo atractiva (en algunos experimentos se pretende convertirla en fuerza
repulsiva para diferentes propdsitos),

P(z) = ff) - —QZC(;, (1.3)

donde P(z) es la presién ejercida, f(z) es la fuerza, s es el drea de las placas, h es
la constante de Planck reducida, c es la constante de la luz y z es la separacion
entre las dos placas como se muestra en [6]. En el estudio del vacio cudntico o
energia de punto cero existen dos perspectivas para su interpretacion:

= se supone que la perturbacion que se crea entre las dos placas, se debe a la
interaccién de van der Waals de las particulas que las conforman.

= se dice que las fluctuaciones cuanticas del vacio son las responsables debido
al cambio de la energia del vacio por la introduccién de las fronteras.

Este fenémeno es muy conocido y ha sido estudiado experimentalmente también.
Una forma equivalente de calcularlo es mediante la formulacion de linea de mundo
de la teoria del campo cudntico (en este caso electromagnético). Se estima que el
uso de aproximantes de Padé en el calculo no-perturbativo ayude al desarrollo de
nuevas técnicas numéricas mas eficientes en el calculo del efecto Casimir y otros
problemas.

1.4. La serie de Born

La aproximacion de Born tiene su similitud con la aproximacion de impulso en
la teoria de dispersion clasica, podemos suponer que tenemos a una particula que
viaja en linea recta y después de cierto tiempo es deflecta debido a la interacciéon
con otra particula de aqui podemos calcular la fuerza de impulso y el angulo de
dispersién de forma clasica. En la fisica de este fenomeno tenemos los siguientes
casos, cuando la particula pasa cierta porcién de area sin interactuar con ningu-
na de las particulas(correcion a orden cero), posteriormente tenemos correcciones
a primer orden, segundo orden, hasta de orden n, bajo condiciones razonables
cuando el potencial de interaccion es débil respecto a la energia cinética o actia
durante un corto tiempo la serie de Born generalmente converge. Las correciones
estan asociadas al nimero de dispersiones que hay en el sistema.

Supongamos que tenemos la forma integral que corresponde a la ecuacion de
Schrodinger!,

U=, + /quf, (1.4)

1k

donde W es la funcién de onda, V' es el potencial de dispersién y g(r) = —552“—

(en una dimensién). Si tomamos la expresién anterior y lo insertamos en la misma

1Las integrales aqui se refieren a integrales sobre el volumen de espacio-tiempo Ik d*z en la
regién donde actiia el potencial y durante el tiempo en que actia [1]
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expresion bajo el signo integral.

continuando el proceso de forma iterada llegamos obtener una serie formal para

A
\I/:\I/0+/gV\I/0+/gV/gV\Ilg+/gV/gV/gV\IIO+-~~; (1.6)

Observemos que en cada integrando aparece la funcién de onda incidente ¥q y
con las potencias del término gV .

La serie de Born constituy6 la base para la formulacién de Feynman de su propia
serie en mecanica cuantica relativista que se expresa en forma grafica en términos
de los vértices y lineas (los propagadores) conectados entre si en los diagramas
de Feynman|[3].

1.5. El propagador en el formalismo de integra-
les de camino

R.P. Feynman demostré que el propagador en mecanica cuantica puede verse
como una integral funcional, la cual suma amplitudes complejas sobre una colec-
cién infinita de caminos en el espacio-tiempo[1]. En forma discreta esta amplitud
de propagacion se puede representar mediante la siguiente integral multiple, en
ella los caminos han sido discretizados como una serie de puntos {x;} separados
en el tiempo por la cantidad e:

esta es la ecuacion en el formalismo de integrales de camino, tal nocién de inte-
grales viene de los puntos conectados por lineas, generando un camino continuo
a trozos que conecta y con .

La suma se puede interpretar como una integral a lo largo del camino (como
una suma de Riemann) suponiendo que hay un nimero infinito de puntos en el
camino, es decir, e—0 entonces la accion clasica surge de:

t

S CICEL SN By O CTC ) SR R

y la medida en la integral de camino es
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N—1
m \ N/2
(L) it
g . 2me x()
1S[z(t)]

En el exponencial la fase es la accién cldsica medida en unidades de i, =5,
donde
Eorm o pda(t)\2
s = [ (30
t r[m ’
_ / at |2t~ v(a)]
0 2

El propagador, en el formalismo de integrales de camino, es representado por

w(t)== 1S[a(0)]
Ky (z,y;t) = Dx(t)e n . (1.8)

z(0)=y

1.6. Calculo del propagador de una particula li-
bre

Dado que el hamiltaniano de una particula libre es
)
2 p
=1 1.9
o (1.9)
posteriormente se calcula el propagador de una particula que se mueve de y a x
a un cierto tiempo t > 0.

_WH 1 —iﬁ
Kulo,yit) = Gole ) = o= [ dpe W@l ol (110)
usando resultados conocidos de mecénica cudntica que se encuentran en [J]
(z|p) = €™, (1.11)
(zp)" = (plx) = ", (1.12)
entonces
1 7zﬁ+z(xf )
KM(at,y,t) = 2_ dpe am yp7 (113)
T

si usamos que

/dpezap%”bp = Z—7re_%, (1.14)
V a

m  am(z—y)?
Ky (z,y;t) = oy o (1.15)

aplicando la rotacion de Wick que consiste en pasar de un espacio de Minkowski
a un espacio Euclideano, es decir, t — —it,

por lo tanto

m(z—y)2
Kg(z,y;t) = %6_ - (1.16)
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1.7. La expansién perturbativa

Supongamos que la particula se mueve de un punto a a b en el espacio-tiempo,
bajo un potencial V(z) = Ad(z) en una dimension, entoces el kernel

Ky(ba) = / eap(+STe(1))) Da(), (1.17)

donde .
b
Sla(t)] = / (542~ o)), (1.18)
ta
y usando la expansién en serie:
2 3

PN~ T
e_;m_1+x+2!+3!+ : (1.19)

tenemos la siguiente expresion

123
ewp(%/ —A&(x)dt) = 1—%
la

es posible mostrar que si se usan eigenestados de la energia y la posicién |z)g se
obtiene la siguiente expansion perturbativa para el propagador

Kvlb.a) = (lae — o ml0)s (0l

X 0 (0/0) 5 (Ol s+ -

2h?2
= (mp|ra)e - %(1 + %<0|0>E)_1<xb|o>E<o|%>E
— (zp)a)s 1A (26]0) (0] %)

R 1+ 2(0[0)p

Remarcando que se puede sumar la serie completa de manera exacta porque es
una serie geométrica, por lo tanto

A {xp]0) g (0]20) B

Ky (b,a) = WE — — ,

(1.20)

més detalles de este célculo se encuentran en [10].
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1.8. Meétodo de imagenes

El método de imagenes en la teoria electromagnética es una técnica que per-
mite calcular campos eléctricos y potenciales en situaciones con cierta simetria.
Se propone una carga ¢, o sistema de cargas, ficticias situada(s) adecuadamente
para reproducir las condiciones de frontera del problema en una regién determi-
nada. El caso mas simple es el de una carga situada frente a una placa conductora
infinta, en este caso es bien conocido que la placa puede reemplazarse por una
carga imagen —gq, se dice que el potencial que producen las dos cargas sobre la
placa es cero. Esta técnica se puede usar en otros problemas fisicos, por ejemplo
en propagacion de ondas. En este caso nos interesa usarlo para hallar la solucion
exacta con condiciones de Dirichlet para una particula que se mueve en una di-
mensién, es decir el problema de la propagacién libre de una particula sobre la
semi-recta

K(x™, 2% 1) = Ko(«™, 2%, 7) — Ko(2™, —2™; 7)

- (525 et =) e e ). e

en esta ecuacion la representacion de la imagen es el propagador

Ko(z™, —x*; 7).

De tal manera que se cumple la correspondiente condicion de frontera al problema.
En cuanto x = 0 la funcién de onda es reflejada, por lo tanto la funcién se anula.
De esto podemos decir que se crea una funciéon de onda incidente y una funcion
de onda reflejada donde la suma de la funcién de onda directa y la funcién de
onda reflejada nos da la funcién de Green, kernel o propagador.



Capitulo 2

Los Aproximantes de Padé

2.1. Aproximacion de Padé

La aproximacién de Padé da la mejor aproximacién de una funcién en térmi-
nos de una funcién racional cuya expansién en serie de Taylor coincide con la
expansién de la funcién en serie de Taylor trunca hasta un orden dado[2]. Fre-
cuentemente se usa para extrapolar valores de la funcion incluso fuera del radio
de convergencia de la serie de Taylor. Este es el uso que le daremos.

Sea f una funcién, m>0 y n>0, la aproximacién de Padé de orden [m/n] es la
funcién racional (Q,,(x) y P,(z) son polinomios en = de érdenes m y n),

_ Qula)

Rx) =5 @

(2.1)

que concuerda con f en el maximo orden posible, es decir,
f(0) = R(0),
f1(0) = R(0),

FOE(0) = RUMM(0),

si R(x) se expande en una serie de Taylor alrededor de z = 0 (serie de Maclau-
rin), sus primeros m + n términos coincidirian con los primeros m + n términos
de f(x), con este requerimiento la aproximacién de Padé es tinica ya que dado
[n/m] los coeficientes que definen a los polinomios Q,(x), P, (z), llamados a;, b;
pueden ser determinados de manera univoca[l1].

Qm(z) = i a;x’,  Po(z) = zn:bj:rj
i=0 Jj=0

La aproximacion de Padé se le denota también como,
[m/n]f(z),

13



14 CAPITULO 2. LOS APROXIMANTES DE PADE

para una x dada, la aproximacion de Padé puede ser calculada mediante el lla-
mado algoritmo épsilon [11] y también por otras secuencias de transformaciones
de sus sumas parciales,

sn(T) = co + 12 + e’ 4 -+ 2™, (2.2)
donde los coeficientes de la series de Taylor de f son

1)
kKl

Ck

(2.3)

notese que f también puede ser una serie formal de potencias, por lo que la
aproximaciéon de Padé puede ser aplicada también a la suma de series divergentes
en esquemas de sumacién similares a los de Borel o Césaro [11].

2.1.1. Aplicacién del aproximante de Padé

Los aproximantes de Padé frecuentemente aproximan de mejor manera una
funcién dada que su serie de Taylor truncada [I, 2]. Los coeficientes del aproxi-
mante de Padé son tnicos salvo un factor comin en denominador y numerador,
asi que por convencion elegimos by = 1 de forma que si se tiene la serie de Taylor

flo) =" eaat, (2.4)

el aproximante de Padé de orden [M/N] resulta

M) = PR 29

donde M y N son enteros positivos. Esta convencion fija de manera univoca los
coeficientes {a;, b;}

Observando que hay M + 1 coeficientes del numerador y N del denominador
tenemos M + N + 1 coeficientes desconocidos, lo cual requiere que conozcamos
N + M + 1 coeficientes ¢ de la serie de Taylor de f(x) para determinar igual de
coeficientes en el aproximante

M i 00
FESEE =Y o), (2:6)
j=1"71 k=0

multiplicando por el denominador de la funcién racional a ambos miembros
de la ecuacién anterior,

2 M
ag + a1x + asx” + -+ apyxrT =

(co+ c1x + cox?® + - )1 4 byw + by 4 - - - + bya™) + o(xM V), (2.7)

para determinar los coeficientes primeramente notamos que para ™ con M +1 <
n < M + N los coeficientes del lado derecho deben anularse, lo que nos lleva a
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un sistema lineal de N ecuaciones

bnerv—n41 +bn—1cpm—Ny2 + -+ bieayr + ey =0

bycy-Ny2 +On_1cp-Ny3 + -+ biearr + eare =0

byey + by_icpgr + -+ bieyen—1 + epgen =0
las cuales pueden escribirse en forma compacta como
et Y biee=0, M+1<n<M+N

Jjt+k=n
o en forma matricial de la manera

CM—N+1 CM—-N+4+2 ¢ CN by CN+1
CM—N+2 CM—-N+43 ***  CN41 bn_1 CN42
CyM CM+1 ot CM4N-1 by CN+M

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo mediante la regla
de Cramer, podemos encontrar los coeficientes b;. Por otro lado los coeficientes
a; se obtienen por substitucién un vez que se conocen los b; mediante

ai:cz-—i—ijck, 1§Z§M
j+k=i
Utilizando la regla de Cramer es posible expresar mediante determinantes el
aproximante de Padé de orden [M/N]:

eNfyon eV N fu

CM—N+1 CM—N+2 CM+1
M/N o C]:\/[ C]\4:+1 ---CA:I+N 2.8
[ / ]f(l') - =N L2N-1 1 ) ( . )

CM—N+1 CM—N+2 --CM+1

CI'M CJVI.+1 CM’«l»N

donde f; = co+cr1z+---+c,27 es la g-ésima suma parcial de la serie de Taylor
para f, es decir la serie de Taylor de f truncada a orden g. Algunos ejemplos y
mas detalles pueden consultarse en el apéndice A

Vale la pena mencionar que Claude Brezinski ha descrito nuevas expresiones
matemadticas para los aproxiamantes de Padé y algunas de sus variantes|13]. Como
hemos expuesto un aproximante de Padé es una funcién racional cuya expansion
en serie de potencias ascendentes de la variable coincide con una serie de potencias
formal dada en la medida de lo posible. Por lo tanto se puede interpretar como
un interpolante racional de Hermite[l3]en cero, generalmente se escribe bajo la
forma racional. Otras variantes de los aproximantes de Padé existen y han sido
estudiadas extensivamente, por ejemplo los aproximantes de Padé restrictivos o
los aproximantes parciales de Padé donde se prescriben polos y ceros, los cuales
se tratan en [13].
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2.2. El valor de una funcion en infinito asintoti-
camente

Nos concierne un problema especifico desde el punto de vista matematico,
queremos determinar el valor de una funcién en x = oo, es decir f(oo) a partir
de los valores para f(z) cuando x es cercano a 0. Por supuesto en el caso general
esto no es posible, sin embargo para muchas funciones esto es posible, por ejemplo
para funciones de Herglotz [11] mediante aproximantes de Padé.

La idea esencial es calcular la serie de Taylor de f(z) alrededor de z = 0 hasta
un orden 2N + 1

f(x) = Z cp”

este seria el resultado de una serie perturbativa como serie de potencias en el
pardmetro x, buscamos el valor de f(co) que puede obtenerse mediante la serie
perturbativa directamente (porque x = oo estd fuera del radio de convergencia, y
porque solamente tenemos una serie de Taylor trunca.) Sabemos que en nuestro
problema el valor de f(c0) es finito y distinto de cero, tiene entonces sentido como
se senala en [1/] considerar los aproximantes de Padé diagonales

NN r) = R

y aproximar el valor que buscamos mediante el limite del aproximante, es
decir f(o0) ~ lim, o [N/N]f(z) :

an
floo) = ——.
bn
Tipicamente valores grandes de N mejoran la aproximacion, de hecho en este
esquema el mejor valor que puede obtenerse es

Un refinamiento de esta idea fue introducida por Carl Bender, a continuaciéon
describimos las ideas principales. En la soluciéon de un problema no perturbativo
(en particular C. Bender estaba interesado en problemas de campos sobre redes
(lattices) en el régimen de acoplamiento fuerte [11, 7]) se parte de la solucién
perturbativa del problema, al cual tiene frecuentemente la estructura de una serie
de Fubini:

o0

f(z) = a* Z Cpa™

n=0

donde « es un nimero real, no necesariamente entero ni positivo. La primera idea
es tomar la raiz a-ésima en ambos lados, resultando en
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(fl@N"® =z yua" = g(x)

Seguidamente esta funcion se aproxima mediante aproximantes de Padé, donde
se calculan los aproximantes diagonales [N/N]¢(z) a diferentes érdenes N. C.
Bender observo que para una clase amplia de problemas hay un comportamiento
logaritmico en la convergencia del tipo

[N/N,(00) ~ g(00) + -

con alguna constante B especifica para la funcién g. La idea es ahora utilizar un
esquema de extrapolacién de Richardson[15] donde se utilizan dos (o preferente-
mente méas) valores de N para calcular g(oo). Por ejemplo, si tomamos N, N + 1
tendremos

B
In(N +1)

de donde combinando ambas ecuaciones se obtiene:

[N+ 1/N + 1],(c0) =~ g(o0) +

(N + D[N + 1/N + 1]4(00) — In(N)[N/N],(c0)
gloo) ~ In(1+ 1/N)

El método consiste entonces en calcular primero suficientes valores de N para
confirmar el Ansatz del comportamiento logaritmico (o en su defecto algiin otro
modelo) y luego mediante extrapolacién de Richardson obtener el valor aproxi-
mado de g(oo), ain sin ir a valores de N demasiado grandes. Por supuesto al
final f(o00) = g(00)®. Aunque no usaremos extensivamente el método de Bender
en esta tesis, resulta interesante comparar el resultado de este refinamiento con
el resultado que proveen directamente los aproximantes diagonales tal como he-
mos descrito. Tal comparacion si la llevamos a cabo para algunos de los célculos
numeéricos obtenidos. Este método refinado de Padé es aplicable, como hemos
mencionado, a series divergentes también, por ejemplo a muchas de las series
asintoticas donde tipicamente el comportamiento de los coeficientes ~, cumple
con

» y,~n! para cuando n—o0.

= Los coeficientes 7, exhiben un patron de signos doblemente alternos +, +,
Ty T _'_7 +7 R

En este trabajo investigamos més bien la utilidad de estos métodos en la idea
que resulta cuando f es el propagador de una particula en un potencial singular
que depende un parametro A\, mismo que juega el papel de la variable z. Nuestra
intencion es recobrar el limite con A\ = oo a partir de la serie de Born para
A pequeno, aunque es un método bien conocido y que ha sido aplicado a una
serie de problemas en teoria cuantica, estimamos que vale la pena analizar este
problema en vista de generalizaciones mas interesantes.



Capitulo 3

Teoria perturbativa y
Aproximantes de Padé

3.1. Solucién exacta del propagador

La solucion para el propagador libre en una dimensién espacial de una particu-
la de masa m que obedece la ecuacién de Schrédinger, tomando m =1, h =1y
(mediante una rotaciéon de Wick) tiempo imaginario (de forma que las amplitudes
son puramente reales) es [4]:

e~ (z1—20)?/2(t1—t0)
K()(l’o,toll’l,tl) == «9(151 —to) (31)
27T(t1 — to)
Esta funcién representa la amplitud de propagacion de una particula del punto
xp al tiempo tg al punto x; al tiempo ¢;. Debido a la homogeneidad del tiempo
sabemos que K depende solamente de la diferencia de tiempo t; — tg, por esto
definimos la transformada de Fourier:

R +oo . +o0 eiwtf(xlfxo)2/2t
Ka:,:cw:/ e“" K, :U,Ox,tdt:/ —dt 3.2
O( 0 1’ ) - 0( 0 ’ 1 ) 0 \/2_71't ( )
_ lmi—ao

Esta integral se resuelve mediante el cambio de variable: u = /—iwt N
donde se usa la rama principal de la raiz. Usando este truco llegamos a

[e.9]

1 —V—2iw|z1—
e~V 2wz =aol 3.3
v —21w (3:3)
Ahora nos ocuparemos de encontrar una expresion para el propagador cuando
hay un potencial presente V(x) = Ad(z). En general dado un potencial V' (z) el
propagador, que en nuestro caso llamaremos K, satisface una ecuaciéon integral

[4]:

ko(xo, T |w) =

K\(xo,tolz1,t1) = Ko(zo, to|z1,t1) —/ / Ko(zo, toly, 7)V (y) Ka(y, |21, t1),
(3.4)

19
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iterando esta relacion se puede escribir una serie formal que contiene solamente
a V(z)y a Ky bajo integrales, la cual para valores pequenios de A se interpreta
como una serie perturbativa. Tomando la transformada de Fourier de esta serie
perturbativa, para el caso del potencial V(z) = Ad(x) es posible sumar la serie
de potencias completa para A (que resulta no ser méas que una serie geométrica
en este caso) y se llega a

K0($0,0|W)K0(O,$1|W)
14+ AKo(0,0lw)

Invirtiendo la transformada de Fourier se llega finalmente a la expresion inte-
gral para el propagador

KA(xo,xl\w) =\

o0 Ko (20, 0lw) Ko (0 it g
Ko, tolz1,t1) = /\/ Lt AO( 2lje _w' (3.5)
—00 1+ )\K()(O, O]w) 27
Grosche demostrd [16] que esta integral se puede resolver de manera cerrada,

siguiendo nuestro propio camino encontramos una manera de hacerlo median-
te integracién de contorno en el plano complejo, algunos elementos basicos de
variable compleja que fueron necesarios han sido resumidos en el apéndice B.

El primer paso es notar que si definimos a = |zo| + |z1| la integral a resolver
es

A “+oo e—\/%a—iwt dw
o ) oo V2w + A V—2iw

Esta integral puede resolverse sin dificultad en el limite de Dirichlet A — oo,
porque en tal caso por inspeccién concluimos que es la transformada inversa de
la transformada de Fourier de un propagador libre, el de la fuente imagen:

(3.6)

1 [T Koo, 0]w) Ko(0 .
Ko(0,0]a,t) = — O<xO’A ) Ko (0, 21 |w) e "“dw.
2m —00 K()(0,0’w)

En el caso general la integral (3.5) es mucho mds complicada', sin embargo esta-
mos interesados en la expansion en serie de Taylor de esta funcion alrededor de
A = 0. Para este fin realizamos un cambio en el contorno de integraciéon usan-
do el teorema de Cauchy, este puede verse en dos pasos, primero deformando el
contorno para que pase por el eje imaginario (ver figura 3.1), sin embargo ambas
deformaciones de contorno solamente son posibles para t > 0, pues para t < 0
la integral se anula, lo cual puede verse del hecho de que estas deformaciones
son ahora imposibles, pero es posible deformar el contorno siguiendo los arcos
mostrados en la figura (3.1). Con estas observaciones se llega a la forma siguiente
para (3.5)

. A +00 e—ipa—%thd
t)— —_— .

a principal complicacién proviene por las ramas principales de la raiz que cambian cuando
cambia el signo de w.
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En este punto deseamos obtener una expansion en serie de Taylor alrededor de
A = 0, pero no es posible hacerlo de forma directa (ingenua) pues expandir el
denominador en serie de Laurent en el integrando lleva obviamente a integrales

divergentes:
D dp i\ 12
O(+ —zpa—ip t
g 5E(7)

1
L

Aunque es posible darle sentido a estas integrales en el sentido de la parte principal
de Cauchy de cada integral, nos parece mejor optar por intentar encontrar una
forma cerrada usando el contorno mostrado en la figura 3.1, en la parte recta
del contorno usamos la variable compleja ¢ € (—o0, 00) tal que p = i\ + g, esta
contribucién a (3.7) es (omitiendo la funcién 6(t) para abreviar)

+oo ,—i(a+At)g—L1q?
ieéA2t+)\a/ e tdq (3.8)
27 . iq ’

que se reduce a

+00
2 e [0 00 g,
T2 _eo q
aprovechando el resultado conocido de la integral®

/+0<> —sen(ax) e P Qg = TErf ( (6>0)

o x

)
2\/3 ’
obtenemos una forma cerrada de (38)

)\ >\a+%)\2t )\t"’ a
5¢ Erf NoT (3.9)

Para calcular la contribucién de la muesca usamos el teorema de residuos (para
mayores detalles consultar el apéndice B), o equivalentemente la representacién

1 1

— = P.P—+imd(z),

z z

donde hasta el momento hemos calculado el resultado de la parte principal P.P.

Por cualquiera de estos métodos obtenemos para esta contribucién. Para g = ee*?,
¢ € [—m,0], e=0 entonces

iexa+§x2t/ Exp[—(a + \t)q — %th] dq =

27 1q
>\ erats >\2tf do = AeAa—i-%)\?t

Con lo cual obtenemos una forma cerrada para la diferencia de propagadores en
el potencial dado:

sz sz z _g2 s
2En nuestra convencién la funcién Erf(z) := = [*e~* ds, es una funcién impar.
v Jo
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%emém (1 — Brf <Af/_2%a)> 0(t) (3.10)

finalmente, obtenemos el siguiente resultado (donde a = |zg| + |21|)

K)\<I'0,O|ZE17t) = K0($070|1'1,t) - (311)
)\ by +1)\2t< <a+>\t>)
—e T2 1-F ot
26 ’l“f \@ ()

El cual también se puede escribir de la manera

A 142 At
Ky\(x9,0]xq,t) = Ko(zo,0|w1,1) — 56’“‘*5’\ ‘Erfc <a\—;2_t ) (t)

Donde Erfe(x) =1 — Erf(z) es la funcién error complementaria. Este es exac-
tamente el resultado reportado por Grosche en [10].

Wy B

1~{*})
(1)

~N

(27{*})

H Q

Figura 3.1. Deformacion de contornos de integracion.

3.2. Calculo del propagador a través del método
de Padé

Dada una particula sometida a la influencia de una barrera de potencial en una
dimensidn, se dice que este potencial es de tipo dirac, es decir, que V(z) = A (z),
donde A > 0 es el parametro que mide la intensidad de la barrera y serd nuestro
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parametro de perturbacion en la serie de Born. La dindmica de esta particula
cuantica estd dada por la ecuaciéon de Schrodinger,

0 h? 0*
zhEKA(xg,tdx, t) = —%@K)\(xo,tohj, t) + \o(x) Kx(xo, to|z, t),  (3.12)
con condicion inicial,
K)\(l’o,t()'l',t) = 5(11 — ZL‘()), K,\(ZL‘,tlfL'Q,to) = 0, t <t (313)

(La particula empieza en un estado localizado en xq al tiempo ty)

Dado el término general de la expansion perturbativa en una barrera de potencial
infinito que corresponde a la ecuacién de Schrodinger, se determina la amplitud
de propagacién de la particula tomando tqg = 0, K, (zo,0|z,t). Por simplicidad
usaremos la notacion ¢, :=1t,

K (0, 0], 1) S )\/tdt ! e A
Zo, 0|z, = e — — ¢ Wt 2
AT V2t o o/t —t)h

9 2

)" to t3 t
ntl
(2m)z Jo 0 0
1 x )

X 6_ 2(t—tn) 2t] +

\/tl (t B t”) Hﬁ;ll (tn—i-l — tn)

Esta es una serie de potencias en A, y como tal tiene un radio de convergencia
R por lo cual converge si |A| < R. Esta serie puede usarse con éxito si A es
pequeno en el sentido A < R

Ahora queremos usar aproximantes de Padé para extrapolar el valor de K
hasta A = oco. Para esto estudiaremos un tipo de amplitudes particulares, las
amplitudes de permanecia, es decir fijaremos © = xy y daremos una serie de
valores a t de modo que definimos

f()\) = K)\(iL‘o, t; 2o, O),

y buscamos una aproximacién de Padé:

a0+a1)\+---+aN/\N

A
S bo + by A+ -+ by AN

= coteht ey 4.

Calcularemos los coeficientes ¢ de la serie de Taylor alrededor de A = 0, por
ejemplo para el primer coeficiente ¢; tenemos

t 2 2

1 %

- / Aty (3.14)
0 27'(' (t—tl)tl
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2
o

5 i= «, de tal forma

Introducimos el cambio de variable, t; = tu; y definimos
que

1

1 __a _a

c ::/ %—e Toup g (3.15)
0o 27 /(1 —up)uy

similarmente se obtiene

t u2 ! 1 _a _a
Co ::L duy dus e T-uz ur, (3.16)

(27)3/2 0 0 \/(1 - UQ)(U2 - U1)U1

De manera parecida se encuentran los demas coeficientes de la expansion pertur-
bativa, en nuestro caso calculamos los primeros once, cg, ¢1, - - - , ¢19. Las integrales
correspondientes se encuentran de forma explicita en el apéndice C. Mas adelante
a manera de verificacién comparamos numéricamente también los coeficientes de
la expansion perturbativa con respecto a los coeficientes de la serie de Taylor de
la solucion exacta mostrando que coinciden, como era de esperarse.

Usaremos el programa Mathematica para calcular numéricamente las inte-
grales que se requieren para conocer los coeficientes cy.

En la figura (3.2) podemos observar los coeficientes de la serie perturbativa
donde la sigla (LCDEP: significa los coeficientes de la expansion perturbativa).

FO) =cotad+ N+ + A+ (3.17)

los signos de los coeficientes ¢, son siempre alternantes.

En tablas hemos comparado los coeficientes de la expansion perturbativa con
los coeficientes que se determinan de la serie de Taylor de la solucién exacta, por
ejemplo en el cuadro (3.1), que como es de esperarse coinciden.

La solucién exacta del propagador completo se encuentra en [16, 17], la he-
mos calculado de manera independiente. En particular, Grosche trata también
potenciales atractivos (A < 0), nosotros solamente repulsivos (A > 0).

Ademas de la amplitud de permanencia hemos calculado para otros valores
de t, a con puntos no coincidentes tales como® t = 1, a = || + |zo| = V8,

La expresiéon general de la solucion exacta del propagador es, para t > 0,

A 1 At
(0,0l 1) = Kol Oy 1) — 2 B fe ( i ) |

V2t

2
3Nota: Para valores diferentes de ¢, ;—27 el valor de a se preserva.
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posteriormente tenemos la grafica (3.3) donde se muestra ADPEP que denota el
aproximante de Pade de la expansién perturbativa a orden [5/5], VA es el valor
asintotico de la funcién predicho mediante el método de Padé, es decir, f (oo)%‘;—:,
MDI es el valor exacto que se determina de la solucion analitica por el método
de imagenes y ADPS es el aproximante de Padé formado a partir de la serie de
Taylor de la solucién exacta.

f(A)

0.4062 F

0.4060

0.4058

0.4056

0.4054

0.4052 ¢

0.4050 ¢

20 40 60 80 100
Figura 3.3. El aproximante de Padé de la expansion perturbativa y el aproximante

)

de Padé de la expansién del propagador completo a orden [5/5], 5¢ =1, t = 1.

En la figura (3.4) podemos ver un rango mas amplio de los aproximantes de
Padé, donde se ajustan muy bien estos aproximantes a las soluciones exactas. De
esto decimos que el valor asintotico y exacto coinciden razonablemente.

fN) [
0.406 [ e
I —
0.404
0.402 — ADPEP
VA
0.400 f MDI
| — ADPS
20 40 60 80 100

Figura 3.4. El ajuste del aproximante de Padé de la serie perturbativa con respecto

2
al aproximante de Padé de la solucién analitica, % =1,t=1.

En la grafica posterior (3.5), se muestran los distintos aproximantes de Padé
en el limite de Dirichlet A — oo, y se contrasta con la solucion exacta del método
de imdgenes (como lo indica la linea verde en la gréfica), donde el valor numéri-
co de estos aproximantes se aproxima al valor exacto. En cuanto a los puntos
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que representan las transformaciones secuenciales de Padé (secuencia de aproxi-
mantes diagonales de dérdenes crecientes), podemos observar en la grafica (3.6)
la distribucion de los aproximantes de Padé y su comportamiento, es decir, qué
tan cerca se encuentra de la solucién exacta, y més adelante en la gréfica (3.7)
encontramos una comparacion considerablemente buena de los aproximantes de
Padé en el limite de Dirichlet, con respecto a la solucién exacta.

Para z—é = 2, t = 1/2 tenemos los siguientes valores de los coeficientes de la
expansion perturbativa ¢ y los coeficientes dy de la expansién en serie de Taylor
de la solucidon exacta, como se puede observar en el cuadro (3.2), en este caso hay
una leve diferencia respecto al valor exacto. La razén de esto es clara: el orden
de aproximante necesario para obtener una buena aproximacion depende de los
parametros del propagador, por otra parte también tenemos algunas desviaciones
leves que son consecuencia del error numérico en el calculo de los coeficientes ¢
mediante integraciéon numérica.

La gréfica (3.8) presenta los valores absolutos de los coeficientes de la expan-
sién perturbativa. Posteriormente en la grafica (3.9) tenemos los aproximantes
de Padé de la expansion perturbativa y la solucién andlitica a orden [5/5]. En
esta grafica se puede notar el valor asintdtico en comparacién con el valor exacto
del método de imagenes. La grafica (3.10) muestra el ajuste en un rango més
amplio de los aproximantes de Padé y ademas en (3.11) se muestra cémo los
aproximantes de Padé diagonales se aproximan a la solucién exacta. En cuanto
a la grafica (3.12) en ella mostramos el comportamiento de los aproximantes, ve-
mos que conforme aumenta el orden N en [N/N] primeramente la aproximacion
empeora antes de mejorar, este es un comportamiento tipico de aproximaciones
asintoticas respecto al orden.

En la grafica (3.13) se puede observar cémo el aproximante de Padé de orden
[4/4] se aproxima mejor en la parte superior de la solucién exacta (la linea verde
es la solucién exacta). De tal manera que el aproximante de orden [1/1], se puede
considerar una cota superior, mientras que el aproximante de orden [3/3] es una
cota inferior

Cuando los parametros toman los valores ‘z—é = 3, t = 1/3, tenemos que los
coeficientes de la serie de Born ¢ y los coeficientes d; de la expansion en serie
de Taylor de la solucién anélitica, se puede encontrar una representacion de estos
coeficientes en el cuadro (3.3).

Los coeficientes ¢, de este cuadro se han usado en la grafica (3.14). En la
grafica (3.15) se pueden observar a los aproximantes de Padé de la expansién
perturbativa y la solucién exacta a orden [5/5]. De aqui también notamos cémo
el valor asintotico se aproxima al valor exacto una vez mas.

En la grafica (3.16) se graficaron los aproximantes de Padé de la expansion
perturbativa y la soluciéon analitica del propagador completo, observando que
coinciden, en un rango extenso. La grafica (3.17) muestra los aproximantes de
Padé diagonales en el limite de Dirichlet a érdenes [N/N], N = 1,...,5 donde
vemos nuevamente una buena coincidencia con la solucién exacta.

Es interesante mencionar, cémo en la grafica (3.18) los aproximantes de Padé
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no difieren considerablemente uno dze otro.

Por otra parte para los valores 3¢ = 4, ¢ = 1/4 tenemos el cuadro (3.4) donde
se muestran los valores de los coeficientes ¢; y dj donde cada punto se muestra
en la siguiente grafica (3.19). Posteriormente en la gréfica (3.20) se observa un
empalme casi completo de los aproximantes de Pade de la serie de Born y la
solucion analitica, incluso es dificil discernirlas.

De modo similar la gréfica (3.21) muestra los aproximantes de Padé de la
expansion perturbativa vs. la soluciéon exacta, de manera que se ajustan en un
rango amplio. La gréfica (3.22) muestra cémo los aproximantes diagonales de Padé
[N/N], N =1,...,5 en el limite de Dirichlet se aproximan a la solucién andlitica.
Es notable destacar que en la grafica (3.23) se observa la distribucién de los
aproximantes, todos predicen valores cercanos entre si y cercanos a la solucién
analitica. Finalmente la grafica (3.24) muestra también que el aproximante de
orden [5/5] se aproxima mejor a la solucién exacta, en general al incrementar el
orden N de [N/N] la aproximacién mejorara.

f(=) |
0.8
0.6
0.4‘ L 4 @ L L
r SE
02 - * ADP
[n/n]
2 3 4 5

Figura 3.5. Los aproximantes de Padé diagonales [N/N] evaulados en el limite de

Dirichlet ADP vs. la solucién exacta SE, % =1,t=1.

() o
0.4068 F
0.4067 |-
0.4066 |-
0.4065 |

i e ADP
0.4064 |

0.4063 |

B °
0.4062 - ° °

Figura 3.6. Distribucion de los aproximantes de Padé ADP, 32 =1, ¢ =1.
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fleo) -
0.4068

0.4067 *
0.4066 *
0.4065 *
0.4064 *
0.4063 *

0.4062 | °

SE

e ADP

1 2

o
3

Figura 3.7. En la grafica se puede observar que el aproximante de Padé de orden [1/1]
se encuentra por encima del valor exacto mientras que el aproximante de orden [3/3] se
encuentra por debajo del valor exacto, siendo el més cercano el aproximante de orden

2
[5/5], para 38 =1, ¢t = 1.

’ coeficientes ‘ valores absolutos ‘ coeficientes ‘ valores absolutos ‘
2y 0,5641895835477563 |do| 0,5641895835477563
ey | 0,00003167124183312013 |d4 | 0,0000316712
2y 5,052460721231713x107° |ds]| 5,05246x10~°
|es| 7,725483103592307x 10~ |ds] 7,72552x107"
|ca] 1,1364466491378046x10™" | |d4| 1,13708x 107
|es| 1,616453833890327x10~° |ds| 1,61655x10~®
|cg] 2,2072313046619552x 107 | |ds] 2,2262x1079
7| 2,771208089287789x 10717 | |d| 2,97685x10~1°
|es| 3,045735548693566 x 10~ | |dg] 3,87311x10~ 1
|co 2,9110971511205704x 10 | |dy| 4,9118x10712
le1o] 2,648540812023228 x 10713 | |dy0| 6,08096x 10~ 13

Cuadro 3.2. Los valores absolutos de los coeficientes de la serie perturbativa vs valores
absolutos de los coeficientes de la expansion en serie de Taylor de solucién exacta,

2t

B9 p=1/2.
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log(c_n)

-5+

=10

-15¢

-20¢

-25¢

-30r

Figura 3.8. Los logaritmos de los coeficientes |c,| de la serie perturbativa para los

2
pardmetros 50 =2, t = 1/2.

f(2)
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0.56437 r

0.56436 r

0.56435 r

0.56434 r

0.56433 r

0.56432 |

0 20 40 60 80 100
Figura 3.9. El aproximante de Padé de la expansién perturbativa vs transformacién
2
secuencial de Padé de la serie de Taylor de la solucién exacta para %’ =2,t=1/2.
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o

0.56435 r

0.56430 |

0.56425 r

0.56420 |
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Figura 3.10. El ajuste de los aproximantes de Padé de la expansién perturbativa
respecto al aproximante de Padé de la serie de Taylor de la solucién analitica, para

2
N =2t=1/2

0.4

0.2

— SE

e ADP

[n/n]

2 3 4 5

Figura 3.11. En esta grafica la linea de color verde indica el valor de la solucién exacta
SE y ADP representan los aproximantes de Padé diagonales, esencialmente podemos
considerar la aproximacién como exitosa al tener una coincidencia tan buena.
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0.5643%5):'

0.564386 -

0.564384 |

0.564382 - e ADP

0.564380 - .

o

[ o

0.564378 PY [n/n]
1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
1 2 3 4 5

Figura 3.12. En esta gréfica se aprecia con mayor detalle la distribucién de los aproxi-
mantes de Padé diagonales ADP en el limite de Dirichlet. Las desviaciones son siempre
menores de 0.01 %, evidenciando la eficacia de la aproximacion.

0.564388  [f(e) .
0.564386 I
0.564384 - — SE

r ® ADP
0.564382 |
0.564380 | .

[ - [/n]
0564378 ————t . @ L

1 2 3 4 5 6

Figura 3.13. Los aproximantes de Padé diagonales de orden [n/n] en limite de Dirichlet

2
.« s X
vs la solucién exacta para 5 =2, t = 1/2.
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’ coeficientes \ valores absolutos \ coeficientes \ valores absolutos ‘
|col 0,690988298942671 |do| 0,690988298942671
|eq | 4,816785043386305x 107 |d4 | 4,81679x10~"
|cal 5,2800399823087406x107° | |ds| 5,28004 %1078
|es] 5,6086782573477635x 1077 | |ds] 5,60871x10~
|ca] 5,782861319636943x 1071 | |dy] 5,7877x 10710
|cs| 5,807137765319041x 10~ | |ds] 5,814x 10~
|ce| 5,65920267237318x 10~ 12 |dg| 5,69576x 10712
e 5,109962609943808x 1013 | |d7| 5,4499x 10713
|cs| 4,321849166350337x 10~ | |dg| 5,10175x 10~
|co 3,1558312001555835x 1071° | |dy 4,6705x10~%
|c10] 6,66436612398127 x 1022 |1 4,2174x10710

Cuadro 3.3. Los valores absolutos de los coeficientes |c;| de la serie perturbativa vs
valores absolutos de los coeficientes |dj| de la expansién en serie de Taylor de la solucién

2
exacta, 5 = 3,t=1/3.

log(c_n)

-10

-20 |

-30r

—40+

-50r

Figura 3.14. Los logaritmos de los coeficientes |c,| de la serie perturbativa para los

2
parametros % =3,t=1/3.
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f(A)

0.690993

0.690992 r

0.690991 |

0.690991 |

0.690990 r

20 40 60 80 100

Figura 3.15. Los aproximantes de Padé de orden [5/5] de la expansién perturbativa

y el desarrollo en serie de Taylor de la solucién exacta para, =2

2 =3,t=1/3.

o
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0.690990 | ADPS
— VA
0.690989 —— MDI
1 1 1 1 >\ 1
20 40 60 80 100

Figura 3.16. El ajuste del aproximante de Padé de orden [5/5] de la expansién per-
turbativa en comparacién con el aproximante de Padé de la solucién exacta, es decir,

2
’ . €T
en una rango mds amplio para, 57 = 3, t =1/3.
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14 ¢
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12+
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® ® ® ® ®
0.6 1 — SE
04 1 e ADP
0.2 r
‘ ‘ [n/n] ‘
2 3 4 5

Figura 3.17. Los aproximantes de Padé ADP de orden [n/n] en el limite de Dirichlet,

2
SE es la solucién exacta con 3¢ =3, ¢t = 1/3.
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Figura 3.18. En esta grafica se aprecia con mayor detalle la distribucién de los aproxi-
2
mantes de Padé diagonales ADP de orden [n/n] para los pardmetros % =3,t=1/3.
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] coeficientes \ valores absolutos \ coeficientes \ valores absolutos ‘
|col 0,7978845608028654 |do| 0,7978845608028654
ey | 7,708628950140022x 10~ |d4 | 7,70863x 1077
|eal 6,442243853128391x 10719 | |ds] 6,44224x10~10
|es| 5,250739938479641x 10~ | |ds] 5,25078x 10~
|ca] 4,17TAT6756750727x 10712 | |d4] 4,18056x 1012
|es| 3,2529064353100326x 10712 | |ds] 3,2563x 10713
|cs] 2,476751824310984x 1014 | |ds] 2,48242x 10~
|ler] 1,794539147901319x 10~ | |dy]| 1,86568x10~1°
|es| 1,1266148575684488x 10716 | |ds] 1,32728 x 10716
|col 7,03884288124861 x 10~ ¥ |dy| 1,13761x 1017
lero] 8,068910992843334x 10727 | |dyo| 1,11731x10719

Cuadro 3.4. Los valores absolutos de los coeficientes de la serie Born vs valores de los

coeficientes de la expansién en serie Taylor de la solucién anélitica, 2—‘2 =4,t=1/4.

log(c_n)
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Figura 3.19. Los logaritmos de los coeficientes |ci| de la serie perturbativa para los

2
pardmetros % =4,t=1/4.



3.2. CALCULO DEL PROPAGADOR A TRAVES DEL METODO DE PADE37

f(A)
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0 20 40 60 80 100
Figura 3.20. El ajuste del aproximante de Padé de la expansién perturbativa y el
2
aproximante de Padé de la solucion andlitica para ”;—t =4,t=1/4.
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Figura 3.21. En un rango mas amplio se puede observar cémo los aproximantes de
2
Padé se ajustan muy bién, aqui tomamos los parametros % =4,t=1/4.

f()
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® L 4 L @ @
— SE
0.5
e ADP
‘ ‘ ‘ fon),
2 3 4 5

Figura 3.22. Los aproximantes de Padé diagonales ADP de orden [1/1] hasta [5/5].
2

En esta grafica la linea verde indica el valor de la solucién exacta para % =4,t=1/4.
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Figura 3.23. Los aproximantes de Padé diagonales [1/1] hasta [5/5] en el limite de
2
Dirichlet para % =4,t=1/4
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Figura 3.24. Los aproximantes de Padé diagonales [1/1] hasta [5/5] en el limite de
2
Dirichlet ADP vs solucién exacta SE para 32 =4, t = 1/4.

Previamente, al final de la seccién 2.2, hemos mencionado brevemente un refi-
namiento del método de Padé para calcular el valor limite f(oco) que fue propuesto
por C. Bender en [11] el cual supone una mejora cuando n es suficientemente gran-
de en [n/n], respecto al método directo, en cuanto a la velocidad de convergencia.
Sin embargo hemos podido constatar a través de calculos directos y comparacion
que este método de Padé-Bender no supone realmente una ventaja significativa
respecto al método directo de Padé que ya hemos discutido. Esto significa que
para nuestro problema, con los parametros que hemos investigado, n = 5 no re-
sulta suficientemente grande como para que se pueda considerar realmente til
este refinamiento.
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ong

EDC

0,406371
0,564384
0,6909924722727255
0,7978846506816821

‘ MDI (solucién exacta.) ‘

0,406249
0,564379
0,6909925445215134
0,7978846505929439

t | ADP

1 [0,406213

1/2 | 0,56438

1/3 | 0,6909925425064445
1/4 | 0,7978346506816321

HkOO[\')}—‘wl&
Sl

Cuadro 3.5. Se muestra ADP, que es el resultado que se obtiene del aproximante
de Padé diagonal directamente, EDC es la extrapolaciéon de C. Bender y MDI es el
resultado provisto por el método de imagenes

Orden Do =18 =2 1=1/2

[1/1] 0406852 | 0,5643881140489508
2/2] 0406183 | 0,5643782975803707
3/3] 0406139 | 0,564377737784033
[4/4] 0406185 | 0,5643789936706667
5/5] 0406213 | 0,5643796746643943
solucién exacta | 0,406249 | 0,5643783480680884

Cuadro 3.6. Los aproximantes de Padé diagonales en el limite de Dirichlet vs solucion
exacta.

Orden z0—3 t=1/3 C':0—475—1/4
[1/1] 0,6909926931173802 | 0,7978846530424043
[2/2] 0,6909925403759405 | 0,7978846505564652
[3/3] 0,690992527767729 | 0,797884650186051
[4/4] 0,6909925425964445 | 0,797884650724505
[5/5] 0,6909925015224527 | 0,7978846506816821
solucién exacta | 0,6909925445215134 | 0,7978846505929439

Cuadro 3.7. Los aproximantes de Pade diagonal, en el limite de Dirichlet vs soluciéon
exacta.

En los cuadros (3.6), (3.7) se muestran los correspondientes valores de los
aproximantes de Padé en el limite de Dirichlet a orden [1/1], [2/2], [3/3], [4/4],
2

[5/5] y la solucién exacta con sus respectivos parametros 32, t. En la gréfica (3.25)
se muestra la desviacién estandar de los aproximantes de Pade diagonales [n/n]
(en el limite de Dirichlet) con sus respecto valores de los parametros. En cambio
el cuadro (3.5) vemos una comparacién de la extrapolacién de Bender (EDC)
contra la aproximacién de Padé (ADP), se aprecia en este cuadro que la ADP es
en cada caso significativamente mejor, ademdas de requerir menos célculos para
obtenerse.
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® Barra de error

! ! ! ! ! n
1 2 3 4 5
Figura 3.25. La desviacién estandar o de los aproximantes de Padé diagonales

2
[N/N], N = 1,...,5 con sus respecto valores de los parametros g—g = 1,...4,
t=1,1/2,1/3,1/4.
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3.3. Conclusiones y Discusién

En esta tesis se llevo a cabo un estudio analitico-numérico de la aplicabilidad
del método de extrapolacion por aproximantes de Padé al calculo de amplitudes
de propagacién en mecanica cuantica. Por simplicidad hemos tratado el problema
en una dimensién solamente, aunque claramente extender este calculo a tres di-
mensiones es sencillo. Podemos senalar los siguientes comentarios y observaciones
que derivan del presente trabajo:

= Como un caso de estudio muy simple estudiamos la propagacién de una
particula sujeta a un potencial estético singular V' (z) = Ad(z) (con § > 0,
un potencial repulsivo). Elegimos este sistema porque ademés de ser exac-
tamente soluble provee un ejemplo sencillo que se presta a generalizaciones
utiles en el contexto de aplicaciones al efecto Casimir, aunque no hemos
tratado con estas aplicaciones en esta tesis.

= La idea principal consistio en investigar una manera de calcular el propa-
gador en el limite A — oo en el cual la barrera se vuelve impenetrable
(anulando la funcién de onda en ella, razén por la que nos referimos a este
como el limite de Dirichlet) a partir de la serie perturbativa en potencias
de \.

= Dicha serie de potencias posee un radio de convergencia finito R, y es inade-
cuada para calcular directamente el limite de Dirichlet. La serie de pertur-
baciones es apropiada para valores que pueden considerarse pequenos de

A

= La solucién exacta en el caso de A finito o infinito se conoce a través del
trabajo previo de Grosche et al. y del método de imagenes, de manera que
tenemos la solucién exacta para comparar la extrapolacién de Padé.

= La comparacion fue llevada a cabo para distintos valores de parametros
del propagador y el resultado mostré un acuerdo excelente con las predic-
ciones analiticas. Esto significa que es posible recuperar el resultado no-
perturbativo para el propagador en este sistema simple a partir de la serie
perturbativa. Estudiamos la concordancia en un rango de parametros am-
plio, llegando siempre a concluir la utilidad del método de Padé.

= La serie perturbativa, por cierto, coincide con la serie de Taylor del propa-
gador, algo que también verificamos en nuestro analisis numérico.

= A modo de experimentacion decidimos también comparar el resultado que
obtuvimos mediante el método de los aproximantes diagonales de Padé con
un refinamiento de este método propuesto por Carl Bender, sin embargo no
observamos una ventaja de hacer esto ultimo, estimamos que la razon es
que el método de Bender supone una ventaja para valores més grandes del
orden de aproximacion n.
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= Obviamente la idea detras de este estudio es proveer las bases para que este
tipo de método se aplique en problemas més complejos donde una solucién
anaitica no se conoce de antemano. La teoria de los aproximantes de Padé
ha sido extensivamente desarrollada y contintia en desarrollo, atiin asi sigue
siendo un método relativamente poco conocido pero que tienen un gran
potencial de aplicabilidad en problemas como el que hemos analizado



Apéndice A

Algunos ejemplos de la
aproximacion secuencial de Padé

En este apéndice mostramos algunos ejemplos de la transformacion secuencial

de Padé.

A.1. Ejemplo: 1
Sea f(a) una funcién en expansién de serie de Taylor
flo) =1—(1/2)a+ (1/3)a® + - - (A1)

usando la ecuacién (2.7) e igualando los coeficientes obtenemos el siguiente siste-
ma lineal

aozb(): 1
aq 261—1/2
as :b2_ (1/2)b1+1/3

Desde luego que se considera a by = 1, los coeficientes as = by = 0 entonces

2
1
ay = 6 (A?))

Por lo tanto el aproximante de orden [1/1] la serie (A.1) se encuentra representado
como
1
_ 14 ECY
1+ 2a

[1/1]4(«) +o(a”) (A.4)

El valor que extrapolarfamos a este orden para f(co) serfa [1/1]7(c0) = 1.

43
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A.2. Ejemplo: 2

En este ejemplo calcularemos el aproximante de Padé de la funcién f(z) =
cosz a orden [2/2], o sea, [2/2];.
Sea f(z) = cosx una funcién en serie de Taylor
1 1
=1— 2?4+ -2t—. .. A5
cos T 5% 1% (A.5)
Dado que el aproximante de Padé de una funcién, se puede expresar de forma

racional,

1 1 ag + a1 T + asx?
S T Ry A.6
cos SR bo + 017 + b2 | (A.6)

multiplicando la ecuacién (A.6) por el denominador de la funcién racional,

1 1
(1 — 5952 + Zx‘l - ) (bo + bz + b2x2> = ag + a1 + as7?, (A.7)

realizando el producto de los factores e igualando los coeficientes,

ag = by,

a; = by,

as = by — (1/2)by,
—(1/2)by =0,

(1/24)b — (1/2)by = 0.

Posteriormente se considera el hecho de que by = a9 = 1, como los coeficientes
del polinomio de grado 1 tienen valores de a; = b; = 0 entonces,

5
= —— A.
ag 127 ( 8)
1
=— A.
b2 127 ( 9)
por lo tanto el aproximante de Padé de la funcién cosz a orden [2/2] es,
1— 2z
2/204(z) = —F— (A.10)




Apéndice B

Algunos resultados clasicos de
variable compleja

B.1. Teoremas de variable compleja

En este apéndice hemos resumido algunos resultados clasicos de variable com-
pleja que resultaron ttiles durante el calculo analitico del propagador en el caso
de A finita. Los teoremas, asi como sus pruebas y mucha ma&s informacién al
respecto pueden consultarse, por ejemplo en [18] y [19].

Una funcién analitica es una funcion f : C — C que es diferenciable en
el sentido complejo en una regién abierta de C. Para una funcién analitica se
cumplen varias propiedades especiales.

Teorema B.1 Sea f(z) una funcion analitica en una region R (simplemente
coneza) y sobre su frontera C' entonces

# 1 =0 B.1)

Este teorema a menudo suele llamarse teorema de Cauchy-Goursat, es vélido
para regiones simplemente conexas R. La prueba de este teorema no es trivial,
pero consiste esencialmente en partir la regién R en elementos infinitesimales y
mostrar que en cada uno la integral cerrada se anula debido a la analiticidad de
f

Como consecuencia simple de este teorema se tiene el siguiente

Teorema B.2 Sea f(z) una funcion analitica en una region limitada por dos
curvas simples C' y C entonces se tiene que

7{ f(z)dz = f(2)dz (B.2)
C Cy

Donde C' y Cy son ambas atravesadas en el sentido positivo del plano complejo
(antihorario).

la prueba es estandar y consiste en formar un contorno cerrado formado por C'y
C (siendo C atravesado en sentido horario) conectados por tramos rectos muy
cercanos atravesados en sentidos opuestos.
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B.1.1. La férmula integral de Cauchy

Si f(2) es analitica dentro y sobre el contorno C' de una regién R simplemente
conexa se satisface la formula integral de Cauchy para cada punto a € R

(o) = 5 4 I

2 Joz —a

dz (B.3)

Dado que f(z)/(z — a) es analitica adentro sobre ¢ excepto en el punto z = a,
por el teorema anterior B.2,

/(z) dz = /() dz (B.4)

cZ—a rz—a

Donde podemos cambiar a cualquier I' siempre que en la region intermedia entre
C y I' sea f analitica. Sea I' un circulo de radio € con centro en a entonces la
ecuacién para I' es [z —a] = € 0 2 = a + e¢” entonces z — a = €€’ donde
dz = ieedf )
z T ,
Malz = z/ fla+ec)db (B.5)
0

r<—a

Tomando el limite cuando € tiende a cero!

, (Z) RV o i _ .
lli% Fz—adz_g%z i fla+ee”)dd = 2mif(a)
Por lo tanto )
z
dz = 2mi B.
) 18 42— omifta (B.)

Si se deriva con respecto a, hasta orden n, usando el hecho (no trivial) de que es
posible derivar bajo el signo de integral, se obtiene la férmula integral de Cauchy:

f(a) = %ﬁ%w (B.7)

Si f(2) no es analitica en un punto a no podemos usar el teorema de Taylor
para expandir f alrededor de este punto, sin embargo el teorema de Laurent nos
permite una expansion similar, pero mas general:

B.1.2. Teorema de Laurent

Teorema B.3 Sea f una funcion analitica en la region anular R limitada por dos
circulos de radios Ry, Ry tales que Ry < Rs, y sea C un contorno simple cerrado
alrededor de a, orientado positivamente en el plano complejo y completamente
contenido en R. Entonces en todo punto z € R se cumple que

—+00

f)=) clz—a)

n=—oo

la grandes rasgos este es un bosquejo de prueba, hay detalles y sutilezas mateméaticas que
no trataremos pero que pueden consultarse en [18].
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donde los coeficientes son

N G (G I

2710 Jo (¢ — a)ntt
La parte co+c1(z—a)+c(z—a)*+- - - es la parte analitica de la serie de Laurent,
maentras el resto de la serie contiene potencias inversas de z—a, y no es analitica
en z = a, es conocida como la parte principal de la serie de Laurent. Claramente
st la parte principal es cero, la serie de Laurent se reduce a la serie de Taylor. Se

le conoce a c_1 como el residuo de f(z) en z = a.

El siguiente teorema es el mas importante en cuanto a aplicaciones de la
teoria de variable compleja al calculo de integrales reales, es el famoso teorema
del residuo.

B.1.3. El teorema del residuo

Teorema B.4 Sea f(z) una funcion analitica en una region R salvo en los pun-
tos aj en los cuales tiene residuos &, respectivamente, se cumple entonces para
cualquier curva cerrada simple C' que encierre a los puntos ay, orientada en el
sentido positivo del plano complejo, la siguiente identidad:

740 f(2)dz =2 Y& (B.8)

es decir, la integral de f(z) alrededor de C' es 2mi veces la suma de los residuos
de f en las singularidades encerradas por C.

Tanto el teorema de Laurent como el teorema del residuo son consecuencias
elaboradas del teorema de Cauchy y de la férmula integral de Cauchy, nuevamente
referimos a [18] y [19] para consultar detalles.



Apéndice C

Integrales de la serie perturbativa

C.1. Calculo de las expresiones integrales

En este apéndice mostramos algunas de las férmulas para los coeficientes ¢
que usamos durante el desarrollo de esta tesis, estas expresiones provienen de
la expansién pertrurbativa del propagador bajo el potencial V(x) = Aé(x) y
del propagador de la particula libre que estd dado por (masa m = 1, tiempo
imaginario, una dimensién espacial)

1 _ (z—x)?
K(z,z0;t,t)) = ———=€ 200
27T(t — to)

Los coeficientes se calcularon numéricamente mediante Mathematica 11.0 eva-
luando las siguientes integrales para diferentes valores de los parametros:

t o]
I = /dh/ drxy Ko(x, x1;t, 1) A6 (21) Ko (21, 205 11, 0)
0 —00

t
= )\/ dt1 Ko(x,0;¢, 1) Ko(0, 20314, 0)
0

t 22 22
= A dtI;e”(Hl) ! e
0 \2m(t —t) V2mily

z2 o3
e 2(—t1) 2t1dt1

Y
2w V(t—t)tk
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t gt 0o oo
2 = / / dtldtg/ / Kﬁ(xux2;t7t2)
0o Jo —o00 J —oc0

X )\5(.1’2)[(0(372, T, tg, tl))\(S(.Tl)Ko(l’l, Zo, tl, O)d$1d$2

t t
:V//ﬁMMMWM%@WMWWW%m

2

= )\2/ / ztz
\/ t — tQ vV 27Tt2 — tl

22
2t Xe ﬁdtldtg
A2 / / 1 _ 22 s
_ e 20—t2) " 2ty (Jt. dt

2m)372 Jo Jo V(= t2)(ta — 1)t o

t t t e} oo o0
3 = )\3/ / / dtldthtg/ / / Ko(z, z3;t,t3)0(23) Ko(xs, x2; t3, ta)
o Jo Jo —o00 J —00 J -0

X 5(1’2)K0(.T2, X1, tg, tl)é(xl)Ko(.Tl, Xo; tl, O)dxldﬂfgd.Tg

t t t
:P///ﬂﬁﬂ%@M@&Wm@m&wmmmmmm

A3 gttt 1 2 4
= = / / / ¢ 20T B0 dt dtydty
A Jo Jo Jo (t —t3)(ts — ta)(ta — t1)ts

t t t t o0 o) e’} [e%s}
I = /\4////dt1dt2dt3dt4/ / / / Ko(w, 245, 14)0(04) Ko(4, 135 14, 13)

X 6(x3)Ko(ws, x5 t3, 12)0(22) Ko (22, 215 2, 11)0(21) Ko(21, 705 11, 0)dw 1 drodrsday

= / / / / dtldtgdtgdt4Ko(l' 0 t t4)K0(0 0; t4,t3)

X K()(O O tg,tg Ko O 0 tQ,tl)Ko(O $0,t170)

1
= e 2“ t4) 2t1 dtldtgdtgdtz,L
(2 5/2/ / // VIt —t)(ts — t3)(ts — to)(ta — 1)t
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15

IG

t t t t t 00 00 00 00 00
S / / / / / dtydtadtsdtdts / / / / /
o Jo Jo Jo JoO —00 J —00 J —00 J —00 J —00

Ko(x, w551, t5)0(w5) Ko (25, 243 15, t4)
O(x4) Ko(za, x3; s, t3)0(23) Ko (x5, a5 t3, 12)

0(w2) Ko(x2, 213 b2, t1)6(21) Ko (21, 205 t1, 0)d 1 drodrsdrsdas

/\5/ / / / / dtldtgdt3dt4dt5K0([E O t t5)K0(O 0 t5,t4)

K()(O 0; t4,t3)K0 O 0: tg,tQ)Ko(O 0: tQ,tl)KO(O l'o,tl,())
1 o zg

e it 24
—tg)(ty — t3)(ts — t2)(ta — t1)th

dt dtodtsdt,dts

t pt opt ot opt pt
)\6/ / / / / / dtldtzdt3dt4dt5dt6
/ / / / / / Ko(, 2651, 6)0(w6) Ko (w6, T5; te, t5)

0(5) Ko(5, w43 L5, 14)0(24) Ko (24, 235 14, L3)

5(1‘3 Ko 1'3, T, t3, tg {L'Q)Ko(l'g, T, tg, tl)é(ﬂfl)Ko(l'l, Zo, tl, 0)d$1dl‘2dl’3dl‘4d$5d$6

/\6/ / / / / / dtldtgdtgdt4dt5dt6K0((L’ 0 t t6>K0(0 O tﬁ,t5)

K()(O 0: t5,t4 Ko O 0: t4,t3 Ko(o 0: tg,tQ)Ko(O 0: tg,tl)Ko(O Z‘o,tl,())

(2 7/2////// V(t —t6) tﬁ—t5)(t5—t4)1(t4—tg)(tg—tg)(tQ—tl)t

(& 2@ tﬁ) 2'51 dtldtgdtgdt4dt5dt6

)\6 t t t t t t t
T / / / / / / / Aty dtydtsdtydtsdtadts
(27) o Jo Jo Jo Jo Jo Jo
1

VIt —t7)(tr —to)(ts — ts)(ts — ta) (ta — t3)(ts — t2) (t2 — t1)1y

22

12
e~ T I dty dbydtsdtydtsdtedts

X
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/\8 t t t t t t t t
) T — dt dtodtsdt,dtsdtedt-dt
g |, [ sttt
1

VIt —ts)(ts — to)(tr — t6)(te — t5) (5 — ta)(ta — t3)(ts — t2) (12 — t1)ta

2 2

xXe 2<t{t8) 7ﬁ dtl dtgdtgdt4dt5dt6dt7dt8

)\9 t t t t t t t t t
[9 = —5/ / / / / / / / / dtldtgdtgdt4dt5dt6dt7dt8dt9
@m)> Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo
1

V(= to)(tg — ts)(ts — t7)(tr — to)(ts — t5)(ts — ta) (ta — t3) (3 — t2)(t2 — 1)1a

2 2

X e P09 Bty diydtsdtdtsdtedt-dtsdt

)\10 t t t t t t t t t t
]10 = —11 5 / / / / / / / / / / dtldtgdtgdt4dt5dt6dt7dt8dt9dt10
2m)2 Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo
1

V(t = t10)(tio — to)(te — ts)(ts — t7)(tr — t6)(ts — t5)(ts — ta)(ts — t3)(ts — t2)(ta — t1)ty

2

z2 g
xe 0 I dty diydisdtydisdtedt-disdtodty

X

X

X
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