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Introduccion

La mecénica cudntica proporciona una descripcién fundamental de la naturaleza, las ecua-
ciones de onda en fisica cudntica nos proporcionan informacién sobre el comportamiento
de la materia y la energia. El tratar de describir dichos fen6menos a estas escalas conlleva un
sinfin de dificultades matematicas.

Uno de los elementos importantes dentro de este &mbito es el llamado propagador [1], éste
es capaz de proporcionarnos la funcién de onda de un sistema dada una funcién de onda
inicial en un intervalo de tiempo. Existen pocas soluciones exactas para propagadores para
funciones de onda, en general es un problema complicado de resolver més atin si hablamos

de propagadores en espacios curvos.

En este trabajo de tesis buscamos el propagador de una particula libre en un espacio curvo
de dimension n, dicho espacio tendrd una métrica conformalmente plana relacionada con

el espacio Euclidiano.

Para la busqueda del propagador es necesario conocer dos elementos importantes, primera-
mente como se modifica la ecuacion de Schrodinger bajo una transformaciéon conforme [2]
yla otra es que dicha transformacién tiene asociada la llamada funcion caracteristica o factor
conforme, el caso de dimension 2 es muy especial, debido a ciertas propiedades matematicas
existe un gran nuimero de transformaciénes conformes, jexistird igual nimero para dimen-
siones n = 3? En este trabajo se exponen las condiciones tedricas necesarias que se deben
cumplir para encontrar dicha funcién en R” con n = 3 ademas se realiza el célculo explicito

para encontrar dicho elemento.

Buscamos ademads la relacion existente entre la curvatura del espacio y la funcién caracteris-
tica, mostramos las expresiones para los propagadores para dimensiones mayores o iguales

a tres y se examinard de manera general un ejemplo concreto para el caso 2 dimensional.
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Capitulo 1

Ecuacion de Schrodinger, propagador

cuantico y transformaciones conformes

1.1. Ecuacion de Schriodinger

Como sabemos la ecuacion de Schrédinger describe la evolucion temporal de una particula

masiva (subatémica) con una naturaleza ondulatoria en el régimen no relativista.

Esta descipcion puede ser extendida a espacios curvados (variedades de Riemann), debemos
tomar en cuenta que todos los elementos con los cuales se describen las ecuaciones como

son los gradientes y laplacianos deben estar bien definidos.

Por lo tanto la ecuacién de Schrodinger en un espacio curvo toma la forma
20 0 x, 1) L Agpx, 1)+ V(X DX, 1) (1.1)
in—px 1) =—-—— X, X, X, 1), .
ar? om &Y ¢

donde Ay es el operador de Laplace-Beltramiy V (x, #) una funcion potencial.

Para una particula libre
2

0 h
zha(p(x, 1) = —%Ag(p(x, f). (1.2)

1.2. Propagador

La cantidad K(x, t;X/, t') se conoce como la funcién o propagador de Green [1]. Describe el
efecto de una onda (X, t'), que estaba en un punto x’ en el pasado (en tiempo ¢’ < t), sobre

laonday(x, t), que estd en el punto x en el tiempo posterior ¢, en otras palabras el propagador

1



CAPITULO 1. ECUACION DE SCHRODINGER, PROPAGADOR CUANTICO Y TRANSFORMACIONES CONFORMES 2

permite encontrar la funcién de onda de un sistema, dada una funcién de onda inicial y un

intervalo de tiempo. La nueva funcién de onda esté especificada por la ecuacién

WX, 1) :fd”x'K(x, X, thyx, ), t>7. (1.3)

Conocer K es equivalente a la solucion fundamental de la ecuacién de Schrodinger

0 1
ih(&—H) Kx, 1%, 1) = —6(1 = 110" (x=x), (1.4)

donde H denota el hamiltoniano escrito en términos de las coordenadas x y 6(x) denota la

funcion delta de Dirac.

Este propagador también se puede escribir como la amplitud de transicion [3]
K, 6;x, 1) = x|U(1, 1)X), (1.5)

U(t, t") es el operador unitario de evolucién temporal para el sistema que toma estados en el

tiempo t' a estados en el tiempo 7. Tenga en cuenta la condicion inicial impuesta por
lim K(x, t;x,t) =6"(x—-X). (1.6)
t—t
Para el caso n-dimensional el propagador de una particula libre
n
K t;x, 1) = [ K(xq, £ x5, ). (1.7)

q=1

con la condicion de frontera

Kx t;x,t)=0, t<t. (1.8)

1.3. Ejemplos de propagadores

1.3.1. Propagador de la particula libre unidimensional

Como se muestra en [3], en el espacio de momentos

1 o0 ip(x-x) ip?u-1t)
K, t;x,th=0(t-t (—)f dp' - ] 1.9
(o, y=0(e=r) |3 2] | dplexp|— 2mh (1.9)
la integral puede ser evaluada dando como resultado
K(x rx t')-@(t—t,) Lex [M] (1.10)
S omini—1) P | oni— | ’

1.3. EJEMPLOS DE PROPAGADORES
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1.3.2. Propagador del oscilador arménico

En [4] y [5] se expone una manera en la cual se calcula el propagador para el oscilador armé-

nico cuya expresion tiene la forma

H ; 2 2 ! /
—imuw imw (x“+x°)cosw(t—t)—-2xx
K, t;x' t’):@(t—t')\/ ( ) k) . (11D

2nhsinw(t—t') exp 2h senw(t—1t')

1.4. Transformaciones conformes

Definicion: Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Un difeomorfismo f: M — M es llamado
una transformacion conforme [2] si conserva la métrica hasta una escala, en términos de

componentes

oy ayP 20(p)
5o av Sap[ () =7

donde e’ es una funcién estrictamente positiva y es llamada la funcién caracteristica del

guv(p) oeF (M), (1.12)

mapeo conforme f o también como factor conformey & el conjunto de funciones suaves en
M, f cambia la escala localmente.

Un resultado de gran importancia es aquel que dicta que para cualesquiera dos variedades

Riemannianas (M, g), 2-dimensionales estas son conformalmente planas.

Esto puede mostrarse al tomarse (x, y) las coordenadas locales originales con las cuales la

meétrica toma la forma

ds? :gxxdx2+2gxydxdy+gyydy2. (1.13)

Sea g = gyxgyy— gfcy, de tal manera que

— Vg

ds? —(\/gxxd + )(‘/gy dx + dy|. (1.14)

XX XX

De acuerdo con la teoria de las ecuaciones diferenciales, existe un factor integrante A(x, y) =

Al(x’J’) + i/lZ(x) J/) tal que

(\/gxxd +gxy \/_ ) = du+idvy, (1.15)
XX
_ —1i
A(‘/gyydx+gxy—\/§dy) = du-idv. (1.16)
XX

Entonces ds? = (du® + dv?)/| 1|72 y denotando a 1|72 = €27, tenemos el sistema de coorde-

nadas deseado.

1.4. TRANSFORMACIONES CONFORMES
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1.5. Transformaciones conformes en el espacio Euclidiano

1.5.1. Transformaciones conformes en el plano

Teorema: Sea f : U c R? — R? de la clase C! con Jacobiano no nulo. Entonces f como un
mapeo es conforme siy solo si f, en funcion de la variable compleja z, es holomorfo o anti-

holomorfo.
La demostraciéon del teorema anterior se encuentra en [6] paginas 79-80.

Asivemos que el plano es rico en mapeos conformes; en particular, cada funcién holomérfica
en un conjunto abierto U con derivada que no se anula es un mapeo conforme. Para observar
esta abundancia de manera mds dramética, establecemos el celebre Teorema de mapeo de

Riemann.

Definicién: Decimos que un conjunto U c R? es simplemente conexo si cada curva cerrada
simple que se encuentra en U es contraible dentro de U (o de manera equivalente tiene su

interior en U).

Teorema: Sea U un conjunto abierto, conexo, simplemente conexo < R? distinto de R? en si.
Entonces existe un mapeo conforme uno a uno f de U en el disco unitario abierto (Figura I).

Para la demostracion véase [7] pagina 337.

Figura 1

1.5. TRANSFORMACIONES CONFORMES EN EL ESPACIO EUCLIDIANO
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1.5.2. Transformaciones conformes en tres o mas dimensiones

Como se mostré hay un gran nimero de mapeos conformes en el plano, la pregunta a realizar
es ;existe la misma abundancia de mapeos conformes en R” para n = 3?

El teorema de Liouville establece que cualquier mapeo conforme suave en un dominio de R”,
donde n > 2, puede expresarse como una composicion de traslaciones, transformaciones de
similaridad , transformaciones ortogonales e inversiones: son transformaciones de Mobius
(en n dimensiones) [6], esto significa que dichas trasformaciones toman la forma

X—a)

y(X) :b+ﬁA|(X_—a|€, (1.17)

donde a, b son vectores de R", f € R un escalar, A una matriz de rotacién cone =00¢ =2 [8].

1.5. TRANSFORMACIONES CONFORMES EN EL ESPACIO EUCLIDIANO



Capitulo 2

Ecuacion de Schrodinger, escalar de
curvatura bajo una transformacion

conforme y propagador conforme

2.1. Ecuacionde Schrodinger bajo una trasformacion confor-

me

La ecuacién de Schrédinger para una particula libre en un espacio curvo estéd descrita por
Ec.(1.2), ahora bien tomando una métrica conformalmente plana relacionada con el espacio
Euclidiano mediante una transformacién conforme (g;; = e*®5;1), el operador de Laplace-

Beltrami toma la forma (Apéndice [A])
Ag=e (V24 (S -1)ave.v), @.1)

donde V? el operador de Laplace, n la dimensién del espacio, ® = ®(x) una funcién que solo
depende de x y @ una constante.

Tomando 7i =1y m =1, Ec.(1.2) adopta la forma

i%(p(x, £) = —%e‘mb (v2+ (g— 1) ave-v)px, 0. 2.2)

7



CAPITULO 2. ECUACION DE SCHRODINGER, ESCALAR DE CURVATURA BAJO UNA TRANSFORMACION CONFORME Y PROPAGADOR
CONFORME

2.2. Propagador conforme

Tomando todas las condiciones que tiene el propagador descrita en el capitulo 1 considera-

remos el siguiente propagador

Ax, x,t) = 0(-thKx t;X,t)
Kx tx,t) = *Mkx x,1), (2.3)

donde k(x, £;x',t") = 6§(x—X') cuando ¢ — ¢/, ©(t — t') la funcién escaléon de Heaviside, ®(x)
alguna funcién y 6 una constante.

Sustituyendo Ec.(2.3) en Ec.(1.3)

0 1
i—Rx X, 1) =—=—ARx X, 1),
3 ( ) i ( )

X k(x, 1;x/, 1))

%Ag ("™ kx, 1%, ) + il = =—ie"®W5(1— 8" (x-X).  (2.4)
Dado que
V(Ee'®k) = & [Vk+0k(VD)],
V2(e?k) = e9P[V2k+0kV D +20VD-Vk+62|VO*k]. (2.5)

Tenemos entonces

Dg(e®K) = e V2 + V2D + (20 + (g ~1)a) (Vo) +(6? + 0 (g ~1)) Iver| k,

(2.6)
tomando 6 = —a (2 -1)
1 (n 1 n 2
Dg(e"k) = |V Ca(S-1)VEo-—a? (S -1) |vc1>|2] k.
2 \2 4 2
(2.7)
Definiendo a V, ¢ como
1 (n 2 1 ,(n 2 2
Veff_za(§—1)v O+ a (5—1) Vo, (2.8)
Ec.(2.4) toma la forma
1 0
> (V2 =Verp) k(x, X, ) + ie“‘“’“ak(x, 6x, 1) = —e**™i5(t— )" x—X)). 2.9)
Por lo tanto para encontrar k(x, £;X/, t') debemos encontrar soluciones a la ecuacién homo-
génea
L (V2 Vopp)k 0% 0 ji ) =
E( —Verf) k(x, 1)+ ie 5 kx 0 =0. (2.10)

2.2. PROPAGADOR CONFORME
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CONFORME

2.3. Escalar de curvatura bajo una transformacién conforme

Para una métrica

Euwv=¢€¢ 8uv
se tiene que
glp - g_/lp,
Q
donde g* = g_lle’ sil=p, G=(gy,) diagonaly Q = e2®.

Los simbolos de Christoffel con la métrica G = (g 1) estan dados por

=1 1_1 — — —
ruv = Eg P (aﬂgpv +avgpp - apgpv) :

Por lo tanto
_/1 ~ ~ ~
Por definicién el tensor de Riemann con la métrica G esta dado por
—K =K =K =p =K =p =K
R/l’uv = OIJF/IV - OVFML + FM,FP“ - F/wrpv,
Ry, =RY —g,1B"+ g Bo6% — geaBS6N BX
Ay = 0 = EvaDy + 8ea D0y — 8eAbvOy + Eua by
donde

~ ~ ~ z ~ 1 ~_  ~
BZ — _a'uq)gK/la/lq) + gKA ((3“0/1(1) — T:Magd)) + Eg/l‘f (0/1(1305(1)55)

~ o~ ~ ~ 1 ~ o~
~g40,®0,® + g** (aua 2 &-T, Aagb) +3 gt (a Acpa,gcbag) .

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Notese que Byy = gy lBﬂ = By, de tal manera que el tensor de Ricci en términos de G esta

dado por E,W = 6{}E§uv.
Con lo cual

Ry = Ry — 8uBY — (n—2) By,
donde 7 es la dimension del espacio.

Entonces el escalar de Ricci toma la forma

R = "Ry
= %ﬂv (va - g,LWBi1 —(n— Z)Buv)
_ é (" By~ nB} - (n-2)B})
_ é (R-202-1B}).

(2.18)

(2.19)

2.3. ESCALAR DE CURVATURA BAJO UNA TRANSFORMACION CONFORME



Capitulo 3

Busqueda del factor conforme para R” con
n = 3ysurelacion entre V. s y la curvatura

del espacio

3.1. Bisqueda del factor conforme paraR" con n =3

Dado el mapeo descrito por Ec.(1.17) y la manera de medir distancias estd dada por

0y; 0y;
2 _ _ l 1
ds*=dy;dy; = _axj o dx;jdx, 3.1
encontrar —gi’f —gi"' conlleva identificar el factor conforme.
j k

Notemos que

0yi 8 Ai10 1k _eAil(xl_al)(xp_ap)6pk
0xi |x—al¢ |x —al¢+2
Ix—al*A; 6k —€eAi(x; — ap) (xp — ap)6 pi
= , (3.2)
|x—a|€+2
definiendo a |X| = [x —a]
oyi __ P
ax; =X IXI* Aj16 1k — € Ain X Xpb pic | (3.3)
oyi _ B
axl- = e |X|2Aim6mj—eAimeXq6qj], (3.4)
j
dy; dy; B2
ai/l' 03:,1 = X IXI1* Ai1 Aim® 16 mj —€|X|2(Aiz5lkAim5ququ+Ail5pkAim5ijsz)
j
+62Ai,A,~mX,XpXqu6pk5qj], (3.5)

11
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0yi 0yi  _ p*
ax]' 0xy. |X|2€6+4

+e2Ai1AiszXkaXj],

9yidyi _ P
ax]' ka |X|2€+4

oyi dyi _ P
ax]' 0xp |X|2€

[6jk —ZGX]'X]C +€2X]’Xk],

X

con X = X

Tenemos entonces

ayi dy: P
=L o e,
ax]’ 0xp |X|~€
puese=00¢€=2.
De tal manera que
eafl): :62 :(i)z
IXj2e \[Xle) ’

encontrando que

a=2, ®=In(f)—eln(X]).

3.2. Factor conformeyV, s
Dado que
1 (n 2 1 ,(n 2 2
Veff_za(§—1)v O+ a (5—1) VoP,

utilizando el resultado de Ec.(3.11)

— e 1) w2 2(m ) 2
Verr= 6(2 1)v (In(XD) +e (2 1) IVAn(XD)I%,

como
V(in(X)) = X
I
1
V(In(X]) = —,
(In(1X])) XP

IX|* A Asj - €|X|2(AikAimeXj + AilAinle)

IXI*8 . — 2¢[X1* X} X +62|X|2Xij],

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)

3.2. FACTOR CONFORME Y Vgpp
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Veff: —€(g—1)#+52 (g_l)z #,

Veff:g(’llx;lzz)(e(g—l)—l),

en-2)e(n-2)-2)

Veff = Z X2 )
0 si €=0

Verf= (3.13)
020D G enp

3.3. Relacion de V. yla curvatura del espacio

Utilizando la métrica descrita por (2.11), con g;x = 8 y ® = a®/2, el tensor y escalar de Ricci

toman la forma

Ei]’:—ﬁijBll—(n_z)Bij; (3.14)
_ -2(n-1
g = 20 Dpl (3.15)
Q
con
Bij = (a)a.a.q) (a)za"l)@-fb 16-- azvq>2 3.16
ij = 1509 o) 9 ]+§l](5)| 1% (3.16)
B! = (%) 2o+ (&) (2-1)vor - v (3.17)
1= \% 2) 2 n—z2 ¢ '
Paraelcason=2
_ (04
Rij=-0iB] ==5i;(5) V0, (3.18)
_ —2
R = —2Bl=—26" (%) 20 = — e V20, (3.19)
Q! 2

Para el caso donde n =3

Rij = 63 (%)veff -n-2)(3) (aiajcp— (5)aiva 0+ %5” 5) |V<1>|2) . (3.20)

3.3. RELACION DE Vgrr Y LA CURVATURA DEL ESPACIO
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2(n—-1) 2(n-1) _,o

mveff:— (n—Z) e Veff (321)

R=-

Del resultado anterior podemos concluir lo siguiente:
» Paraelcason=2,V,rr=0pero R=—ae **V20.
» Si n=3también V. =0 pero R=0.

Paran=4
» Sie=0setiene que V.rr =0y por lo tanto R=0.

» Sie=2,Verr#0,conlo cual
2(n-1)(n-3)

iz X2, (3.22)

R=-

3.4. Propagador, ecuacion de Schrodingery V., ;¢

Recordando que Ec.(2.9) y Ec.(2.10) describen el propagador como la ecuacién de Schrodin-
der de una particula libre respectivamente bajo el efecto de una transformacién conforme

1 0

> (V2 =Vepf) k(x, ;X 1) + ie*P® —atk(x, £:x, 1) = —e*®®is(r— )6 x—X),
1 2 . ad(x) 0
E(V —Verr) kx, 1) +ie —atk(x,t)zo.

Ahora bien, dado que ya conocemos expresiones para e**® y v, £f cuando n = 3 también es
posible encontrar expresiones para las ecuaciones antes mencionadas

3.4.1. Cason=2

Como se expuso anteriormente para el caso 2-dimensional existe un gran nimero de trans-
formaciones conformes, ademas para este caso V. = 0 conlo cual Ec.(2.9) y Ec.(2.10) toman

la forma

1 d
Evzk(x, 6%, 1)+ ie“q)(x)ak(x, 5%, 1) = —e®®™i5(r— )62 (x—X), (3.23)

1 o
zvzk(x, 1)+ ie*®® ak(x, ) =0. (3.24)

El efecto de la transformacién conforme se hace evidente pues modifica el término temporal
haciendo que dichas expresiones no coincidad con las expresiones que describen la propa-

gagacion de una particula libre.

3.4. PROPAGADOR, ECUACION DE SCHRODINGER Y Vg ff
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3.4.2. Cason=3

Como se observa a través de Ec.(3.13), V. s = 0, el parémetro € arroja dos resultados posibles
para el factor conforme.

Cuandoe=0

1 o
5vzk(x, 6x, 1) + iﬁzak(x, 6x, 1) =-ip?5(t - 183 (x—x)), (3.25)
1vzk(x )+ iﬁzgk(x =0 (3.26)
2 ' or '
Cuandoe=2
1vzk(x Xt + i'B—Z—k(x 6x, 1) = —i—26(t— 63 (x—x') (3.27)
2 ) M M |X|4 al’ ) ) ) |X|4 ) .
lvzk(x 1+ i—zgk(x =0 (3.28)
2 ’ X|4ar ’

Aunque no existe el efecto de V¢, en ambos casos existe modificaciones en el término tem-
poral.

3.4.3. Cason=4
Cuando € =0, V. =0, por lo tanto

1 d
5v2k(x, 6x, 1) + iﬁzak(x, 6x, 1) =-ip?5(t- 16" (x—x)), (3.29)

1 0
—V2k(x, 1)+ if*=k(x, 1) = 0. :
2 xD+ip atk(x 1)=0 (3.30)

Por Ec.(3.13) cuando € = 2, V¢ # 0, de tal modo que

1(_, (n-2)(n-3) B0 B

E(V —T) k(X, t;X,, l'/)+l|)(76—tk(x, t;X,, t,):—lWa(t—l’,)én(X—X,), (331)
1 (n—2)(n-3) 20
V- ———— kx, 0 +i——kx, 1) =0. .32
2( X7 ) (0% 0) + iy =K%, 1) =0 (3.32)

El estudiar la propagacion de una particula libre en un espacio curvo bajo el efecto de una

transformacion conforme arroja resultados interesantes.

3.4. PROPAGADOR, ECUACION DE SCHRODINGER Y Vg f
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Primeramente uno de los efectos de la transformacién conforme puede apreciarse a través de
la accion de un “potencial efectivo” V, ¢ ¢. Para los casos de dimension 2 y mayores o iguales
a 3 (cuando € = 0) dicho potencial es cero pero el efecto de la transformacién conforme atn
se hace presente al modificar el término temporal. Mientras que en el caso de dimension
n =4 cuando € = 2 presenta el efecto tanto del “potencial efectivo” como la modificacién en
el término temporal.

En el siguiente capitulo buscaremos expresiones analiticas para el propagador en los casos
cuando n = 3 y también exploraremos un ejemplo para el caso 2-dimensional.

3.4. PROPAGADOR, ECUACION DE SCHRODINGER Y Vg ff



Capitulo 4

Solucion general a las ecuaciones

homogéneas y propagadores

Para encontrar el propagador, se propone como la superposiciéon del producto entre la fun-
cion de Green espacial y temporal, se aplicara el método de separacion de variables. Durante
la aplicacién de dicho método surge la constante v2 (constante de separacion), en la formu-
lacién del problema, fisicamente hablando, esta constante corresponde con los autovalores
de energia E del sistema. Dicho espectro de energia puede tomar valores en todo el intervalo
(0,00).

De esta manera el propagador estd dado por
(e9)
kx, ;x,t') = f Gy(x,x")H,(t,t")dv.
0

Dicho propagador debe contar con las siguientes caracteristicas:

lim K(x, t;x/, t)
t—t'

o0
6"(x—-x) :f G,(x,x)dv,
0

!

Kx t;x,t) = 0 t<t.

Para la construccién del propagador se tomaran los casos € = 0y € = 2 por separado. Para el
caso donde € = 2 es necesario encontrar soluciones a la ecuacién homogénea descrita por
Ec.(2.10).

El caso 2-dimensional como fue descrito anteriormente es una caso especial, debido al gran
numero de transformaciones existentes, se tomara un ejemplo particular para explorar este

Ccaso.

17
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4.1. Propagador parael casoec =0

La propagacion de una particula libre sometida bajo una transformacion conforme esta des-
crita por Ec.(2.9)

1 0

5 (V2 —Verr) k&, X, 1)) + ie“q)(x)&k(x, X, 1) = —e*®®is( - )6 (x-x).

Para el caso donde € =0 con n = 3, V¢ = 0, ademas el factor conforme descrito por Ec.(3.10)
toma el valor de

ead) — ﬁZ
donde B e R.
Por lo tanto Ec.(2.9) toma la forma

1 0
5vzk(x, 6x,t) + iﬁzak(x, 6x, 1) =—ip*5(t—t)o"x—x)), (4.1)

utilizando el cambio de variable ¢ = 527, la ecuacién anterior puede expresarse como

1 0
Evzk(x,r;x’,r’) + iak(x,r;x’,r’) =—-id(r-1)0"x-X), 4.2)
pues
o(t—1")
S(t—t)=6fP(r-1") = —F

Notese que Ec.(4.2) corresponde a la ecuacion diferencial asociada a una particula libre con
tiempo 7 cuyo propagador es

n (xg—xp)?

nl2
kx,7;x,7)=-0( - '(—) lw, 4.3
x7;x,7) (t—-1) Py }:[le (4.3)

de tal manera que

/12 12
’32 niz p ; 5 (xq xLI,)
m H e 20—t (4.4)

kx, t;x,t)=-0(t/B*-1'1p% (
q=1

Recordando que la transformacién conforme en su forma general esta descrita por Ec.(1.17),
cuando € = 0 esta toma la forma

yx)=b+pA(x—a),
observando que dicha transformacion consiste en traslaciones, dilataciones y rotaciones.

La expresion descita por Ec.(4.4) esta reescalada por el factor 3, dicha expresion corresponde
a la del proprogador de una particula libre que ha sufrido una traslacién y una rotacién en
el espacio, notese que dicha expresion se reduce al propagador de una particula libre en el

espacio plano cuando % = 1.

4.1. PROPAGADOR PARA EL CASO e =0
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4.2. Propagador parael casoc =2

Ahora que el caso € = 0 ya fue abordado, buscamos solucionar el mismo problema, la bus-
queda del propagador cudntico para el caso donde el pardmetro € = 2. El valor del parametro
€ dota de nuevas caracteristicas a las ecuaciones a resolver.

Para el caso 3-dimensional el valor de V,. s r nuevamente es cero pero el factor conforme toma
la forma

2
ad _ :6
G
de tal modo que las ecuaciones a resolver son la siguientes:
,32 0 2

1 2 ! 4! I A N . I\ 3 !
EV k(x,t,x,t)+l@a—tk(x, t,x,t)——lwé(t—t)é x—-x),

2

1 0
~v2 , L 1) =0.
> k(x t)+z| |46tk(x =0

Cuando n=4, V¢ #0, el factor conforme tiene la misma forma que el caso 3-dimensional

y por tanto las ecuaciones a resolver son la siguientes:

1(_, (n-2)(n-3) . B o . B

E(V —T) k(X,t,X,, t/)+l@ak(x, t,X/,lJ):—lwé(t—t/)én(x—){,),
1 (n-2)(n—-3) 290
- Vz—— ] J A ) = *
2( X2 )k(x t)+l|X|40tk(x Hn=0

Ahora bien buscaremos construir los propagadores cuédnticos a partir de las ecuaciones an-
tes mostradas, primeramente abordaremos el caso 3-dimensional, se buscara solucion a la
ecuacion homogénea, posteriormente se construirdn las funciones de Green (espacial y tem-
poral) y a partir de estas se construird el propagador, el procedimiento para el caso n =4 es
exactamente el mismo.

4.2.1. Solucién de la ecuaciéon homogénea (1 = 3)

La ecuaciéon homogénea que describe una particula libre en dimension 3 esta descrita por
1 20
—V2k(x, 1) +i——=—k(x,1) =0, (4.5)
2 IX|* ot

para resolver la ecuacion anterior recurrimos al método de separacién de variables.

Primeramente supondremos que k(x, t) = f X, (dv.

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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De tal manera

|X|4 "62 b
v — (1) =
Y 5 T =
Esto ocurre si
XI* , 2
—V v = -V,
oo ™ Y
21/32 )
Tv(t)dtTvm = v, (4.6)

con v una constante de separacion, en general esta constante puede ser compleja.

Solucion de la parte espacial y temporal

Dado que |X| = [x—a|, sin pérdida de generalidad tomamos a = 0, de esta manera |X| = r.

4
vz 4 - 2)
o v
2

szv(x) + ﬁfv(x)

|
I
<

I
e

Utilizando nuevamente separacion de variables en coordenadas esféricas

Ry
fv(X)ZZ L )

I,m

Yi,m (6, ).

Las ecuaciones y el método de solucion que resultan de la separacién de variables se presen-
tan en el Apéndice B.

Para la parte radial

Ri(r) = r”ZZH%(%)
- rl/z(A]l+%(¥)+BNl+%(‘;/)), (4.7)

con J;, 1y N, 1 las funciones de Bessel y Neumann de orden [ + 1/2 respectivamente [9] y
A, B constantes arbitrarias. La solucion para la parte angular corresponde a los arménicos
esféricos Y7 ,(0,¢) [9].

Para la parte temporal la solucién correspondiente es

V2
T,(t) =Cexp (_12,62 ) (4.8)

con C una constante.

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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Solucion general

La solucion general a la Ec.(4.5)
2

2222+%(%)linA9,¢)exp(—i¥1—t)dv. (4.9)
I,m

_ -1/2
kmn—Crlj‘ 2

0

4.2.2. Solucién dela ecuacion homogénea (1 = 4)

Dado que en dimensiones mayores o iguales a 4 la ecuacion a resolver es

1 (n-=2)(n-13) 2 9
v == = , — —k(x, 1) =0.
5 X2 kX, 1) +1i X[ atk(x =0

Haciendo las mismas consideraciones que en el caso 3 dimensional, recurriendo a la separa-
cién de variables y utilizando coordenadas polares n-dimensionales [10] es posible encontrar

la solucion a la ecuacién anterior.

Solucién de la parte espacial y temporal

Por lo anteriormente mencionado la ecuacién a resolver es

1(_, (n-2)(n-3) p* o B
v _T) K6 0+ 155 k6 1 =0, (4.10)

Aplicando nuevamente separacion de variables

k(x, t)

ffv(X)Tv(t)dv,
® = ) Ripy(N®™(Q).
Im

Definiendo ademads a u = (n —2)(n — 3), las ecuaciones a resolver son las siguientes

4

2ip* d o,
Toai® = v (4.12)

con v una constante, en general dicha constante puede ser compleja.

Para la parte radial

_ %
Rl,N,v(r) =r N/ZZp (;) y (4.13)

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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con

N

v

2,

/

donde Z, (¥) = AJ, (%) + BNy (%), Jp y Np las funciones de Bessel y Neumann de orden p

N\2
l+3) +(N)(N -1,

p

respectivamente, con A, B constantes arbitrarias.

La solucion para la parte angular 2/ (Q) corresponde a las funciones hiperesféricas armoéni-

cas [11] que viene expresada por los polinomios de Gegenbauer [12].

Para la parte temporal la solucién correspondiente es

V2
T,(f) = Cexp(—zﬂt), (4.14)

con C una constante.

Por todo lo anterior la soluciéon general a la Ec.(4.10) es

2

v Ve,
232

koo =CrV2 | IZZp(r)@lm(Q)exp(—i )dv. (4.15)

4.2.3. Funciones de Green espacial y temporal paran =3

Recordando que la intencién principal es encontrar el propagador a

1 2 . 29 . 2 3
EV k(x, t;X,, [,)‘f‘ l@ak(x, t;X/, t,) = —lwé(t— t')5 (X—X/),
0
Vi, X, 1) + 2iﬁ2Ek(x, 6x,t) = -2ip*6(t— )63 x—x). (4.16)

Ahora que se conoce la solucion general (Ec.(4.9)) a la ecuacién homogénea (Ec.(4.5)), pro-
cederemos a encontrar la funcién de Green (G,) asociada a la parte espacial y temporal(H,).

Tanto la funcién de Green espacial como la temporal deben satisfacer lo siguiente (por sepa-
racion de variables)

2
V2G,(x,x) + %Gv(x,x') = 2if25%x—x), 4.17)
dH,(t,t 2
Zl(t ) _ 2;[32 Hy (1, 1) = 6(1— 1. (4.18)

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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Funcién de Green espacial

Utilizando coordenadas esféricas, la funcién de Green espacial debe satisfacer lo siguiente

oo
Gvxx)=) Y &Y, 0, ¢)Ym0,), (4.19)
I=0m=-1
)
$x—-x) = —2i ﬁzé(r ”Z Z Y76, Y10, 0), (4.20)

=0m=-1

de tal manera que g;,(r, r) (funcion de Green radial) debe satisfacer la siguiente ecuacién

1d*(rgiv(r,r"))  1(1+1) 5(r )
; gc-l;/z - r2 glv(r r ) + gl V(r r ) = Zlﬁz (4.21)
donde g; (1, r') satisface la ecuacion homogénea
1d%(rgiy(r,r"))  1(1+1)
- BLv - g+ —gz v = (4.22)

r dr? r2
Podemos encontrar la funcién de Green radial apartir de la Ec.(4.7), la construccién de la

funcion de Green puede encontrarse en el Apéndice C.
Por lo tanto la funcién de Green para la parte espacial para n =3 es

m
G,(x,x) = ZVﬁ Z Z M

I=0m= >T<

Y, 0,0 Y1,n(6,9), (4.23)

donde j; y hg” son las funciones esféricas de Bessel y Hankel de orden [ respectivamente,

Y1 m los armoénicos esféricos ademas r< = min(r,r') y r> = max(r,r') con x| = ry [X'| = 1.

Funcién de Green temporal
Notemos que la funcién de Green asociada al operador d; +7y es ©(t)e” " [13], por lo tanto

H,(t,1) :G)(t—t')exp(—z—ﬁz(t—t)) (4.24)

4.2.4. Funciones de Green espacial y temporal para n >4

Para encontrar las funciones de Green tanto espacial como temporal se procede de manera
similar al caso 3 dimensional. Dado que buscamos el propagador de la ecuacién
L(gz_(n=2(n-3) B? o 2

5 TXE kx, ;% t)+z|X|4a—k(x,t,x ) =— zW&t Ho"(x—x),

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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(n-2)(n-3)
rt (VZ R

0
) k(x, t;x,t") +2i,32&k(x, t;x, 1) = -2ip*6(t—t)6" (x-x)).

La funcién de Green espacial G, como temporal H, debe satisfacer lo siguiente (por separa-

cion de variables):

(vz—m_zi#)%mx’w%wx,x') = —2if%"x-x), (4.25)
dH,(t,t) v?

dr  2if?

H,(t,t) = 6@-1). (4.26)

La funcién de Green temporal H, es la misma que en el caso 3 dimensional.

Funcién de Green espacial

Ahora bien para la funcién espacial G, haremos uso de coordenadas polares n-dimensionales,
dicha funcién debe satisfacer lo siguiente

o 4
Gyxx) = Y Y galnr)(@™MQ) ", 4.27)
[=0m=1
n ! 25(1” ,) m m
s"x-x) = -2ip — > Z (@™ Q") 2™, (4.28)
[=0m=1

donde d]' es la degeneracion de las funciones hiperesféricas armonicas [14].

—(2”"“_(?_”2;!”_3)! para 1=1

df = (4.29)
1 para [=0.

La funcién g; , (r,7’) (funcién de Green radial) debe satisfacer

dzgl,n,v(r; ') n—1 dgl,n,v(r; r')

dr? " r dr
lU+n-2)+(n-2)(n-3) V2 Sr—11)
- r2 8Ly (1,7 + ~28Lny (1, r') = —ZZﬂZT,
(4.30)

81.n,v(1, 1) debe satisfacer también la ecuacion homogénea

a’grny(r, 1) .\ n—1dgpny (1"

dr? r dr
I(l+n-2)+(n-2)(n-13) V2
- 2 8inyv(1, r,)"'ﬁgl,n,v(ry r'y=0.

(4.31)

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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La construccion de la funcion g; ,, v puede hacerse a partir de la Ec.(4.17) y puede consultarse
en el Apéndice C. La funcién de Green para la parte espacial con N =2, (n =4) es

o 4 H)
Gy(x,x) =-np° ZZO Zl I;ZE”Z) TN(/Z )(@/’”(Q)) "), (4.32)

donde J,y H l(p ) son las funciones de Bessel y Hankel de orden p respectivamente.

Conrc=min(r,r")yrs =max(r,r"), x|=ryX|=r'yp= \/(l+%)2+(N)(N— 1).

4.2.5. Propagadorparan=3

Tanto la funcién de Green espacial como temporal estan dadas por

M
G,(xx) = —-2v ﬁ Z Z M

[=0m= I'>r<

Y,Tm(ﬁ',(,b') Yim(0,),
Hy(t,f) = @(t—t')exp(—l—ﬁz(t—t))
El propagador estd dado por

€8]
k(X,t;X/,t/) — _2ﬁ2®(t_t/)f VZ Z ( )h ( )

Y} (0,4 Y10, ¢)

I=0m=-1 I'<
iv
X exp (—?(t—t))dv (4.33)
Dada la ecuacion anterior el problema a resolver es el encontrar el valor de la siguiente inte-
gral
Ty h(”( ) ( t—t ) 4.34
fo V_]l(r>) - exp Zﬁz( N (4.34)
Dado que
2 iv (t2 t') o gs
exp (—l—z(t— t )) Z ( Zﬁ ) = _‘st, (4.35)
:3 s=0 s=0 S

donde 9 = —i(t—t')/2/3°.

* . ) v _ (T (V) e(
fO v ( >)h (r<)exp( 2,32(t t))dV ﬁ) V]l(r>)hl (r<)dV

o0 193 o0
+y — vzs“jl(l) h;l)(l) dv.
0 rs

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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Las soluciones a las integrales son expuestas en el Apéndice D.

El propagador esta dado por

X L& -i)* — 1/ B%S I+1
k(x, t;X’, l_/) — _ﬂﬁ2®(t_t1)z Z Z [(( 1)°(2(¢ t)/ﬁ ) F(l-il-s+ 1) ris(l‘_<)
1=0m=-1s=0 S! F(E_S) rs

1 3 r2
x o Fy s+ Jd+s+ 11+ - > r;))] Y, 0,0 Y, (0,0),
rs ’
(4.37)
donde » F; esla funcién hipergeométrica regularizada [15] (» F; (a, b; c; d) = »Fy (a, b; c;d) /T (c))

Por el teorema de adicion de los arménicos esféricos

ﬁZG(t—t’ © X ((—i)S(Z(t—t’)/ﬁz)sl"(l+s+l) , (r<)’+1
kx, 6;x, 1) = 20+1 s|=
0 = T R CHE R v

1 3 r?
x o F) s+§ [+s+1; l+2
2

>

P;(cosy),

(4.38)

con P; el polinomio de Legendre de orden / y y en el &ngulo en términos de los productos de

dos armonicos esféricos con coordenadas angulares (6, ¢) y (6',¢").

4.2.6. Propagador paran=4

Para este caso se procede de igual manera al caso 3-dimensional, recordando que

< o ()1 ()
Gy(xX) = -nf’ Zomzl PR (@™ Q") 2™,

Hv(t,t)

o(r— t’)exp(—z—ﬁz(t— t))

Tenemos que el propagador esta expresado entonces por
~x & Ip(E) 1 (%)

kx, t;x,t) = -np*O-t) ZZ v (& Q)) Q)
0 =om=1 T5 <

2
X exp (—F(t— t)) dv. (4.39)

Ahora las integrales a resolver son

[ (el ggac-)av - fffp(%)Hé”(i)dv

+Z 25],; (T_V>) H,(gl) (l) dv.

slS

4.2. PROPAGADOR PARA EL CASO € =2
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Las soluciones a las integrales estdn expuestas en el Apéndice D.

Por lo tanto el propagador para en caso donde la dimensién es mayor o igual a 4 esta expre-

sado por
oo 4 o NS 11 R2YS 1 2s+1
(=)°@u-1)1p) T(p+s+3) (ro) r<\”
kx,t;x,t) = -np*o-t [( (_)
x, ;x, 1) npO( )l;)n;ls;) 3 TL=y) ooV \n
woFr s+t pase s +1-é))](@/m(9’))*@/m(9)
2471 2)p 2)p )rg l l .
(4.41)

Los armoénicos hiperesféricos cumplen también con el teorema de adicién [16], por tanto

2 N+2 ! . 1
I'(==)0(t—-1) 2 x -D5u-tYI1pAH T (p+s+5
2Nm™* 1=05=0 s! I'(5-5)
. || P
X——orx|—| 2F1|S+=,p+s+—;p+L;—|||C u-u,
(raroN2 ) 21 2P 2P r2 o )
(4.42)
con uy u’ vectores unitarios en la direccién de los vectores x y X/
X
u= ; - (xlrx2)---rxn))
/
1
W= = ()
4.3. Cason=2
Para el caso 2-dimensional, V¢ ¢ = 0, por lo tanto Ec.(2.9) toman la forma:
1 0
Evzk(x, 6x 1) + ie“q)(x)ak(x, 6x,t) = —e**™i5(t - )62 x—X)). (4.43)
k(x, t;x/, t") debe satisfacer la ecuacion homogénea
1 2 !l . ad(x) 0 I
EV kx, x,t)+ie &k(x, Lx,t)=0. (4.44)

Como se explic6 anteriormente, el caso n = 2 es especial debido a que existe un gran nimero
de mapeos conformes. Como ejemplo tomaremos el caso de la propagacion de una particula
libre sobre una esfera. Utilizando la proyeccion estereogréafica buscaremos expresiones para
el propagador sobre el plano.

4.3. CASON =2
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Utilizando la proyeccion estereografica como punto de partida (Figura 2.)

A

Z

T y
-
r
x
Figura 2

0

x = 2Rtan (5) cos (¢),
0) .

y = 2Rtan (E) sin (¢p). (4.45)

Denotamos a dS? como el elemento de linea en coordenadas cartesianas, mientras que d S%
es el elemento de linea en coordenadas 6 y ¢ (coordenadas esféricas sobre una esfera de radio
R).

Ahora bien, notemos que
,(0 0
dx = 2R|=sec > cos (¢) d6 —sen (¢) tan 2 dep|,
0 0
dy = 2R (— sec? (5) sin (¢p) d6 + cos (¢) tan (5) d(p) , (4.46)
de tal modo que

ds® = dx*+dy’
o a0 52 2. 20 2
= R°sec 3 do” +4R"tan 3 d¢
1 0 0
= (RZdGZ +4R%sen® (—) cos’ (—) d(pz)
cos? 2 2

—_—
D

= sec’|=|(R*dO*+ R*sen” (0) d¢*)

—_——
ND N D

N——  — e’

= sec4 (

INH
5}
S

(4.47)

4.3. CASON =2
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Unresultado importante en variable compleja que involucra las transformaciones conformes

y el operador de Laplace en dos dimensiones es el siguiente:

oo 62 =|f'(2) (62 aqu) (4.48)
6x2 ov? '
donde f(z) es una funcién analiticay f’(z) # 0.
Ahora bien, dada Ec.(4.45), se tiene que
0
r =2Rtan (E) , (4.49)
donde r? = x% + 2.
Ademas
cos (0) = 2R (4.50)
2) Varz+r? '
0 r2 1/2
—|=(1+— , 4.51
860(2) ( 4R2) @5
para nuestro caso
P 2\
-1+ — , 4.52
e ( + 4R2) (4.52)
de tal modo que
0 ( (H)aop)+ 1 0% (1+ r2 )‘2(02<1>+02c1>) 53)
————|sin(@) = |+ ——————= = . .
R2sin(0) 00 00 )  R2?sin%(0) 0¢? 4R? 0x2  0y?
Por lo tanto Ec.(4.44) toma la forma
2\ %0
5vzlc(x, tx, 1) +i (1 + ?) ak(x, t;x,t) =0. (4.54)
4.3.1. Régimenr <R
Ahora bien, tomaremos el régimen donde r < R
1+ r’ )_2—1 1r2+3r4 (4.55)
4R2) ~ 2R? 16R* ’ '
de tal manera que Ec.(4.54) toma la forma
172\ 0
2
—V kx, t;x, t)+l(1_5ﬁ)6 kx, t;x,t)=0 (4.56)

4.3. CASON =2
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Busquemos primeramente como son las soluciones a la ecuacién homogénea

1 172\ 0
—Vkx, D) +i|l-=—|—kx, 1 =0. 4.57
2 (x )+l( 2R2)at (x, ) (4.57)

Reorganizando la ecuacién anterior se obtiene

2
r
Dok — ﬁle =0, (4.58)

donde Dy y D; son operadores diferenciales

Do = iv24il
" 2 or’
D, = L9 (4.59)
YT '
Ahora propondremos una solucién de la forma
2 4
k:k0+ﬁkl+ﬁk2+"" (4.60)
donde
Dyky =0. (4.61)

Sustituyendo Ec.(4.60) en Ec.(4.58) se obtiene lo siguiente

Dok =0,
Dyo(r?k1) — r*D1 (ko) = 0,
Do(r*ks) — r2D; (r’k;) = 0,

Do(r*"kn) = r*Dy(r*" Vk,_1) = 0. (4.62)

De Ec.(4.62) obtenemos un conjunto de ecuaciones recurrentes, que al resolverlas se obten-

dria una aproximacion para k.

Notese que
Do (r*ky) = r*Di (ko) = 0, (4.63)

de aqui que
Do(r* k1) = r* Dy (ko). (4.64)

Por lo tanto

r2k1=f f f (xX?+y?)Go(x,y, X, Y, t)D1(ko(x', ¥, )dx'dy dt’,
0 —00 J—00
(4.65)

4.3. CASON =2
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donde Gy es la funcién de Green asociado al operador Dy.

Para nuestro caso

A, 1 ' 1 j oy oy
Golx,y,x,y,t) = —.H(t—t) We 20t-1
—  (=x)2+(y-y)?
= M i= xz(r—rj”) . .
2n(t— t’)

Donde
0 si O0<st<t
O(t—t)=
1 si t>t.

Tomando ky como

1 i(x’2+y’2)
ko(x', v, t)h = e 20
0(x Y, 1) 2mit
se tiene que
i 0ky
Diky = ——
1o 2 ot'
z(x'2+y ) l(x’2+y'2)
i|ie” 27 (X2 +y?)e” 27
2| 2nmt? Am '3
i(x'2+y’2)
e 20 (27 +i(x%+y?)
B 8t '
De tal manera que
— =22+ (="
f f f (x,2+y,2)( B—1) jemxiyon?
2n (l‘ ')
z(x’2+y’2)
e” a0 (2t +i(x%+y"?
x _ ( ( y )) dx,dy,dt,.
8mt

Utilizando coordenadas polares, la integral anterior toma la forma

21 Q(t —t ) i [r2—2rr’cos(¢—¢')+r,2)
LU [
2n(t—t)

e e (2¢ +ir'?)
8t

(r'dr'dgphdr’.

Resolviendo la integral anterior obtenemos

1
24m

)

r4+ir2t—2t2) ir?
et

2 —
r kl(ryt)__ t2

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)
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la solucién de la integrales involucradas se encuentran en el Apéndice D.

De tal modo que

ko B 1 o2 11 (rt+irft-2e%) i 4.73)
rt) = ez — — ez, .
2mit 247 R? 12
Retomando Ec.(4.56), tomando a k( (propagador de una particula libre) como
0(t—t) ;&= 2 +y-y?
ko(x,y,6;x,y,t) =————e 0=t 4.74
e T (@74
se tiene que
i ako
Diky =
1o 2 0r
i((x—x')2+(y—y')2) i((x—x’)2+(y—y’)2)
i (i6(t— e 20 O(t—-the 20D (—2it+2it'+ (x - xX)+ (y-y"?)
= _ + *
2 2m(t—1) 4 (t— "3
(4.75)
De tal manera que
6([ /I) i (x—x")2+(y—y”]2
2 2 ——
N
w " / " N2 " 2
e 2"=1) 2" -)+i|(x"=x)+ (" =y
x e(tﬂ_ t/) ( ( y y )) dxlldylldl_/l
8”(l-ll _ t,)g
f f f (" 4 ) ( o(t—1") ,wi;;y)y)
2n(t—1t")
X' - ’)2+(y y] )
o("—t e 2"~
x G ) dx"dy"dt", (4.76)

Ar(t" —t")

Utilizando coordenadas polares

oo 271 oo o 0(t— t")@(t”— l‘/) 2 —2rr" cos(p—¢)+ 112 l(r”z—Zr”r’cos((p —¢h)+r'2)
r — e 20— e 20t 1"
o Jo Jo 2r(t—1t")

(Z(t” —tY+i(r" =2r"r"cos(¢” — ') +1r'?)
X
871(1‘”— t/)3

oo [2m oo Q(t _ t")H(t” _ t/) l.(r2—2rr”cos(¢—¢”)+r”2) i(r//z —2r"" ¥ cos@ ¢ )+r'2)
_f f f rl/2 _ e 20—17) e 20— 11
o Jo Jo 2n(t—1")

6(t”_t,) g 1 "
X (m) (r di‘ d()b )dt . (4.77)

) (r//dr//d(pll)dt//

Por lo tanto

9(1‘ — [’) . r2—2rr! cos(p—¢)+r'? r2
krp, t;r',¢' 1) =~ —me’—zu—w + kg, ¢, ). (4.78)
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Ahora bien, si tomamosar’' =0, t'=0, ¢'=0

0o 2T OO o(t— l—” 0 t” . (r2=2rr" cos(p—¢')+1'"2) L2
r2k1 _ f f f 12 (_(—),(,)el 2(t—1") ) (elh)
0 0 0 ZJT(I— t )

2t +ir'"
X —_—
( 871:(t”)3

oo 21 oo -t . a?-2rr” costgp-¢")+1""2) L2
_f f f 2 (_—Q(I )0(7) e’ ) ) (el#
o Jo Jo 2n(t—1t")

6(t/,) i 1 i I
X(M(m)(r dr"d¢")dr".

La integral anterior se encuentra resuelta en el Apéndice D.

) (rﬂdr//d(p/l)dt//

Por lo tanto el propagador esta descrito por

() ir? 1 6(1)
ez +

k(r,t;r'=0,t =0) = ———
2mit 247 R?

r4+ir2t—2t2) ir2
ez,
tZ

(4.79)

(4.80)

Es importante mencionar que las expresiones descritas por Ec.(4.73), Ec.(4.78) y Ec.(4.80) se

reducen a los casos planos cuando R — oo, un resultado que es de esperarse.

Identificamos claramente al propagador de particula libre

0(r) i
ko(r, £;,0,0) = ———e2t
o ) 2mit
Por tanto
1
k(r; tyO)O) = kO(ry t;0>0) + ﬁf(r’ t)k()(ry t)OyO))
donde
1 (r*=265) +ir?
f(r’ t) == N .
12 it
Recordando que la curvatura de Gauss de una 2-esfera de radio R esta dado por
1
"R
k(r,t;0,0) = ko(r,1;0,0) + x f (1, ) ko(1, £;0,0).
Sea

ki(r,£0,0) = f(r,t)ko(r,1;0,0),

k(r,t,0,0) = ko(r, £;0,0) + xk; (1, £;0,0).

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

Tomando una particula descrita por la funciéon de onda ¢ = ¢ (r’,0) que se encuentra origi-

nalmente en r’ cuando ¢’ = 0, entonces es posible encontrar la evolucion temporal de dicha

onda con Ec.(4.84)

(1, t):fr’ko(r, £ r',0)<p0(r',0)dr'+1<fr'kl(r, tr',0dr,

claramente los efectos de la curvatura x del espacio son evidentes en este régimen.

(4.87)
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CAPITULO 4. SOLUCION GENERAL A LAS ECUACIONES HOMOGENEAS Y PROPAGADORES 34

4.3.2. RégimenR<r

Recordando que

4R?
r2\? r? 4R%\\?
1+— = |[—[1+—=
( 4R2) (432 r? ))
_16R*(, 4R*\”
= A\t
_ 16R*(, 8R* 48R'
= ~ 2 + praiai E (4.88)
de tal modo que
(1+ rz )_2~ 16R" (4.89)
4R2) T 4 '
Por lo tanto la ecuacion a resolver es
1 16R*
—V2k(r, 1) +i —k(r,)=0. 4.90
> (r, 1) 15, (r, 1) (4.90)
Ademas para nuestro caso
v2_1a(ra) (4.91)
“ror\ or) ’
Aplicando una transformada de Fourier a la ecuacion anterior obtenemos
1_,~ 16R*w ~
=Vok(r,w) + k(r,w)=0. (4.92)
2 r4
Donde hemos utilizamos la propiedad de las transformadas de Fourier
" f (1) . n
= (—iw)"F(w), 4.93
Y (—iw)"F(w) (4.93)

ademds denotamos a la transformada de Fourier de k por k= %(r, w).De estamanera Ec.(4.92)

toma la forma

d’k 1dk 32R*w-~

—t—-——+ k=0, 4.94
dr? rdr r4 (4.94)
cuya solucién general
4v2V-R*
o ak(MEERR) s R
k(r,w) = +oly| —————— |, (4.95)
N r
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donde c; y ¢» constantes de integracion, Iy y Ky las funciones modificadas de Bessel de pri-
meray segunda especie respectivamente.

Aplicando la transformada inversa de Fourier obtenemos lo siguiente:

V2R?

Definamos a a = 4 ==, por lo tanto Ec.(4.95) toma la forma

k(rw) = L Ky (iav@) + eIy (iay/o). (4.96)
e

Calculemos la transformada inversa de I,.

Tomemos en cuenta que Iy(iav/w) = Jo(—ay/w), donde Jj es la funcién de Bessel de orden 0.

1 00 . 1 0o . 0o .
— Lhiavwe ldw = —(f Io(—aVA e’“cl/l+f —avw)e dw
m/_mo(\/_) \/500( ) 0]0( Vo)
(4.97)
f 10(—a\/1)e"“om:f 10(—a\/5)e"“”dw:f Jo(—iavw)e® dw. (4.98)
0 0 0
Dado que
* -ax 1 2
Jo(BVx)e™* dx = —em (4.99)
0
oo . 1 ia2
f Jo(—iavw)e'® dw = —EeT, (4.100)
0
©o ; ]. iaz
f Jo(—avw)e "“dw = EeT. (4.101)
0
Por lo tanto
1 o0 :
— Liavw)e ™ dw=0. (4.102)
v 27 j;oo
Calculemos la transformada inversa de Kj.
1 o0 .
— Ky(iavw)e dw, (4.103)
AV 27 j;oo
dado que
1 [ —zcoshs
Ky(2) = > e ds, (4.104)
realizando el cambio de variable
r=e’, (4.105)
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o

dr
)
r

o0 o0
Ko(z)=1f e‘g(”%)ﬂ:lf e 2"
2 0 r 2 0

seat =4

1 [® _ 2drt
Ko(2)==| e o —,
2 0 T

por lo tanto

[o¢] 2 d
.20 dT
T+_4T

1
Koliave) = f

0 T

e
T J—o00 0 T
1 ®drt 0 aw .
— 2\/2_f T(f e—r+?e—zwtdw)’
T JO —00
oo 00 42y :
_ 1 f ﬂe—r (f e it e—lwtdw) ,
2\/ 2w Jo T —00

1 [ '
S Ko(iavw)e ldt
vV 27 jioo 0

o© 2. ot oo ot
f e g ¢ dw:f e'ne 1 q,

—00 —00

ia
47

donde n =

© 2, X (S .
f eTe_lwtdw:f el dy = 2n8(t—n) =216 — 1),

o © dn id? 0(t) 2 06(r) isr*
["Serom-n= [~ Telawn-n= "2t - ZEE.
De tal manera

k(r 0 = 0 2D
rnt)=c—e u? .
V2t

donde c; es determinada por las condiciones de frontera.

Ahora bien si buscamos que Ec.(4.113) cumpla como el propragador

0(tr) isrt 0(tr) iwert
k(r, L‘):—(—.)e r2 :—(—.)e 2tr2
2mit

Si tomamosap = #, Ec.(4.114) toma la forma

(1)
ke, 0= omit

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

mostrando que la propagacion de una particula libre en este régimen es equivalente a la

propagacion de una particula libre en el plano.
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Mostremos ahora que la ecuacién de Laplace en coordenadas polares conserva su forma ante

la transformacion

%2
r="—- (4.116)
r

donde £ es una constante (radio de inversién).

Dado que
V2O(r )—li(ridb(r )) 2<D(r ) = (4.117)
a4 “ror\ or a4 26</>2 ¢ '
ape) - LR )
ror rar 2 R2 or' | r' R? or'
_ @i(ﬂi) (4.118)
- @t or'\ ar') '
por tanto
(r,)si( 19 )) (r” 9 (I)(r )= (4.119)
gt or " or Pt g 5 U9 '
li(r'icp(r' )) 9 o) = (4.120)
ror'\" ar a4 ("2 op? ¢ )

Con lo anterior podemos mostrar que la ecuacion con la forma

1_, R0
EV kx, 1)+ ljak(x, 1) =0, (4.121)
se transforma como
1 0
5v 2k, 0 + i&k(x’, ) =0. (4.122)
Dado que
%4 4(’,./)4 (rl)4
TR = (4.123)
se tiene entonces que
1 (rl)3 a , a , ) ( /)2 ( 1)4
— —|r—kix,t ———/ , ——k ,t 4,124
2 %46r’(r6r’ 60 %4a¢2°( O+ gr g0 = (4124
1 [ L9 (r' 0 k' t)) 1 0 —kx, 0| + kx', 1) = (4.125)
— | =——|r—k(X, X/, z— X, .
21r'or'\ or ’)2 0([)2 ot
Por lo tanto una solucion a Ec.(4.122)
1 ir’2
k(r', 1) = ——e' 5, (4.126)

2mit
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de tal modo que una solucién a Ec.(4.121) es

k(r,t) = ez, (4.127)

2mit
Haciendo uso de la transformacion descrita por Ec.(4.116) es posible encontrar el propagador
de una particula en el régimen donde r > R.

Tomandoa Z =2Ryp = %2, el propagador en este régimen es siguiente:

6(t — t’) i(gz—299’c05(1‘)—f)’)+(p’)2)
—~ e 2(t—t") (4.128)
2ri(t—1t)

k(Q;ﬁ) t; Q,) 19/) t,) = -

4.3.3. Resultados

Para analizar la propagacién de una particula libre sobre una superfie esférica fue necesa-
rio el uso de distintas técnicas. La aplicacion de una transformacién conforme, el método de
perturbaciones, transformaciones integrales (Fourier) y transformaciones de inversion fue-

ron utilizadas en este problema.

Algo interesante independientemente de la busqueda del propagador, fue la relaciéon entre la

curvatura del espacio y el potencial efectivo V¢ ¢.

Para el caso de la esfera es posible encontrar una relacién entre la curvatura del espacio y el
factor conforme a pesar de que V.¢s = 0. Recordemos que esta relacion puede apreciarse a
través de Ec.(3.19)

R=—ae V20,

tomando en cuenta que el factor conforme en este caso estd dado por

identificamos rdpidamente que
72
a=-2 ®=log|l+-—|. 4.129
g( 2 Rz) ( )

De lo anterior se obtiene

— 2
R=—

72 = 2K. (4.130)

Mostrando que la curvatura escalar es el doble de la curvatura gaussiana, un resultado que

es de esperarse.
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Régimen r < R

En el régimen donde r < R se utilizé el método de perturbaciones, con ello mostramos que
el propagador de una particula esté descrita por Ec.(4.86)

k(r,t,0,0) = ko(r, £;0,0) + xk; (1, £;0,0).

donde k( corresponde al propagador de una particula libre en coordenadas polares, mietras
que k; es el primer término que surge del método de perturbaciones. Es importante men-
cionar que el efecto de la curvatura de espacio k (superficie esférica) se hace presente pues

aparece junto a k.

Si buscamos la evolucion temporal de dicha particula descrita por la funcion de onda ¢ (
Ec.(4.87)),

(1, t):fr’ko(r, £ r',O)(po(r',O)dr'+1<fr’kl(r, tr',0dr,

muestra claramente la influencia de la curvatura x en la evolucién temporal de dicha funcién

de onda.

Régimen R<r

En este caso utilizamos el método de transformada de Fourier, con ello observamos que
la propagacién de una particula en este régimen es equivalente a la propagaciéon de una
particula libre en coordenadas polares. Si se hace uso de una transformacién de inversion
2 .
(o= %), encontramos que el propagador tiene la forma
0(t— t') i(0®—20p’ cos(@—9")+(0")?)

k(o,9,t;0',9,t) = ———~— 20-1)
(e e ) 27Ii(t—t’)e

De ambas maneras se llega al mismo resultado.
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Capitulo 5

Conclusiones

Trabajos como los de Corradini, Faccioli y Orland (2009) [17] muestran que el efecto de una
transformacién conforme pueden interpretarse como la accién de un “potecial efectivo”, ins-
pirados en estas ideas se investigo el efecto que tiene una transformacién conforme en la

propagacion cudntica de una particula libre en un espacio curvo.

Para observar dicho efecto fue necesario investigar como se modifica la ecuacién de Schro6-
dinger ante dicha transformacién, se buscé expresiones analiticas para los propagadores
cuénticosy se explor6 la relacion existente entre la trasformacion conforme y elementos geo-

métricos del espacio.

Dado lo anterior encontramos los siguientes resultados:

Efectos de la transformacion conforme

» Encontramos que la aplicaciéon de una transformacion conforme induce el efecto de un
“potecial efectivo” pero esta cambia la forma funcional de la ecuacion de Schrédinger,
la transformacion crea una distorsién del término temporal, la expresion final es una

ecuacion de "tipo Schrodinger".

Potencial efectivo (V)

= Fue posible encontrar la expresion general que toma el factor conforme para dimensio-
nes mayores o iguales a 3 en el espacio euclidiano, como se mencion6 anteriormente
el “potecial efectivo” estd en funcién de este factor, encontrando de igual manera una
expresion general para dicho potencial en dimensiones mayores o iguales a 3, los casos
2 y 3 dimensional son muy interesantes pues en estos casos V¢ = 0.
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Potencial efectivo y curvatura del espacio

= Se investigo la relacion entre el “potencial efectivo” y el escalar de Ricci, encontramos
que el escalar de Ricci es proporcional al potencial, el escalar de curvaturay el potencial

estan relacionados a través del factor conforme.

» Para el caso de dimension dos V.¢r = 0 a pesar de ello el escalar de Ricci es distinto
cero, mostrando que para nuestro ejemplo este coincide con el doble de la curvatura
gaussiana, un resultado que es de esperarse.

» Para el caso 3 dimensional de igual manera V¢ = 0, el escalar de Ricci en este caso es
cero, este es un resultado no esperado. El explorar las propiedades geométricas en esta
dimension es un problema interesante que merece una atencion especial.

Potencial efectivo y propagadores

= Parte importante de este trabajo fue también la bisqueda de los propagadores cuédnti-
cos, encontramos expresiones analiticas para los casos donde la dimension es mayor o
igual a tres.

= El caso 2 dimensional es sumamente interesante pues debido a la teoria expuesta en
este trabajo existe un inmenso namero de transformaciones conformes, podria pen-
sarse que es un caso sencillo debido a la dimension pero cada transformacion lleva al
estudio de un problema completamente nuevo. Esto abre una nueva vertiente en uso

de transformaciones conformes a problemas de mecdnica cudntica en el plano.

= Dentro de este trabajo se mostro6 la aplicacion de una transformaciéon conforme para la
descripcion de la propagacion de una particula libre sobre una esfera, dichos resulta-
dos coinciden con el caso plano cuando el radio de la esfera R — co. Ademds, pudimos
observar el efecto que tiene la curvatura del espacio en la propagacion de la particula
en el régimen donde r < R y encontramos que en el régimen donde R < r la propa-
gacion de la particula es equivalente a la propagacion de una particula libre en dos
dimensiones.

Importancia y aplicaciones de los propagadores cudnticos

Un propagador es una funcién de Green para la ecuaciéon de Schrédinger, como se mostrd
en este trabajo la busqueda del propagador cuantico implica la aplicacion de diversas herra-

mientas matematicas.
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Como es bien sabido el propagador nos permite encontrar la funciéon de onda de un sistema,
dada un funcién de onda inicial en un intervalo de tiempo.

;Existen otras aplicaciones?

El propagador como funcion de Green en areas como la fisica estadistica cudntica son fun-

ciones de correlacion que nos permiten conocer:
» Ladensidad de estados.
» Tiempos de relajacion.
= Funciones de respuesta.

También es posible aplicar el propagador en teoria de dispersion. Este permite describir la
dispersion de un haz de particulas (d&tomos, moléculas, electrones, fotones) y con ello com-
prender sistemas fisicos, por ejemplo, colisiones atdbmicas y colisiones de particulas elemen-
tales de alta energia.

En fisica del estado sélido nos encontramos con el método Korringa — Kohn — Rostoker o
método KKR [18]. Este método utilizan el formalismos de la funcién de Green en mecanica

cudntica para calcular la estructura de banda electrénica de s6lidos periddicos.

Green’s Functions in Quantum Physics [19] es un texto que nos permite profundizar més en
el formalismo los propagadores y ademds muestra un gran nimero de aplicaciones.

Comentarios finales

Mostramos que la biisqueda de propagadores cudnticos implica un reto matematico, pero a
su vez estos tienen una gran aplicacion en diversas areas de la fisica por ello la importancia
de realizar estudios en este tipo de temas.

Es interesante haber encontrado la equivalencia potencial-curvatura, esto conlleva a explorar
problemas en escenarios fisicos tales como el movimiento browniano o la propagacion de

campos cudnticos.

Podemos concebir un problema geométrico a un problema equivalente relacionado con un
potencial. Esto es muy interesante pues muestra una relaciéon parecida a las encontradas
en dreas como la relatividad general, donde se muestra la relaciéon entre la geométria y la
dindmica de la materia, dicha relacién se hace presente en la modificaciéon de la curvatura
del espacio-tiempo.




Apéndice A

Operador de Laplace-Beltramiy

propagador conforme

Operador de Laplace-Beltrami

El operador de Laplace-Beltrami tiene la forma
1 .
Ay =—0;|vgg o], A.1)
Ve ( )
utilizando una métrica

@
gik=e""0ir,

gik = gm0k

con §;; la métrica euclidiana, g determinante de g;; , @ = cfe y ® = ®(x). Con lo anterior se

tiene que

Ag = e 20 (e%q) e‘“q)éikak)

Il
mI
|=
N1
1=l
S)
—_—
mﬂ
N3
=
Q
S
S)
\_./

e D (9,0, + (g ~Da@;®)9;)

_ —-ad 2 ﬁ_ .
= e (v +(5 ~Dave v). A.2)
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Propagador conforme
Dado que
DgK = Ng(e"k)
_ 2, (1 ) 21
- (v +(2 1)avq> v)(e k), (A.3)
donde
vk = PP [Vk+0k VD), (A.4)

VA'Pk) = 0;[e"®0;k+0e"®(0;0)K]
- ai[ef’q’(a,-kw(a,-@)k)]
= 9%0;(0;k+0(0;D)k] +0e® (9,0) [0;k +0(0; D) k]
= P[07k+0kdD+0 (3;D0; k) + 6 (3;0; k) + 6% (0; D) k]
= [V +0kV2D +20VD -V + 0% VDI k] . (A.5)

Por lo tanto
Ag®k) = e (v2+(§—1)avq>-v) (k)
= e‘“q’egq’[V2k+6kV2<I>+20V<I>-Vk+92|V<D|2k+(g—l)aVQ-(Vk+9k(V<D))]
= e [V +OVED+ 20+ (g ~1)a) (Vo) + (67 +9a(g -1))1voP| k.
(A.6)

Tomando 6 = —3a (% -1)

v2_ %a (g _ 1) V2P — }Laz (g _ 1)2 |ch|2] k.
(A.7)




Apéndice B

Método para solucion de ecuaciones
diferenciales

La ecuacion diferencial dada por

1-2
¥+ ay' + (bcxc_l)2 +

X

tiene como solucion
y=xZ,(bx"),

donde Z,, esta dada por la combinacion lineal de ], y Np, las funciones de Bessel y Neumann

respectivamentey a, b, ¢, p constantes [20].

Cason=3
Dado que
1 B> 0
—V2kx, 1) +i——k(x, 1) =0.
5V R D F g oD
Utilizando el método de separacion de variables con k(x, 1) = [ f, ) T, (£)dv
). G 2ip% 0
—Vf,(x)+ —T,(t)=0. (B.1)
frx) I T, (1) 0t "
Esto ocurre si
XI* » 2
—VHx) = —-v9,
fr® I
2ip% d )
—T,(1) = , B.2
T.(0 dt v(1) v (B.2)

con v una constante, esta constante en general puede Ser compleja.

47



APENDICE B. METODO PARA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

48

Parte espacial
Como
Xt 2
V v = - )
f . @ v
) 2
Vof(x) + |X|4fV(X)

Sin pérdida de generalidad tomamos a = 0, por lo tanto |X| = [x| =r.

En coordenadas esféricas se tiene que

ii(rzafV) 1 0

r2or or ror?

(r f).

Utilizando nuevamente separacién de variables y coordenadas esféricas

R; (1)
A=Y 2y .0,
I,m
De tal manera que

Yim G V2
—m R
r arz ] lV(r)
sz(r)( 1 a(. 6Yzm(9,¢)) 1 62Y1m(6,¢))
' — 0) — ' =0,
o @ M"Y e Tam2e) T a2

multiplicando por r3 y dividiendo por Ry, (1) Y} 1, (0, )

r2 02 V2
R
Ry (7) [arz ] (1)
0Y; 1, (6, %Y (0,
" 1 ( : 1 i(sin(@) l,m( ¢))+ : 1 l,m( (p))zo,
Y; (0, ¢) \sin(0) 00 00 sin?(@)  0¢?
lo anterior ocurre si
1‘2 dz V2
—+—|R = cte,
Rl,v(”)[d"2+r4] wvir) = cte
1 ( 1 i(sin(@)am'm(9’¢))+ L 0Ym©,¢9) = —cte
Y;m(0, ) \sin(9) 60 00 sin?(@)  0¢? B '

Tomando cte=1(l+1) (I=0,1,2,...), obtenemos lo siguiente

d’R; (1) 1(I+1 v2
d’r'é - (rz )Rl(r)+ — R (0=

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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Para la parte angular
AYm(0,¢) =11+ 1Ym0, ),

donde Aq es el laplaciano angular, Y; ,,(0,¢) los arménicos esféricos.

a( a)) 1 62
_|_

1
Ag = 2 sin@ 2|+ —— 2.
2= 5n@ 30 P30 ) T 52 @) 992

(B.8)

Ahora busquemos una solucion general a Ec.(B.7), utilizando el método mostrado al princi-

pio de esta seccion.
Como

d’R;
47 Riv(r) + [(vr‘z)2 - —l(lr: 2 Ry, (r) =0,

dr?

1-2a=0 (bc)>=v*> c-1=-2 az—pzczz—l(l+1).
Considerando que v > 0

a=

N =

4

De tal modo que

v
Ry = 27, ()

con A, B constantes arbitrarias.

Parte temporal

De Ec.(B.2), para la parte temporal

2iB% d )

—T,() = V2%

Laoar v =V
1 d () V2
—_— = —l—.
T,(H)dt " 232

La ecuacion diferencial anterior tiene como solucion

v
T,(t) =Cexp (_lz_ﬁzt)’

con C una constante de integracion.

1 1
c=-1 b=v p*==+1(+1)=(1+1/2) p:J_r(EH).

(B.9)

(B.10)
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Solucion general

La solucion general a la ecuacion

1 29
—Vzk(x )+ ll%a kx, 1) =

es

kx, t)

0 Z (r2z,, (;)) Yy (6, ) exp(—izv—;z t)dv

0

V2
_1/2f ZZH Ylm(H ) exp( 2 t)dv. (B.11)

Cason=4

Dado que en dimensiones mayores o iguales a 4 la ecuacion a resolver es

1 (n—2)(n-3) B? 0
b A v A § T ——kx,t
2( X2 ) A T
Haciendo consideraciones similares al caso anterior
1 -2)(n-3 2
—(VZ—%) k(x ,t)+l'3——k(x, f) = (B.12)
2 r
sea = (n—2)(n-3), de tal manera que
4(g2 M . 23 _
(V- ) koo 0+ 20 kix, 1) = 0. (B.13)

Ahora bien haremos uso coordenadas polares n-dimensionales

0 0 1
szrl—na(’.n lar) in’

con r (hiperradio) la variable polary (64,0, ...,0,,—2, ¢) las variables angulares. Vg, un opera-

dor cuya solucion son los arménicos hiperesféricos.
Aplicando nuevamente separacion de variables

kx,t) = ffv(x)Tv(t)dV;
X = ) R (NFQ),

I,m
r4 (vz_ﬂ)f(x) — —V2
frx) rz) 7Y ’
2ip* d o
Tv(t)dtTvm = v (B.14)

con v una constante, en general esta puede ser compleja.
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Parte espacial

De Ec.(B.14) se obtiene

fr;) (v~ ﬂZ)fV“‘) -

(V- 5) poo+= fv(x)

|
e

(B.15)

Haciendo uso de la separacion de variables nuevamente, donde f, (x) = }; ,, R;, n,v(r)@lm Q)

0 4, 0 V2
[rl ”E(r” 16 )+—vgn(m ]Rlnv(r)@’"(sm Ry (NP(Q) =
(B.16)
[ Jrold e vl (M) +— v /() =
—_———t— r
R,,W(r) arr " rdr 2| e g gy Ve
B.17)
Esto ocurre si
r? [dz n-1d ,u+v2R ) .
—_———t— r) = cte,
Ry ny(r) [ dr? rdr r2 pa|obny
@/m(Q)VQn@ Q) = -—cte, (B.18)
tomandoacte=I1(l+n-2),(l=0,1,2,...) obtenemos
d’R; pv(r) n—=1dRy (1) V2 Il+n-2)
S S — Ry (1) + = Rin (1) = =5 Rin (1) =
dar r dr r2 r2
(B.19)
d’R; py(r) n—1dRy (1) v?
l,n,zv " IL,nv 7 Rl n v(r) + Rl n v(r)
dr r dr r2
(B.20)

cony=pu+Il(l+n-2)=n-2)(n-3)+1(l+n-2).

La solucion general para la parte radial puede ser determinada con el método utilizado para

el caso 3 dimensional

dle,n,v(r) + n-1 de,n,v(r)
dr? r dr

+ | (vr ) iy Rlnv(r)
(B.21)

1-2a=n-1 (bc)>=v*> c—-1=-2 az—pzc‘z:—y,
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— 2 _ 2 2 4 _ 2 2
a:—(" ) b=v c=-1 :—W:\/(Hn +(n—-2)(n-3).
2 2 2
Sea N = n -2, por tanto
N2
p= (ZJFE +(N)(N-1),
con N = 2.
De tal manera que
Ripy(r) =132 7, (Z) (B.22)
r
-NI2., (¥
Rl,N,v(r) =r Zp (_) . (B.23)
r
Parte angular y polinomios de Gegenbauer
Para la parte angular
Var®"(€Q) = -ll+n-2)%"(Q), (B.24)
donde
1 0 0
Van = sin@,_»)""?
1 1 0 0
+ (sin@,_3)""3
(sinB,-2)* (sin6j—3)" > 003 " 00,5
1 1 1 0 0
+ (sin@,_4)"*
(sin6,-2)* (sinf,,_3)* (sin6,_4)"* 00,4 " 80,
+ cee
L1 1 1 L0 [ingnt 0
o — Sln —
(sinf,,_»)? (sinB,_3)*>  (sinB)? (sinH;)' 06, Y96,
1 1 1 1 0°

+ .. . B.25
(sinf,_2)? (sinf,_3)>  (sinfy)? (sinfhy)? 0> ( )

La solucion para la parte angular corresponde a la funcion hiperesférica arménica %™ ()
que viene expresada por los polinomios de Gegenbauer

(cos@;)(senf;)?/*, (B.26)

n-2
m _ im @j+0j+1
&7 (Q)=Nige ¢ l_[ CGj—Uj+1
j=1
conaj=(n-j-1/2,0=1{01,02,..,0p2}, l=012022--20,2=|m|,conmeZy-I<
m < [, mientras que

1 "2 (aj+0))(0;-0:1)T?(@j+041)

(Nio)* = o [

joi 21T naT Qe+ o+ o)

(B.27)
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Los polinomios de Gegenbauer pueden ser definidos por la siguiente funcién generatriz

1 [e.°]
— (@)
GErrEyarl S .

De forma explicita
lm/2]

I'm-k+a)
(@) _ _ 1k
Cm (x) = ];) (-1 T kl(m—25)!

(2x)" 2k, (B.29)

Solucién general

Por todo lo anterior

kx,0) = C Z( “n2izg, (2 ))@/’"(Q)exp( zv—zt)d

0 232
2
_ —N/Zf Zzp( | (Q)exp( zﬁt)dv
(B.30)

con C una constante de integracion.




Apéndice C

Construccion de la funcion de Green radial

y temporal

Funciones de Green radiales

Cason=3

Para este caso tenemos
42 / : 26 / : 22 "N s3 /
r*Vekx, t;x,t) +2if Ek(x, LX) ==-2if0(t—-1)0"(x—x).

Ahora que ya conocemos la solucién general a la ecuacién homogénea

2

_ -2 [ v v
kx,t) = Cr ; %Zl+%(r)nm(9’¢)e’(p( lzﬁzt)dv.

El propagador se propone de la siguiente manera

kx, t;x', 1) = f Gy(x,X)H, (t,t)dv,
0

procederemos a encontrar la funcion de Green (G, (x,x')) asociada a la parte espacial.

La funcién de Green G, (x,x) debe satisfacer lo siguiente (por separacion de variables):

2
VZGV(X,X’) + %Gv(x,x') = —2i,3253(x—x').

Utilizando coordenadas esféricas y proponiendo a G, como

00 !
Gyxx)=) Y &Y, 0,¢)Ym0,),

[=0l=—m
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3 / 26(7_ r') & /
6°(x—x)=-2ip Z Z Y/, 0, Y1 m(6,9),
=0l=—m
de tal manera que g;,, (r, r) satisface
1d*(rgv(r,r"))  1(1+1) ,O0(r—r")
- a2 R gmU‘)+——&vvr)——mﬁ-—7f—n (C.1)

donde g; ,(r, ') satisface la ecuacién homogénea

1d%(rgi(nr) LU +1)
r dr? r2

gmUT)+ gmvr)— (C.2)

Ademas g; ,(r, ") debe cumplir con lo siguiente:

[a—

. 81v(1, 1) es finita cuando r — 0

N

g1v(r,r') = 0 cuando r — oo

»

g1v(r,r") es continuaen r =r’
4. Laderivada de g;,(r,1') es discontinuaen r = r’
Por lo tanto se propone a gy, (r, ')
L (A0, (B)+ BN, (¥) i o<r<r
gy 1) = (C.3)
L (CoM Iy, () +DEIN (B)) si < <o,
con A, B,C, D coeficientes a determinar.

Otra soluciones linealmente indepedientes ademds de J, 1y N, 1 sonlas funciones de Han-
kel

0 ()= (s (2

También se tiene que

2 \r nr
Ny ()= e ()
)TV 7 )

(C.5)

con jj, n; las funciones de Bessel esféricas.

Las funciones esféricas de Hankel estan dadas por

02952 im ()
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Las funciones de Bessel esféricas tienen las siguientes formas asint6ticas.

Para argumentos pequefios (x < 1,1)

] x! x2
e YT (1_2(21+3) +) (€.7)
0 _@l=nn (1_ x? s ) C.8)
x xI+1 21-21) ' '

Para argumentos grandes (x > [)

. 1 . In
Ji(x) — ;sm (x— ?), (C.9

1 I
n(x) — ——cos(x——). (C.10)
X 2

Tomando las condiciones 1y 2 para g; ,(r, ') y expresando a todo lo anterior en términos de
las funciones de Bessel y Hankel esféricas, tenemos que

% 2%A(r’)hgl) (%) si O<r<r
gv(rr)= (C.11)

% 2%B(r’)jl(ﬂ si r'<r<oo,
con A, B coeficientes a determinar.
De la condicion 3 (continuidad) obtenemos
1. (1) v ne (V _
AR (F)—B(r )11(7) ~0, (C.12)
mientras que de la condicion 3 (discontinuidad de la derivada)
2v (Vv N (YY) 2i,62
Vo (Bohi () - arn® (S)) = ==, (C.13)

lo anterior se obtiene al tomar Ec.(C.1), multiplicarla por r e integrarla entre los intervalos

(r' —e€,r' +¢€), posteriormente haciendo que € — 0.

Como j;y h;l) son linealmente independientes, el Wronskiano para este caso esta dado por
g i
hgl)]; - ]lhg(l) = (C.14)
de Ec.(C.12)

AR j1-Bjij; =0, (C.15)
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de Ec.(C.13)

AjihY = Bjj; =2ip? \/ r,,

(hu)]l ]h'”)) —2ip?

de Ec.(C.15) y (C.16)

Por lo tanto

A"y = —V2nvp? ]l£?),
B(r')=-V2 ,5

al%) ey
2 ( )—(’) si O<r<r!

-2vp
gy =

si r'<r<oo.

My . v
—2v? b in) ,(,") lz)

r

De tal forma que

/
rLr)=-2v
gl,v( ) :B Fele

conr<=min(r,r')yrs = max(r,r').

La funcién de Green para la parte espacial para n =3 es

; ey
G, (X,X)— ZVﬁ Z Z M

1=01=—m I'>T<

Y}, (0, ¢) Y16, ).

Cason=4

Tratamos de encontrar el propagador de la ecuacion

(n—-2)(n-3)

42
v >

d
) kx, t;X, ) +2i,62&k(x, tx, 1) = -2iB?6(t - 16" (x—X)).

Ya que conocemos la solucion general a la ecuacién homogénea
2

k(e 1) = Crm"2)" ZZp( )Ylm(mexp( “2p?

t) dav,

procederemos a encontrar la funcion de Green (G, (x,x’)) asociada a la parte espacial.

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)
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La funcién de Green G, (x,x') debe satisfacer lo siguiente (por separacion de variables):

(n—=2)(n-3)

V2 - >
-

G, (x,x) + %Gv(x,x') = 26" (x— X)),

donde
dy

Z > (FM@h) ",
1
I=0m=

25(r

6"(x—x)=-2ip

o df
Gyxx)=Y Y ginlnr)(Z"Q)) " Q.
I=0m=1

La funcién de Green radial g, (1, r') debe satisfacer

dzgl,n,v(r» r') + n—1 dgl,n,v(r» r’)

dr? r dr
Il+n-2)+n-2)(n-3) V2 S(r—r')
- 2 glnv(rr)+ 4glnv(rr)— 2:62 1
(C.21)

81.n,v(1, 1) debe satisfacer también la ecuacion homogénea

d* gy (1) n=1dgiuy(nr) 1l+n-2)+n-2)(n-3) VA ,
ar2 T dr - ) gl,n,v(r,r)"‘ﬁgl,n,v(r,r ) =0.
(C.22)
Ahorabien,siN=n-2
a*giny(r,r" . N+1dg (1)
dr? r dr
II+N)+N(N-1) v2 5(r—r)
- ) giny(T, T)+—g1NV(rr)_ 2ipF———
(C.23)
g1.nv(r, 1) debe satisfacer también la ecuacion homogénea
A’giny(nr) N+1dg ny(rr') 1(I+N)+N{N-1) VP ,
dr? + " dr - ) gl,N,v(r,r)+ﬁgl,N,v(r,r )=0.
(C.24)

Notese que Ec.(C.23) y Ec.(C.24) toman la forma

_ d d I+ N)+ N(N-1)
(N+1) N+1
r N = " = 8L, M| - > ginv(r )
v 6(r r')
8N = 20—,

(C.25)
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d , Il+N)+ N(N-1) VP ,
E(gz,zv,v(r, )| - ) 8Ny 1) + Fgl,N,v(r» r’) =0(C.26)

r—(N+1)i AN+
dr

De tal manera se propone a g; y.,(r, ') como

r‘N/zA(r’)H,(jl) (%) si O<r<r
giny(rr)= (C.27)
rN2(B(r)Jp (%) +CrYNy (%)) si r'<r<oo,

-3

Hél,z) (;) =], (%) +iN, (%),

con

2
+(N)(N-1),

las funciones de Hankel.

Las funciones de Bessel tienen las siguientes expansiones asintéticas para p no negativos,

para argumentos pequenos 0 < x < y/p+1

2In(x/2)+y] sip=0

N, ()

U

I'(p)
-2 (2)F

sip>0.

Pedimos que g; yv(r,7") — 0 cuando r — oo y que g; n(r,7') se finita cuando r — 0, de tal

manera que

r‘N’zA(r’)H;,” (¥) si o<r<r
ginv(nr) = (C.28)
r‘N/ZB(r’)]pG) si r'<r<oo.

Dado que se exige que g; y.v(1,7') sea continuaen r = r’
l v / 1) v _
By () - A HY () =0. (C.29)

Ahora bien de Ec.(C.25)

d

d §
- rNHE(gl,N,v(r;r,))) - U+N+NIN-D))" gy (1)

+ ver_?’gl,N,v(r, r'y=-2ip*6(r—r). (C.30)
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Integrando la ecuacién anterior entre los intervalos (' — €, ' + €), posteriormente haciendo
que € — 0 se obtiene

1

no-Ni2 g (vy N (v 1-N/2 | (D) N _ oip2
B(rr ]P(r’) 2r’]( ) — AU Hy (r’) 2r’Hp (r’) =-2ih N+
(C.31)
(Vv N v ) N v _21',62
p(r’) 2’]( )] A(T) H (r) 2r’Hp (r’) 7'/%.
(C.32)
De Ec.(C.29) y Ec.(C.32)
g (XYY (Y /(1) ,2],;(%)
a0 (22 () -2 e
Como H ;,” y Jp son linealmente independientes, el Wronskiano esta dado por
(v % (v vy 20
1 () () =150 () e (52) = 2 (€34
por lo tanto
A(r') = —np? In(7) (C.35)
FINT2 :
H(l) 2
B(r') = —nﬁzf,T(,;), (C.36)

e

N e Si 0<r<r
giny (T = (C.37)
gl 2 (7) 10(2)

. /
w o ST <r<oo,

V) g (v
gy (1) =~ ]’: Igi) e N(/;Z ) (C.38)

> r<

conr< =min(r,r')y r = max(r,r').

La funcién de Green para la parte espacial para N =2, (n = 4) es

< & () B ()
Gy(x,X) = - X;)Zl e (@) 2.
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Funcion de Green temporal

La fucion de Green temporal que denotaremos por H, (t,t') debido a la separacion de varia-

bles debe cumplir con lo siguiente

dHy(t,t) v?
dt 203

Hy(t,t")y=6(—1), (C.39)

donde H, (¢, t') satisface la ecuacién homogénea

dH,(t,t) v?

a2 Hy(t,1") =0. (C.40)

Notemos que la funcién de Green asociada al operador d; +y es ©(t)e~"?, por lo tanto

/ / ivz /
H, (1, 1) = O(t - t)exp(—ﬁ(t— t)). (C.41)
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Integrales

Integrales paran =3

Para el caso n = 3 se busca resolver la siguiente integral

fooovj ( >)h(1>(r )exp(—i—ﬁz(t—t)) (D.1)

dado que
a2 00 Wz(t_[/))s 0o 9§
v , ( 2B 0° o
- t'_ l‘ = = —_— , D.2
exp( 2/32( )) SE:O o ngo I (D.2)

donde 9= —i(t-t')/2p°.

Por lo tanto

= M LG _ (T (X o>
fO v (r>)h (r<)exp( Zﬁz(t t)) - fO V]l(r>)hl (r<)dV,

[o¢] N (0¢]
Y 2y, (l) hE“ (l) dv,
= 0 rs

= T<
(D.3)
o0 v v o0 v
Ao = [l
f ] (I‘>) ! r< 0 T rs T r<
Y A % v
+zf V]l(—) n; (—) av, (D.4)
0 rs I'<
©  (fv). (v 1 _ - (1 3 r2
fo VJI(Z)]Z(Z)dv:Eﬁr>lri+21“(l+1)2F1(§,l+1;l+§;é), r<>0ARMD > -1,
(D.5)
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f Vji (l) nl(l)dv:o re>0AR) > -1, (D.6)
0 rs I'<

el (v = [Teal)al)
v —|h’|—|dv = —|dv
fO ]l(r> ! I'< 0 i rs n I'<
(o0
+if st+1jl(l) n (l)dv,
0 rs <

0 (VY. (v a225 L lp R 2520 (1 4 g4 1)
f st+1]l(_)]l(_)dv B - r<1
0 (z-5)

(D.7)

1 3.2

xoF |s+—=,l+s+1;1+= Fr<e>0ARI+5)>-1,
2 2’ r2
>

(D.8)
oo 1
f vz”ljl(l)nl(l)dv = Zzs_lr;lsin(ns)l“(s+—) L2214 54 1)
0 7'> I’< 2
- 1 2
x2F1(5+—,l+S+l;l+§;r—<)
2 2 rf
1
§R(s)>—§/\r<>0/\§R(l+s)>—1/\r>>0,
(D.9)
00 : 2 0o
(o Jew (gt )av = [Tl (v
~/(; ]( ) r< P 2,62 0 s rs l r<
+ i A Oovzs“jl (l) n (l) dv
s=1 S! 0 rs < ’
(D.10)
foov' (V)h(”(v)e ( ivz(t t)) 1\/5 R OAL NS F( L+ 1; l+3 ri)
—_ —_ X —_ = —_ —_
o )T )P T 2 =1 2'r2
x 9§ 225 17‘[7‘ lrl+25+2F(l+s+1)
+y — -
=1 8! F(E_S)
. 1 2
x2F1(3+—,l+s+l;l+§;r—<).
2 2 rz
(D.11)
De lo anterior
1+1 5 1 3 r2
kx X, 1) = —-Vap° @(r—t)z Z r(l+1)( ) 2F1( L+ 11+ —Z)Ylm(e’qb)lﬁ,m(e,cb)
1= Ol— m rs
229)S (1 1 I+1
—n 2Ot — t)z Z Z(( JTU+s+ )ris(r<)
1=0l=—ms=1 F(E—S) r>

N 1 3 r2)). .,
By (st o It L1+ rz))n,m(e’@’m,m(e,@,
(D.12)
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oo
kx, 6x,1) = —pfOuE-1)y, Y
I=0l=—m
X ((229)°T(I+s+1) 25(r<)l+1 ( 1 3 ri))]
— Fils+=l+s+ 11+ = —
”Z( STy <An) T 2’2

+1 2

- (1
\/EF(Z+1)(—r<) zFl( A+ 1; l+3 r;)
s 2'r2

s=1 2
<Y} 0, )Y, (6, ),
(D.13)
kx, X, 1) = -p*O(- I)Z Z \/_F(l+1)( )m F (1 1042 ri)
y bLyA, - 241 2
1=01=_m 2" r?
JTZ((_I) (Z(t_t)/ﬁz)sr(l-:s-i_l)rzs(ri)”l
o= ' L(z=s) ~\r>
3 1 3 r2 .
X2F1(8+§,l+8+1;l+5;r—2)) Y, 0,¢)Y1,m0,9),
>
(D.14)

oo | oo _ S Y 2\S I+1
kx 6%, ¢) = -npO-1Y Y Z[(( DNVICEN BV F(ltHDris(E)
& L(z-s) r>

1=0]=-ms=0

Y} (0,0 Y10, ),

1 3 r2
xoFils+=1+s+1;1+=—
2 2’2

>

(D.15)

donde » F; es la funcién hipergeométrica regularizada 2Fy(a,b;c;d) = »F;(a, b;c;d)IT(c).

Cuando ¢ =1’
L 200 l e I+1 5 1 3 ri
kx, t5x,t) = —p°). Y |Vard+D|=| oFR|5I+L1+5—
1=01=—m r> 2 2 rs
><Ylfm(9’,<l>’)Yl,m(9,</>),
(D.16)
I+1 2
- (1
kx, tx, 1) = r<)(—) o (—,l+1;l+§;r—§)]
1=01=—m r<J\r> 2 2°r
XY}, (0',¢' )Yl,m(e,@,
(D.17)

)F(ll+1l+3
212 2

kx tx,t) = -2p° Z Z

[=0l=—-m
<Y} (0,41, m(0,6),

[\/ﬁr(u 1) ((r>)—’(r<)’+2

r )
Irsr< r

2
<
2
>

(D.18)
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R X SR

I=0l=—m

XY}, 0, ¢)Y1m(6,0),

(D.19)
kx, ;x,t) = —2p° Z Z ( )f V]( )h(”( )dv
1=01=—m L\I>T<J Jo rs r<
XY}, 0,0 Ym0, ),
(D.20)
kx, t';x,t") = f Gy(x,x)dv. (D.21)
0

Integrales para n = 4

Como
L(ge_(n=2n=3) £ B
2(V XP )k( 5x, t)+l|X|4a kx, ;x,t") = |X|46([ 6" (x—x).

La integral a solucionar para este caso es

I e e S fo ol )Hé”(%)dv

18! T<
(D.22)
© (v v T'(p+3) r<\? - (1 1 r2
(Lo = T () (L L)
~/(; ]p(r>) P r< v \/ﬁ (r<) r> 2P P rﬁ
1
r<>0/\§)%(p)>—§/\r>>0, (D.23)

[e,0] . l
f st]p(l)H,(}) (l)dv - 4s(l+ltan(”15))r(p+s+2)(r<)zs+1 (r_<)p
o PRI ' 8

1 1 r2
xoFp [s+= ,p+s+—,p+1 2
>

1 1
§R(s)>—§/\r<>0/\§R(p+s)>—§/\r>>0,

(D.24)
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(P+ 3 e r<\P - (1 1 r2
N = _ B < AL 1 L
§(1954S(1+ztan(ns))l“(p+s+ 1) ro?s+ (E)p
= I'(3-5) (rar)N/2

2
x (s+1 p+s+1 P+ r;))](@/lmm’))*@/lm(m,
(D.25)

(P+) I'< r<\P - (1 1 TE
—| 2F|=pt=pt1;
() h gy

k )t) ,)t, = - @ t—t
oD el )zzo;nzl VI (rsr)h2
i(( 052t —1)/pH° A+itanm@s)T (p+s+3) (ro)2+ (r_<)p
=1 s! F(%_s) (rsr)N2\rs
1 1 ri m ! * m
><2F1(s+ p+s+— p+1; 2)) (@l Q") " (Q),
r>
(D.26)
(p+ ) I'< r< P (1 1 r2
k ) ; ,, / = — @ t (_) F( , 1 <)
x t;x,1) B0 t)lzomzl = VR ) ARz rprt =
i(( 2t - t)/ﬂz)sr(p+s+%) (ro)2s+l (E)p
=1 s! r(l_s) (rsr<)N/2

2
x 2 Fy (8+1,p+8+ 1,p+ L; ))] (@™ @)) ",
r>
(D.27)

[(( NS@E-1)p)T(p+s+3) (ro?+! (E)p

s! T(3-s) (=19l

kx 6x,1) = -np*e-1))y. Z >

[=0m=1s=0

2
s+1,p+s+ 1,p+1 ))] (@™@Q") 2™(Q).
r>

x o F)
(D.28)
Notemos que cuando ¢ = ¢/
+ r P (1 1 r2
K = Zom=1 pn )(r>r<<)N’2 (i) 2 (5’p+§;p+l;é”
x (#"(@Q))" "),
(D.29)

kx, t:x,t) =

1 [e,0)
gy ) ()
[=0 m=1 r> I'<

x (@"(@))" "),

(D.30)
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kx, tx,t) = f G,(x,x)dv. (D.31)
0

Integrales para n =2

Las siguientes integrales surgen al tratar de encontrar solucion a Ec.(4.70)

o0 OO 00 _ 4l (x—xN2+ (=12
f f f (x% + y’z) (_Me’%
0 J-ocoJ-co 2n(t—1t')
)

i(x'2+y'2 )
e 2 (241 (%% + 7)) axdydr.
83

Utilizando coordenadas polares, la integral anterior toma la forma

271 G(t _ l- ) l (r2=2rr' cos(p—¢')+1'%)
e
2m(t— t’)

e & (2¢ +ir'?)

X r'dr'dphdt,
8t ( )
(D.32)
2n 9 ’3 (Zt, + lr ) l(r2—2rr’cos(¢’)+r ) irf2 d d d D
2 f—t e 201" e ET r t, .33
k1= 16n2f f f R e 13 (t—1') 4 (D33

2”9 r’ (2t’+zr ) ; w=2rr cos@h+r') lr/Zd dr'd
t—th—— 7, 2(t-1)) e2r r'dt. D.34
S A A varat. o

tlB(t th
Notemos que
i(r?d'+1r'?) y
2m '3 (Zt’-l- irlz) - (r2-2rr’ cos(@N)+r'?) 12 2mr’ (2t,+ lrlz) e 20 ]0( )

= = J 20-1) e e do’' = - , (D.35
[) l—l3(l-_ l-l) (p tls(t/_ t) ( )

l(r t+11'2)

o 27 (26 +ir'?) e 27 ]o( _t/)
- f 13( 4 dr'=
0 Pt —1)
ir?
2mezr (=662t (2t +ir®) + ¢ (—r*+8ir’t+81*) + 41*)
, (D.36)
l—5
ir?
oo - 2men (=607t (2t+ir?) + 1 (—rt +8ir*r+8¢*) +4r')
f 0(t—1t) = ar =
0 t
ir?
2rwez (r*+irfr—2¢%)

—-0(p) (D.37)

3¢2
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Por lo tanto

2

2 (1 B 1 2me’s (rt+ir?t—21?) D.38)
r rt) = - , .
! 1672 32
D) 1 r4+ir2t—2t2)e% (D.39)
= 24m 2 ' '
De tal modo que
1 2 1 1 (r*+irft-2¢%\ i2
k(r,t) = ——e?2r — — ez, (D.40)
2mit 2471 R? 2

Las siguientes integrales surgen al tratar de encontrar solucion a Ec.(4.77)

o0 27 o0 I 1l / (2 " _ ! "2 (2 o ! "_ gl 2
2k = f f f r,,z(_e(r—r V0" — 1) e s der ))(el( oot —gher ))
o Jo Jo 2n(t—1t")

(Z(t” — ) +i(r"™ =2r"r"cos(¢" = p) + %)
X
Sﬂ(t” _ t/)3

oo p2m oo 2] (t - tl!)e ( tH _ tl) ; (r2—2r " cos(p—d!) +7"2) ; (227" ' cos(@! —)+12)
— UL . e 2011 e 2(7-1))
0 0 0

2n(t—1t")
( 5(1‘”— t')
x —_—
4r(t" -t

) (r”dr”d(/)")dt”

) (r/,dr”d(,b”)dt/,,

sitomamosar’ =0, t'=0, ¢ =0

oo r27w oo O(t—=tNO(t") ;u2=2rr" cosp-¢")+r'") m
rzkl — f f f r/lZ (_ ( ) (, ) el 20-17) ) (el%)
o Jo Jo 2n(t—t")

2t" +ir'"?
—— | ("dr"d¢"dt"
( 8 (13 ) ¢
2 - 7 :
[ e e gt )
o Jo b 2n(t—t")
6(tﬂ)
g (4n(t//)) (r'ar’ag"at". R
Notemos que
21 r//3 (2 t’/ + ir’lz) - (r2=2rr” cos(@+r""2) 2 27[rl,3 (2 t" + irllz) e 2= ]0 (%)
f P e de = — ’
0 T Bt = 1)
(D.42)
i(rzt”+tr”2) "
oo 211" (28" +ir""?) " 2= ] (%)
n _
- f "3 (4 — dr’=
o (" - 1)
ir2
2 es (—6t2 ¢ (2t+ ir2) + t2 (—r4 +8irtt+ 8t2) +4t4) (D.43)

t5
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ir?

o0 g p2me (=612t (2t +ir?) + 1 (—rt +8ir’t +812) +4r%)
f 0(t—t)o(t") 5 d
0

.2

H(I)Zﬂe% (r*+ir*t-2¢%) (D.44)
312 '
Ahora bien
i(20"+1r2) .
2 TNS - (r2=2rr cos(@h+1"2) 402 2nr”3e 2e7e=1") ]0 %)
f - ¢ 2(t=1"") ez d([)” = ,
0 t"(t _ t") e — tnz
(D.45)
3 M rr” ir
oo 2777 e 2D Jo (ﬁ) p 2nt’ex (1" — 1) (2t(t" — ) + ir®t")
r =- )
]; " — t"2 t3([ _ l‘”)
(D.46)

.2
2mt" e (¢ — 1) (2t(t" — 1) + ir?t")
t3(t— t")

fooé(t”)e(t— IO dt’'=0. (D.47)
0
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