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Introduccion

El principio de minima accién de mecénica clasica asegura que las trayectorias o curvas que

minimizan la energia de un sistema mecanico son los puntos criticos de la siguiente accién,

/O L(x(t), %(t)) dt

El problema anterior se puede dualizar y traducir a buscar medidas que minimizen la ac-
cién promedio. Esta versién dual es conocida como el problema de Aubry-Mather la cual se
desarrolla en sistemas continuos sin embargo nosotros vivimos, hasta ahora, en un mundo
discreto en el sentido que nuestros computadoras u ordenadores solo pueden manejar una
cantidad finita de datos.

Debido a lo anterior este trabajo de tesis tiene un objetivo doble. El primero consiste
trabajar en la version continua del problema de Aubry-Mather y de aqui obtener una versiéon
discreta. El segundo objetivo es, ahora dada la versiéon discreta, mostrar un esquema de
aproximacién que derive en la versién continua del problema.

En el capitulo uno daremos una pequena introduccion, muy basica, de la teoria de Aubry-
Mather. En particular daremos resultados y conceptos importantes de esta teoria que nos
ayudaran a entender los capitulos subsecuentes. Ademads, enunciamos algunos resultados que
relacionan la teoria de Aubry-Mather con la teorias de soluciones de viscosidad. El lector
interesado en la versién continua de este problema puede consultar [4], o bien, [5].

En el capitulo dos, a partir de la ecuacién de Hamilton-Jacobi continua (HJC), enunciamos
un posible andlogo discreto de esta ecuacién la cual es llamada la ecuacién de Hamilton-
Jacobi discreta (HJD). En este capitulo se analizan la existencia y unicidad de las soluciones
de (HJD). Por dltimo, usando la teoria de sub-diferencial y super-diferencial se obtiene las
ecuaciones de Hamilton discretas.

El tercer capitulo exponen la convergencia del modelo discreto de Aubry-Mather para ello

se definen las interacciones de corto alcance las cuales generalizan el concepto de accion
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minimizante en el contexto discreto. Posteriormente se definen el semi-grupo de Lax-Oleinik
y soluciones KAM débil ambos conceptos en su version discreta, usando esta herramienta se
enuncia y demuestra el esquema de aproximacion.

Por 1ltimo, en el cuarto capitulo se realiza el andlisis de los resultados obtenidos en esta
tesis asi como el trabajo a futuro que se puede seguir realizando.

La mayor parte de este trabajo de tesis se basé en los articulos [10] y [6].




Capitulo 1

Preliminares de la Teoria de

Aubry-Mather

En este primer capitulo vamos a enunciar la teoria necesaria para poder entender los
capitulos subsecuentes. Estos resultados enunciados asi como sus demostraciones pueden ser

consultados en [1].

1.1. El problema de Mather

A lo largo de esta trabajo denotaremos al toro d-dimensional como T¢ = R%/Z4.

1.1 Definicién. Un lagrangiano L(z,v), L:T? x R? — R, es un funcional lineal conti-
nuo. Diremos que un langragiano L es de Tonelli si cumple que es suave en ambas variables,

periodico en x, estrictamente convexro en la velocidad v y es coercitivo, esto es,

L
lm (2, v)

lloll»o0 e ||v]|

:+O()

1



1.1. EL PROBLEMA DE MATHER

De nuestros cursos de calculo podemos recordar que el hecho que L es estrictamente convexo
2

en la definicion anterior es equivalente a que —— (x,v) es positivo definido al verlo como forma
cuadratica. La condicion de coercitividad de L se puede reescribir como el hecho que L es
superlineal sobre subconjuntos compactos de T¢ x R?, esto es, dado C' C R compacto y
K > 0 entonces existe una constante C(K) > —oo tal que L(z,v) > KlJv|| — C(K) para
todo (z,v) € T¢ x R%

El principio de minima accién de mecénica cldsica asegura que las trayectorias x(¢) de un

sistema mecanico son punto criticos de la accién

/0 L(x(t),%(t)) dt. (1.1)

traducido al lenguaje de cédlculo de variaciones tenemos que estos puntos criticos son las

soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

i DuL(x.%) = D, L(x, %) = 0. (1.2)

Ahora, consideremos a x(t) una trayectorfa en T¢. Definamos la medida pZ sobre T? x R? de

(W, px) = / U(x(t), x(t)) dt,

donde 9 estd en el conjunto de funciones continuas de T¢ x R? con soporte compacto. Si la

la siguiente manera:

trayectorfa x(t) es globlalmente Lipschitz, la familia {uL}7¢ tiene soporte contenido en un
conjunto C' compacto fijo esto implica que {uL} es compacto con la topologia débil-*. De lo
anterior, se tiene que existe una medida p, en T¢ x R? de manera que las medidas pL — puy
en la topologia débil-*. Luego, la medida p, cumple que

S
(WU, px) = Thm T (x,%) dt.

— 00 0

En particular, si consideremos a la funcién v¢(x,v) = v - Vi(x) donde ¢ € C*(T?), entonces

por el teorema fundamental del calculo y del hecho que ¢ es acotada obtenemos que

=0.

(o, px) = lim %/OTX'VSO(@ d — lim p(x(T)) — p(x(0))

T—o0 T—o0 T

1.2 Definicién. Sea v : R — R una funcién continua tal que inf 17_3]) | > 0 y ademds
v
fm 1) = 00. Una medida p sobre TYxR? es llamada admisible sz’/ y(v) dp < oo.
lv]—oo 1 + |’U’ Td x R4

2



CAPITULO 1. PRELIMINARES DE LA TEORIA DE AUBRY-MATHER

Una medida 1 admisible en T¢ x R? se dice holonémica si para todo ¢ € C*(T%) se cumple

/0 v-Vo(z) du=0. (1.3)

El problema de Mather consiste en minimizar la siguiente accién

/Td y L(z,v) du(z,v). (1.4)

sobre el conjunto de todas las medidas de probabilidad p(z,v) holondmicas.

1.2. Medidas Minimizantes

Recordemos que si L es un lagrangiano de Tonelli entonces, por la hipotésis de coercitividad,
se tiene que L alcanza su minimo global. Asi podemos suponer sin pérdida de generalidad
que L > 1 después de sumar una constante de ser necesario.

Consideremos a y(v) = inf L(z,v) y definamos al conjunto M como sigue
z€eT

M:Z{urllullz/ v(v)d!u|<00},
Td xRe

donde 4 es una medida signada en T? x R%. La variacién total |u| de la medida p esté definida

por
l(E) = sup > |u(E)],
i=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones de borelianos {E;} de E.
Definamos también el conjunto Cj como el conjunto de las funciones continuas de T? x R?

hacia R que satisfacen:

l|6]]y = sup <oo lim

Td x R4

De lo anterior tenemos el siguiente teorema.

1.3 Teorema. (De representacion de Riesz) Sea jp € M, definamos la funcion F,, : Cj — R
como F,(f) = /f dp entonces F,, € (CJ)* (espacio dual) y el mapeo pp — F, es una

isometria de M sobre (C)*.




1.2. MEDIDAS MINIMIZANTES

Por el teorema de representacion de Riesz se sigue que el espacio M es el dual del conjunto
CJ (T4 x R?). Notemos que dada una sucesion (1, ) acotada, ésta converge débilmente médulo

una subsucesién, es decir, existe una medida u tal que para toda ¢ € C{ se tiene que

t/m odun — | 6du
Td x R4 Td x R4

Observemos que 1 € C luego si cada i, es una medida de probabilidad entonces ;1 también

sera una medida de probabilidad.

1.4 Teorema. Exriste una medida de probablidad holondmica p en T? x R? la cual minimiza
la ecuacion (|1.4]).

Una medida que satisface el teorema anterior es llamada medida minimizante. Una
propiedad importante que cumplen las medidas minizantes es la siguiente.
1.5 Teorema. Sea i una medida minimizante entonces el soporte de p esta contenido en la

cerradura de la grifica de una funcion medible, esto es, existe una funcion medible v : T4 —

R? tal que soporte p C { (z,v) € T x R : v := v(z) }.

Vamos a considerar E/ un espacio vectorial topolégico convexo con espacio dual E'. A la

pariacién dual entre E y E’ serd denotada como (-, ).

1.6 Definicién. Sea h : E — (—o0,+00] una funcion conveza. La transformada de

Legrendre-Fenchel h* : E' — [—00,400) de la aplicacion h estd definido como
h*(y) := sup ((x,y) - h(%)), paray € E'.
zeE

De manera similar a la definicién anterior tenemos que si g : E — [—00, +00) es céncava
se define

zelR

70 = ot ()~ o))

Una descripcién més detallada del concepto anterior se puede encontrar en [6].

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES DE LA TEORIA DE AUBRY-MATHER

1.7 Teorema. (Fenchel-Legrendre-Rockafellar) Sea E un espacio vectorial topoldgico local-
mente convero sobre R con dual E'. Sea h : E — (—o0,+00] una funcion convexa y
g: E' — [—00,4+00) una funcion céncava. Luego si f, o bien, g es continua y eziste un

punto xq tal que h y g son finitos entonces

minlh*(y) — g"(v)] = suplg(z) - h(z)].
1.3. Soluciones de viscosidad

Las soluciones de viscosidad y la teoria de Aubry-Mather tienen una relaciéon muy estrecha

es por ello que daremos algunos resultados basicos de las soluciones de viscosidad.

1.8 Definicién. Sea F : R? x R x R? — R wuna funcién continua. Una funcién u acotada vy

uniformemente continua es una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
F(Du,u,z) =0, (1.5)

si para cualquier funcion ¢ : R —s R de clase C*° y un punto xo mdzimo (respectivamente

minimo) local de la funcion u — ¢ se cumple que

F(Dp(xg), u(zo), xo) < 0 (respectivamente > 0). (1.6)

De aqui en adelante denotaremos al conjunto de curvas globalmente Lipschitz como C(L).
Consideremos a a > 0, luego el problema de control éptimo de horizonte infinito con des-

cuento consiste en minimizar el siguiente funcional
0
Uq () = Inf {/ e L(x,x%) ds :x € C(L),x(0) = x} . (1.7)

La funcion u,, es llamada la funcién valor del problema de horizonte infinito con descuento.

Ahora, dado T' € R tenemos el problema de valor inicial el cual, para ¢t > —T'| consiste en




1.3. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD

minimizar
-7

V(x,t) = inf {/ L(x,%x) ds +¢(x(=T)) : x € C(L),x(t) = 3:} : (1.8)

Usando las propiedades de semigrupos del flujo de una ecuacion diferencial tenemos el

siguiente resultado.

1.9 Proposicién. Para o > 0 las funciones u, y V satisfacen el principio de programacion

dinamica, esto es, para T > 0

ua(z) = inf ( /0 €9 L (x, %) ds—l—e‘O‘Tua(x(—T))) (1.9)

x:x(0)=z T

x:x(t)=z _i

Vie,t) = inf (/tL(x,X) dt+V(x(—£),—£>> (1.10)

donde x es una curva globalmente Lipschitz y se cumple para todo —T < —t < t.

Una observacién importante que se da por la compacidad de T¢ y la continuidad de L es
que el infimo de hecho es minimo en la proposicion anterior.

Definimos ahora el hamiltoniano asociado al lagrangiano L como

H(p,z) = sup{p-v — L(z,v)}. (1.11)

veR
Algunas de las propiedades de H son el hecho que es suave en ambas variables, peridédico en
x, estrictamente convexo en la velocidad v y es coercitivo.
La siguiente proposicion nos dice como se relaciona la solucion clésica de la ecuacion de

Hamilton-Jacobi con valores iniciales y la funcion u,,.

1.10 Proposicién. Sea ¢ una funcién de clase C? y acotada. Consideremos oo > 0 y deno-

temos por ®(x,t) la unica solucion cldsica de la ecuacion de Hamilton-Jacobi no autonoma
O, +ad+ H(D,P,2) =0 (1.12)

en el intervalo [=T,0], con condiciones iniciales ®(x, —T) = p(x). Esta solucion existe para

tiempos T suficientemente pequenos entonces para todo t > —T se cumple que

e ®(z,t) = inf ( / t e L(x(s),%(s)) d8+6_aTg0(x(—T))) .

x:x(t)=z _T

6



CAPITULO 1. PRELIMINARES DE LA TEORIA DE AUBRY-MATHER

Las funciones u,, y V son soluciones de viscosidad como se enuncia en el siguiente teorema.

1.11 Teorema. Sea u, la funcion valor del problema de horizonte infinito con descuento

(1.7) entonces u, es una solucion de viscosidad de la ecuacion
aty + H(Dug, z) = 0.

De manera similar, sea V' la solucién al problema de valor inicial (1.8]) entonces V' es una

solucion de viscosidad de la siguiente ecuacion

Vi+ H(D,V,z) =0.

En los siguiente teoremas mencionaremos algunas de las propiedades mas relevantes que

cumple u, vista como solucién de viscosidad.

1.12 Teorema. Sea u, una solucion de viscosidad de la ecuacion
auy + H(Dug, ) = 0,

entonces au, es uniformemente acotada y u, €s Lipschitz, uniformemente en c.

Un resultado importante en la teoria de soluciones de viscosidad es el teorema de estabilidad

el cual presentamos a continuacion.

1.13 Teorema. (De estabilidad para soluciones de viscosidad) Supongamos que para o > 0
la funcion u® es una solucion de viscosidad para H*(u, Du,z) = 0. Ademds, supongamos que
H® — H de manera uniforme sobre conjuntos compactos y que u® — u uniformemente

cuando o« — 0, entonces u es solucion de viscosidad para la ecuacion H(u, Du,x) = 0.

Con el resultado anterior es posible construir una solucion de viscosidad a la ecuacién de

Hamilton-Jacobi estacionaria
H(Du,x) = C. (1.13)

7



1.3. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD

1.14 Teorema. (Lions, Papanicolao, Varadhan) Eziste un tinico mimero H = C y una
funcién u(x), Z¢ periddica en x, que es solucién (1.13)) en el sentido de viscosidad. Mds aiin,

u es Lipschitz y cuya constante no depende de w.

Este magnifico resultado se puede encontrar en el articulo no publicado [8]. Los resultados
mostrados en este capitulo serdan de ayuda para comprender el trabajo desarrollado en el

capitulo siguiente.




Capitulo 2

El problema discreto de

Aubry-Mather

El concepto de dualidad es muy 1til en problemas de minizacién ya que, bajo las condiciones
adecuadas, por el teorema de representacién de Riesz uno puede trabajar entre el espacio
original y dual a voluntad buscando el espacio que presente menos barreras para resolver
el problema de minimizaciéon. La mayoria de los resultados expuestos en este capitulo se

encuentran en [6].

2.1. Dualidad

Consideremos un lagrangiano de Tonelli L(z,v) : T¢x R? — R. A lo largo de este capitulo
vamos a buscar medidas de probabilidad positivas p(x,v) sobre T¢ x R, / dp =1, que

TdxRd
sean invariantes bajo la aplicacién z — x 4 v, esto es, todas las medidas p que para cada

una de las funciones continuas w : T — R se cumplen que

[, Jw+o) =) ] de=o,

9



2.1. DUALIDAD

ademds estas medidas p(z,v) minimizan la accién promedio

/ L(z,v) dpu.
TexR?

El problema anterior es un problema de programacién lineal en un espacio de medidas por
lo que admite una version dual. Notemos que este problema es una version modificada del

problema de Mather el cual le llamaremos el problema discreto de Aubry-Mather.

2.1 Definicién. Sea M un espacio de medible y p una medida sobre E. Decimos que la

medida 1 es:
» regularmente interior si u(M) = sup{u(K) : K C M, K es compacto}.
» regularmente exterior si u(M) = inf{u(U): M C U, U es abierto}.

» de Radon si es una medida de Borel, reqular exterior en todos los borelianos, reqular-

mente interior en los abiertos y la medida de los conjuntos compactos es finita.

Consideremos los dos conjuntos siguientes

C:={pc C(TxRY) : ¢(x,v) = p(x +v) — ¢(r) para algin ¢ € C(T%)},

0= {(p € OOt x RY) : 1im 280 _ o}

|v]—o00 "U‘
tenemos que por el teorema de representacién de Riesz (1.3)) el dual de C? es el conjunto de

medidas signadas sobre T¢ x R¢ dado como

M:{,u: ,uesdeRadony/ |v] d|u|<oo}.
Tdx R4

Definamos hy : C? — (—o0, 00] dado de la siguiente manera
hy (¢) = sup [—¢($, U) - L(ZL’, U)]

(z,v)ETIXRE

La aplicacién hy es convexa en C?. De manera similar, definamos hy : C — [—00, +00) como

ha(6) = 0 ,sigpel,
2 —00, sip &C,

10



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

no es dificil ver que esta aplicacion es concava.
Queremos relacionar los conjunto C y C? a su respectivo dual, asi pues definamos los

siguientes conjuntos de medidas

Mo:{ueM: [90(56+v)—90(x)]du=0,WEC(Td)},

Td x R4

Mlz{uGM:,uZU y/ duzl}.
Tdx R4

De acuerdo a la notacion previa tenemos el siguiente resultado.

2.2 Proposicion.

/Ld,u,si,uEMl 0 ,sipe M
hi(p) = y  hy(p) =

+oo st ¢ M. —00 , si ¢ M.

Demostracién:

Primero calculemos el dual de hy, recordemos que

eC? $eC? z,0)€Td x R4

i = s | [ o= (o] = sw [— [, o= s o) - Lao)

Si i es no positivo entonces podemos elegir una sucesiéon de funciones no negativas ¢, € C?

tales que:
—/ On dpp — +00
Td xR

luego como L > 0 se tiene que —¢,, — L < 0y de aqui que

hi(¢n) = sup[—¢n — L] <0

de lo anterior se sigue que

_/ (bnd,u - sup [_¢n($7 U) - L(xa U)] 2 _/ ¢nd,u
Tdx R4 (

z,w)ETE xR Tdx R4

lo cual implica que

hin) = sup [— [ ot s [—¢<x,v>—L<x,v>]] > swp | [ o]

peC? )ETEx R4 PneC?

11



2.1. DUALIDAD

haciendo n — +o0 se sigue que hj(u) = +oo.

Ahora, si > 0 entonces afirmamos que se cumple que

hi(p) > /Td Ny Ldp + sup |:/]1'd iy Ydp — sup 14 . (2.1)

$eC? TdxRd

En efecto, consideremos una sucesién L,, en C? que converge de manera puntual a L. Obser-
vemos que toda funcién ¢ € CY se puede escribir como ¢ = —L,, — v para alguna ¢ € C?,

esto ya que podemos elegir a ¢ = ¢ + L, y de aqui que

o [ [ va-n@] = [ [ parvdi-mi-n, -0
Td xR TdxRe

$eC9 YeC?

:/ Lo + sup U wdu—hm—Ln—w] -
TdxR4 YpeC? TdxRd

ahora como L, es una sucesion creciente se sigue que L,, — L < 0 luego

(2.2)

hi(=Ln =) = sup [Ly+¢ — L] < sup [¢]

Td xR Td xRd

de lo anterior y usando la ecuacién (2.2)) se tiene que

Pi() = sup [—/ ¢du—h1<¢>} 2/ Lo dy+ sup [/ b dj— sup w}
peC? Td xR Td xR PeC? [JTdxRY Tdx R4

haciendo tender n a infinito y usando el teorema de la convergencia mondtona se prueba
nuestra afirmacion.

Ahora, supongamos que / dp # 1 entonces elegiendo ¢ = a € R constante obtenemos
Td xR

sup [/ U du — supw}Z/ o du — supa:a(/ du—l)
»eCo Td xRd Td xRd Td xRd Td x R4 Td x R4

haciendo tender o a 00 se tiene que

que

sup [/ Y dp — sup w] > +00.
TdxR4

ey TdxRd

lo cual implica que

hi(p) 2/ Ldyu + sup U Ydp — sup @b} > +00 .
TdxRd TdxRd

P»eC? Td x R4

En caso contrario, si / dp =1 entonces
Tdx R4

[ co-nidus swo-L) [ du= sup (- L) =h(o)
Td xRd Td xRd

Td xR Td xRd

12



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

Por lo tanto, para todo ¢ € C? se sigue que

- ed-m@ <[ L
TdxRd Td xRd

lo cual implica que hj(u) < / L dpu. Para la otra desigualdad basta tomar 1) = 0 en la
Td xR
ecuacion (2.1]) y por tanto se tiene que

n = [ L
X

Para calcular h} observemos que si u ¢ M, entonces existe ¢ € C tal que

/ ¢ dp #0
Td x R4

luego para a € R se tiene que

inf [—/ (bd,u] < —/ ag du
PeC Td x R4 Td xR

de aqui que, haciendo o« — 400, obtenemos

hy(p) = inf | — dp| < inf |- bdu| = —

0= 5[~ [0 ] = |- o0 ] =

luego si u € M, entonces para ¢ € C se tiene que existe ¢ € C(TY) tal que ¢(x,v) =
(x4 v) — () y de aqui que

[, odu= [ v = vwto)du=o
TdxRd TdxRd

lo anterior implica que hi(u) = 0, lo cual concluye la prueba.

Al ser h; continuo se tiene que el resultado anterior junto con el teorema de Fenchel-

Rockafellar nos da el siguiente resultado.

2.3 Teorema.

—  inf L dy = inf su z) — iz +v) — L(z,v)].
MGMOHMI /TdXRd M "/JGC(Td) ($7U)€TI(3XRd [’lp( ) w( ) ( >]
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2.2. SOLUCION A LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI DISCRETA

Demostracién:

Por el teorema de Rockafellar tenemos que

sup(ha(z) — by (x)] = mf [hi(y) — hy(y)],

zelE yeE'
donde F = MyN M; lo cual implica que E* = C. Luego, si u € MyN.Mj se cumple, por la
proposicion (2.2)), que
W) = [Ldu . B =0.

De lo anterior se sigue que

fut U Ldu_o]:sup[o— sup  (—o(w,0) — Liz,v) )]

nEMoNM;y ¢eC (z,0)€TEXRE
= —inf[ sup ( —¢(ZE,U)—L(ZE,U) )]

= (z,v)ETIXRE

Como ¢ € C luego existe ¢ € C(T?) tal que ¢(x,v) = (z +v) — ¥(x) asf

— inf Ldp= inf — — L
i [ B B (60— ) = L)

2.2. Solucion a la ecuacion de Hamilton-Jacobi discreta

La ecuacién de Hamilton-Jacobi continua esta dado como

sup [—vD,u — L(x,v)] = H(Dyu,z) = H.

veT

un posible analogo discreto de estd ecuacién seria el siguiente:

sup [u(z) —u(z +v) — L(z,v)] = H. (2.3)

veTd
En esta seccién vamos a discutir la existencia de soluciones de esta ultima ecuacion, la cual
llamaremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi discreta, tratando de extender las técnicas
del caso continuo al discreto.
Primero, vamos a tratar de construir una solucién de la ecuaciéon . Asi, definamos un
operador T que actia sobre funciones periédicas acotadas de la siguiente manera

Tu(x) = e ® Wf [u(z +v) + L(z,v)] , w¢€ T
veER

14



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

para « > 0. Vamos a buscar los puntos fijos u® de T, para ello observemos que si u,w son

funciones acotadas y periédicas,

1T — Tw||oe = sup [Tu(z) — Tw(x)|

zeTd
= sup le™® inf u(x 4+ v)+ L(z,v) — e ® inf w(x+v) — L(x,v)]
z€Td veR? veR4

=¢ %sup | Inf u(x +v)— Inf wlx+v
gceqlg|veRd ( ) vERE ( >|

=e “sup | inf (u(z+v) —w(x+v))]
ze€Td veRd

< e sup fu(@) — w(@)] = fu — w]|.
zeTd

Luego, como a > 0, se sigue que 7'“ es una contraccién estricta y al ser el espacio de las
funciones acotadas un espacio de Banach se sigue del teorema de punto fijo de Banach que
T posee un tnico punto fijo, digamos wug. Recordemos que una de las hipotésis de capitulo
1 es que L > 1. Afirmamos que el punto fijo u® es no-negativo, es decir, u®(z) > 0 para todo
x € T En efecto, si w es una funcién no negativa luego, como la funcién exponencial y el
langrangiano son ambos no negativos, se tiene que

Tw(z) =e @ fnfd[w(:v +v) 4+ L(z,v)] >0
vER

lo anterior nos dice que T® envia funciones no negativas en funciones no negativas. En par-
ticular, se cumple para u® y se sigue la afirmacion.
Una propiedad importante que cumple el operador T es el hecho de ser semiconcava,

concepto que definimos a continuacion junto con el concepto de semiconvexo.
2.4 Definicién. Sea f: X — R una funcion continua:

s La funcion [ se dice semiconcava siempre que exista una constante C' tal que

fla+y)+ f(z—y) —2f(x) < Cly*.

s Decimos que f es semiconvexa si existe una constante C' tal que

flx+y)+ f(x—y) —2f(x) > Cly*.

15



2.2. SOLUCION A LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI DISCRETA

El siguiente teorema nos dice el porque la semiconcavidad es una propiedad de gran rele-

vancia para el operador 7.

2.5 Lema. Tu es uniformemente semiconcava (con respecto a «) y por tanto, al ser pe-

riodica, Lipschitz.

Demostracién:

Queremos ver T%u es concava sin importar la eleccién del punto z € T¢. Sea v* el punto

donde se alcanza el infimo para u tal que
T (x) = e “[u(x +v*) + L(x,v")] (2.4)
de lo anterior, para todo v € R?, se cumple que
T (x) < e “u(x+y+v)+ L(z,v)].

En particular, se cumple si evaluamos u en el punto z +y y v = v* — y, esto es,

T(z +y) < e *u(z+v")+ Lz + y,v* —y)]. (2.5)
De manera analoga se obtiene que

Tz —y) < e *u(z+v*)+ Lz — y,v" + y)]. (2.6)

Por otro lado, haciendo la expansién en series de Taylor (de orden dos) del lagrangiano

L(z,v* 4 y) alrededor del punto (z,v*) obtenemos
L(z,v" +y) = L(z,v") + (0,9)" DL(z,v") + (0,)" D*L(z,v")(0,5) + R(y*) ~ (27)

donde DL(z,v* + y) denota el gradiente de L evaluado en el punto (z,v*), D*L(x,v*) es la

matriz hessiana y R(y?) es el residuo de la serie de Taylor. De manera andloga obtenemos
L(z,v* —y) = L(z,v") = (0,y)" DL(z,v") + (0,y)" D*L(z,v")(0,y) — R(y*) (2.8)
sumando las ecuaciones y se sigue que
L(z,v* +y) + L(z,v* —y) = 2L(x,v*) + 2(0,y)" D*L(z,v*)(0,%)
recordemos que el hessiano se puede ver como una forma bilineal luego

L(z,v* +y) + L(z,v* —y) — 2L(x,v*) < 2/(0,y)" D*L(x,v*)(0,7)|
< 2|D*L(z,v")| - |y[?

16



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

al tomar C' := 2|D?L(x,v*)| la desigualdad anterior queda reescrita como
L(z,v* +y) + L(z,v* — y) — 2L(x,v*) < Cly|*. (2.9)
Ahora, multiplicamos por —2 la ecuacién ([2.4) entonces
—2T%u(x) = —2e “[u(x + v*) + L(x,v")] (2.10)

Ahora, sumando las ecuaciones (2.5)), (2.6)), (2.10]) y usando el hecho que e~ < 1 obtenemos

T(x +y) — 2T%(x) + Tu(z + y) < —2e “[u(z +v*) + L(x,v")]
+ e “u(z +v*) + L(z + y,v" — y)]
e u(z+v7) + Lz —y,v" +y)]
< =2u(z +v*) — 2L(z,v")
+u(z +v") + Lz + y,v" —y)
+u(z+v") + Lz —y,v" +y)
= —2L(z,v") + L(z + y,v" —y) + L(x — y,v" + y).

De lo anterior y usando la desigualdad (2.9)) se concluye que
Tu(z +y) — 2T%u(z) + T*u(x +y) < Cly|*

lo anterior nos dice que el operador T es semiconcavo de manera uniforme. La tultima
afirmacién se sigue del hecho que para funciones periédicas, semiconcavidad implica Lipschitz
continuidad.

O

Recordemos que por hipotésis el lagrangiano L cumple ser positivo y ademas por el hecho
de ser una funcién continua y la variable x esta sobre un compacto se tiene que L(z,0) esta
acotado. Estas cotas sobre el lagrangiano son de utilidad al momento de buscar cotas para
el punto fijo del operador 7.

2.6 Lema. Suponga que u® es el punto fijo de T* y que ademds 0 < L(x,0) < C' entonces

tenemos la siguiente cota

C

1l—ea’

[|uloo <
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2.2. SOLUCION A LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI DISCRETA

Demostracién:

Como u® es punto fijo de T“ se sigue que
u®(z) = Tu(x) = e Uigﬂgd[ua(x +v) + L(x,v)]
< e *[u*(x +v) + L(x,v)], para todo v € R%
En particular, se cumple para v = 0, es decir,
u®(x) < e “u(z) + L(z,0)] = e “u®(x) + e *L(x,0)

ahora, como 0 < L(z,0) < C y e ® < 1 obtenemos que

u*(z) < e “u(x) + e “L(x,0) < e u(x)+ C

lo cual implica que u®(z)(1 — e~®) < C tomando supremo sobre x se sigue que

« «
pr— < .
4| sup u (@) < 7=

O
El siguente teorema es el analogo, para esta versién discreta, del teorema de estabilidad
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi en sistemas continuos.
2.7 Teorema. FExiste una funcion periddica semiconcava u tal que, a través de alguna sub-

sucesion, u® — minu® — u. Mds atn, existe un numero H tal que
zeTd

(1—e*)mmu* — H.

Ademds, u satisface la ecuacion (2.3)), esto es,

u(z) = Inf [u(z +v)+ L(z,v) + H].

vERL

Demostracion:

Como u® es punto fijo se sigue que T*u® = u® luego del lema ([2.5)) se tiene que

lu” = @[ = ||IT*u® = T7u”||oc < Mla — ] (2.11)

18



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

lo cual implica que u® es uniformemente Lipschitz en a y de aqui que u® —min u® es uniforme-
mente Lipschitz (al ser min u® constante), con respecto a «, y consecuentemente acotada por
la periodicidad, se tiene que esta sucesién converge uniformemente, posiblemente mediante
una subsucesion, a un limite wu.

Primero notemos, usando el lema ({2.6), que (1 —e™®) min u® esta acotada
z€T

C
10— e minulog < (1= ™) [Juloo < (1 - ™) g =C

Ademas, afirmamos que (1 —e™®) mi% u® cumple que es Lispchitz y cuya constante de Lips-
z€eT

chitz que tiende a cero, sean o, 3 > 0y « € T? luego

(1 —e)mimu® — (1 —eP)mmuv’| = (1 — e ) minu*(z) — (1 — e?) min v’ (z)
zeTd zeTd

< min] (1 e )u*(x) — (1 e p(0)

supongamos, sin pérdida de generalidad, que a@ < 3 entonces e < e~ lo cual implica que
1 —e @ <1— e luego, usando la ecuacién ([2.11)), se obtiene que

(1 —e)mmu® — (1 —e?)mmu’| < gel%r%[ (1—e (@) — (1 —e Pl (2)]

<(1- G_B)fgrg[ u®(z) —u’(z) |
< (1-e M) u(w) —u’(2) ]
<(1—e )M Ja— 5.

Por tanto, al tomar supremo, (1 — e™®) Hll/% u® es Lipschitz. De lo anterior se tiene que,
zeT

mediante una subsucesién, (1 —e~®) minu® converge a una constante definida por H. Para

verificar que se satisface la ecuacion ([2.3]) notemos lo siguiente

u*(z) — minu® =T — e “minu® —minu® + e * minu®
zeTd zeTd zeTd zeTd
=—(1—e*) minu® — minu® + T
xeTd z€Td

— (1—e©@ 7 o s @ 4inf [u®(z + L :
(1—e )grcgr%u min u vlean[u (x +v) + L(z,v)]

=—(1—e ") minu®+ inf [u*(z +v) — minu® + L(z,v)]

z€Td veERd x€Td
= (1 = - ‘ o ‘ f a . ’ o I
(1—e™)minu®+ inf [u%(z +v) —minu® + Liz, )] ,
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2.2. SOLUCION A LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI DISCRETA

de la igualdad anterior tomamos el limite cuando « tiende a cero, esto es,

u(z) = lim (ua(x) — min ua)

a—0 z€Td

= lim ( — (1 —=e ) minu® + inf [u*(z + v) — minu® + L(z, v)])

a—0 z€Td vERE z€Td

= lim —(1 — e ) minu® + lim( inf [u*(z 4+ v) — min u® + L(z,v)]
a—0 z€eTd a—0" yecRd zeTd

= H + inf [u(z +v) + L(x,v)] .

vERE

de lo anterior obtenemos que u(z) = H + infd[u(m +v) 4+ L(x,v)].
veER

O

Al igual que en el teorema de Lions-Papanicolao-Varadhan ((1.14) se cumple la unicidad
del ntimero H como lo muestra la siguiente proposicién.

2.8 Proposicion. El nimero H es iunico en el sentido que la ecuacion la ecuacion de

Hamilton-Jacobi discreta (2.3)) tiene solucion de viscosidad.

Demostracién:

upongam r contradiccion) que existen Hy 9 us r ivas funciones uq, us
Supongamos (por contradiccid e existen H; > Hs y sus respectivas funciones uq,
que satisfacen

ui(x) = infd[ui(:ﬁ +v) + L(z,v) + H] i=1,2,
vER

en el sentido viscoso. Luego, es posible encontrar una sucesién de puntos (z;,v;) con ;41 =

z;+v;y 1 <j<mn tal que cumplan los siguientes:

uy (1) = wy(zy, + v,) + Z L(zj,v;) + Hn, (2.12)
j=1

ug (1) < ug(wy 4+ v,) + Z L(z;,v;) + Han, (2.13)
j=1

restando la ecuacion (2.12)) a la ecuacion (2.13)) obtenemos que
up (1) — uy () < up(xn + vp) — s (Tn + vy) + n(Hy — Hy)
o equivalentemente

UQ((L’l) — ul(xl) — U2($n -+ ’Un) + U1<l’n + Un) S TL(E[Q — E[I)
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

como u; y us son acotadas se sigue que C' < n(ﬁ2 — I:Il). Como supusimos que H; > H, se

cumple que Hy — H; < 0 lo cual implica que

C < TL(HQ — Hl) — — OO
cuando n — oo, lo cual es una contradiccién.

O

El siguiente teorema muestra la relacién importante que cumple el niimero H, obtenido en
la ecuacién (2.3), con el valor del infimo del teorema ({2.3]).

2.9 Teorema.

— inf / Ldy=H.
HEMoNM1 J1dyRd

Demostracion:
Del teorema ([2.3) tenemos que

—  Inf Ldu= inf su z) —(x +v) — L(x,v)] .
peMonMy /’]I‘ded s P»eC (Td) (17U)GT€XRd hb( ) w< ) ( )]

De la definicién de H se tiene que

inf  sup [¢p(z) —p(x+v) — L(z,v)] < sup [u(z) —u(x+v)— L(z,v)] = H.
PEC? (z,v)€Td xRd (z,v)ETdxRd

Supongamos que ¥ cumple

sup  [¢(x) = P(z +v) = L(z,v)] < H

(z,v)ETEXRE

entonces se debe tener que para todo x,

Y(z) < Inf [Y(x+v)+ L(z,v)+ H|] —¢

vERL

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Notemos que la diferencia funciones ¢ — u tiene
un maximo absoluto en algiin punto xg, esto ya que tanto 1) y u son funciones con dominio

T? (compacto) y con codominio a los reales. Para zq se cumple que

u(xo) = u(zo + vo) + L(xo, vo) + H.
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Ademas, se cumple que

W(xo) < (x4 vo) + L(x0,v0) + H—€ .
Restando las dos ecuaciones anteriores se sigue que
(o) — ulwo) < (wo+ v9) — u(To + 1) — €

pero esto contradice el hecho que zy es maximo absoluto de la funcion ¢ — u. Por lo tanto,

se debe cumplir

inf sup x)—Y(r+wv)— Lx,v) = H.
L (M)eww[w( ) = ¥(z+v) — L(z,v)]

S 1 —  inf Ldu=H.
e concluye que e /&lr;li /Q 1

2.3. Principio de programacién dinamica discreto

Vamos a estudiar el principio de programaciéon dindmica en tiempo discreto y las ecua-
ciones de Euler discretas para la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi discreta. Vamos a dar unas
definiciones previas las cuales se pueden consultar con mayor detalle en [7].

Consideremos 2 un subconjunto abierto de R%. Asociemos a una funcién u € C(Q) y z €

los siguientes conjuntos

D*tu(z) := {p € R%: limsup uly) —ule) =p-y = ) < O} :

y—z , yeQ lz —yl
D u(z) == {peR’: liminf uy) —ul@) =p- =) 5 51
y—x , yed ’;L’ — y’

Estos conjuntos son llamados de manera respectiva, el super-diferencial y sub-diferencial
(o semidiferenciales) de u en z. El siguiente lema nos describe los conjuntos Dt u(z), D™ u(x)

en términos de las funciones de prueba.
2.10 Lema. Sea u € C(Q) entonces

a) p € DV u(x) siy sdlo si existe o € CY(Q) tal que Dp(x) =p y u— ¢ tiene un mdrimo

local en x.
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DISCRETO DE AUBRY-MATHER

b) p € D u(x) si y sdlo si existe p € CY(Q) tal que Do(x) =p y u— ¢ tiene un minimo
local en x.

Demostracién:

a) Sea p € Du(z) entonces para algin § > 0 ,
uly) <u@)+p-olly —z)ly — 2| Vye B(z,9),

donde o es una funcién creciente en [0, +o00) tal que ¢(0) = 0. Ahora, definamos la

funcién § como sigue

Ahora notemos que si evaluamos 5(0) = 0 y si derivamos 3, del teorema fundamental
del célculo, obtenemos que f'(r) = o(r) luego 4'(0) = 0(0) = 0 y ademds se cumple

que (2r) > o(r)r lo cual implica que la funcién ¢, definida por
ply) =ul@) +p-(y—z)+B2ly —z)
es de clase C1(R?) y Dy(z) = p. Més atin, para y € B(z,d) se cumple que
(u—p)(y) <olly —aDly —a[ = P2ly —z]) <0 = (u—yp)(z) .
Para el regreso notemos que
u(y) — u(z) — Do(x) - (y — ) < p(y) — () — Dp() - (y — x)
para y € B(x,d) y por tanto la prueba esta completa.

b) Notemos que D~ u(z) = —(D*(—u)(z)) luego aplicando el inciso a) aplicado a la funcién

—u obtenemos b).
O

Algunas propiedades que necesitaremos del sub-diferencial y super-diferencial son las si-

guientes. Recordemos que estamos denotando a la derivada total por D.
2.11 Lema. Sea u € C(Q) y x € Q entonces

a) DTu(x) y D-u(x) son subconjuntos converos cerrados (pueden ser vacios) de R?.
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2.3. PRINCIPIO DE PROGRAMACION DINAMICA DISCRETO

b) Siwu es diferenciable en x entonces {Du(x)} = D u(z) = D~ u(z).

¢) Si para algin x los dos conjuntos Dtu(x) y D™ u(x) son no vacios entonces

DYu(x) = D™ u(x) = {Du(z)} .

Demostracién:

a) Probemos que DTu(x) es convexo. Si Dtu(z) = 0 pues no tenemos nada que hacer.

Supongamos que D u(z) # 0, sean a,b € DT u(x) y 0 < ¢ < 1 luego tenemos que

u(y) —u(z) = [(1 = t)a+1b] - (y — x)
= [(1=1) +tJuly) = [(1 =) + tju(z) = [(1 = t)a+tb] - (y — )
= (1 =Duly) —u(r) —a-(y = o)) + tuly) —u(z) =b- (y - z)]

diviendo la expresion u(y) —u(x) —[(1 —t)a+1tb|- (y —x) entre |z —y| y luego calculando

lim sup obtenemos

uly) —u(z) = [(1 = t)a+tb] - (y — x)

lim sup
y—x, yeQ ly — |
1 — _ —a-(y— _ b (y—
ey (L= 00(0) = ula) = a- (g = )]+ luly) = ulw) = b- (y = )
y—z, yeQ ly — |
_ —a-(y— _ b (y—
— (1 t) limsup WU T WD) g W) Zuld) T D)
y—z, yeQ ly — x| y—z, yeQ ly — x|

lo anterior implica que (1 —t)a+tb € DT u(z), es decir, D u(z) es convexo. De manera

analoga se prueba que D~ u(z) es convexo.

Para probar que DT u(z) es cerrado consideremos una sucesién p, — p tal que p, €

DT u(x) para todo n y supongamos (por contradiccién) que

lim u(yn) — u(x) —p - (Yo — )

—a>0 (2.14)

para una sucesién y, — x. Para k suficientemente largo tenemos que |[py — p| < &

entonces sumando y restando py, - (y, — x)/|y, — 2| a la ecuacién ([2.14) obtenemos la
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siguiente desigualdad

u(yn) - u(x) =P (Yo — :L‘)

a = lim
— i ) — (@) =P (Yn = @) P (Yo = 2) = Pr - (Yo — @)
n—oo |yn - ZL‘|
iy ) —ul(@) =P (Yo — ) + (k= p) - (Yo — 2)
< lim u(yn) — w(@) — pr - (Yo — ) + [Pk — p| - |yn — 2|
n—oo |yn —.T’

(8%
luego como |p, — p| < § obtenemos

o < 1im sup ugn) —u(@) —pe - (gn = 2) | @
y de lo anterior obtenemos que
Lt sup u(Yn) —u(@) — pr - (Yo — ) > @

lo cual contradice que py € DT u(x).

b) Primero observemos que para cualquier z,y € Q y p,q € R? tenemos que

y—o _uly)—u@)—q-(y—2) uly)—u(z)—p-(y—=z) (2.15)
ly — x| ly — |y — |

(p—q)-

Ahora, sea n un nimero natural. Definamos vy, := = + (1/n)(p — q) y tomemos y = y,

en la ecuacion ([2.15)) luego

p—q| = u(Yn) — u(x)__ q (Yo — ) B w(yn) — U(I')_—p (Yo — )
|yn x| |yn xl

por definiciéon de lim sup y lim inf obtenemos

p— gl < limsup “Wn) =@ = q- (= 2)
Ty, yeQ |yn _ x|
C lming Y) —u(@) —p- (yn — )
ymn e Y — |

(2.16)

<0

Si u es diferenciable en x entonces DTu(z) N D~ u(x) # () ya que ambos conjuntos
contienen al conjunto Du(x). En este caso DV u(x) y D~ u(z) se reduece a conjunto

unipuntuales como consecuencia de la ecuacion ([2.16)).
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c) Si para algin x se tiene que DV u(x) # 0, D~ u(z) # 0 entonces por la ecuacién ([2.16))
D*u(x) = D~ u(x) es unipuntual. Lo anterior implica que u es diferenciable en z con
{Du(x)} = Dtu(x) = D~ u(x).

O

En el siguiente teorema vamos a hacer uso de las algunas de las propiedades enunciadas

del super-diferencial, sub-diferencial y el hecho que L es suave en ambas entradas.

2.12 Teorema. Sea u una solucion continua de la ecuacion

u(z) = vieand[u(a: +v) + L(z,v) + H| . (2.17)

entonces se cumplen los siguientes:

1.- Para cada x existe un dptimo v(z) (posiblemente no unico) tal que

u(z) = u(z +v(z)) + L(z,v(x)) + H.

2.- Se tiene que u es diferenciable en x + v(x), y ademds

D,u(x +v(z)) + Dy L(x,v(z)) = 0. (2.18)

3.- Siu es diferenciable en x entonces

Dyu(x) = D, L(xz,v(z)) — D, L(x,v(x)). (2.19)

Demostracién:

1.- Sea zy € T fijo. Afirmamos que existe § > 0 tal que

inf [u(zo +v) + L(xg,v) + H = inf [u(xe+v) + L(zo,v) + H]. (2.20)
vERY v€B(0,9)
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En efecto, observemos que como L tiende a infinito cuando ||v|| tiende a infinito pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que u(zo + v) + L(x,v) + H > 0 para todo
v € R", ya que podemos sumarle una constante adecuada al lagrangiano. Mas aun,
podemos suponer que u(zg) = vieand [u(zo +v) + L(x9,v) + H] > 0. Ahora, del hecho que

L es superlineal y u es acotado, se sigue que si ||v|| — 400 entonces
ulo +0) + Lzo,v) + H — +oo,

esto es, dado K > 0 existe § > 0 tal quessi ||v|| > & entonces u(zo+v)+L(zo,v)+H > K.
Ahora, sea vy € R? fijo luego tomando K = u(xg +vg) + L(z0,v9) + H > 0 se tiene que
existe 6 > 0 tal que
u(rg +v) + L(xg,v) + H > K = u(xo + vo) + L(wg,v0) + H
> [u(zo + w) + L(xg,w) + H]

inf
weRd
siempre que ||v|| > ¢. De manera equivalente lo anterior se puede reescribir como

u(zo +v) + L(xg,v) + H < inf [u(xg +w) + L(zo, w) + H] (2.21)

weRL

si ||v]] <4, o bien, v € B(0,d). Tomando infimo en (2.21]) sobre B(0,§) obtenemos

inf  [u(xg +w) + L(zo,w) + H] < inf [u(xe + w) + L(zg, w) + H] (2.22)
weB(0,0) weRd

Para la otra desigualdad, notemos que B(0,d) C R? luego

inf [u(zo +w) + L(zg,w) + H) < inf  [u(z +w) + L(xg, w) + H]. (2.23)
weRd weB(0,8)

De las desigualdades (2.22) y (2.23]) se sigue la afirmacién.

Ahora, como por hipétesis u es continua y ademds sabemos que B(0,d) es compacto
se sigue que existe v(zg) € R? tal que u(zo) = u(zo + v(x0)) + L(zo, v(30)) + H luego
usando la igualdad ([2.20)) se obtiene lo deseado.

2.- Notemos que del inciso anterior se tiene que dado x se cumple que

u(z +y) = inf [u(x +y+v)+ Lz +y,v) + H]

=ulz+y+vlz+y)+Le+yvz+y)+H (2.24)
<ulzr+y+o@+y)+ Lx+ydx+y)+ H
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lo anterior se cumple para todo ©(z) € RY, en particular, podemos tomar o(x + y) =
v(z) —y y de aqui que
uwz+y) <ul@+y+i(x+y)+ Lz +y,ox+y)+H
=u(z +v(x)) + Lz +y,v(z) —y) + H.
De esta manera obtenemos que
u(z +y) <uz+o(@) + Lz +y,v(@) —y) + H (225)

notemos que el lado derecho de la ecuacién anterior es diferenciable en y, pues L € C*
y u no depende de y, lo cual implica, por el inciso b) del lema (2.11)), que u tiene super-
diferencial no vacio. Por otro lado, si en la ecuacion ([2.25) hacemos y = 0 obtenemos

que para todo 9(z) € R? se cumple que
w(r) <u(z+y+o(r +y)) + Lz +y,0(x +y)) + H.
En particular, podemos tomar o(x + y) = v(x) + y lo cual implica que
u(z) < u(z +v(z) +y) + Lz, v(z) +y) + H,

de la ecuacién anterior se sigue que u tiene sub-diferenciable no vacio en el punto
x + v(z). Como sub-diferencial y super-diferencial son ambos no vacios se sigue del
inciso ¢) del lema (2.11)) que u es diferenciable en el punto = + v(z).

Para probar la ecuacién ([2.18]) observemos que de la desigualadad (2.25)) se convierte
en igualdad cuando y = 0 asi derivando respecto a y y evaluando en y = 0 obtenemos

las siguientes igualdades

0=Dyu(z)| = Dyfu(z+v(z)+y)+ Llx,v(x) +y) + H]

y=0

y=0

= Du(x +v(x) +y) ) + Dy L(z,v(x) +y)

= D,u(z +v(z)) + Dy L(z,v(x)).

y=0

3.- Para probar ahora la ecuacion ([2.19)) recordemos nuevamente que para y = 0 la desigual-

dad ([2.25) es una igualdad entonces

Dou(w) = Dyu(e-+9)| = Dyfulw +v(w) + 1w +y,v(w) — ) + ]

y=0
y=0

= D, L(x,v(z)) — D,L(x,v(z))

y=0
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Por tanto, D, L(z,v(z)) — D,L(z,v(z)) = 0.
0J

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente corolario. Para ello, sea H, el hamil-
toniano definido por
H(z,p) = sup[~v-p— L(z,v)] (2.26)

vERE

2.13 Corolario. (Ecuaciones de Hamilton discretas) Sean

DPn = Dxu<xn) y Tntl = T + ’U(ZL‘n)

entonces se cumple que

Pn+1 — Pn = DxH<xnapn+1)
(2.27)

Tpt1l — Tp = _DpH(xnaanrl)

Demostracién:

Para probar la primera ecuacién notemos que usando el hecho que =, 11 = x, +v(x,) y la

ecuacion obtenemos
Pnt1 = Dou(xni1) = Dyu(x, +v(2,)) = —Dy Lz, v(xy)).
Ahora de la ecuacion se tiene que
Pn = Dyu(zy) = Dy L(xy, v(x,)) — Dy L2, v(2y))
restando estas dos ultimas ecuaciones se sigue que
Prni1 — Pn = —DyL(xy,v(2,)) — Do L(xy, v(2,)) + DyL(zp,v(x,)) = =Dy L(x, v(x,)).

De la definicién de hamiltoniano (2.26)), tenemos que D, H (x,p) = —D,L(z,v). Sustituyendo

esta expresion en la ecuacién anterior se obtiene que

Prni1 — Pn = — Do L(xp,v(2,)) = Do H (20, Drg1)-
Para probar la otra ecuacién derivamos respecto a p en la ecuacion (2.26]) entonces

DpH(x,p) = =Dy(v-p) = —v
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2.3. PRINCIPIO DE PROGRAMACION DINAMICA DISCRETO

luego tomando las evaluaciones © = x,,p = p,a1 y v = v(x,) la ecuacién anterior queda

como —D,H(z,, ppt1) = v(z,) luego por definicién tenemos que v(x,) = Ty41 — T, asi

—D,H (2, ppt1) = v(Tn) = Tps1 — Tp.
]

Los resultados anteriormente expuestos en este capitulo dan en conjunto una discretizacién
del problema (continuo) de Aubry-Mather, es importante recalcar que dicha discretizacién
no es unica. En el capitulo siguiente lo que haremos sera tomar un problema discreto de

Aubry-Mather y a partir de este reconstruir el caso continuo.
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Capitulo 3

Convergencia del modelo discreto de

Aubry-Mather

Los resultados aqui expuestos son extraidos de [10]. Vamos a considerar un hamiltoniano de
Tonelli H(z,p) : T¢ x R? — R. Denotaremos por L(x,v) al lagrangiano asociado a H(z, p).

Vamos a considerar la siguiente ecuacion: la ecuacién celda,

H(z,du(z)) = H (3.1)
donde u(x) satisfacen la ecuacién (3.1]) en el sentido de viscosidad. Nuestro objetivo principal
es describir un esquema de aproximacion ergddica para la ecuacién anterior. Notemos que
(3.1)) es una ecuacién diferencial parcial degenerada de primer orden con dos incégnitas (H, u).
La constante H es tinica y se denomina hamiltoniana efectiva. La funcién u(z) es continua y

periédica pero puede no ser unica.

3.1. Interacciones de corto alcance.

A lo largo de este capitulo vamos a trabajar con dos aplicaciones, llamadas la accién

discreta y la accion minima. Las cuales definimos a continuacion.
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3.1 Definicion.

» Definimos a L.(z,y) como la accion discreta de L la cual esta dada por

L (x,y) =1L (x, - x) , 7 >0. (3.2)
T
» Dados z,y € R? se define la accién minima E.(x,y) de la siguiente manera:
£ = nf { | L0050 di 9 € 00,71, R, 4(0) = 21 (7) = y} (33
0

la cual se toma sobre todo T > 0. En la ecuacion (3.3)), el infimo se alcanza mediante alguna

curva C? por el teorema de Tonelli- Weierstrass.

Las dos interacciones anteriores L. (z,y) v £-(z,y) pertenecen a una clase de interacciones

parametrizadas, llamadas interacciones de corto alcance, cuya definicion formal es la siguiente.

3.2 Definicién. Una familia paramétrica de funciones E(x,y) : RIxRY — R indezada por

7 > 0 es llamada una interaccion de corto alcance si satisface las siguientes propiedades:
H1) E.(z,y) es continua en (x,y) para cada T > 0;
H2) E.(x,y) es periddica traslacional para cada T > 0;

E(x+ky+k)=FE(x,y), YeeZ® y Vo,yc R

H3) E.(x,y) es coercitivo para cada T > 0:

lim inf FE.(r,y) =+oc;
R—+oc0 ||z—y||>R ( y)

H4) E.(x,y) es uniformemente acotada: para cada R > 0

1 1
inf inf —F (z,y) >—00 , sup sup  —FEr(x,y) < 400;
7€(0,1] z,yeRd T re(0,1] |ly—z||<rR T
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H5) E.(x,y) es uniformemente superlineal:

E-(z,
lim  inf Bleny) _ o,
R—+oo 7€(0,1] |lz—yl[>7R ||z — y|

HG6) E. es uniformemente Lipschitz: para cada R > 0, existe una constante C(R) > 0 tal
que para cada T € (0,1] y para cada x,y, 2 € R,
w silly—z|| < TR y ||z — z|| < TR entonces
|E7 (2, 2) = Ex(z,y)| < C(R) ||z = yl],
v sillz—z|| < TR y ||z —y|| < TR entonces

|Ex(2,2) = Ex(y,2)] < C(R) |ly — =],

Nuestro siguiente objetivo serd mostrar que, bajo las condiciones adecuadas, la accion
discreta converge a la accién minima. Mas ain, daremos una cota que indique cual es la
tasa de convergencia, pero antes enunciaremos dos lemas que nos ayudaran con este objetivo

cuyas pruebas pueden ser consultados en [2].

3.3 Lema. (Compacidad a priori para minimizantes) Sea H(x,p) : T x R — R
un hamiltoniano de Tonelli. Para cada R > 0 existe una constante C(R) > 0 tal que para
cada 7 > 0,7,y € RY satisfaciendo ||y — x|| < TR, y para cada minimizante + : [0, 7] — R?

satisfaciendo

tenemos que |[5] < C(R) y |15l < C(R).

3.4 Lema. (Minimizantes de Tonelli) Sea M una variedad conera. Supongamos que

L:TM — R es un lagrangiano de clase C* convexo en las fibras, superlineal sobre cada
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subconjunto compacto de M, e inferiormente acotado por una métrica riemanniana com-
pleta en M entonces, para cada x,y € M, y cada a,b € R, con a < b, existe una curva

absolutamente continua 7y : [a,b] — M con v(a) = x,v(b) = y que es un minimizante en
C%([a, b], M).

Con lo anterior tenemos la siguiente proposicién.

3.5 Proposicién. Sea H : T? x RY — R un hamiltoniano de Tonelli y L el lagrangiano

asociado a H,

I) Las dos interacciones de corto alcance (L (x,y))rso0 ¥ (E-(2,Y))r>0, definidas en (3.2) y

(3.3), respectivamente, satisfacen las hipotésis (H1)-(H6).

IT) Para cada R > 0, eziste una constante C(R) > 0 tal que si 7 € (0,1], 2,y € R? satisface

que ||y — z|| < TR, entonces

€ (2, y) = Lo (2,y)| < T°C(R).

Demostracién:

Para I) vamos a probar primero las propiedades (H1) — (H6) para L, y posteriormente

para &;. Recordemos que dado 7 > 0, se define £, (z,y) = 7L | z, ——

H1) Como L es de clase C?, en particular, tenemos que L es continua se sigue, de la definicién

de L, su continuidad.

H2) Sea k € Z¢ luego recordando que L es periédica, con periodo uno, en la primera entrada

se tiene que

k—z—k -
Er(x+k7y+k):TL (m—{'kaw—x) =1L ($+kay 'T) :‘C‘r(may)
T

T
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H3) Recordemos que L es superlineal, es decir, existe K > 0y C'(K) > —oo tal que L(x,y) >
K||(z,y)|| + C(K). Luego, si ||y — z|| > R tenemos que

Lo(z,y) =L (x Y . ‘””) > T<K||(:c, 70+ C(K)>

T

T

> r(KILZE) + 0 ) = Klly =l +r0() O
> KR+ 1C(K).

Notemos que como C(K) > —oo y K, R > 0 se tiene que KR+ 7C(K) > —o0. De lo
anterior se tiene que

inf L,(z,y) > KR+ C(K)

lly—=|[>R

tomando el limite cuando R tiende a infinito se sigue que

lim inf L. (x,y)=+o.
R—+oo |ly—z||[>R ( y)

H4) Notemos que de la ecuacion ([3.4)) tenemos que L, (x,y) > KR+ 7C(K) luego

1 K
_Er(xvy) > _R + C(K> > —00,
T T

1
de lo anterior se tiene que inf inf —L, (x,y) > —oo. Probemos ahora que
7€(0,1] z,ycRd T

1
sup sup =L (z,y) < +00.
7€(0,1] |ly—=||[<rR T

Ly =1L (:c i "””)
T T

ahora, tenemos que existe S > 0 suficientemente grande tal que TR < S luego ||y —z|| <

Notemos que

S. Asi L es continua sobre un compacto (||y —z|| < S) se tiene que alcanza su maximo,

esto es, L (x, y- x) < M(S), para algin M (S) > 0. De aqui que

sup L(x,y_x) < M(S) < +o0.
T

[ly—z||<TR

-
H5) Notemos que podemos hacer el siguiente cambio de variable v = Y , 0 equivalente-

mente, 7v =y — x luego

L(z,y) 7L (z,2%)  7L(x,v) L(z,v)

le=wll =yl Tllll ]
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por la superlinealidad de L se tiene que dado K > 0 existe C(K) > —oo tal que
L(z,v) > K||v|| + C(K) luego
Lo(z,y) _ L(z,v)

= > K +
lz =yl ]l

O(K)

[lol]

De lo anterior podemos considerar dos casos: caso 1) C(K) > 0, o bien, caso 2) C'(K) <
0. Para el caso 1) tenemos que K + C(K)/||v|| > K luego

ﬁr )
lfim  inf El2y) o g
R—+00 r€(0,1] |lz—yl[>7R ||z — y|
Para el caso 2), observemos que 7||v|| = ||z — y|| > 7R lo cual implica que ||v|| > R, o
equivalentemente, I > m multiplicando por C'(K) < 0 ambos lados de la desigualdad
v
C(K C(K
obtenemos que 51% ) < H( “) de esta manera la desigualdad anterior quedaria como
v
T 7 K
Lowy) o, CE) o, CUE)
|z =yl [|v]] R
lo anterior implica que
lim  fnf Lol v) 5

in
R—+007€(0,1] [la—y|[>7R ||z — y||

luego en ambos casos como K > ( se tomo arbitrario se sigue lo deseado.

H6) Sean z,y,z € R? tales que ||y — z|| < 7Ry ||z — z|| < 7R luego

L) - ()]

como ||y — z|| < TR entonces la derivada total de L en el punto (z, z — y) estd acotada

1
1L (z,2) — Lo(2,y)| = .

y asi podemos aplicar el teorema de valor medio, esto es,

| L2, 2) = Lz, y)| < |DL(x, 2 = y)| - [|(z — 2, 2 = y)]
= |[DL(z,v —w)| - ||z = yl| = C(R)|Jv — w]|

De manera analoga probamos el caso cuando ||z — z|| < TRy ||z — y|| < TR. Asi se

cumple que &, es uniformemente Lipschitz.

Ahora, probemos las propiedades (H1) — (H6) para &, para ello recordemos que para todo
7 > 0 se define

& = inf {/OT L(y(t),%(1)) : v € C([0, 7], RY), 7(0) = z,7(7) = ?/}
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H1) Sea 7 > 0,7,y € R% Para probar que & (z,y) es continuo vamos a demostrar que

H2)

E-(z,y) es continuo en cada entrada para ello consideremos la siguiente sucesion (yy)

en R? la converge a y € RY.

Notemos que para R > 0 sufientemente grande se tiene que ||y — z|| < TRy ||y, —
z|| < TR luego por el lema (3.4) se sigue que existe curva de clase C* minimizante

7y 1 [0,7] — R absolutamente continua tal que v(0) =z y (1) = y, esto es,

£ (a,y) = / " Liy(s),4(s) ds

Definamos ahora la familia de curvas abolutamente continuas &, : [0, 7] — R? definidas
Yn — Y

como &,(s) =v(s) + s que une a x con y,. Luego,

E () — E(2,y) < / T L(a(s),Enls)) ds - / " Liy(s),4(s) ds
- / T L(En(3). €a(s)) — Lix(s),4(s)) ] ds

< 7|DL(x,v)| ||§n(5) — n(s)]|

Yn — Y
como y,, converge a y se sigue que &, (x, y) es continua en la segunda entrada. De manera

— A{DL(x,v) \ () + Y 5 ()

= [DL(z,v)] {[yn = yll

analoga obtenemos la continuidad para la primera entrada asi &£, es continua.

Sean 7 > 0,2,y € R? y k € Z¢ luego existe R > 0 suficientemente grande tal que
|z —y|| < TRy ||z — z|| < 7R luego por el lema ([3.4) existe una curva, de clase C?,
v : 0, 7] — R absolutamente continua que une z con y tal que

£ (x.y) = / " L(y(s),4(s)) ds

Consideremos ahora la siguiente curva ¢ : [0,7] — R? dada como &(s) = y(s) + k
notemos que £(0) = z + k y £(7) = y + k ademds £ = 4. Ahora, usando que L es uno
periddica se tiene que

Ewt hy k) < / " L(E(s). £(s)) ds = / " L(v(s) + kyA(s)) ds
- / " L(v(s),4(s)) ds = &, (x.9)
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De manera andloga podemos probar que &, (x,y) < & (x+k,y+k) y por tanto &, (x,y) =
E(x+ky+ k).

H3) Por la superlinealidad de L tenemos que dado K > 0 luego L(z,v) > K|[v|| — C(K)

para alguna constante C'(K) > 0. Consideremos la curva v : [0,7] — R? que une a x
—x

con y definida como y(s) =z + 52 luego

L(v(s),7(s)) = K|[7(s)|| = C(K) = %Klly—fﬂll - C(K)

de lo anterior se sigue que
| 100633660 2 Klly = o) = rC ()
ahora como ||z — y|| > R se tiene que
| 1663() = Klly = all = 70(8) = KR = 7C(K)
de lo anterior se sigue que

Ii f & (z,y) = +oo.
P, S0t (@, y) = oo

H4) Sea 7 > 0,2,y € R tales que ||z — y|| < 7R. Notemos que la curva y(s) = x + s=2 es

-
un camino que una a x con y. Luego, usando Holder obtenemos que

£ (n.y) < / " L(v(s),4(s)) ds < ||| / “ds= s Lizv)-r

z€R? |]v]|<R

Y de aqui que tenemos lo siguiente

1
~&(v,y) < sup L(z,v)
T 2€R? ||ol|<R

luego calculando el supremo sobre el conjunto ||y — z|| < 7R se tiene que

1
sup —é’T(x, y) < sup L([E, U)
™0, |ly=z||<rR T zeRe , ||v]|<R

notemos que L es una funcién continua sobre el conjunto T? x {||v|| < R} el cual es

compacto por tanto L alcanza supremo, es decir, es finito lo cual implica

1
sup =& (x,y) < oo.
>0, [ly—z||<TR T
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Ahora para demostrar la otra ecuacién, sea 7 > 0,2,y € R% Por la superlinealidad
de L tenemos que dado K > 0 luego L(z,v) > K||v|| — C(K) para alguna constante
C(K) > 0. Luego,

| ronas= [(xlI- o)) s

1
— Ky sl - (1) ) ds
o T
=Kl|ly—z|| - 1C(K) > —7C
lo anterior se cumple para todo cammo absolutamente continuo que une a x con y de

lo anterior se sigue que  inf 5 (x,y) > —C > —o0.
>0, z,y€Rd T

H5) Por la superlinealidad de L tenemos que dado K > 0 luego L(z,v) > K|[v|| — C(K)
para alguna constante C'(K) > 0. Consideremos la curva v : [0,7] — R? que une a x

x
luego

con y definida como v(s) =z + s4—

L(v(s),3(s)) = K[[¥(s)l| = C(K) = K|y — x]] = C(K)

integrando obtenemos que

| ronnas= [(xlI- o)) s

= [ Gl sl - ctx)) as
= Klly — ]| - 7O (K)

ahora dividiendo entre ||z — y|| se sigue que

L(~, ) ds
e L Klly—all - O) _ . <O()

=yl — ||z = yl| ||z —yl|
T de a e ! T luego la
> y qui que —— < —— lu
- [z =yl R |z =yl
desigualdad anterior quedaria como

TL( (s)) ds
A 77 s o TOE) e O

como ||z — y|| > TR entonces —

=yl — |z —yll — R
De lo anterior obtenemos que

&,
lim inf inf (z.v)
R—+oc0 7€(0,1] |lz—y||[>TR ||J] - y||

> K

al ser K > (O arbitrario tenemos lo deseado.
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H6) Sea R > 0y C(R) la constante dadas por el lema (3.3). Sea 7 € (0,1] y ||y — z|| < 7R.

Sabemos que &, (z,y) admite una curva de clase C? minimizante v : [0,7] — R?

satistaciendo 1(0) = o y 5(7) = y.Exley) = [ L0n3) dsllill < C(R) v || <

C(R). Definamos Vj = %(0) luego, usando el teore?ma del valor medio, tenemos
Iy (s) — 2l = [Iv(s) =y O] < [ 7(¢) Il (s = 0) para algin ¢ € (0, s)
recordemos que ||[¥|| < C(R) y s < 7 entonces
v(s) =2l < [ 4(O) [| s < 7C(R). (3.5)
Nuevamente por el teorema del valor medio tenemos lo siguiente
[19(s) = VoIl = [14(s) = 4(0)| < | () [I(s — 0) para algiin ¢ € (0, 5)
de nuevo se cumple que [|7|| < C(R) y que s < 7 asi la ecuacién anterior queda como

[19(s) = Vol < [15(C) lIs < C(R). (3.6)

—
Probemos ahora que y—r_ Vo|| < 7C(R) para ello notemos lo siguiente, usando el
T

teorema de valor medio para integrales,

y=2=19(0) =20 = [ 3() ds =73(O) paraalgin (e (0.7). (BT

De lo anterior se sigue que

y—« 79(¢ :
|- = |2 -] = e - w
luego aplicando la desigualdad (3.5)) se tiene que
y—z :
| - IK(Q) = Vall < 7C(R). 55)
Por 1ltimo demostremos que | |¥(s) — Y= T <orC (R). De la ecuacién (3.7)) se cumple
T

lo siguiente

2= | - =2 [ = i) - s

=[13(s) = Vo + Vo = YOIl < [1¥(s) = Val[ + [IVo = F(OI]

-2
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luego usando las ecuacién (3.7) y(3.8) se obtiene que

\ws) Y2 < () — Vell + 1%~ 3O < 20 C(R).

Por 1ltimo, usando el teorema del valor medio para L,

o) - Lol < [ s 360 -2 (2225 as

T ' y —
<ozl [ (1) =200+ |36 - 17 |) as
<||DL|| ( TC(R) +27C(R) )7 < 7*C(R)
donde C(R) = 3 sup ||DL|| C(R). Por tanto,hemos probado que si ||y —

z€R?, |[v||<R+C(R)
z|| < 7R entonces

X

€ (2, y) = Lo (2,y)| < T°C(R).

A continuacién definiremos el andlogo discreto del semi-grupo de Lax-Oleinik.

3.2. El semi-grupo de Lax-Oleinik discreto.
3.6 Definicién. Sea (E,(x,y)),>0 una interaccion de corto alcance satisfaciendo (H1)—(H3)
entonces

» Llamamos el operador discreto (retrospectivo) de Laz-Oleinik,

T[ul(y) = minu(z) + E-(z,y) , ¥y €R?,
A

actuando en funciones periddicas continuas u € CO(RY).

» Una funcidon periddica continua u, es una solucion KAM débil (retrospectiva) discreta

para E.(x,y), si satisface

T.lu.] =u, + E., para algin E, € R . (3.9)
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Observemos que la familia uno-paramétrica de operadores {1;},>¢ cumple ser un semi-

grupo bajo la composicién, es decir, dado u € C°(R?) y s,¢ > 0 entonces se cumplen:
CL) TT[U] € C()(Rd) 9 b) TO [u] =u ., C) Ts+t[u] = E(Ts[u])

Para que la ecuacién (3.9) tenga solucién es necesario la existencia de la constante E..
La siguiente proposiciéon enuncia la existencia de dicha constante, mas ain, nos dice varias

caracterizaciones de la misma. La demostracién de este resultado se puede encuentrar en [9)].

3.7 Proposicion. FEcuaciones de Lax-Oleinik para interacciones de corto alcance
Consideremos una intereaccion de corto alcance (E.(z,y))r>0 satisfaciendo (H1) — (H3)

luego:

I) Para cada T > 0 existe un tinico escalar E; tal que la ecuacion Trlur| = ur + E. admite

una solucion periodica ..

IT) E, es llamado una interaccion efectiva y puede ser calculado con alguna de las si-

guientes maneras

Er= sup inf E(z,y)— [u(y) — u(z)]
uweCO(Td) © JYER?

= sup Inf E (z,y)— [v(y) —v(z)] (3.10)

veB(RL) T ,yeRd
k—
, , 1
= lim inf — 5 E-(zi,ziy1) -
k—-+o0 ZO,...,ZkER k i—0

donde B(R?) denota el espacio de funciones acotadas.

La siguiente proposicion muestra que al considerar una configuracién o trayectoria mini-
mizadora entonces los saltos ||zx — zx_1|| son comparables a 7. Ademads, nos dice algunas de

las propiedades que cumple el operador T’.

3.8 Proposicion. Compacidad a priori para interacciones de corto alcance Consi-

deremos una interaccion de corto alcance (E.(z,Yy)).>0 satisfaciendo la hipotésis (H1)—(HG).
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I) Exzisten constantes C,R > 0 tal que si 7 € (0,1] y u, es una solucion KAM débil de

E.(x,y) entonces se cumplen:

a) u, es Lipschitz y Lip(u,) < C,

b) Para todoy € RY, six € arg min {u;(x) + E;(z,y)} entonces ||y — z|| < TR.
z€eR

IT) Para cada funcién u Lipschitz periddica, h’r% T, [u] = u uniformemente. Mas precisamen-
T—
te, para cada constante k > 0 existen constantes Ry, Cy > 0, tal que si u es una funcion

Lipschitz tal que Lip(u) < k y 7 € (0,1] entonces

a) Para cada y € RY, six € arg min {u(x) + E (x,y)} entonces ||y — x|| < TRy ,
z€eR

b) |T3u] = uflee < 7C .

Demostracién:

Para probar I), consideremos las siguientes constantes C'y R definidas como:

E’T ) - ET
Cp =2 sup %
T7€(0,1], |ly—=||<T T
ET ) - E‘r
R := inf{R> 1: inf Erlr,y) — By > C’l} (3.11)
re(0.], ly—2ll>rR ||y — ]
ET 9 - ET )
C:=max | (C}, sup (z.9) (z,2) :
lly—all, |l=—al|<r(R+1) |z =yl

Observemos que las constantes C, R y C son finitas por las propiedades (H4), (H5) y (H6),

respectivamente. Probemos primero el inciso b).

b) Antes de probar este inciso vamos a demostrar el siguiente lema:

3.9 Lema. Si ||y — z|| > 7 entonces u.(y) — u,(z) < Cy||ly — x||.

Como ||y — z|| > 7 se tiene que existe un nidmero natural n > 2 tal que se cumple

que (n — 1)1 < ||y — z|| < n7. Afirmamos que nt < 2||y — z||, supongamos que ocurre
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lo contrario, es decir, nT > 2||y — z|| luego como ||y — z|| > (n — 1)7 se tiene por

transitividad que nt > 2(n — 1)7 y de aqui que
0>2n—1)1—nr=72(n—1)—n]=72n—-2—n] =7[n— 2]

como 7 > 0 se sigue que n — 2 < 0 pero esto es una contradicciéon pues n > 2 y por
tanto nt < 2||y — x[|. Ahora, consideremos z; = x + £(y — ) y recordemos que u,

satisface la siguiente ecuacién

ur(y) + E- = min{u(z) + E-(z,y)} , Vy €R

rER4

donde FE, puede ser escrito de las siguientes maneras

E.= sup inf { E(z,y) — [u(y) —u(x)] }

ueCO(Td) T,yER?

E.=— if if {|uly)—ulz)] - E(z,y) }

ueCO(T4) z,ycR4
De esta manera u, estd dada como

u-(y) = min{u(z) + E-(2,y)} — E;

z€R4

ast ur(1i41) < u(Z) + B (%, 2511) — F,. Si tomamos z € arg mingepa {u.(2) + E,(z,y)}
se tiene que u, (z;) = u(z) + E,(z,7;) — E, y de aqui que

Ur(zi1) — ur(2;) < u(@) + B (T, 2441) — By —u(z) — B (z, 1) + E;
) -

=u(Z) + E. (%, z,41) — u(z) — B (x, x;)
Er(Z,2i41) + [ w(Z) — u(z) — B (2, 7;) |

como se cumple para toda x, 7 € R? se sigue que

Ur(Tig1) = Ur (7)) < Er(T,m501) + [ u(Z) — u(x) — E-(z,7) ]
< B (Z,i41) + ueggfw)xgé%d{ [u(?) — u(r)] — Er(z,7) }

= E»,—(j,aji_;’_l) - ET'
En particular, se cumple para T = x;, esto es,

UT(SL’H_l) — UT(JI@) S ET(IZ',Ii_;,_l) - ET. (312)
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Ahora, notemos que para 0 < i < n se cumple que

1+1 1
foies = il = [fe + 2 - 2) 2 = L= )
1 1 1
~||p -] = -l < 2ra =
n n n

lo anterior nos dice que ||x;41 — ;|| < 7 lo cual implica que

sup  E(wi1,E) < sup E(z,y), Vieln.

|ip1—zi||<T [ly—z||<T

De lo anterior y de la ecuacién (3.12)) tenemos que

ur(y) = ur (@) = ur(2n) — ur(20)

= U7—<I'n) - u’r(xn—l) + U7—<I'n_1) - u’r(xl) + uT(:L‘l) - UT(J:O)
<mn sup ET<x7y) - ET
[ly—a||<T
ET(ZU,Z/) - E_T
=nr sup ——F—-—"
[ly—zl|<T T
ET 3 - E_T
lly—z||<7 T
E.(z,y) — E;
<2y —z||- sup Br(z,y) - B
ly—z||<T T

= Cilly — ] -
Lo anterior demuestra el lema (3.9)).

0

Probemos ahora el inciso b) para ello sea y € R? y consideremos a z un punto de

calibracién de u.(y), esto es, = satisface

ur(y) —ur(x) = E(z,y) — E;.

Elijamos R > 1 definido en (3.11). Afirmamos que ||y — z|| < 7R, supongamos (por
contradiccién) que ||y —x|| > 7R, por definicién de (3.11]) se cample que E, (z,y)—E, >
Ch|ly — z||. Por otro lado, como tomamos R > 1 tenemos que

lly — || > Rt > 7 asi se sigue del lema (3.9) que u,(y) — u.(z) < Cy|ly — z|| luego

como z es punto de calibracion tenemos que

Cilly = zll = ur(y) = ur(2) = Ex(2,y) = B; > Cilly — 2]
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lo cual es una contradiccién. Por tanto si z es punto de calibracion se cumple que

lly — z|| < 7R para todo y € R?. Para completar la prueba demostremos que si x €

arg miri{u(x)—i—ET(:x, y)} entonces x es punto de calibracion. Asi, sea z € arg min{u(x)+
zeR

z€R4
E.(z,y)} entonces de este hecho y de la definicién del operador T se cumple que

w(z) + Er(z,y) = min{u(w) + E-(w, y)} = u-(y) + E-

zERY

lo anterior implica que u,(y) —u(z) = E.(z,y) — E..

a) Sean v,z € R? luego tenemos dos opciones: ||z—y|| > 7, o bien, ||y —z|| < 7. Notemos que
si||z—y|| > 7 luego por el lema se tiene que u, (2) —u,(y) < Ci||z—y|| < C||z—y||
luego intercambiando de posiciones y y z se tiene que u, es Lipschitz y por la manera
que se definié C' se tiene que Lip(u,) < C. Ahora, si ||z — y|| < 7, consideremos un
punto de calibracién x para u,(y), esto es, u,(y) — u,(z) = E.(x,y) — E, luego, como

R > 1, se tiene que ||z — y|| < 7R, més aun,
lz—zl|=llz—y+y—zl| <llz—yl[+]ly—z[| TR+ 7 =7(R+1).

De manera andloga a como probamos que u,(x;11) — u(z;) < E.(,x;,xi41) — Er se
prueba que u,(2) — u,(z) < E.(x,2) — E,. De lo anterior y usando (3.11]) se sigue que

ur(2) = 4 (9) = (r(2) = r(2) ) + (r() — () )
< E.(x,2)— B, — E.(v,y) + E;
= Er(z,2) — Ex(z,y) < C||z — ]
<C

De esta manera se tiene que u,(z) — u,(y) ||z — y||. Permutando y y z en la prueba

anterior se tiene que Lip(u,) < C.

Probemos ahora el inciso II). Sea k > 0, consideremos Ry > 0 de la siguiente manera

R, = nf {R’ > 1 fnf Erw.y) — E-(yy) k} .

r€(0,1] , |ly—al|>r R’ lly — ||

Sean u una funcién Lipschtiz periédica satisfaciendo Lip(u) < k y y un punto en R% Sea z un
punto donde se alcanza el minimo de min,{u(z) + E,(z,y)}. Supogamos (por contradiccién)

que ||y — z|| > TR, de la definicién de Ry tenemos que

E.(x,y) — E-(y,y) > k|ly — z|| ,
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por otro lado x es minimo se tiene que u(z)E,(z,y) < u(y) + E-(y,y) luego, usando el hecho

que u es Lipschtiz, se tiene que

klly =2l = wly) — u(z) > E-(z,y) = E-(y,y)
pero esto es imposible por la manera que se tomé Ry.. Por tanto, ||y — z|| < 7Ry. Por ltimo,
calculemos ||7;[u] — u||s. Recordemos que T’ [u](y) := mlg{u(ﬂv) + E.(z,y)} esto implica que
zeR

T [u](y) < u(w) + E(w,y) para todo w € RY. En particular, se cumple para w = y, esto es,
T [u)(y) < u(y) + E(y,y), o equivalentemente,

Tr[ul(y) — u(y) < E(y,y).

dividiendo entre 7 > 0 y luego tomando supremos sobre 7 se obtiene
1 1
—[T:[u](y) —u(y)] < sup sup —E(y,y).
T 7€(0,1] yeRd T
el doble supremo anterior es finito por la propiedad (H4) pues ||y — y|| < 7R. Por otro lado,
si x € arg mlg[u(:c) + E.(x,y)] entonces T,[u|(y) = u(xz) + E.(x,y). De lo anterior y usando
z€eR

el hecho que u es Lipschitz se tiene que
Trlul(y) —uly) = u(@) —uly) + E-(2,y) 2 —klly — 2l + inf E-(z,y)
x7y

dividiendo la desigualdad anterior entre 7 > 0 y tomando infimo sobre 7, usando ademas que

lly — z|| < TRy, obtenemos que

1 ly—al 0 o1
[T, - > —k f inf ~E(z,
—[Trlul(y) —uly)] 2 S T f inf S EY)

1
> —kRi+ inf inf —E(x,y)
7€(0,1] :p,yeRd T

el doble infimo anterior es finito por la propiedad (H4).

Ahora, considerando la siguiente constante

1 1
Cr = méx{ sup sup —FE(y,y), kR — inf inf —Ef(x,y)}

r€(0,1] yeRa T T7€(0,1] z,yeRe T
obtemos que |T,[u](y) — u(y)| < 7C} para todo y € R?, es decir,

1T [u] — u|oo < 7C.
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A continuacién vamos a definir el concepto de convoluciéon min-plus.
3.10 Definicion.

= Llamamos convolucion min-plus de dos interacciones & y &, la interaccion

E1®E = If [E(x,2) + &E(z,y)] , Vo,y € R

z€R4

» Una interaccion de corto rango (E;(x,y))rso se dice un semi-grupo de convolucion

min-plus st K., = £ ® E,, para todo 7,0 >0 .

3.11 Lema. Sea H un hamiltoniano de Tonelli. Se cumple que (E;(x,y))r~0 €s un semi-grupo
de convolucion min-plus.

Demostracién:

Sean 7,0 > 0y z,y, 2 € R% Queremos demostrar que &, (7, y) = ig{%[ E(x, 2)+E,(2,y) |.
Tenemos que podemos encontrar R > 0, suficientemente grande, de manera que ||y —z|| < 7R
y por el lema se sigue que existe una curva v : [0, 7 + o] — R absolutamente continua
tal que une y(0) = x con y(7 4+ o) = y y ademas

o) = [ " L4

Definamos f(t) = L(vy(t),7(t)), recordemos que dado una funcién integrable g : R — R
b b+c

entonces se cumple que / g(s) ds = / g(s — ¢) ds y de aqui que
a a+

/OTJrUf(t) it = /OTf(t) d + /f%(t) dt

—/OTf(t)dtJr/ng(tJrr)dt
:/OTf(t)dt+/OUf(t+T)dt

sustituyendo f(¢) en la ecuacién anterior se obtiene
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T+o T g
/0 Liy(6).4(t)) dt = / Liy(£),4(8)) dt + / Lyt + )4+ ) de (3.13)

de la igualdad anterior se sigue que

/0 " L), 4(0)) de = / " L), 4(1)) di + / T LGyt ) A+ T) de

> Es (2, y(7)) + E(V(7),y)
> min{ & (z,2) +&(2,y) } -

lo anterior implica que &4, (x,y) > mlg{ Eo(x,2) + & (2,y) }
z€R

Para el otro lado de la desigualdad, sea z € R? luego existe R > 0 suficientemente grande
de tal manera que ||y — z|| < 7R, ||z — z|| < TR luego por el lema (3.4) existen curvas
n:[0,7] — R y £ :[0,0] — R? absolutamente continuas de manera que 7 une a

n(0) =z con n(t) =z y £ une a £(0) = z con (o) = y y ademés

£.(x,2) = / " Lin(e), () de
£ (=) = / T LE(). £(1)) de

Definamos ahora la siguiente curva

v(t)Z{n(t) . 0<t<T,

Et—71), 7<t<7+40
notemos que la curva v : [0, 7 + 0] — R? es una curva absolutamente continua y

10)=n0) =z , r+o) =T +0-0)=ET) =y,

es decir, une v une a = con y. Luego, usando la ecuacion (3.13)), se sigue que

ol < | " L. 40) dt
- / "Lyt 4(1)) di + / T Lyt ) A+ 7)) de

_ / " L)1) di + / CL(EG), E(t) dt
=& (x,2) + & (2,y)

de esta manera se tiene que mn}{ Er(x,2) +E(2,y) } > Eio-
z€R
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Del hecho que la acciéon minima sea un semi-grupo de convolucion min-plus nos ayuda a
caraterizar a la constante E.. Las soluciones del operador de Lax-Oleinik discreto también
cumplen propiedades de gran importancia que se desprenden del lema ([3.11)) como veremos

en la siguiente proposicion.

3.12 Proposicién. Sea (E;(x,y))>0 una familia de interacciones de corto alcance que satis-
facen (H1)—(HG6). Supongamos que la interaccion es un semi-grupo de convolucion semi-plus.
Consideremos la ecuacion

T.ul=u+71E;, VYT >0 (3.14)
donde u es una funcién periddica (independendiente de 7) de clase C° y E; € R.

I) Euziste una funcion Lipschitz u periddica solucion de la ecuacion (3.14). Mds ain, se tiene

que E; = 7E; para todo T > 0.

IT) Sea u, una solucion discreta KAM débil de E.(x,y). Supongamos que u,, converge de

manera uniforme a u a lo largo de una subsucesion 7, — 0 entonces u es una solucion

Lipschitz de (3.14)).

1
III) lim — min E,(z,y) = E;.

T—=+00 T z,ycRd

Demostracién:

I) Vamos a probar este primer inciso para 7 € Q. Definamos

M
E(M) = min{ZET(xj_l,xj):ijRd} , YM €7, .

j=1

Para demostrar lo anterior primero mostremos que Ey, = NFE, para cada entero

positivo N y 7 > 0 NO necesariamente racional. Elegimos un entero M > 0,

M
(z0,...,2m) € arg min {Z En:(zii1,2) 2z € Rd} ,

=1
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luego por la convolucién min-plus de Ey,, podemos elegir (z;, ..., z; n) tal que
N
ENT(Zi—la Zz) = ZET('Z"L',]'—].? ng) y L0 = Zi—1 Y TiN = Z;-
J=1
De lo anterior, usando el hecho que E,(MN) es el minimo de la sumas, se sigue
M N M
En: (M) = ZENT(ZFl, 2) = Z Z E (v, 7,;) > E-(MN).
i=1 i=1 j=1
luego diviendo entre M y tomando el limite de M — 400 se obtenemos

M
. L
Mli)IEOO 77 in {Z E (vj_1,xj) 1z € Rd}

i=1

] MN
> lim i min {Zl E (zj_1,2;): x; € Rd} . (3.15)
i

T M—+oco

M—+o00

M
Z. 1 z
>N lim 77 in {Z E(xj_1,2;) x5 € Rd}

j=1

Recordemos una de las maneras de obtener E,

k—1
) , 1
E.= lim inf % ; E.(zi, ziy1)

k—00 zq,...,2;, ER

sustituyendo lo anterior en la desigualdad (3.15)) se obtiene que Ey, > NE.. Para

probar la otra desigualdad elijamos
M-1
(o, ..., Tp—1) € argmin { Z E-(ziq,x;) :x; € Rd} ,
i=1
y N vectores k; con cordenadas enteras, esto es, k; € Z%,j =1,..., N tales que kg = 0
| (o +kj) = (w1 + ki) | < 1.
Definamos una nueva cadena (2o, ..., zpn) dada como sigue
Zici4(G-yM =T+ kM, i=1,.... M, j=1,...,N.
Observemos lo siguiente
2iM = Zo4jM = To + ki M

ZM-14(j—1)M = Tar—1 + ki1 M

o1
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més atin, se cumple que ||zjn — 2pm—14+G—vym || = [|(wo + ;M) — (xar—1 + kj M)|| < 1.

Luego, como E, es invariante bajo translaciones en Z?, tenemos

=

-1

NE(M —1)=N >  Er(zi-1+G-1M; Zis-1m)

(]

A

(3.16)

= L

-1

N
Z ET Zi—1+(j—1)M > Zi+(j—1)M)
1

7j=1 1

Por otro lado, tenemos que ||zja — 2p—14—1m|| < 1. En particular, se cumple para

j=1,estoes, ||zar — zpm-1]] <1y usando que N > 1 se sigue que

ET(’ZM—].?ZM) S sup ET('T7y) S sup |E7-(.T,y)’

ly—al|<1 lly—=||<1 (3.17)
<N swp |Ei(xy)]
lly—=|I<1
De esta manera tenemos de las ecuaciones (3.16) y (3.17) que
N M-1
NET(M—l)—i—NH sulfl) (x,y ]>ZZE 2 A4 (j—1)M ) Zit(j—1)M )
y—z||<1 j=1 i=1

+ B (2pm-1,20m)

M
E T Zz 1+(j—1)M s Zi+(j— 1)M)

o equivalentemente,

N M
NET(M—U ZZZET Zi—14+(j—1)M 5 Zit(j— 1)M) N sup |E-(x,y)|.

j=1 i=1 [ly—z[|<1

Por otro lado, tenemos que

N M
ZZE’T Zi—1+4(j—1)M> Zi+(j—1)M )

7j=1 =1

M N
:ZZET Zj—14(i—1)N» Zj+(i—1)N)

=1 j=1

g

> " En, > En.(M)

=1
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de lo anterior se sigue que

NET(M - 1) Z ENT(M) - N sup |E7(x7y)’

lly—z]]<1

diviendo entre M y tomando el limite cuando M tiende a +o0o se obtiene

_ 1
NE, =N lim B, (M~1)

1 - 1 _
> lfim — Ey.(M)— lfm — E,(z.y)| = En,.
= Matee MY (M) e Hyglll)§1| (z,9)] N

_ _ _ 1 _
Por tanto NE, = Ey, para todo N entero positivo, o equivalentemente, £, = NENT'
Ahora probemos que si 7 > 0 es racional entonces se cumple que F, = 7F; para algtin

_ _ 1 =
E, eR. Seat= b > 0,9 # 0. Consideremos Ey = — Ey 2 y de aqui que
q p

_ P 1 = > 1 - _ _ _
Thh==|=sEyp | =—EF,p=E,yp2=E,,=E;.
1 q (p2 1/q g 1/q Pa/q p/q

Ahora, probemos para 7 > 0 no racional para ello usaremos el siguiente lema

3.13 Lema. Sea C' la constante dada por el inciso I) de la proposicion (3.8) luego se

cumple que sup ||T,.[0] — E.|| < C.
7>0

Demostracién:

Sea 7 > 0y N un entero positivo tal que 7/N < 1. Sea u,,y una solucién KAM débil
de Ty de tal manera que minu,/y = 0 (esto es posible ya que las funciones u son
acotadas y ademds si a una solucion KAM débil se le suma una constante es de nuevo
una soluciéon KAM débil). Afirmamos que dados ¢, s € (0, 1] se cumple que Ty, = ToTy,

en efecto, sea u € C°(R?) periédica luego, usando el hecho que E,,; = E, ® E}, se tiene

que
(Zs o T)lul(y) = Ts[ Tilu] J(y) = min{ Tfu(z) + Es(2,y) }
- irel%@ { grel]%%{u(z) + Ey(z,2)} + Eq(z, y)}
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awﬂmmw:mm{mmma+@@ww4uamﬁ

z€RA | zeRd

= miy {ule) + min B3 o) + )

z€R4 rER4
= min {U(Z) +min{Fy(z, z) + Es(z, y)}}
= min {u(z) + E; ® Es(z, y)}

z€R4
= iy {0l2) + Bonae0) | = Tows (1)

Por tanto, Ty, = TsoT;. En particular, notemos que dado N € Ny s € (0, 1] se cumple
que Ty, = (T,)Y, por induccién, para N = 1 es claro. Supongamos que se cumple para
N =n, esto es, T,,s = (Ts)". Luego,

(Ts>n+1 = (Ts)n<Ts) = Tns(Ts) = Thstrs = Ts(n+1)-

Por tanto, Tys = (T's)N. De lo anterior se sigue que (Ty/n)" = Tnr/nv = T-. Ahora,

recordemos que 1% /y[t-/n] = tr/n + E. /N, luego
T ur/n] = (TT/N)N[U’T/N] = U;/N + NET/N = U;/N + E,.
Como u,/n(y) = fel%{%{uT/N(x) + E,(z,y)} — E;/n se sigue que
urN(y) < urn(e) + Er(2,y) — ET/N , Vr e R
En particular, se cumple para T € R? tal que u,/n(Z) = minu,,y = 0, es decir,

U’TN(y) < uT/N(j) + ET(J_:7y) - ET/N = ET(J_:7 y) - ET/N

1
luego, por como 7/N < 1 se sigue que 1 < W y de aqui que
T

=, ET('T7y) - ET/N
T < ET _) - ET S
urn(y) < Er(7,y) /N /N

ET(xa y) - E’T'/N
< sup .
7/NE©1] , [ly—all<r/N T/N

De la manera que se definio C' se tiene que

ET ) - E‘r
7/NE©,] , |ly—a||<r/N T/N
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se sigue de la desigualdad anterior que ||u,/n||o < C. Y de aqui que, (u,/n(Z) = 0)

T-0)(y) = min {0+ Er(w, y)} = min {urn(7) + E-(w, y)}

weR4

< min {UT/N(w) + Er(w,y)} = TT[UT/N] (y) (3.18)

weR4

= UT/N(y) + ET/N < C+ ET/N‘

Por otro lado, como minu,/x = 0y [|[ur/n||ec < C implica que 0 < u,/n < C. Obser-

vemos que U,y — C < 0 de lo anterior se sigue que

T-[0)(y) = min{0 + Er(z,y)} 2 min{urn(2) — C+ Er(2,y)}

TR ) ) (3.19)
= TT[U’T/N - C](y) = UT/N(y) -C + ET 2 —C + ET'
De (3.18) y (3.19) se concluye que ||T,[0] — E,|| < C para todo 7 > 0.
O

Continuemos con la prueba del inciso I) para el caso donde 7 ¢ Q. Sean (p;), (¢;) C N
sucesiones de manera que ¢; —» +00 y p; < ¢;7 < p;+1. Denotemos a 0; = p;+1—¢;T,
luego Ty, 41 = Ty, 147 = T, © Tyyr. Del lema ([3.13)) se tiene que ||T;,[0] — ¢ Ey|]oe < C

y aplicando T, se obtiene que

Tpri-l[o](y) - qiET - TO'i o quT[O](y) - qiET = Tffi( quT[OKy) ) - QiET

= TUi ( min{o + Eqm'(xvy)} ) - qiET

z€ER4

= min {ml’n{O + E . (x,y)} + Es, (2, Z/)} —qE,

z€RE | z€R4

= iy iy (0 - 4B, + Eyo(e.0)} + Enl) |

= min{ (TqLT[O] - quT)(y) + EU«;(Z’ y) }

z€R4

< min{C + E,,(z,y) } = C+ min{0+ E,,(z,y)}
z€R4 z€R4

= C+T5[0)(y)

lo anterior implica que

1T4100] = iErlloe < €'+ 1] T5,[0] []oo- (3.20)
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Por otro lado, de la prueba del caso racional de este inciso se tiene que
| T541[0] = (pi + 1) Er|loo = [|Tpi41[0] = Epia]loe < C
de esto ultimo y usando la desigualdad (3.20]) se obtiene

(pi + DEL — ¢iErloo = ||(pi + D Ey + T, 11]0] + T, 11]0] — @i Ex || o
< ||(pi + 1) Ey 4+ Ty, 11[0] oo + ||Th,21[0] — G Ex|loo
<C+C+|| T,,0] |lso
<20+ sup || 7,[0] ||

c€(0,1]
el inciso 11 b) de la proposicién (3.8) implica que ||7,[0]||o < cC < C. Luego, tomando
M := 3C > 0 se sigue que ||(p; + 1)E1 — ¢;E, || < M. Ahora, diviendo entre ¢; y

tomando el limite cuando ¢; tiende a infinito, tenemos

) D).
im “(p+>E1—ET = || 1im (p+)E1_ET
qi—+00 q; qi—>+00 q;
o0 o0 3.21
- (3.21)
< lim — =0.
Gi—=+00 g;

Recordemos que p; < ¢;7 < p; + 1 luego de la segunda parte de la desigualdad tenemos

i+ 1
lo cual implica que 7 < lim pit
G—=+oo (4

di
pi < q;7 luego p; +1 < ¢;7 + 1 y de aqui que

que 7 <

. Por otro lado, sabemos que

i + 1 )
lim pit <74+ lim —=r7
Gitoo g ai—Foo g

i + 1
de las anteriores desigualdades se concluye que HIE pit
oo

= 7. Sustituyendo lo an-

terior en la ecuacién (3.21)) se obtiene que

i+ 1

gi—too (g

E, - E,

ITEy — Er||o = <0

o0

Por tanto, se concluye que TE, = F,.

IT) De la proposicién , se puede encontrar una constante C' > 0 tal que toda solucién
KAM débil discreta u, satisface Lip(u,) < C. Dado que u, mas una constante es de
nuevo solucién KAM, podemos suponer que min(u,) = 0. Al tomar una subsucesién
7; — 0, podemos suponer que u,, — u de manera uniforme. Ademas, de la segunda
parte de la proposicién implica que ||T,[v] — v||e < 0C, para cada o € (0,1] y
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cada funcién de Lipshitz v que satisfaga Lip(v) < C. Sea t > 0, luego existen enteros NV;
tales que N;7; <t < (N;+1)7;. Sea 0; = t — N;7; y recordemos que T, [u,,] = u,, + B
luego

TNiT'L [uﬂ] = (TTi)Ni [uﬂ] = Ur; + NiTiEl

usando las propiedades de semi-grupo de (75) se tiene

Tinr [un|(y) + Nimi By = Ty 0 T n7, [ur, (y)] + Nimi By
= Ty( T-nrur,(y)] ) + Nii By
= T((Tr) M [un(y)] ) + Nimi
=T (uT(y) - NiTz’El) + Ny B
= min{u,, (v) — Ny By + E(x,y)} + Ny By

zER4

= mir;{un. (z) + Ey(2,9)} — Ny By + Ny By
z€eR

= minfur,(z) + (e, y)} = To[ur] ()

de lo anterior se tiene que Tj[u,,] = Ty_ N, [ur] + N;7iE1. De lo anterior se obtiene

Ty [ur,] = tr, — tEr|loo = [T Nm [ur] + Nii By — tr, — LB ||
<N T—nm [tr] = tr,||oo + [INiTi By — tEA ||
< T [ur] = vr oo + [NiTi — 8] - | B
<o, [un] = rlloo + i - | B4

(3.22)

s +0i - |E1|. Notemos

que el primer término del lado derecho de la desigualdad cumple lo siguiente

en resumen se tiene que ||T;[ur,] — ur, — tE1 || < || Ty, [tr,] — usr,

Ty, [ur] = unlloo = [T [ur,] — To[u] + 15, [u] = ur |l
< T [ur] = To,[ul [l + |75, [u] = ur |l
= |15 [ur] — T, [u] [loo + [T, [u] — u +u — |
= || Ty, [ur,] = T[] ||oe + || T, [t] = w]oo + || — wr]|oo

como T, es Lipschitz tenemos las siguientes desigualdades

Ty, [ur] = urlloo < |5 [ur] — To[u] [|oo + [|T5,[u] — ulleo + [|u — ur, |00

< ||uﬁ —u ||oo+ ||T0'z|:u} _u||oo + ||U_un||oo
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sustituyendo lo anterior en la desigualdad ({3.22)) obtenemos que
| T3 [ur] = ur, — tE1[Joo < || To,ur] — trlloo + 0 - | B4
< 2fur, — u |[oo + [|T5,[u] — ul|oo + 05 - ‘E1|

como o; — 0,u,, — u, T, [u] — u se concluye que Tj[u] = u +tE;.

IIT) Primero notemos que

Ti[0](y) = min{0 + Ey(z,y)} = min Ey(x,y)
zERY zERY
lo cual implica que min 7;[0](y) = min FEi(x,y). Ahora, como minu < u < méaxu,
y€Rd z,y€R4

tenemos que
T:[0](y) = min{0 + Ey(x,y)} < min{u(y) — minu+ Ey(x,y)}
zcRd zcRd

= Tfu — min](y)

asi Ty[0] < Ty[u — minu] = v + tE; — minu < méxu — minu + tE£;. Por otro lado,

tenemos ~
Ti[0] > Tilu — méxu| = u + tE; — maxu

> minu — méxu + tE;.

En particular, ||T3[0] — tF1||e < mixu — minu =: osc(u) diviendo entre ¢ y tomando

el limite cuando t tiende a infinito se obtiene que

_ osc(u)

1
= lim H—Tt[()] — B

< lim
t—+oo || T

t—+o00 t

=0

1 _
asi lim min —T7;[0] = E;. El resultado se sigue del hecho que
t—+o00 yeRd

i T,[0](y) = min E(z,y).
min T0](y) = min Ei(z,y)

3.3. Esquema de aproximacion.

Resumimos en el siguiente teorema los resultados previos que hemos obtenido para cual-
quier interaccién de corto alcance al caso particular de acciones discretas y minimas. Vamos
a denotar por un subindice 7 al operador de Lax-Oleinik discreta y por 7 superinidice al
operador de Lax-Oleinik continuo.
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3.14 Teorema. (Esquema de aprozimacién) Sea H(z,p) : T¢ x R? — R un hamilto-

niano de Tonelli y L(z,v) su lagrangiano asociado. Consideremos las siguientes ecuaciones:

ur(y) + Ly = Tr[ur)(y) = min{u(z) + Lo, y)} , ¥y € RY ¥r >0, (E1)
uly) = mH = T"[ul(y) = minfu(@) + & (2, y)} , Yy € R V7 >0, (E2)

donde u,,u son funciones de clase C° periddicas. Luego,

I) existe un tnico L., tal que (E1) admite una solucion u,. Mds ain,

k-1
) ) 1
L= 1lim inf T iz; L (2, zir1)-

k—00 zq,...,2;,ER4

IT) ewxiste un unico escalar H tal que (E2)) admite una solucion u. Mds ain,

_ 1
—H = lim — min & (z,y) .
T—+00 T z,ycRd

IIT) existe una constante C' > 0 tal que

L, -
—+H‘§CT, V1 € (0,1].
-

IV) existen constantes C, R > 0, tal que para cada T € (0,1] y para cada solucion v = u, de
(EL), o bien, v =u de (E2) ,
a) Lip(v) < C, en particular ||v]|o < C si min(v) = 0,
b) para todo y € R?, si x € arg mlri{v(x) + E.(x,y)} entonces ||y — z|| < TR.
z€R

V) existe una subsucesion 7, — 0 y una sucesion u,, solucion de (E1)), tal que u,, — u de

manera uniforme. Mds ain, cada u es una solucion de (E2]).
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Demostracién:

Recordemos que la accién discreta £, (x,y) y la accién minimal £, (z, y) son casos particu-
lares de interacciones de corto alcanze. Asi el inciso I) se prueba en la proposicion (3.7) y el
inciso II) se demuestra en la proposicién (3.12]).

Probemos el inciso III). De la proposicién (3.7)) se tiene que

E = sup uf { &,y — [uly) —ulx)] }

weCO(Tn) z,yER?

por definicién de (E2)) tenemos que

_[_{ = %irelll/@{u(l’) + ET(:U7Z/)} - u<y)

_ % min {u(z) + £ (z,y) — u(y)}

De lo anterior se sigue que

-1
—H = = min {& (z,y) — —
- min {&(z,y) — [uy) — u(z)]}
luego al tomar supremo sobre las funciones u € C°(T") se obtiene que &, /7 = —H. Asf basta

demostrar que existe una constante C' > 0 tal que |, — £,| < 72C, para todo 7 € (0,1].
Sean u, una solucién KAM débil de &, (z,y) y (z_); 2 una configuracién de calibradores
para u, (recordemos que si x es calibrador entonces x € arg min). De las proposiciones
y (3.5) se tienen que existen constantes R > 0y C' > 0, que no depende de 7, tales que
|z —2 x| TR VE >0 v |E(z,y) — L (z,y)| < 72C para todo z,y € R? que
satisfacen que ||y — z|| < 7R. Ahora, recordemos al operador de Lax-Oleinik para la familia
de la accién minimal (&;),~0, esto es, (ver (E2))
Tr[ul(y) = min{u(z) + &(2,y)}.

zcRd

Una soluciéon KAM débil de & (x,y) cumple que Tr[u,] = u, + & y = es un punto de

calibracién de u,(y) si u,(y) — u.(x) = & (2,y) — &, o equivalentemente
Er(w o1, k) = ur(T) = ur(Tp1) + & (3.23)
Sabemos que |E,(z,y) — L. (z,y)| < 72C o de manera equivalente
— 720 < E(z,y) — Lo (z,y) < T°C (3.24)

del lado izquierdo de la desigualdad anterior se obtiene que £.(z,y) — & (z,y) < 72C. En
)

particular, al tomar z = x_,y = x__1 se obtiene que L (z_g, v_1_1) < E (v g, v_p_1)+72C.

60



CAPITULO 3. CONVERGENCIA DEL MODELO DISCRETO DE AUBRY-MATHER

De lo anterior y usando la ecuacién (3.23) tenemos la siguiente cadena de igualdades y

desigualdades
1 n—1 1 n—1 B
o Z Lo(z_p-1,2k) < - Z <UT($k) —Ur(T_p1) + &+ T20>
k=0 k=0
1 n—1 1 n—1 B
T Z (“T(xk) - UT(SCk1)) + - Z &+ T2C>
k=0 k=0

_ % (UT@;O) - uT({E_n)) + % (n& + m?c)

2 _
< E||u||oo+57+7—20

tomando el limite cuando n tiende a infinito y usando el inciso I) se obtiene

n—1

. 1 2 _ _
Lo=1lim =) Lo(zgr,24) < Mm Z|ulle + & +7°C =&, +7°C,
=0 n—+oo N

n—oo N,

asi L, — &, < 72C. Para la otra la desigualdad tomemos el lado derecho de (3.24) se obtiene
que E(x v p1) < Lo(x_p, v 1)+ 72C, y de manera analéga al caso anterior se obtiene
que & — L, < 72C. Por tanto |&, — L,| < 72C.

Para el inciso IV) vamos a usar la proposicién (3.8)). El inciso b) se sigue de los incisos Ia)
para v = u, y Ila) cuando v = u. Para mostrar el inciso a) recordemos que &, /7 = —H asf

vamos a considerar los siguientes
E (,y) € {L(2,y) , E(,y)} . Ere{-&, L},
como v € {u, , u} las ecuaciones (El|) y (E2) se pueden resumir como

v(y) + B, = min{v(x) + E.(x,9)}

xER4

o de manera equivalente, v(y) = mlr;{v(x) + E,(z,y)} — E; luego para todo x € R?, usando
z€eR
que 7 € (0,1], se cumple que

n E; ) _'EL EL , —-E;
v(y) —v(z) < E(r,y) — E; < % < sup (2, y) ‘
T m€(0,1],|ly—xl|<7 T
De la proposcioén (3.8) se tiene que C' cumple que
EL' ) _'EL
2 sup —(q; y) <C

T€(0,1] , |ly—=|l<7 T

61



3.3. ESQUEMA DE APROXIMACION.

luego esto implica que

E% ) _’E;
o) - s sp  EWZE o
76(071]7 Hy_xHST T

para toda z € R%. En particular, se cumple para x € argminwv, es decir, v(y) < C, al ser y
arbitrario se concluye que ||v||o < C donde v = u,, o bien, v = u.

Por tltimo demostremos el inciso V). Para ello, probaremos antes el siguiente lema

3.15 Lema. Fuxiste C' > 0 constante tal que para T > 0 suficientemente pequeno y para cada

solucién KAM débil u, asociada a L. se cumple que || TT[u] — Tr[u] || < 72C.

Demostracién:

De la proposicién ([3.8]) se tiene que existen constantes R,C' > 0 tal que para cada 7 > 0
y para cada soluciéon KAM débil discreta u se tiene que Lip(u) < C'y (suponiendo que
minu = 0) ||ul|e < C. Mds ain, se cumple que ||T7[u] — u|| < 7C, en efecto, recordemos
que
T [u)(zx) = min{u(z) + & (2, y)}

rER4

luego del inciso 11b) se sigue el resultado. De la misma proposicién (3.8 se obtiene que

» Para todo y € R% z € arg mlr;{u(x) + L, (x,y)} entonces ||y — z|| < TR.
z€R

» Para todo y € R%, z € arg mug{u(x) + & (x,y)} entonces ||y — z|| < TR.
zeR

Ademsas, para cada z,y € R tal que ||y—z|| < 7R se cample que ||E,(z,y)— L, (z,y)|| < 72C.
Luego, para = € arg ml%{u(l’) + L. (x,y)} se sigue de la desigualdad (3.24) que & (x,y) —
z€eR

L. (z,y) < 72C entonces

T7[u)(y) = min{u(e) + & (2,9)} < ulz) + & (2,y) < u(2) + L, (e,y) + 7°C

zcRd

tomando el minimo sobre x se sigue que T7[u](y) < T [u|(y) + 72C. Por otro lado, si

T € arg mlr}l{u(x) + E-(x,y)} se tiene, nuevamente de la desigualdad (3.24), que & (z,y) >
Tz€R
L.(z,y) — m2C y de aqui que
T u)(y) = w(@) + & (2,y) > u(x) + L, (2,y) — 7°C

nuevamente tomando el minimo sobre z se obtiene T7 [u](y) > T [u](y) — 72C. Por tanto, se

concluye que || T7[u] — Ty [u] || < T2C.
U
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DEL MODELO DISCRETO DE AUBRY-MATHER

Ahora como Lip(u) es uniformemente acotada independiente de la eleccién de 7 para alguna
solucién u KAM débil discreta para L., del teorema del Arzela-Ascoli, podemos elegir una
sucesion 7, — 0 y una sucesién de soluciones KAM débiles discretas L£;,, de tal manera que
u,;, — u de manera uniforme para alguna funcién periédica u Lipschtiz. Sean ¢ > 0 fijo y

N; enteros tales que N;7; <t < (N; + 1)7;, luego obtenemos lo siguiente
T'[ul(y) — T [uz)(y) = uly) — tH — (un (y) — NimH )

- (u<y> - Nm-)H) o (y) = TN () — ()

lo anterior implica que || T¢[u] — TN [u,] |loo = || TN [u] — u,, || asi se sigue que
| 7] = T [un] oo = || T 4] — ur, [l
= T ] — 4 0 (3.25)

e}

< T ) = o + [Ju = ur,

Observemos que lim (¢t — N;7;) = 0, recordemos que N;7; < t < (N; + 1)7;. De la desigualdad
T;—0
del lado izquierdo se tiene que 0 < N;7;—t luego 0 < h’rrh (N;7;—t). Por otro lado, de la segunda
Ti—r
desigualdad se tiene que t — N;7; < 7; asi lim(N;7; —t) < h’rr%) 7; = 0. De ambas desigualdades
T Ti—>

NiTi—t[

se tiene que (N;7; —t) — 0 lo cual implica que h’m0 T u] = u. De lo anterior y usando
Ti—>

el hecho que u,, converge a u de manera uniforme se concluye de la desigualdad (3.25)) que
|| T*u] — TV [ur,] ||.e — 0 cuando i — +oco. Ahora, del lema (3.15]) y del inciso IIT) se

tiene, de manera respectiva, que

| T7 [ur,] = T,

K3

[ur] [loe < 7C oy & - L < 77C.
de las estimaciones anteriores se tiene que

|| T [un] = Uy, — Tig_l ||oo = || T [uﬂ] - TT@' [uTz] + TT' [uﬁ] — Ui — Tigl ||OO
<l T7[un] = Tl o (3.26)

analicemos el segundo término de (3.26)) para ello notemos que T, [u,,] = u,, + L, asi

HTT%[UT’L] — Uy — Tl'ngOO = HTTz [uTz] - Up, — gn 0o
= HTTZ [uTz] - uTi - E_TZ‘ + ETZ' - (S‘_TlHOO
= ||E7’z - gﬂ' ||<>O = |/jn - gﬁ|
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3.3. ESQUEMA DE APROXIMACION.

sustituyendo esta igualdad en (3.26]) obtenemos

| T7ur] = tr, = 71 [loo < T ] = T [ur] oo + || Tr [ur] — tr, = T ]
< || Tur] = Trlur] oo + 1£7 — E5] < 7°C +1C = 27°C
de esta manera tenemos que || 77 [uy,] — ur, — 7€ ||oo < 272C. Ahora, de la definicién de T

se sigue que
T ur,] —u,, — 76 = up, + H —ur, — €, =7,H — &,

lo cual implica que | H — &,,| < 272C y de aqui que (usando el hecho que N;7; < t)

TN [u,] — ty, — NiTs&y = tr, + NymiH — uy, — NiE,,
< N277C < 2t1,C

tomando supremo se tiene que ||TVi%[u,,] — u,, — NiTi€1||oo < N;i272C < 2t7;C si tomamos

el limite cuando 7 tiene a infinito tenemos

lm TV, ] — lm (ur, + N;7:&p)

i——400 i——+00

< lim 2t,C =0 (3.27)

1—+00

anteriormente mostramos que (N;7; —t) — 0, o equivalentemente, N;7; — t. De lo anterior

y recordando que u; — u, de manera uniforme, se tiene que
Ur, + NiTigl — U+ tgl

asi de la desigualdad (3.27)) se obtiene que T%[u] = u + t&;, es decir, u es solucién de (E2) y

con esto concluimos la prueba de esta proposicion.
O

El esquema de aproximacién del teorema anterior basicamente nos dice que para poder
encontrar una solucién a la de Hamilton-Jacobi continua (E2)) primero debemos encontrar
el valor £, de la ecuacién posteriormente podemos encontrar una solucion KAM débil
discreta u,, que depende de 7 el cual lo podemos discretizar de manera que seamos capaces
de extraer una subsucesién convergente de manera uniforme a una funciéon w. Dicha u serd
la solucién dada por la ecuacion . No siempre es posible calcular el valor £, de manera
explicita (como veremos en el siguiente capitulo) pero si se puede acotar lo cual hace que el
teorema tenga dicho nombre bien merecido ya que podemos tinicamente indicar cotas

para poder aproximar a las soluciones de la ecuacién (E2)).
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Capitulo 4

Conclusion

El teorema (j3.14)) es un método importante para poder encontrar soluciones de la ecuacion
de Hamilton-Jacobi continua a partir de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi discreta. Una
posible aplicacién de este esquema es al médelo de Frenkel-Kontorova (ver pagina 337 de [3])
el cual responde a la siguiente pregunta:

s Cudl es la configuracion (curva) que minimiza la energia de N dtomos que interactuan
sobre una cadena unidimensional?

Para este modelo se ignora el movimiento transversal de los atomos, es decir, los dtomos
solo pueden moverse a lo largo de la cadena. El lagrangiano asociado a este sistema esta dado

CcOo1mo

L(z,v) = %||v||2 —(P,v) + K(l — cos( 2m(N, x) ))

donde Pc R4 N € Z?y K € R.
En términos de curvas 7 : [0, 7] — R? tenemos que el lagrangiano se escribe de la siguiente

manera

L) = IFOIF = (P30} + K (1= cos 20(N.2(0) )

Por otro lado, recordemos que L, (z,y) = 7L (x, Y I) > 0 luego

Lo(z,y) = %Hy P (Py—1)+ TK<1 ~ cos( 2m(N, z) )).
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Queremos encontrar las soluciones de la siguiente ecuacion

T [ur)(y) = min{u (z) + Lo (2,9) } = ur(y) + L,

zC€R4

Primero tenemos que calcular £, el cual esta dado como

1 n—1

L,=1lim inf -— E L (2i,2i-1)
n—00 z1,....2,ERI T 5
1=

donde {z;}52, es una configuraciéon minimizante. Sea ¢ > 0 suficientemente pequeiio, vamos

a suponer que existe una configuracién tal que ||z;_1 — 2;|| < € luego

1
‘CT(Ziazi—l) = ZHZi_l — ZZHz — <P, Zi—1 — Zl> + TK(l — COS( 27T<N, ZZ> ))

2

< ;— P4 TK(1 — cos( 2m(N, z) )).
T

De lo anterior se sigue que

n—1 n—1
1

1
ZET(%Z@'—ﬂ . Z |:Z||Zz—1 - Zz||2 — (P zim1 — z)
' i=0

+7K <1 — cos(2m(N, z&))]

IN

1
23 [ttt = sl P s =l
-

3

+ TK<1 — cos(2m(N, z»))]
= (o 1P1) 7 (1 = contomv. ) )|

—¢ (% + ||P||> - —1 7'5 Z (1 — cos(27 (N, ZJ))

=0

[/\
3|+
. 3
i3

-1

(1 — cos(2m(N, zl))>

SHES
M1
H
0
2
I/\
=[5
M:

=0 =0

Ahora, como —1 < cosf < 1 se sigue que 0 < 1 — cosf < 2 asi la desigualdad anterior se
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CAPITULO 4. CONCLUSION

obtiene la siguiente desigualdad

%ELT(%%—O <K nzl (1 — cos(2r(N, Zi>))

i=0 [ —
TKHZ_EQ 27K (n—1)
on P N n

De esta manera se obtiene que

n—1

. 1 —1
£T = lim inf — ZET(’Zi7 Zifl) S 27K lim n = 27K
=0

n—00 z1,...,2n, R T n—oo T

Por tanto, obtenemos que 0 < £, < 27K.

Después de este paso deberiamos poder encontrar una solucién de la ecuacién (E1)) pero el
problema es que la cota no es lo suficientemente fina para dar una solucion de , o bien,
para dar una aproximacion de la solucién. En este contexto conjeturamos que la configuracion
que miniza la energia de N atomos se localicen sobre soluciones de un oscilador arménico.
Sin embargo este proceso se extralimita del objetivo de esta tesis y queda planteado a un

trabajo que seguiremos desarrollando a futuro.
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