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poco mas sobre QCD, QED, o en general QFT, lamentando no poder
designarla como directora de tesis por cuestiones administrativas de la
universidad. A la Dra. Karen Salomé Caballero Mora, también asesora
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3. Vértice quark-gluón 29
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vi ÍNDICE GENERAL
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Resumen.

Si bien el mecanismo de Higgs ha sido ampliamente aceptado para explicar el origen de la masa de las
part́ıculas elementales, este modelo no proporciona una explicación completa. Además del mecanismo
de Higgs, la generación dinámica de masa, un fenómeno caracteŕıstico de la Cromodinámica Cuántica
(QCD), juega un papel fundamental en la adquisición de masa por parte de las part́ıculas. Esta
generación de masa se produce debido a la capacidad de los gluones de interactuar entre śı. Dada la
importancia de esta auto-interacción, el estudio del vértice de tres gluones es crucial. Sin embargo,
cuando se intentan realizar cálculos más allá del nivel árbol, surgen dificultades significativas, como la
complejidad de las integrales multidimensionales involucradas.

En este trabajo, se empleó la renormalización dimensional para obtener resultados sobre el compor-
tamiento del vértice quark-gluón y, posteriormente, del vértice de tres gluones. Los resultados indican
que la principal contribución a la generación dinámica de masa proviene de la parte no abeliana de
los diagramas de Feynman. Asimismo, se realizaron cálculos en diferentes bases y normas, haciendo
mención especial a las normas de Arbuzov y Yennie, para determinar cuál se ajusta mejor a las obser-
vaciones experimentales. Adicionalmente, estos cálculos se realizaron para diversas configuraciones de
momentos que representan casos de especial interés.

Como parte de los resultados obtenidos en esté trabajo presentamos la gráfica de la Figura 1.

Figura 1: Lsym para diferentes normas. Extrajimos los resultados para las normas de Yennie y Arbuzov,
ξ = −2 y ξ = 4, respectivamente. El requisito de renormalización implica que en µ = 4.3 GeV , todas
las curvas son iguales a 1. En la parte inferior del gráfico, se muestra un acercamiento cerca de Q = 0.

Aśı mismo consideramos importante mencionar que de está tesis se deriva un art́ıculo aceptado
para su publicación en la revista ”few-body system”.

vii



Caṕıtulo 1

Introducción

Figura 1.1: Quarks conocidos.

La Cromodinámica Cuántica (QCD por sus siglas en inglés),
fue propuesta por David Politzer, Frank Wilczek y David Gross a
comienzos de la década de los 70′s como una teoŕıa para describir
los bariones, los mesones y las interacciones entre sus componen-
tes. Esta teoŕıa se basa en la idea propuesta por Murray Gell-Mann
y George Zweig de que tanto hadrones como mesones están com-
puestos de otras part́ıculas, los quarks. La Figura 1.1 muestra los
quarks conocidos actualmente, aśı como sus propiedades más rele-
vantes. Como se puede apreciar en dicha figura, los quarks colocados
en la parte superior tienen una carga eléctrica de 2/3 la carga del
electrón, mientras que los quarks situados en la parte inferior po-

seen una carga de −1/3 en las mismas unidades. Vale la pena señalar que la masa que muestra la
Figura 1.1 corresponde a la masa corriente de los quarks, esto es, la masa que posee un quark “libre”.
Se hace la distinción entre masa corriente y masa constituyente, siendo esta última el valor efectivo de
masa cuando los quarks forman bariones. La Figura 1.2 muestra los valores de la masa constituyente
y corriente de los quarks.

A diferencia de las otras interacciones fundamentales, la interacción fuerte no decae con el cuadrado
de la distancia. De hecho, aumenta enormemente con ella a pesar de ser una interacción de muy corto
alcance. Esta caracteŕıstica da lugar a dos fenómenos muy interesantes: La primera es la libertad

Figura 1.2: Masa corriente
y constitutiva de los quarks
conocidos.

asintótica, por la cual dos o más quarks se comportan como part́ıculas
libres a altas enerǵıas y cortas distancias. El segundo se presenta cuan-
do se tienen enerǵıas pequeñas o grandes distancias, donde los quarks
presentan el confinamiento. Esté fenómeno lleva a la particularidad de
que si se suministra enerǵıa suficiente para separar el quark y el an-
tiquark de un mesón resulta más rentable, en términos energéticos, la
creación de un nuevo par quark-antiquark, entonces es imposible obser-
var un solo quark aislado. Este fenómeno es resultado del incremento de
la constante de acoplamiento a bajas enerǵıas, debido a esto, no se puede
usar teoŕıa de perturbaciones y los fenómenos se estudian con QCD no
perturbativa (npQCD).

La enerǵıa necesaria para separar los quarks componentes de un ba-
rión está determinada por la constante de acoplamiento α. La relación
entre α y el momento se muestra en la figura 1.3. Debido a que α depen-
de del momento Q es conveniente extrapolar las mediciones a un valor
de referencia, generalmente se utiliza la escala de enerǵıas correspondiente a la masa del bosón Z0

(MZ0 = 91.1876± 0.0021 GeV )[1], siendo αS(MZ0) = 0.1185± 0.006.

La explicación de la interacción fuerte se hace en términos de las caracteŕısticas siguientes:

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.3: α como función del momento (Q).

Los quarks y gluones son part́ıculas fundamentales que componen los hadrones.

Existen tres cargas de color (Rojo, Azul y Verde), cada una con su correspondiente anticolor
(Cian o Antirrojo, Amarillo o Antiazul y Magenta o Antiverde)1.

La interacción fuerte es mediada por los gluones, de los cuales existen ocho tipos, cada uno
correspondiente a una combinación de color y anticolor.

La interacción fuerte es de corto alcance debido al fenómeno del confinamiento, que impide la
existencia de quarks libres.

Debido a la existencia de las tres cargas, para representar un estado no basta con un espinor de
Dirac; sino que también se requiere del color. Una representación matemática es:

r =

1
0
0

 ; b =

0
1
0

 ; g =

0
0
1

 , (1.1)

donde r, b y g representan los colores rojo, azul y verde, respectivamente. Dicho color suele cambiar en
los vértices quark-gluon, quedándose este último con la diferencia de carga. Los ocho estados posibles
de los gluones se representan como combinaciones de color y anticolor:

|1⟩ = rb+ br√
2

|5⟩ = −ı̇ rg − gr√
2

|2⟩ = −ı̇ rb− br√
2

|6⟩ = bg + gb√
2

|3⟩ = rr − bb√
2

|7⟩ = −ı̇ bg − gb√
2

|4⟩ = rg + gr√
2

|8⟩ = rr + bb− 2gg√
6

(1.2)

1Estos nombres no representan colores reales del espectro electromagnético, son llamados aśı por analoǵıa con la
teoŕıa del color. Pueden representarse de acuerdo a la ecuación (1.1)
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|9⟩ = rr + bb+ gg√
3

. (1.3)

El estado de la ecuación (1.3) no corresponde a un estado f́ısico de un gluon, ya que no es un
autoestado del operador de carga de color.

1.1. Matrices de Gell Mann.

Las matrices de Gell Mann son los generadores infinitesimales del grupo SU(3), cuya forma expĺıcita
es:

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

0 −ı̇ 0
ı̇ 0 0
0 0 0

 λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0



λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

0 0 −ı̇
0 0 0
ı̇ 0 0

 λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

0 0 0
0 0 −ı̇
0 ı̇ 0

 λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

Resulta evidente que las ocho matrices λ tiene una traza nula, además el conmutador de cualesquiera
dos matrices λ es, [

λa, λb
]
= 2ı̇fabγ λγ ,

siendo las constantes fabγ tensores antisimétricos denominados constantes de estructura, cuyos valores
son,

f123 = 1 (1.4)

f147 = −f367 = f345 = f257 = −f156 = f246 =
1

2
(1.5)

f458 = f678 =

√
3

2
(1.6)

1.2. Reglas de Feynman para QCD.

Las reglas de Feynman para QCD son muy similares a las reglas para QED, pero se cambian los
propagadores de los bosones y se añade el término correspondiente a la interacción fuerte (el término
de color se denota con la letra C). Estas reglas se utilizan para construir diagramas de Feynman, que
son representaciones gráficas de los procesos f́ısicos. Cada elemento del diagrama corresponde a un
término en las reglas de Feynman. A continuación, se detalla de manera expĺıcita el término que debe
añadirse a la expresión matemática para cada parte del diagrama:

1. Para un quark entrante, se añade el término UA
α (P )C.

2. A un quark saliente le corresponde el término U
a

α(P )C
†.

3. El propagador de los quarks es
1

�P −m
.

4. El término correspondiente para un antiquark entrando es V
A

α (P )C
†.

5. Cuando se tiene un antiquark saliente se agrega el término V A
α (P )C.
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6. El término correspondiente al vértice quark-gluon es −ı̇g
(
λa
2

)
βα

γµ.

7. Para los gluones entrantes, se añade el término εµ(k).

8. Si el gluon sale del diagrama, se agrega el término ε∗(k).

9. El propagador del gluon es ı̇

[
gµν − ξ

kµkν
k2

]
δab
k2

.

10. A los vértices de tres gluones les corresponde el término
−gfabc [gµν(p− q)σ + gνσ(q − r)µ + gσµ(r − p)ν ].

11. Para un vértice de cuatro gluones se agrega el término

−g2 [fabcfcde (gµσgνρ − gµρgνσ) + facefbdc (gµνgσρ − gµρgνσ) + fadcfcbe (gµσgνρ − gµνgσρ)]

.

en la expresiones anteriores el término gµν corresponde a la métrica de Minkowski.

Figura 1.4: Partes de los diagramas de Feynman.

Figura 1.5: Vértice quark gluón
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Figura 1.6: Vértice de tres gluones

Figura 1.7: Vértice de 4 gluones

En la Figura 1.4 se muestran las partes de los diagramas de Feynman en QCD, mientras que las
Figuras 1.5, 1.6 y 1.7 se muestran algunos de los posibles vértices que se pueden encontrar en QCD.

1.3. Lagrangiano de QCD

El lagrangiano de QCD está compuesto por la suma de los lagrangianos correspondientes a las
diferentes formas de interacción de los quarks y gluones, es decir:

LQCD = −1

4
F a
µνF

µν
a −

1

2ξ
(∂µAa

µ)
2− (∂µη̄a)(∂µηa)−gfabc(∂µη̄a)Aµ

b ηc+

Nf∑
j=1

¯
ψj
ℓ (iγ

µDµ−mj)ψ
j
ℓ . (1.7)

A continuación, se describen brevemente cada uno de sus términos:

1. El primer término contiene la dinámica de los campos de norma (gluones), su enerǵıa cinética y
sus autointeracciones. Los campos son representados por Aa

µ, mientras que F a
µν = ∂µA

a
ν−∂νAa

µ+

gfabcA
b
µA

c
ν es el tensor de fuerza del campo gluonico (g es el acoplamiento y a = 1, . . . , 8 es el

ı́ndice de color). La presencia del término proporcional a g hace posible que existan interacciones
entre 3 y 4 gluones.

2. El segundo término es el término que fija la norma, siendo ξ el parámetro covariante de norma.

3. Los campos ηa corresponden al campo fantasma de Faddev-Popov. Debido a la naturaleza no
abeliana de QCD, es necesario incluir este campo cuando se introduce el término de norma. Al
final de esta sección se dará una breve explicación acerca este campo.

4. Los campos ψj
ℓ son los campos fermiónicos. Nf es el número de sabores y ℓ = 1, 2, 3 es el color.

5. Por su parte, fabc son las constantes de estructura completamente antisimétricas del grupo de
norma de QCD.
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6. El término Dµ Corresponde a la derivada covariante definida como Dµψ
j
l = ∂µψ

j
l − ı̇gRa

lkψ
j
kA

a
µ,

siendo Ra =
λ

2
.

1.3.1. Renormalización.

En QCD si tratamos de calcular algo más allá del nivel árbol, nos daremos cuenta de que aparecen
divergencias. Afortunadamente QCD es una teoŕıa renormalizable, es decir, podemos añadir contra
términos a fin de eliminar estas divergencias de una manera consistente con la teoŕıa. Esto se hace
mediante una renormalización multiplicativa, la cuál es es una técnica que permite absorber estas
divergencias en un conjunto finito de parámetros de la teoŕıa, como la masa y la carga de las part́ıculas.
A la suma del Lagrangiano original más el Lagrangiano de contra términos le llamamos Lagrangiano
desnudo y lo representamos como,

L → LB = L + LCT ,

con esto, el lagrangiano desnudo adquiere la forma,

LB =− 1

4
z3
(
∂µA

a
µ − ∂νAa

ν

)
(∂µAµ

a − ∂νAν
a)−

1

2
z1gfabc

(
∂µA

a
µ − ∂νAa

ν

)
Aν

bA
µ
c

− 1

4
z5g

2fabcfadeA
b
νA

c
µA

ν
dA

µ
e −

1

2ξ
z6
(
∂µA

a
µ

)2 − z̃3 (∂µηa) (∂µηa)− z̃1gfabc (∂mηa)Aµ
b ηc

+

Nf∑
j=1

(
ı̇z2Fjψ

j

l γ
µ∂µψ

j
l + z1Fjgψ

j

l γ
µRa

lkψ
j
kA

a
µ − z4jmjψ

j

lψ
j
l

)
,

(1.8)

Dado que la ecuación (1.8) hace referencia al lagrangiano desnudo, nos gustaŕıa expresarlo en términos
de cantidades desnudas. Definimos

Aa
Bµ = z

1/2
3 Aa

µ, ηaB = z̃
1/2
3 ηa, ψBj = z

1/2
2Fj

gB = zgg, mBj = zmjmj , ξB = z−1
ξ ξ,

en donde el sub́ındice B hace referencia a que se trata de la cantidad desnuda y las z‘s son constantes
de renormalización, el nombre que recibe cada una es el siguiente:

z3: Constante de renormalización del campo del gluon.

z̃3: Constante de renormalización del campo fantasma.

z2Fj : Constante de renormalización del campo del quark.

zg: Constante de renormalización de la constante de acoplamiento.

zmj : Constante de renormalización de la masa del quark.

zξ: Constante de renormalización del parámetro de norma.

A continuación, escribiremos el lagrangiano de la ecuación (1.8) en términos de las cantidades desnudas,

LB =− 1

4

(
∂µA

a
Bν − ∂νAa

Bµ

)
(∂µAν

Ba − ∂νA
µ
Ba)−

1

2

z1

zgz
3/2
3

gBfabc
(
∂µA

a
Bν − ∂νAa

Bµ

)
Aν

BbA
µ
Bc

− 1

4

z5
z2gz

2
3

g2BfabcfadeA
b
BνA

c
BµA

ν
BdA

µ
Be −

1

2ξB

z6
zξz3

(
∂µAa

Bµ

)2 − (∂µη̃Ba) (∂µηBa)

− z̃1

zg z̃3z
1/2
3

gBfabc (∂µηBa)A
µ
BbηBc+

Nf∑
j=1

(
ı̇ψ̃j

Blγ
µ∂µψ

j
Bl +

z1Fj

zgz2Fjz
1/2
3

gBψ̃
j
BlR

a
lkγ

µψj
BkA

a
Bµ −

z4Fj

z2Fjzmj
mBjψ̃

j
Blψ

j
Bl

)
.

(1.9)
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Con la finalidad de conseguir una expresión similar a la ecuación (1.8), debemos asumir las siguientes
igualdades

z1 = zgz
3/2
3 , z5 = z2gz

2
3 , z6 = zξz3,

z̃1 = zg z̃3z
1/2
3 , z1Fj = zgz2Fjz

1/2
3 , z4Fj = z2Fjzmj .

Usando las relaciones anteriores podemos encontrar relaciones entre algunos cocientes,

z1
z3

=
z̃1
z̃3

=
z5
z1

=
z1Fj

z2Fj
= zgz

1/2
3 , (1.10)

estas ecuaciones son generalizaciones no abelianas de las identidades de Ward-Takahashi y son co-
nocidas como identidades de Slavnov-Taylor, estas garantizan la universalidad de la constante de
acoplamiento.

1.3.2. Campo fantasma de Faddev-Popov.

La necesidad de introducir el campo fantasma de Faddev-Popov2 surge del hecho de que las teoŕıas
cuánticas de campos (QFT) deben ser capaces de proporcionar soluciones únicas y no singulares. No
obstante, en presencia de una simetŕıa de gauge, el formalismo de la integral de caminos sobrecuenta
los estados del campo relacionados mediante una transformación de gauge, lo que hace imposible
seleccionar una solución de una serie de soluciones f́ısicamente equivalentes sin caer en arbitrariedades.

El procedimiento de Faddev-Popov consiste en modificar la acción añadiendo campos adicionales
que rompen la simetŕıa de gauge; estos son los campos de Faddev-Popov. Es importante destacar que
estos campos son una herramienta matemática y no representan ninguna part́ıcula real. Un argumento
que refuerza esta idea es que las part́ıculas fantasma violan la estad́ıstica del esṕın. Por ejemplo,
en QCD, los fantasmas son campos escalares complejos (de esṕın cero), pero anticonmutan como
fermiones.

1.4. La integral de Camino

1.4.1. Formulación de la Mecánica Cuántica por la Integral de Camino.

En la formulación habitual de la mecánica cuántica, convertimos el momento (p) y la posición (q) en
operadores que obedecen ciertas reglas de conmutación, lo que lleva a usar las matemáticas asociadas
a los espacios de Hilbert. Por otro lado, la formulación de la integral de caminos se basa en definir
la propagación de la función de onda ψ(q, t) por medio de la amplitud de transición K(qf , tf ; qi, ti).
Conociendo la función de onda ψ(qi, ti) en el tiempo ti, podemos usar el principio de Huygens para
encontrar la función de onda en el tiempo tf ,

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf ; qi, ti)ψ(qi, ti)dqi. (1.11)

De acuerdo con la interpretación usual de la mecánica cuántica, |ψ(qf , tf )|2 es la amplitud de proba-
bilidad de que la part́ıcula se encuentre en qf al tiempo tf . Por lo tanto, K(qf , tf ; qi, ti) debe ser la
amplitud de probabilidad de que ocurra una transición de qi al tiempo ti a qf al tiempo tf . Aśı, la
probabilidad de observar la part́ıcula en qf al tiempo tf es,

P (qf , tf ; qi, ti) = |K(qf , tf ; qi, ti)|2 . (1.12)

2Acerca de las part́ıculas fantasma, daremos una explicación breve y superficial, ya que solo se incluyen en el lagran-
giano por completitud y no serán objeto de estudio en esta tesis.
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Podemos dividir esté proceso en dos partes, primero una transición de qi al tiempo ti hacia q al
tiempo t y desde alĺı una transición hacia qf al tiempo tf , aplicando dos veces la ecuación (1.11)
obtenemos,

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf ; qt)K(qt; qi, ti)ψ(qi, ti)dqidq, (1.13)

de las ecuaciones (1.11) y (1.13) llegamos a la relación,

K(qf , tf ; qi, ti) =

∫
K(qf , tf ; qt)K(qt; qi, ti)dq, (1.14)

en consecuencia la transición de (qi, ti) hacia (qf , tf ) se puede interpretar como una transición de (qi, ti)
hacia todos los posibles puntos intermedios (q, t) seguida de una transición de (q, t) hacia (qf , tf ). Antes
de continuar por este camino notemos que de acuerdo a la formulación usual de la mecánica cuántica,
la función de onda ψ(q, t) es,

ψ(q, t) = ⟨q|ψt⟩S ,

donde el vector de estado |ψt⟩S en la representación de Schrödinger se relaciona con su equivalente en
la representación de Heisenberg (|ψ⟩H) como,

|ψt⟩S = e−ı̇Ht |ψ⟩H .

Definimos el vector,
|q, t⟩ = e−ı̇Ht |q⟩ ,

al cual llamaremos marco móvil. Con esto podemos escribir,

ψ(q, t) = ⟨qt|ψ⟩H . (1.15)

Por la completitud de los estados podemos escribir,

⟨qf , tf |ψ⟩ =
∫
⟨qf , tf |qi, ti⟩ ⟨qi, ti|ψ⟩ dqi, (1.16)

sustituyendo la ecuación (1.15) en (1.16) tenemos,

ψ(pf , tf ) =

∫
⟨qf , tf |qi, ti⟩ψ(qi, ti)dqi, (1.17)

comparando las ecuaciones (1.11) y (1.17) notamos que se debe cumplir,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ = K(qf , tf ; qi, ti), (1.18)

de modo que el propagador es una cantidad familiar de la formulación usual de la mecánica cuántica.
Ahora necesitamos reescribir ⟨qf , tf |qi, ti⟩ como una integral de camino, para ello notemos,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ = ⟨qf | e−ı̇H(tf−ti) |qi⟩ , (1.19)

consideramos una partición de tiempo en n+ 1 intervalos de longitud,

δt =
t

n+ 1
,

con esto podemos reescribir la ecuación (1.19),

⟨qf , tf |qi, ti⟩ = ĺım
n→∞

∫ n∏
k=1

dqk ⟨qf | e−ı̇Hδt |qn⟩ ⟨qn| e−ı̇Hδt |qn−1⟩ . . . ⟨q1| e−ı̇Hδt |qi⟩ , (1.20)
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donde usamos la factorización de la exponencial y la propiedad de completez de los estados. Suponga-
mos que el hamiltoniano es de la forma H(p, q) = f(p)+V (q) y usemos la fórmula de Baker-Campbell-
Hausdorff, de este modo,

e−ı̇Hδt = e−ı̇f(p)δte−ı̇V (q)δteı̇[f(p),V (q)]δt2+O(δt3),

los términos cuadráticos y superiores de δt son despreciables, pues cuando n→∞ se tiene δt→ 0, de
este modo, el propagador para un segmento de la trayectoria es,

⟨qk+1| e−ı̇Hδt |qk⟩ =
∫
dpk ⟨qk+1| e−ı̇f(p)δt |pk⟩ ⟨pk| e−ı̇V (q)δt |qk⟩

=

∫
dpke

−ı̇f(pk)δte−ı̇V (qk)δt ⟨qk+1|pk⟩ ⟨pk|qk⟩

=

∫
dpk
2π

e−ı̇(f(pk)+V (qk))δteı̇pk(qk+1−qk),

(1.21)

en el ĺımite de intervalos infinitesimales tenemos,

⟨qk+1| e−ı̇Hδt |qk⟩ =
∫
dpk
2π

e−ı̇H(pk,q̄k)δteı̇pk(qk+1−qk), (1.22)

donde,

q̄k =
qk+1 + qk

2
,

de este modo la ecuación (1.20) se reescribe como,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ = ĺım
n→∞

∫
dp0
2π

n∏
k=1

dpkdqk
2π

exp

ı̇
n∑

j=0

[
pj
qj+1 − qj

δt
−H(pj , q̄j)

]
δt

 , (1.23)

donde q0 = qi y qn+1 = qf . Si consideramos que cuando δt→ 0,

pj
qj+1 − qj

δt
→ pj q̇j ,

podemos escribir (1.23) de manera simbólica como,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ =
∫ q(tf )=qf

q(ti)=qi

Dq(t)Dp(t) exp
[
ı̇

∫ tf

ti

dt(pq̇ −H(p, q))

]
, (1.24)

cada función p(t), q(t) define un camino en el espacio fase. Podemos reescribir la ecuación (1.24) como,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ =
∫ q(tf )=qf

q(ti)=qi

Dq(t)Dp(t) exp
[
ı̇

∫ tf

ti

dtL (p, q)

]
, (1.25)

donde, ∫ tf

ti

dtL (p, q) = S(p, q),

y
L = pq̇ −H(p, q).

Cuando el hamiltoniano es de la forma p2

2m+V (q) podemos realizar la integración sobre p, y la ecuación
(1.24) se puede reescribir como,

⟨qf , tf |qi, ti⟩ =
∫ q(tf )=qf

q(ti)=qi

Dq(t) exp
[
ı̇

∫ tf

ti

dtL (q, q̇)

]
=

∫ q(tf )=qf

q(ti)=qi

Dq(t) exp [ı̇S[q(t), q̇(t)]] , (1.26)

aśı pues, la amplitud de transición toma en cuenta todos los posibles caminos de qi a qf ponderados
por exp [ı̇S[q(t), q̇(t)]].
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1.4.2. Funcional Generadora.

Un funcional mapea funciones (por ejemplo, el campo clásico ϕ(x)) a números complejos (C),

ϕ(x)→ S[ϕ(x)] =

∫
d4xL (ϕ(x)).

Consideremos la funcional,

Z[J ] :=

∫
Dϕ exp

[
ı̇S[ϕ] + ı̇

∫
d4xJ(x)ϕ(x)

]
, (1.27)

dónde se agrego término J(x) que representa una fuente externa. Podemos reescribir esto de la forma,

Z[J ] =

∫
Dϕeı̇S[ϕ]

[
1 + ı̇

∫
d4xJ(x)ϕ(x) +

ı̇2

2!

∫
d4x1d

4x2ϕ(x1)ϕ(x2)J(x1)J(x2) + . . .

]
=

∫
Dϕeı̇S[ϕ] + ı̇

∫
d4xJ(x)

∫
Dϕϕ(x)eı̇S[ϕ]

+
ı̇2

2!

∫
d4x1d

4x2J(x1)J(x2)

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2)eı̇S[ϕ] + . . . ,

con lo que podemos escribir,

Z[J ]

Z[0]
=

∞∑
n=0

ı̇n

n!

∫
d4x1· · ·

∫
d4xnJ(x1) . . . J(xn)G(x1, . . . , xn), (1.28)

donde,

G(x1, . . . , xn) =
1

Z[0]

(
δ

ı̇δJ(x1)

)
. . .

(
δ

ı̇δJ(xn)

)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

, (1.29)

Z[J ] es llamada funcional generadora de las funciones de Green.

1.4.3. Función Generadora para una Part́ıcula Libre.

Consideremos al lagrangiano,

L =
1

2
[−∂µ∂µ +m2]ϕ(p) =

1

2
[p2 +m2]ϕ(p),

en este caso se tiene,

Z[J ] =

∫
D[ϕ] exp

[
ı̇

2

∫
d4x[(−∂µ∂µ +m2)ϕ(x) + 2Jϕ]

]
=

∫
Dϕ exp

[
ı̇

2

∫
d4x[(−∂µ∂µ +m2)ϕ(x) + 2Jϕ(x)]

]
=

∫
Dϕ exp

[
−1

2

∫
d4p

(2π)
4 [ϕ(−p)(p

2 +m2)ϕ(p)− 2J(−p)ϕ(p)]

]
,

podemos reescribir la integral dentro de la exponencial como,∫
d4p

(2π)
4 (p

2 +m2)

[
ϕ(−p)ϕ(p)− 2J(−p)ϕ(p)

p2 +m2

]
,

para ello sumamos el cero dado como,

J(p)J(−p)
p2 +m2

− J(p)J(−p)
p2 +m2

,
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de este modo,∫
d4p

(2π)
4 (p

2 +m2)

[
ϕ(−p)ϕ(p)− 2J(−p)ϕ(p)

p2 +m2

]
=

=

∫
d4p

(2π)
4 (p

2 +m2)

{[
ϕ(−p)− J(−p)

p2 +m2

]
∗
[
ϕ(p)− J(p)

p2 +m2

]
−J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

}
=

∫
d4p

(2π)
4 (p

2 +m2)

{
ϕ̃(−p)ϕ̃(p)− J(p)J(−p)

(p2 +m2)2

}
,

donde,

ϕ̃(−p) = ϕ(−p)− J(−p)
p2 +m2

, (1.30)

ϕ̃(p) = ϕ(p)− J(p)

p2 +m2
, (1.31)

con esto, podemos reescribir Z[J ] como,

Z[J ] =

∫
D[ϕ] exp

[
−
∫

d4p

(2π)
4

p2 +m2

2

(
ϕ̃(−p)ϕ̃(p)− J(p)J(−p)

(p2 +m2)2

)]
, (1.32)

de la expresión anterior, es fácil notar que,

Z0 = Z[0] =

∫
D[ϕ] exp

[
−
∫

d4p

(2π)
4

p2 +m2

2
ϕ̃(−p)ϕ̃(p)

]
, (1.33)

con lo que podemos reescribir la ecuación (1.32),

Z[J ] = Z0 exp

[
−
∫

d4p

(2π)
4

J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

]
, (1.34)

de este modo,

⟨ϕ(q)ϕ(r)⟩ = 1

Z0
(2π)4

δ

ı̇δJ(−q)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−r)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

=
1

Z0
(2π)4

δ

ı̇δJ(−q)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−r)
Z0 exp

[∫
d4p

(2π)
4

J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

]

=(2π)4
δ

ı̇δJ(−q)

[
(2π)4

∫
d4p

(2π)
4

δ

ı̇δJ(−r)

(
J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

)
exp

[∫
d4p

(2π)
4

J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

]]
,

usando,
δJ(x)

ı̇δJ(y)
= δ4(x− y), (1.35)

llegamos a la expresión,

⟨ϕ(q)ϕ(r)⟩ = (2π)4
δ

ı̇δJ(−q)
2J(r)

r2 +m2
exp

[∫
d4p

(2π)
4

J(p)J(−p)
(p2 +m2)2

]
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1.4.4. Función Generadora de 4 puntos.

Si consideramos las interacciones, el lagrangiano es,

L = −1

2
∂µϕ∂

µϕ+
m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4, (1.36)

tomando esto en cuenta,

Z[J ] =N

∫
Dϕ exp

[
ı̇

ℏ

∫
d4x

(
−1

2
∂µϕ∂

µϕ+
m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

)]
=Z1 exp

[
ı̇

ℏ

∫
d4x

δ4

ı̇δ(J(x))4

]
,

donde,

Z1 = N

∫
Dϕ exp

[
ı̇

ℏ

∫
d4x

(
−1

2
∂µϕ∂

µϕ+
m2

2
ϕ2 + Jϕ

)]
,

ahora consideramos que,

∫
d4x

δ4

ı̇δJ(x)4
=

∫
d4x

[∫
d4p1

(2π)
4 e

ı̇p1·x(2π)4
δ

ı̇δJ(−p1)

∫
d4p2

(2π)
4 e

ı̇p2·x(2π)4
δ

ı̇δJ(−p2)∫
d4p3

(2π)
4 e

ı̇p3·x(2π)4
δ

ı̇δJ(−p3)

∫
d4p4

(2π)
4 e

ı̇p4·x(2π)4
δ

ı̇δJ(−p4)

]
,

recordando que
∫
d4xeı̇p2·x = (2pi)4δ4(p2), podemos reescribir,

∫
d4x

δ4

ı̇δJ(x)4
=

∫
d4p1

(2π)
4 . . .

d4p4

(2π)
4 δ(p1 + p2 + p3 + p4)(2π)

4 δ

ı̇δJ(−p1)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−p2)

(2π)4
δ

ı̇δJ(−p3)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−p4)
,

ahora consideramos la expansión,

Z[J ] = exp

[
− ı̇
ℏ

∫
d4x

λ

4!

δ4

ı̇δJ(x)4

]
Z1 = Z1 −

λ

4!

∫
d4x

λ

4!

δ4

ı̇δJ(x)4
Z1

=Z1 −
λ

4!

∫
d4p1

(2π)
4 . . .

d4p4

(2π)
4 δ(p1 + p2 + p3 + p4)(2π)

4 δ

ı̇δJ(−p1)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−p2)

(2π)4
δ

ı̇δJ(−p3)
(2π)4

δ

ı̇δJ(−p4)
Z1,
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aplicando estas variaciones tenemos,

Z[J ] =Z1 −
λ

4!

∫
d4p1

(2π)
4

d4p2

(2π)
4

d4p3

(2π)
4

d4p4

(2π)
4 δ(p1 + p2 + p3 + p4)(2π)

16

[
δ(−p2 + p1)δ(−p4 + p3)

(p21m
2)(p23 +m2)

Z1[J ]+

+
δ(−p2 + p1
p21 +m2

J(−p3)
p23 +m2

J(−p4)
p24 +m2

Z1[J ] +
δ(−p3 + p1)δ(−p4 + p2)

(p21 +m2)(p22 +m2)
Z1[J ]+

+
δ(−p3 + p1)J(−p2)
(p21 +m2)(p22 +m2)

J(−p4)
p24 +m2

Z1[J ] +
δ(−p3 + p2)δ(−p4 + p1)

(p21 +m2)(p22 +m2)
Z1[J ]+

+
J(−p1)δ(−p3 + p2)

p21 +m2)(p22 +m2)

J(−p4)
p24 +m2

Z1[J ] +
δ(−p4 + p1)J(−p2)J(−p3)

(p21 +m2)(p22 +m2)(p23 +m2)
Z1[J ]+

+
J(−p1)δ(−p4 + p2)J(−p3)

(p21 +m2)(p22 +m2)(p23 +m2)
Z1[J ] +

J(−p1)J(−p2)δ(−p4 + p3)

(p21 +m2)(p22 +m2)(p23 +m2)
Z1[J ]+

+
J(−p1)J(−p2)J(−p3)J(−p4)

(p21 +m2)(p22 +m2)(p23 +m2)(p24 +m2)
Z1[J ]

]
.

(1.37)

Podemos expresar esta ecuación mediante el uso de diagramas de la siguiente manera,

donde podemos hacer las siguientes correlaciones, el primer diagrama corresponde al primer, tercer
y quinto término de la ecuación (1.37), el segundo diagrama corresponde a los términos 2, 4, 6, 7, 8 y
9, por último el diagrama final corresponde al décimo término de la ecuación (1.37)

1.5. La Ecuación de Schwinger-Dyson

Una de las principales ventajas del formalismo de la integral de camino es que las consideraciones
de simetŕıa son más evidentes. En particular, se vuelve evidente que las simetŕıas clásicas se preservan
en la teoŕıa cuántica, pero solamente si la medida de la integral de camino es invariante.

Para corroborar esto consideremos una teoŕıa con campos arbitrarios (denominados en conjunto
ϕ(x)) definida por,

Z[J ] =

∫
Dϕ exp[ı̇(S[ϕ] + ϕJ)], (1.38)

y consideremos la transformación,

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x) + ϵ∆ϕ(x) +O(ϵ2), (1.39)

queremos que la medida Dϕ sea invariante, es decir, queremos que se cumpla,

Dϕ = Dϕ′, (1.40)
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para que esto se cumpla es necesario que,

Z[J ] =

∫
Dϕeı̇(S[ϕ]+ϕJ)

=

∫
Dϕ′eı̇(S[ϕ′]+ϕ′J)

=

∫
Dϕeı̇(S[ϕ′]+ϕ′J)

=

∫
Dϕeı̇(S[ϕ]+ϕJ)

(
1 + ı̇(

δS

δϕ
+ J)∆ϕ+O(ϵ2)

)
,

por lo que,

0 =

∫
Dϕeı̇(S[ϕ]+ϕJ)

[
δS

δϕ
∆ϕ+ J∆ϕ

]
=

∫
Dϕeı̇(S[ϕ]+ϕJ)

[∫
d4y

(
δS

δϕ(y)
+ J(y)

)
∆ϕ

]
, (1.41)

en el caso especial en que ∆ϕ(y) = δ(4)(x − y) se cumple la condición (1.40) y la ecuación (1.41) se
reduce a, ∫

Dϕ
[
δS

δϕ(x)
+ J(x)

]
eı̇(S[ϕ]+ϕJ) = 0, (1.42)

la ecuación (1.42) es la ecuación de Schwinger-Dyson. Esta expresión verifica que la ecuación de mo-
vimiento clásica,

δS

δϕ
+ J = 0,

se preserva en forma de una ecuación de operadores en la teoŕıa cuántica.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de Schwinger-Dyson
(SDE)

En este caṕıtulo tendremos un primer acercamiento a las ecuaciones de Schwinger-Dyson, para lo
cuál trabajaremos en el contexto de QED3, es decir QED en tres dimensiones (2 espaciales y una
temporal). Esta primera aproximación sera de utilidad pues al igual que sucede en QCD se presenta
el fenómeno de la generación dinámica de masa.

2.1. Planteamiento de las Ecuaciones de Scwinger-Dyson.

Las SDE son un conjunto de ecuaciones integrales acopladas que definen completamente una teoŕıa
cuántica de campos. Estas ecuaciones son análogas a las ecuaciones de Euler-Lagrange de la mecánica
clásica y su derivación es independiente de la constante de acoplamiento, por lo que son válidas tanto
en QCD perturbativa (pQCD) como en QCD no perturbativa (npQCD). La expresión

S◦
F (P ) =

1

�P −m
(2.1)

es una buena aproximación perturbativa al propagador fermiónico, sin embargo, si deseamos una
aproximación mas precisa, debemos considerar todas las maneras en que dicha perturbación puede
tener lugar. El propagador de la ecuación (2.1) es el propagador desnudo y lo denotamos como S◦

F

mientras que al propagador que contiene todas las correcciones es el propagador vestido y lo denotamos
como SF .

15
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(a) Correcciones tipo arcóıris.

(b) Correcciones al vértice.

(c) Correcciones al propagador del fotón.

(d) Correcciones finales.

Figura 2.1: Tipos de correcciones al propagador fermiónico.

En las Figuras 2.1(a)-2.1(d) se muestran las correcciones al propagador fermiónico, al vértice, al
propagador del fotón y las correcciones finales que consideran que las correcciones anteriores pueden
ser requeridas nuevamente .

Figura 2.2: Propagador vestido (SF ).

A partir del diagrama de la Figura 2.2 podemos escribir

SF (q) = S◦
F (q) + S◦

F (q)Σ(q)S
◦
F (q) + S◦

F (q)Σ(q)S
◦
F (q)Σ(q)S

◦
F (q) + . . .

= S◦
F (q) + S◦

FΣ(q) [S
◦
F (q)Σ(q)S

◦
F (q) + S◦

F (q)Σ(q)S
◦
F (q)Σ(q)S

◦
F (q) + . . .]

= S◦
F (q) + S◦

F (q)Σ(q)SF (q),

si ahora multiplicamos por S◦−1

F (q) por la izquierda y por S−1
F (q) a la derecha se llega a la relación

S−1
F (q) = S◦−1

F (q)− Σ(q) (2.2)

o bien, en diagramas de Feynman

Debido a que esto representa un sistema con infinitas ecuaciones, nos resulta imposible determinar
una solución exacta. Sin embargo, si hacemos un truncamiento adecuado podemos obtener una buena
aproximación a la solución. La forma de elegir este truncamiento depende del fenómeno que estudiemos,
o se encuentra en el régimen perturbativo o en el no perturbativo.



2.2. IDENTIDADES DE WARD-TAKAHASHI (WTI) 17

2.2. Identidades de Ward-Takahashi (WTI)

Figura 2.3: Vértice fotón-
fermion a nivel árbol.

Una de las consecuencias de la invarianza de norma es que las funciones
de Green obedecen las llamadas identidades de Ward-Takahashi (WTI) [2,
3, 4]. La identidad de WTI es uno de los requisitos para la restauración de
la covarianza de norma de las observables f́ısicas estudiados mediante la
implementación de las SDE1, además relacionan funciones de Green unas
con otras, una de ellas relaciona al propagador fermiónico con el vértice
fermión-boson

(k − P )µ Γ
µ (k, P ) = S−1

F (k)− S−1
F (P ), (2.3)

donde Γµ (k, P ) es el vértice de interacción. Está identidad se satisface en
todos los niveles de la teoŕıa de perturbaciones. Por ejemplo, a nivel árbol, donde no se consideran
correcciones al vértice (Γµ (k, P ) = γµ (k, P )) el propagador es S−1

F =�P −m. Aśı el lado derecho de
la ecuación (2.3) es

S−1
F (k)− S−1

F (P ) =
[
�k −m

]
−
[
�P −m

]
= �k −�P = (k − P )µ γ

µ, (2.4)

además, como estamos evaluando a nivel árbol podemos escribir

S−1
F (k)− S−1

F (P ) = qµΓ
µ,

que es precisamente la identidad de la ecuación (2.3). Como notaron Ball y Chiu [5], podemos descom-
poner el vértice no perturbativo completo en dos componentes: longitudinal y transversal. Las partes
longitudinal y transversal satisfacen las siguientes propiedades,

Γµ(k, P ) = Γµ
L(k, P ) + Γµ

T (k, P ); (2.5)

qµΓ
µ
L(k, P ) = S−1

F (k)− S−1
F (P ); (2.6)

qµΓ
µ

T (k, P ) = 0; (2.7)

De la propiedad dos se obtiene,

Γµ
L(k, P ) =

S−1
F (k)− S−1

F (P )

qµ
=
S−1
F (k)− S−1

F (P )

(k − P )µ
,

si tomamos k → P tenemos

Γµ
L(k, k) =

∂

∂kµ

[
S−1
F (k)

]
2.3. Forma Anaĺıtica del Propagador

En general, S(P ) puede depender de Pµ, γµ, kµ, gµν , P 2, m2, etc, por lo que la forma más general
de SF (P ) es,

SF (P ) = A(P 2)�P +B(P 2), (2.8)

o de manera equivalente,

SF (P ) =
F (P 2)

�P −M(P 2)
. (2.9)

Para probar que las ecuaciones (2.8) y (2.9) son equivalentes, basta multiplicar y dividir la ecuación
(2.9) por el conjugado del denominador de la fracción, esto es,

SF (P ) =
F (P 2)

�P −M(P 2)
·�P +M(P 2)

�P +M(P 2)
=

F (P 2)

P 2 −M2(P 2)︸ ︷︷ ︸
A(P 2)

�P +
F (P 2)M(P 2)

P 2 −M2(P 2)︸ ︷︷ ︸
B(P 2)

= A(P 2)�P +B(P 2),

donde F (P 2) es la constante de renormalización de la función de onda y M(P 2) es la función de masa.

1También existe un WTI para el propagador de fotones, sin embargo no es utilizada en esta tesis.



18 CAPÍTULO 2. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON (SDE)

2.3.1. Aproximación Quenched

A partir del diagrama de Feynman de la Figura 2.4, podemos comenzar a realizar cálculos con
la finalidad de determinar la constante de renormalización F (P 2) y la función de masa M(P 2) para
dimensiones arbitrarias d. Para ello, se aplican las reglas de Feynman a cada diagrama, con lo que la
ecuación a resolver es,

Figura 2.4: Propagador Vestido.

−ı̇S−1
F (P ) = −ı̇S◦−1

F (P )−
∫

ddk

(2π)
d
[−ı̇eγµ] [ı̇SF (k)] [−ı̇eΓν(k, P )] [−ı̇∆µν(q)] . (2.10)

Sin embargo resolver esta ecuación puede resultar sumamente dif́ıcil debido a las infinitas correc-
ciones, por lo que la aproximación Quenched es útil como primer acercamiento a la solución. La idea
principal de esta aproximación es suponer que las correcciones al propagador del fotón son muy pe-
queñas, esto es, supondremos que,

∆µν(q) = ∆0
µν(q) =

1

q2

[
gµν + (ξ − 1)

qµqν
q2

]
.

Figura 2.5: Aproximación Quenched.

El propagador puede escribirse como:

∆µν(q) = ∆T
µν(q) + ξ

qµqν
q4

(2.11)

con ∆T
µν(q) =

gµν
q2
− qµqν

q4
. De manera similar a lo ocurrido para la parte transversal del vértice, se

cumple que qµ∆
T
µν(q) = 0.

Con esto en mente se tiene que el propagador vestido del fotón se puede escribir como

∆µν(q) = ∆T
µν(q)G(q

2) + ξ
qµqν
q4

(2.12)

donde G(q2) = 1 al orden más bajo.

Sustituyendo la ecuación (2.12) en la ecuación (2.10) se tiene que

S−1
F (P ) = S◦−1

F (P ) + ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
γµSF (k)Γ

ν

[
∆T

µν + ξ
qµqν
q4

]
= S◦−1

F (P ) + ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
γµSF (k)Γ

ν∆T
µν + ı̇ξe2

∫
ddk

(2π)
d
γµSF (k)Γ

ν qµqν
q4

.
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Ahora, en el último sumando podemos dividir Γν de acuerdo a la ecuación (2.5) y usar las ecuaciones
(2.6) y (3.1) para reescribir S−1

F (P ) como

S−1
F (P ) = S◦−1

F (P ) + ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
γµSF (k)Γ

ν∆T
µν︸ ︷︷ ︸

1

+ı̇ξe2
∫

ddk

(2π)
d �qSF (k)

S−1
F (k)− S−1

F (P )

q4︸ ︷︷ ︸
2

, (2.13)

utilizando la aproximación de vértice desnudo, donde el vértice toma la forma,

Γµ(k, P ) = γµ, (2.14)

la integral 1 se puede reescribir de la siguiente manera∫
ddk

(2π)
d
γµSF (k)Γ

ν∆T
µν =

∫
ddk

(2π)
d
γµSF (k)γ

ν

[
gµν −

qµqν
q2

]
=

∫
ddk

(2π)
d
γµSF (k)

γµ
q2
−
∫

ddk

(2π)
d
�qSF (k)�q

q4
.

Por otro lado, la integral 2 de la ecuación (2.13) se puede reescribir como,∫
ddk

(2π)
d �qSF (k)

S−1
F (k)− S−1

F (P )

q4
=

∫
ddk

(2π)
d
�q

q4
−
∫

ddk

(2π)
d
�q

q4
SF (k)S

−1
F (P )

= −
∫

ddk

(2π)
d
�q

q4
SF (k)S

−1
F (P ).

aśı la ecuación (2.13) es equivalente a,

S−1
F (P ) =S◦−1

F (P ) + ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
γµSF (k)

γµ
q2
−

− ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
�qSF (k)�q

q4
− ı̇e2ξ

∫
ddk

(2π)
d
�q

q4
SF (k)S

−1
F (P ).

(2.15)

Sustituyendo las ecuaciones (2.9) y (2.1) en la ecuación (2.15)

�P −M(P 2)

F (P 2)
=�P −m+ ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d
γµ
[
�k +M(k2)

�k +M(k2)

]
F (k2)

�k −M(k2)

γµ

q2
−

− ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
�q

q4

[
�k +M(k2)

�k +M(k2)

]
F (k2)

�k −M(k2)
−

− ı̇e2ξ
∫

ddk

(2π)
d
�q

q4

[
�k +M(k2)

�k +M(k2)

]
F (k2)

(
�P −M(P 2)

)
F (P 2)

(
�k −M(k2)

) ,
lo que nos lleva a la que denominaremos ecuación principal

�P −M(P 2)

F (P 2)
=�P −m+ ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d

γµ

q2
�k +M(k2)

k2 −M2(k2)
F (k2)γµ−

− ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
�q
(
�k +M(k2)

)
F (k2)�q

q4 (k2 −M2(k2))
−

− ı̇e2ξ

F (P 2)

∫
ddk

(2π)
d
�q

q4

(
�k +M(k2)

)
F (k2)

(
�P −M(P 2)

)
k2 −M2(k2)

,

(2.16)
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multiplicando esta ecuación por�P se tiene,

P 2 −�PM(P 2)

F (P 2)
=P 2 −m�P + ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d

F (k2)

q2
�Pγ

µ
(
�k +M(k2)

)
F (k2)γµ

k2 −M2(k2)

− ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d

�P�q
(
�k +M(k2)

)
F (k2)�q

q4 (k2 −M2(k2))

− ı̇e2ξ

F (p2)

∫
ddk

(2π)
d

�P�q

q4

(
�k +M(k2)

)
F (k2)

(
�P −M(P 2)

)
k2 −M2(k2)

.

(2.17)

Esta última expresión nos será de utilidad en secciones posteriores cuando estudiemos un valor parti-
cular de d, es decir, un número espećıfico de dimensiones. Aunque nuestro universo tiene 4 dimensiones
(3 espaciales y una temporal), algunas teoŕıas siguen siendo de interés cuando son formuladas en di-
mensiones arbitrarias. Algunos fenómenos como la ruptura dinámica de la simetŕıa quiral en las Teoŕıa
Cuántica de Campos son más sencillas de comprender cuando los restringimos a un universo con me-
nos de 4 dimensiones, en este sentido destacamos a QED3, pues será el tema central en la siguiente
sección.

2.4. Generación Dinámica de masas en QED3

Antes de comenzar con nuestro estudio de QED32, es prudente aclarar el porqué de nuestro interés
en esta teoŕıa; este se debe a que la teoŕıa es super-renormalizable y tiene un limite quiral bien definido,
por lo que permite la generación dinámica de masas. Debido a estas caracteŕısticas, presenta cierta
similitud cuantitativa con QCD, ya que la ruptura dinámica de la simetŕıa quiral explica la masa de
los quarks constituyentes [6]. Por si esto no fuese suficiente, QED3 también resulta de interés en f́ısica
de la materia condensada, al ser una teoŕıa de campo eficaz para describir superconductores de alta
temperatura [7] y el grafeno [8].

Para nuestro análisis partiremos de las ecuaciones de Schwinger Dyson (2.10) sustituyendo,

S◦−1

F (P ) =�P −m, (2.18)

SF (k) =
F (k2)

�k −M (k2)
, (2.19)

y

∆0
µν =

1

q2

[
gµν + (ξ − 1)

qµqν
q2

]
; (2.20)

tenemos,

�P −M(P 2)

F (P 2)
=�P −m+ ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d
γµ

F (k2)

k2 −M2(k2)
(�k +M (k2))

γν

q2
gµν

+ ı̇e2(ξ − 1)

∫
ddk

(2π)
d
γµ

F (k2)

k2 −M2(k2)
(�k +M (k2))γν

qµqν
q4

.

(2.21)

2También llamada QED en tres dimensiones (2 espaciales y 1 temporal) o QED en el plano
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Posteriormente tomaremos la traza de estas matrices por lo que podemos omitir la escritura de aquellos
términos que contengan un número impar de matrices γ, haciendo esto la expresión anterior se reduce
a

−M(P 2)

F (P 2)
=−m+ ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d
γµ

F (k2)M (k2)γν

q2(k2 −M2(k2))

+ ı̇e2(ξ − 1)

∫
ddk

(2π)
d

γµF (k2)M (k2)γνqµqν
q4(k2 −M2(k2))

,

(2.22)

resolviendo los productos de matrices γ

−M(P 2)

F (P 2)
=−m+ ı̇e2d

∫
ddk

(2π)
d

F (k2)M (k2)

q2(k2 −M2(k2))
+ ı̇e2(ξ − 1)

∫
ddk

(2π)
d

F (k2)M (k2)

q2(k2 −M2(k2))

=−m+ ı̇e2(ξ − 1 + d)

∫
ddk

(2π)
d

F (k2)M (k2)

q2(k2 −M2(k2))
.

(2.23)

Notemos que en la expresión anterior podemos tomar la traza de ambos lados y cada término tendrá
un factor tres que podemos eliminar de la expresión. Ahora pasaremos al caso particular de tres
dimensiones haciendo d = 3 y realizaremos una rotación de Wick3, de este modo tenemos

M(P 2)

F (P 2)
= m+ e2(ξ + 2)

∫
d3k

(2π)
3

F (k2)M (k2)

q2(k2 +M (k2)

= m+
α(ξ + 2)

π

∫ ∞

0

∫ π

0

k2F (k2)M (k2)

q2(k2 +M (k2)
sin(θ)dk dθ

= m+
α(ξ + 2)

π

∫ ∞

0

k2F (k2)M (k2)

(k2 +M (k2)
I01dk,

sustituyendo la ecuación (A.8),

M(P 2)

F (P 2)
= m+

α(ξ + 2)

π

∫ ∞

0

k2F (k2)M (k2)

(k2 +M (k2)
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣ dk, (2.24)

aproximamos F (k2) = 1 y M (k2) = m (estas aproximaciones se deben a que esos son los valores de
estas funciones a nivel árbol) con lo que

M(P 2)

F (P 2)
= m

(
1 +

α(ξ + 2)

Pπ

∫ ∞

0

k dk

k2 +m2
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣)
= m

(
1 +

α(ξ + 2)

Pπ

1√
−P

arc tg

[
−P 2

m2

])
.

(2.25)

3En esta tesis nos limitaremos a efectuar las conversiones: k2 → −k2, P 2 → −P 2, k · P → −k · P y d4k → ı̇d4k. No
obstante se puede encontrar una definición mas detallada en [9]
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Figura 2.6: Solución para M(P 2) con m = 0

En la figura 2.6 se puede apreciar que en la región no perturbativa, el valor de M(P 2) aumenta, es
decir, que la masa de la part́ıcula aumenta. A este fenómeno se le conoce como generación dinámica
de masa, existen diversos mecanismos que pueden explicar este proceso; todos estos basándose en el
rompiento de alguna simetŕıa. Del mismo modo podemos notar que se presenta un mayor generación de
masa cuando el valor de la norma es menor, en este caso ξ = 0. La suma de todas las autointeracciones
del fermión dan origen a su masa (euclideana),y esta puede inferirse del comportamiento infrarrojo de
la función M(p).

Para determinar F (P 2) multiplicaremos la ecuación (2.21) por�P y tomaremos la traza del resultado,
esto es,

P 2

F (P 2)
= P 2 + ı̇e2

∫
d3k

(2π)
3

�Pγ
µ
�kF (k

2)γµ
q2[k2 −M2(k2)]

+ ı̇e2(ξ − 1)

∫
d3k

(2π)
3

�P�q�kF (k
2)�q

q4(k2 −M2(k2))
,

usando las propiedades las trazas de las matrices de Dirac podemos reescribir la expresión anterior
como,

P 2

F (P 2)
=P 2 + ı̇e2

∫
d3k

(2π)
3

P · kF (k2)
q2[k2 −M2(k2)]

+ ı̇e2(ξ − 1)

∫
d3k

(2π)
3F (k

2)
2P · q k · q − q2P · k
q4(k2 −M2(k2))

=P 2 + ı̇e2
∫

d3k

(2π)
3

P · kF (k2)
q2[k2 −M2(k2)]

+ ı̇e2ξ

∫
d3k

(2π)
3F (k

2)
2P · q k · q − q2P · k
q4(k2 −M2(k2))

− ı̇e2
∫

d3k

(2π)
3F (k

2)
2P · q k · q − q2P · k
q4(k2 −M2(k2))

=P 2 + ı̇e2ξ

∫
d3k

(2π)
3F (k

2)
2P · q k · q

q4(k2 −M2(k2))
− ı̇e2ξ

∫
d3k

(2π)
3F (k

2)
P · k

q2(k2 −M2(k2))

− ı̇e2
∫

d3k

(2π)
3

F (k2)(2P · q k · q)
q4(k2 −M2(k2))

.

Considerando P · q k · q = k2(P · k)− (P · k)2 − P 2k2 + P 2(P · k) y haciendo una rotación de Wick

P 2

F (P 2)
=P 2 +

2e2(ξ − 1)

(2π)2

∫ ∞

0

dk k2F (k2)
k2I12 − I22 − P 2k2I02 + P 2I12

k2 +M2(k2)

− e2ξ

(2π)2

∫ ∞

0

dk k2F (k2)
I11

k2 +M2(k2)
,

(2.26)
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Escribiendo expĺıcitamente los términos notamos que los siguientes se cancelan y dan cero, esto es:

k2I12 − I22 − P 2k2I02 + P 2I12 =
(
P 2 + k2

)(
���

���k2 + P 2

(k2 − P 2)2
−
XXXXXXX

1

2kP
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣)−
���

���k4 + P 4

(k2 − P 2)2

+
XXXXXXXXX

k2 + P 2

2kP
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣−
�
���

��2P 2k2

(k2 − P 2)2
= 0,

(2.27)

de modo que, dividiendo la ecuación (2.26) entre P 2 y sustituyendo el valor de I11 tenemos,

1

F (P 2)
=1− e2ξ

P 2(2π)2

∫ ∞

0

dk
F (k2)

k2 +M2(k2)

(
k2 + P 2

2kP
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣− 1

)
.

Al tomar el ĺımite F (k2) = 1 y M(k2) = m se obtiene:

1

F (P 2)
=1− αξ

P 2π

∫ ∞

0

dk
1

k2 +m

k2 + P 2

2kP
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣+ αξ

P 2π

∫ ∞

0

dk
1

k2 +m

=1− αξ

P 2π

∫ ∞

0

dk
1

k2 +m

k2 + P 2

2kP
ln

∣∣∣∣∣1 + P
k

1− P
k

∣∣∣∣∣+ αξ

P 2π

( π

2m

)
=1− αξ

P 2π

∫ ∞

0

dk
1

k2 +m

k2 + P 2

kP
arctanh

(
P

k

)
+

αξ

2mP 2
,

(2.28)

Figura 2.7: Solución para 1
F (P 2)

Por la Figura 2.7 podemos inferir que, el inverso de la función de normalización es mayor en la región
perturbativa, entonces F (P 2) debe ser menor en esa misma región, en el régimen no perturbativo
sucede algo similar; como 1

F (P 2) es pequeño podemos asumir que F (P 2) alcanza su valor máximo en

esta región. Podemos ver que en el escenario más sencillo de un modelo simple, pero con relevancia f́ısica
directa como QED3, la aproximación arcoiris ilustra la naturaleza del fenómeno no perturbativo de la
generación dinámica de masas. En la siguiente sección estudiamos el comportamiento no perturbativo
del propagador del fermion apagada (en quenched) QED4, donde por apagada queremos decir que
despreciamos la contribución de los lazos.

2.5. Solución para cuatro dimensiones

Como se discutió anteriormente, una de las motivaciones más importantes para estudiar el com-
portamiento no perturbativo de las teoŕıas de norma, es el hecho de que si las interacciones son lo
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suficientemente fuertes, son capaces de generar masas para las part́ıculas incluso si comienzan sin ma-
sa, como muestran la ecuación (2.24) y la Figura 2.6. Para estudiar esta caracteŕıstica necesitamos
hacer uso nuevamente de las ecuaciones de campo de la teoŕıa, las ecuaciones de Schwinger-Dyson.
Tomamos la DSE para el propagador del fermion en 4 dimensiones en la aproximación apagada con el
vértice desnudo, dado por la ecuación (2.17) y tomemos la traza:

4P 2

F (P 2)
=4P 2 − 8ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)

q2
P · k

k2 −M(k2)
− 4ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)
[
(P · q) (k · q)− P · kq2

]
q4(k2 −M(k2))

− 4
ı̇e2

F (P 2)
ξ

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)
[
P 2 q · k − P · q M(k2)M(P 2)

]
q4 (k2 −M2(k2))

.

Lo siguiente que haremos es dividir la ecuación anterior entre 4 y se realizara la correspondiente
rotación de Wick desde Minkowski al espacio euclidiano.

P 2

F (P 2)
=P 2 + 2e2

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)

q2
P · k

k2 +M2(k2)
+ e2

∫
d4k

(2π)
4

F (P 2)

q4
2 (P · q) (k · q)− q2 (P · k)

k2 +M2(k2)

+
e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)

q4
P 2 (q · k) +M(P 2)M(k2) (P · q)

k2 +M2(k2)
,

(2.29)

si ahora consideramos que q = k − P se tiene que,

2 (P · q) (k · q)− q2 (P · k) =2 (P · (k − P )) (k · (k − P ))− (k − P )2 (P · k)
= 2

[
P · k

(
k2 + P 2 − P · k

)
− P 2k2

]
−
(
k2 − 2P · k + P 2

)
P · k

= (k2 + P 2)P · k − 2P 2k2,

(2.30)

además,

P 2 (q · k) +M(P 2)M(k2) (P · q) = P 2
(
k2 − P · k

)
+M(P 2)M(k2)

(
P · k − P 2

)
. (2.31)

Sustituyendo las ecuaciones (2.30) y (2.31) en la ecuación (2.29) se tiene que,

P 2

F (P 2)
=P 2 + 2e2

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)

q2
P · k

k2 +M2(k2)
+ e2

∫
d4k

(2π)
4

F (P 2)

q4
(k2 + P 2)P · k − 2P 2k2

k2 +M2(k2)

+
e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

F (k2)

q4
P 2
(
k2 − P · k

)
+M(P 2)M(k2)

(
P · k − P 2

)
k2 +M2(k2)

,

como ningún término dentro de la integral depende del ángulo ϕ el elemento d4k se puede reescribir
como,

d4k = 2πk2dk2 sin2 θ dθ, (2.32)

de este modo tenemos que

P 2

F (P 2)
=P 2 +

2α

π2

∫ ∞

0

k2

2
dk2

F (k2)

k2 +M2(k2)

∫ π

0

k · P
q2

sin2 ψ dψ

+
α

π2

∫ ∞

0

k2

2
dk2

F (k2)

k2 +M2(k2)

[
−2P 2k2

∫ π

0

1

q4
sin2 ψ dψ + (k2 + P 2)

∫ π

0

k · P
q4

sin2 ψ dψ

]
+

αξ

π2F (P 2)

∫ ∞

0

k2

2
dk2

F (k2)

k2 +M2(k2)

[
P 2k2

∫ π

0

1

q4
sin2 ψ dψ − P 2

∫ π

0

k · P
q4

sin2 ψ dψ

+M (k2)M(P 2)

(∫ π

0

k · P
q4

sin2 ψ dψ − P 2

∫ π

0

1

q4
sin2 ψ dψ

)]
.

(2.33)
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En la aproximación arcóıris las funciones F (P 2) y M(P 2) son independientes de q2 por lo que con el
fin de reducir esta expresión utilizaremos lo que se conoce como integrales maestras, estas son de la
forma,

Inm =

∫ π

0

dψ sin2 ψ
(k · P )n

qm
4, (2.34)

sustituyendo la expresión anterior en la ecuación (2.33),

P 2

F (P 2)
=P 2 +

α

π2

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)
I11 +

α

2π2

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
−2P 2k2I02

+(k2 + P 2)I12
]
+

α

2π2

ξ

F (P 2)

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
P 2k2I02 − P 2I12

+M (k2)M(P 2)
(
I12 − P 2I02

)]
,

agrupando términos similares,

P 2

F (P 2)
=P 2 +

α

2π2

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
−2P 2k2I02 + (k2 + P 2)I12 + 2I11

]
+

α

2π2

ξ

F (P 2)

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
P 2k2I02 − P 2I12

+M (k2)M(P 2)
(
I12 − P 2I02

)]
.

Ahora, usando las ecuaciones (A.10) y (A.11) llegamos a,

P 2

F (P 2)
=P 2 +

α

2π2

ξ

F (P 2)

∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
π

2

P 2

k2
θ(k2 − P 2)

−M (k2)M(P 2)

(
π

2

1

P 2
θ(P 2 − k2)

)]
,

(2.35)

1

F (P 2)
=1 +

α

4π

ξ

F (P 2)

[∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

1

k2
θ(k2 − P 2)

−
∫ ∞

0

k2 dk2
F (k2)M (k2)M(P 2)

k2 +M2(k2)

1

P 4
θ(P 2 − k2)

]
,

(2.36)

donde,

θ(x) =

{
1 si x ≥ 0
0 si x < 0

. (2.37)

Sustituyendo esto en la ecuación (2.36), obtenemos la expresión final para el inverso de la constante
de renormalización de onda,

1

F (P 2)
=1 +

α

4π

ξ

F (P 2)

[∫ ∞

P

k2 dk2
F (k2)

k2 +M2(k2)

1

k2

−
∫ P

0

k2 dk2
F (k2)M (k2)M(P 2)

k2 +M2(k2)

1

P 4

]
.

(2.38)

En esta ecuación, queda claro que en la norma de Landau ξ = 0, F (p2) es obviamente igual a 1
a todos los ordenes. Ahora, para determinar la función de masa M(p2) regresaremos a la ecuación
principal (2.16),

4Los resultados de algunas de estas integrales se muestran en el apéndice A
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�P −M(P 2)

F (P 2)
=�P −m+ ı̇e2

∫
ddk

(2π)
d

γµ

q2
�k +M(k2)

k2 −M2(k2)
F (k2)γµ−

− ı̇e2
∫

ddk

(2π)
d
�q
(
�k +M(k2)

)
F (k2)�q

q4 (k2 −M2(k2))
−

− ı̇e2ξ

F (P 2)

∫
ddk

(2π)
d
�q

q4

(
�k +M(k2)

)
F (k2)

(
�P −M(P 2)

)
k2 −M2(k2)

,

y tomando la traza de ambos lados de la expresión,

−4M(P 2)

F (P 2)
=− 4m+ ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 −M2(k2)]
Tr (γµγµ)− 4ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 −M2(k2)]

− ı̇e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

1

q4 [k2 −M2(k2)]

[
M (k2)F (k2) Tr

(
�q�P
)

−F (k2)M(P 2) Tr
(
�q�k
)]

=− 4m+ 16ı̇e2
∫

d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 −M2(k2)]
− 4ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 −M2(k2)]

− ı̇e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

1

q4 [k2 −M2(k2)]

[
4P · qM (k2)F (k2)

−4q · kF (k2)M(P 2)
]
,

donde

M(P 2)

F (P 2)
=m− 3ı̇e2

∫
d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 −M2(k2)]
− ı̇e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

1

q4 [k2 −M2(k2)]

[
PqM (k2)F (k2)

−qkF (k2)M(P 2)
]
,

realizando una rotación de Wick,

M(P 2)

F (P 2)
=m− e2ξ

F (P 2)

∫
d4k

(2π)
4

1

q4 (k2 +M2(k2))

[
M (k2)F (k2)q · P −M(P 2)F (k2)q · k

]
+ 3e2

∫
d4k

(2π)
4

M (k2)F (k2)

q2 [k2 +M2(k2)]
,

usando nuevamente la ecuación (2.32) y las integrales maestras se tiene que

M(P 2)

F (P 2)
=m− e2ξ

F (P 2)

∫
k dk2

(2π)3
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
M (k2)

(
I12 − P 2I02

)
−M(P 2)

(
k2I02 − I12

)]
+ 3e2

∫
k2

(2π)3
M (k2)F (k2)

k2 +M2(k2)
I02,

(2.39)

Sustituyendo las ecuaciones (A.12) y (A.13),

M(P 2)

F (P 2)
=m− e2ξ

F (P 2)

∫
k2 dk2

(2π)3
F (k2)

k2 +M2(k2)

[
−πM (k2)

2P 2
Θ(P 2 − k2)− πM(P 2)

2k2
Θ(k2 − P 2)

]
+ 3e2

∫
k2

(2π)3
M (k2)F (k2)

k2 +M2(k2)

[
π

2

1

k2 − P 2

[
− 1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]]
.

(2.40)
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En teoŕıa de perturbaciones F (P 2) = 1+ . . . y M(P 2) = m+ . . . , de manera que para la ecuación
anterior podemos considerar F (P 2) ≃ 1; si además utilizamos la norma de Landau (ξ = 0) y recordamos

que α = e2

4π , entonces la ecuación (2.40) se transforma en,

M(P 2) = m+
3α

4π

∫ P 2

0

dk2
k2

P 2

M (k2)

k2 +M2(k2)
+

3α

4π

∫ Λ2

P 2

dk2 M (k2)

k2 +M2(k2)
, (2.41)

linealizando (i.e. supondremos que la masa generada es tan pequeña que M j(k2) → 0 para j ≥ 2) la
ecuación anterior obtenemos la forma anaĺıtica para la función de masa M(P 2),

M(P 2) = m+
3α

4π

∫ P 2

0

dk2
M (k2)

P 2
+

3α

4π

∫ Λ2

P 2

dk2 M (k2)

k2
, (2.42)

en el limite quiral5

M(P 2) =
3α

4π

[∫ P 2

0

dk2
M (k2)

P 2
+

∫ Λ2

P 2

dk2 M (k2)

k2

]
.

Notemos que M(P 2) = 0 es solución de la última expresión, no obstante, esta solución no permite
generación de masa cuando m = 0. Debido a esto tenemos que considerar el rompimiento dinámico de
la simetŕıa quiral, mismo que se da cuando α es mayor que un valor cŕıtico αc.

2.5.1. Análisis de Bifurcaciones

Como mencionamos anteriormente, el rompimiento dinámico de la simetŕıa quiral se da cuando la
constante de acoplamiento α supera un valor cŕıtico αc. En el punto αc tenemos una bifurcación (la
solución trivial y la no trivial se separan), para encontrar este valor cŕıtico pedimos que M(P 2) tenga
forma de una ley de potencias,

M(P 2) =
(
P 2
)−s

,

con s > 0, de modo que,

(
P 2
)−s

=
3α

4π

[∫ P 2

0

dk2
(
k2
)−s

P 2
+

∫ Λ2

P 2

dk2
(
k2
)−s

k2

]

=
3α

4π

[
P−2s

1− s
− Λ−2s

s
+
P−2s

s

]
.

Considerando s > 0 y Λ→∞,

P−2s =
3α

4π

[
1

1− s
+

1

s

]
P−2s,

donde,

1 =
3α

4π

1

s− s2
,

o bien,

s2 − s+ 3α

4π
= 0,

las soluciones a esta ecuación son,

s± =
1

2
± 1

2

√
1− 3α

π
.

5Cuando m = 0
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En esta última expresión podemos apreciar que para α =
π

3
tenemos un cambio de signo en s, con

lo que podemos deducir el valor critico de α es αc =
π

3
. En esta última expresión podemos notar

que, para α > α0 la solución de la función de masa toma valores complejos, lo que nos indica que ha
ocurrido una transición de fase de una solución perturbativa a una no perturbativa correspondiente a la
generación dinámica de masas. El rompimiento dinámico de la simetŕıa quiral es de gran importancia
en las teoŕıas f́ısicas, no obstante, no es sencillo introducirlo debido a que solo proporciona resultados
confiables cuando las suposiciones hechas tienen un argumento f́ısico solido. En el art́ıculo [10] se
utiliza, a manera de ansatz, la expresión

α0(Λ) = α0 +
α0π

2

ln2
(

4Λ
md

) ,
de manera que podemos escribir la solución a la función de masa como

M

Λ
= 4 exp

[
−π

3α
π − 1

]
, (2.43)

Figura 2.8: Variación de la masa F́ısica respecto a α.

En la Figura 2.8 se muestra la gráfica de la ecuación (2.43), en donde notamos que la generación
de masa comienza a darse cuando α > αc del mismo modo podemos apreciar que la función de masa
es muy sensible a las variaciones de α. En el siguiente caṕıtulo describimos el progreso realizado hasta
ahora en esa dirección en QCD.



Caṕıtulo 3

Vértice quark-gluón

En el presente caṕıtulo se explora a profundidad las propiedades del vértice quark-gluón. También
se presentan resultados numéricos para los factores de forma de este mismo vértice.

A pesar de la relevancia del vértice quark-gluón en Cromodinámica Cuántica (QCD), su estudio
teórico más allá del nivel árbol aún es limitado. Al considerar cálculos a un loop, emerge un término
asociado al vértice de tres gluones, el cual constituye el foco central de nuestra investigación.

Dado que la parte abeliana del vértice quark-gluón contribuye marginalmente a la generación
dinámica de masa, anticipamos que el diagrama no abeliano sea el principal responsable de este
fenómeno. Además, esperamos que la mayor parte de la masa generada se concentre en la región
no perturbativa de la QCD.

Nuestro objetivo es obtener una expresión anaĺıtica que cuantifique la contribución del vértice de
tres gluones a la generación dinámica de masa. Esta expresión, idealmente, debeŕıa concordar con las
observaciones experimentales y las simulaciones de Lattice QCD.

Debido a la naturaleza intŕınseca del fenómeno estudiado, trabajaremos estrictamente dentro del
marco de la QCD. Espećıficamente, comenzaremos desarrollando el vértice quark-gluón de la siguiente
manera,

Figura 3.1: Vértice quark-gluón. Se cumple la ley de conservación enerǵıa-momento (p1+ p2+ p3 = 0).

Las estructuras vectoriales y escalares que se deben incluir para describir adecuadamente las inter-
acciones entre fermiones y bosones son,Vectores: p2µ, p1µ, γµ

Escalares: ID, γ · p2, γ · p1, γ · p1γ · p2

29
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esto da lugar a 12 estructuras,

Γµ =

12∑
i=1

Ωi(p2, p1)V
i
µ(p2, p1),

donde, los términos Ωi(p2, p1) son factores de forma y los términos )V i
µ(p2, p1) son componentes ten-

soriales dados por,

V 1
µ = γµ V 2

µ = p2µ V 3
µ = p1µ

V 4
µ = (γ · p2)γµ V 5

µ = (γ · p2)p2µ V 6
µ = (γ · p2p1µ

V 7
µ = (γ · p1)γµ V 8

µ = (γ · p1)p2µ V 9
µ = (γ · p1)p1µ

V 10
µ = (γ · p2)(γ · p1)γµ V 11

µ = (γ · p2)(γ · p1)p2µ V 12
µ = (γ · p2)(γ · p1)p1µ

En general esta descomposición tiene singularidades cinemáticas en los factores de forma. Estas sin-
gularidades aparecen cuando p22 → p21.

3.1. Vértice de Ball-Chiu

El vértice de Ball-Chiu[5] se puede descomponer de la forma,

Γµ(p2, p1) = Γµ
L(p2, p1) + Γµ

T (p2, p1),

donde, la parte transversa de cumplir,

p3µΓ
µ

T (p2, p1) = 0;

Como veremos a continuación, la parte longitudinal se fija mediante las WFGTI.

3.2. Identidades de Ward-Takahashi en QED

Para la parte longitudinal del vértice podemos proponer funciones que cumplan con las siguientes
condiciones,

p3µΓ
µ
L(p2, p1) = S−1

F (p2)− S−1
F (p1); (3.1)

donde,

SF (p1) =
F (p21)

�p1 −M(p21)
, (3.2)

de la ecuación (3.1) tenemos,

Γµ
L = ĺım

p2→p1

S−1
F (p2)− S−1

F (p1)

(p2 − p1)µ
,

de donde,

Γµ
L(p1, p1) =

∂ S−1
F (p1)

∂p1µ
=

∂

∂p1µ

[
�p1 −M(p21)

F (p21)

]
=

γµ

F (p21)
+ �p1

∂

∂p1µ

[
1

F (p21)

]
− ∂

∂p1µ

[
M(p21)

F (p21)

]
=

γµ

F (p21)
+ 2�p1p

µ
1

∂

∂p21

[
1

F (p21)

]
− 2pµ

∂

∂p21

[
M(p21)

F (p21)

]
,

de este modo si tomamos p1 = p2 (por cuestiones prácticas se escribe p1 y p2 pues de hacer la sustitución
directa aparecen divergencias),

Γµ
L =

1

2

[
1

F (p21)
+

1

F (p22)

]
γµ+

1

2

[
1

F (p21)
− 1

F (p22)

]
(p2 + p1)

µ(�p2 + �p1)

p22 − p21
−
[
M(p22)

F (p22)
− M(p21)

F (p21)

]
(p1 + p2)

µ

p22 − p21
,
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si tomamos en cuenta que,

Γµ
L(p2, p1) =

4∑
i=1

λiLiµ(p2, p1)

y,

Γµ
T (p2, p1) =

8∑
i=1

τiTiµ(p1, p2),

podemos concluir que,

λ1 =
1

2

[
1

F (p21)
+

1

F (p22)

]
.

λ2 =
1

2

[
1

F (p22)
− 1

F (p21)

]
1

p22 − p21
.

λ3 =

[
M(p22)

F (p22)
− M(p21)

F (p21)

]
1

p22 − p21
.

de este modo tenemos determinada la parte longitudinal del vértice, por otro lado, la parte transversa
debe cumplir,

1. Ortogonalidad al vértice, p3µΓ
T
µ (p2, p1) = 0,

2. Ser libre de divergencias cuando p2 → p1.

3. Reducirse a nivel árbol en ausencia de interacciones.

4. Cumplir las identidades de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF).

5. Ser multiplicativamente renormalizable.

La parte longitudinal del vértice cumple que,

L1µ = γµ,

L2µ = (�p1 − �p2)(p1 − p2)µ,
L3µ = (p1 − p2)µ,
L4µ = σµν(p1 − p2)ν .

3.3. Vértice quark-gluón

Este enfoque se inspira en trabajos previos, entre los que destaca el de Davydychev[11].

Figura 3.2: Diagrama Abeliano.
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Figura 3.3: Diagrama no Abeliano.

A un loop debemos considerar dos contribuciones al vértice quark-gluón, estas son las que se ven en
las figuras 3.2 y 3.3. Los factores de color de estos diagramas son proporcionales a (CF − 1

2CA) y CA,
respectivamente. CA y CF son los eigenvalores del operador de Casimir cuadrático en la representación
fundamental y adjunta respectivamente. Para el grupo SU(N),

CA = N, CF =
N2 − 1

2N
, (3.3)

donde N es el numero de colores (en nuestro caso N = 3), de modo que CA = 3 y CF = 4/3.
La primera contribución “abeliana”es muy parecida a la corrección a un loop del vértice fotón-

fermión en QED. El diagrama de la figura 3.3 es no abeliano y aparece por las autointeracciones de
los gluones. Si tenemos quarks masivos ambos diagramas involucran integrales “triangulares”con dos
y una linea masiva respectivamente, estas integrales son [11],

J2(ν1, ν2, ν3) =

∫
dnq

[(p2 − p3)2 −m2]ν1 [(p1 + p3)2 −m2]ν2(p3)ν3
, (3.4)

J1(ν1, ν2, ν3) =

∫
dnq

[(p2 − p3)2]ν1 [(p1 + p3)2]ν2 [p3 −m2]ν3
, (3.5)

donde q es el momento interno y n = 4 − 2ε es la dimensión del espacio-tiempo en el marco de
la regularización dimensional [12], entendiendo el sub́ındice de J como el número de propagadores
masivos, podemos extender esta notación a las integrales sin masa J(ν1, ν2, ν3) consideradas en [13],

J(ν1, ν2, ν3)←→ J0(ν1, ν2, ν3),

del mismo modo que en [13], podemos extraer de cada integral a un loop la expresión,

η =
Γ2
(
n
2 − 1

)
Γ(n− 3)

Γ
(
3− n

2

)
=

Γ2 (1− ε)
Γ(1− 2ε)

Γ (1 + ε) , (3.6)

una extensión natural de la notación usada en [13] es introducir las funciones φi (i = 1, 2) tales que,

Ji(1, 1, 1) = ı̇πn/2ηφi(p
2
1, p

2
2, p

2
3;m). (3.7)

Para las integrales de dos puntos introducimos las funciones,

κi(p
2
l ;m) ≡ κi,l, (3.8)

con pl (l = 1, 2, 3) el momento externo de la función de dos puntos, mientras tanto el ı́ndice (i = 0, 1, 2)
indica cuantos de los dos propagadores internos son masivos. En este sentido, k0 corresponde a la
función de dos puntos con lineas sin masa,

J1(1, 1, 0) = J0(1, 1, 0) = ı̇πn/2ηk0,3,
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y análogamente para J0(0, 1, 1) y J0(1, 0, 1) con k0,1 y k0,2 respectivamente. Aśı pues, se puede com-
probar que k1 corresponde a la función de dos puntos con una ĺınea masiva y una sin masa,

J1(0, 1, 1) = J2(0, 1, 1) = ı̇πn/2ηk1,1

J1(1, 0, 1) = J2(1, 0, 1) = ı̇πn/2ηk1,2,

finalmente k2 corresponde a la función de dos puntos con dos lineas masivas,

J2(1, 1, 0) = J3(1, 1, 0) = ı̇πn/2ηk2,3,

del mismo modo para J3(1, 0, 1) y J3(0, 1, 1). Las funciones de dos puntos sin masa introducidas en la
ecuación (2.15) de [13] pueden identificarse como ki ←→ k0,i.

Con esto podemos escribir,

J1(0, 0, 1) = J2(1, 0, 0) = J2(0, 1, 0) = ı̇πn/2Γ(ε+ 1)

ε(1− ε
(m2)1−ε = ı̇πn/2ηm2k̃,

donde,

k̃ = k̃(m2) =
Γ(1− 2ε)

Γ2(1− ε)
1

ε(1− ε)
(m2)−ε.

No esta de más remarcar que en el marco de la renormalización dimensional [12] se cumple,

J1(1, 0, 0) = J1(0, 1, 0) = J2(0, 0, 1) = 0,

Es conveniente introducir una notación que nos permita identificar cada elemento de una expansión
perturbativa. Para una cantidad X denotamos la contribución de orden cero como X(0), la contribución
a un loop se denota como X(1), de modo que la expansión perturbativa luce de la siguiente manera,

X = X(0) +X(1) + . . . ,

3.3.1. Funciones de dos puntos.

A nivel más bajo el propagador del gluón es,

−ı̇δa1a2
1

p2

(
gµ1µ2

− ξ pµ1
pmu2

p2

)
,

donde ξ es el término de norma, ξ = 0 corresponde a la norma de Feynman. En adelante se sobreen-
tiende que 1/p2 ←→ 1/(p2 + ı̇0). Para nuestro propósito no requerimos las correcciones al propagador
del gluón.

Denotamos al propagador del quark como S(p). Las dos funciones escalares α(p2) y β(p2) en el
inverso del propagador del quark se definen como,

ı̇S−1(p) ≡ α(p2)�p+ β(p2)I,

donde �p ≡ p
µγµ, además I corresponde a la identidad en el espacio de las matrices de Dirac. Al orden

mas bajo se tiene α(0) = 1 y β(0) = −m.

Figura 3.4: Diagrama de la auto-
enerǵıa del quark.

Para los términos de orden mayor debemos calcular el diagrama
de un loop mostrado en la Figura 3.4, los resultados de estos
cálculos alrededor de 4 dimensiones se pueden encontrar en
[14],

α(1)(p2) =
g2η

(4π)n/2
CF

2p2
(n− 2)(1− ξ)[(p2 +m2)k1(p

2;m)

−m2k̃(m2)],

(3.9)
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β(1)(p2) = − g2η

(4π)n/2
CFm(n− ξ)k1(p2;m). (3.10)

El propagador del fantasma es,

D̃a1a2(p2) = ı̇δa1a2
G(p2)

p2
. (3.11)

Al orden mas bajo G(0) = 1, mientras que para un loop se tiene,

G(1)(p2) =
g2η

(4π)n/2
CA

4
[2 + (n− 3)ξ]k0(p

2), (3.12)

podemos ver que en la norma de Fried-Yennie [15], ξ = −2 y G(1)(p2) permanece finito cuando n→ 4.
Si tomamos ξ = −2/(n − 3) como la generalización n-dimensional de esta norma [16, 17] entonces el
lado derecho de la ecuación (3.12) se anula.

3.3.2. Identidad de Ward-Slavnov-Taylor

La identidad de Ward-Slavnov-Taylor (WSTI) [18, 19] para el vértice quark-gluón Γµ(p1, p2, p3),
de acuerdo con [20, 21] es,

pµ3Γµ(p1, p2, p3) = G(p23)[S
−1(−p1)H(p1, p2, p3)− H̄(p2, p1, p3)S

−1(p2)], (3.13)

donde G(p2) es la función escalar asociada al propagador del fantasma.
La función H ( y la función “conjugada”H̄) involucran el vértice de cuatro puntos quark-quark-

ghost-ghost completo como se muestra en la Figura 3.5. Para determinar la función H necesitamos

Figura 3.5: Representación gráfica de la
función H.

“unir”las ĺıneas del quark externo y el ghost interno en un
vértice no estándar, denotado con una x, e integrar sobre el
momento del loop resultante. Notemos que el vértice quark-
quark-ghost-ghost completo involucrado en la WSTI se puede
descomponer en una parte conectada y una parte desconecta-
da como se puede apreciar en la Figura 3.6. Incluso podemos
descomponer la parte conectada en términos de los vértices
propios (irreducibles de una part́ıcula) como en la Figura 3.7.

Podemos notar que en el lado derecho de la ecuación mos-
trada en la Figura 3.7 no hay contribución del nivel árbol. La
expansión perturbativa comienza a un loop, correspondiente
al intercambio de dos gluones. Como la función H involucra un loop de integración extra, esta función
propia de cuatro puntos no contribuye a la función H a un loop, H(1), que se muestra en la figura 3.8.

La función H se puede descomponer en términos de funciones escalares (factores de forma) como,

H(p1, p2, p3) = χ0(p
2
1, p

2
2, p

2
3)I + χ1(p

2
1, p

2
2, p

2
3)�p1 + χ2(p

2
1, p

2
2, p

2
3)�p2 + χ3(p

2
1, p

2
2, p

2
3)σµνp

µ
1p

ν
2 , (3.14)

donde,

σµν =
1

2
(γµγν − γνγµ). (3.15)

La función “conjugada”H̄ puede escribirse en términos de las mismas funciones escalares,

Figura 3.6: Parte conectada y desconectada de la amplitud quark-quark-ghost-ghost.
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Figura 3.7: Parte conectada de la amplitud quark-quark-ghost-ghost en términos de los vértices propios
(rojos).

Figura 3.8: Función H(1) a un loop.

H̄(p1, p2, p3) = χ0(p
2
1, p

2
2, p

2
3)I − χ2(p

2
1, p

2
2, p

2
3)�p1 − χ1(p

2
1, p

2
2, p

2
3)�p2 + χ3(p

2
1, p

2
2, p

2
3)σµνp

µ
1p

ν
2 , (3.16)

a orden mas bajo χ
(0)
0 = 1, χ

(0)
i = 0 (i = 1, 2, 3).

A un loop es conveniente dividir la WSTI en dos partes, correspondientes a los diagramas de las
figuras 3.2 y 3.3, haciendo esto llegamos a las ecuaciones,

pµ3Γ
(1a)
µ (p1, p2, p3) =

(
CF −

1

2
CA

)
C−1

F

[
S−1(−p1)− S−1(p2)

](1)
, (3.17)

pµ3Γ
(1b)
µ (p1, p2, p3) =

[
S−1(−p1)

](0)
H(1)(p1, p2, p3)− H̄(1)(p2, p1, p3)

[
S−1(p2)

](0)
+

+
1

2
CAC

−1
F

[
S−1(−p1)− S−1(p2)

](1)
H(0)+

+ 2G(1)(p23)
[
S−1(−p1)− S−1(p2)

](0)
H(0),

(3.18)

donde continuamos usando la convención que los supeŕındices “(0)”y “(1)”indican la contribución de
0 y 1 loop respectivamente. La identidad de la ecuación (3.17) nos recuerda a la identidad abeliana de
QED, por otro lado la ecuación (3.18) es la no abeliana.

3.3.3. Descomposición de vértice quark-gluón.

Recordando la ecuación (3.13), es conveniente separar el vértice en una parte longitudinal y una
parte transversal,

Γµ(pq, p2, p3) = Γ(L)
µ (p1, p2, p3) + Γ(T )

µ (p1, p2, p3), (3.19)

donde,

pµ3Γ
(T )
µ (p1, p2, p3) = 0, (3.20)

de modo que que la parte transversal no contribuye al lado derecho de la ecuación (3.13).
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En general basta con extender la QCD la descomposición del vértice QED sugerida en [5, 22] a
QCD. Como se menciono anteriormente, la parte longitudinal del vértice puede escribirse,

Γ(L)
µ (p1, p2, p3) =

4∑
i=1

λi(p
2
1, p

2
2, p

2
3)Li,µ(p1, p2, ), (3.21)

donde,

L1,µ =γµ,

L2,µ =(�p1 − �p2)(p1 − p2)µ,
L3,µ =(p1 − p2)µ,
L4,µ =σµν(p1 − p2)ν ,

(3.22)

comparando con la ecuación (3.13) podemos relacionar las funciones λi con las funciones α, β, G y χi.
Por otro lado, la parte transversa, que no contribuye a la ecuación (3.13) se puede escribir[5],

Γ(T )
µ (p1, p2, p3) =

8∑
i=1

τi(p
2
1, p

2
2, p

2
3)Ti,µ(p1, p2, ), (3.23)

con los tensores transversos,

T1,µ(p1, p2, p3) =p1µ(p2p3)− p2µ(p1p3),
T2,µ(p1, p2, p3) =− [p1µ(p2p3)− p2µ(p1p3)](�p1 − �p2),

T3,µ(p1, p2, p3) =p
2
3γµ − p3µ�p3,

T4,µ(p1, p2, p3) =[p1µ(p2p3)− p2µ(p1p3)]σνλpν1pλ2 ,
T5,µ(p1, p2, p3) =σµνp

ν
3 ,

T6,µ(p1, p2, p3) =γµ(p
2
1 − p22) + (p1 − p2)µ�p3,

T7,µ(p1, p2, p3) =−
1

2
(p21 − p22)[γµ(�p1 − �p2)− (p1 − p2)µ]− (p1 − p2)µσνλp1νpλ2 ,

T8,µ(p1, p2, p3) =− γµσνλpν1pλ2 + p1µ�p2 − p2µ�p1,

(3.24)

la relación entre λ’s y τ ’s con la descomposición usual se puede encontrar en [11]. Se puede probar que
Lµ y Tµ son funciones impar, excepto por L4 y T6,

Liµ(p1, p2) =− LT
iµ(p2, p1), i = 1, 2, 3,

L4µ(p1, p2) =L
T
4µ(p2, p1),

Tiµ(p1, p2) =− TT
iµ(p2, p1), i = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8,

T6µ(p1, p2) =T
T
6µ(p2, p1),

del mismo modo se cumple,

λi(p
2
1, p

2
2, p

2
3) =λi(p

2
2, p

2
1, p

2
3); i = 1, 2, 3,

λ4(p
2
1, p

2
2, p

2
3) =− λ4(p22, p21, p23),

τi(p
2
1, p

2
2, p

2
3) =τi(p

2
2, p

2
1, p

2
3); i = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8,

τ6(p
2
1, p

2
2, p

2
3) =− τ6(p22, p21, p23),

como consecuencia de la relaciones anteriores, en el caso p21 = p22 = p2 las funciones λ4 y τ6 deben ser
cero,

λ4(p
2, p2, p23) = 0; τ6(p

2, p2, p23) = 0, (3.25)

Con ayuda de estas simplificaciones, podemos comenzar a describir la forma anaĺıtica del vértice que
nos permitirá analizar sus componentes.
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3.3.4. Resultados off-shell.

Introducimos la notación,

K =p21p
2
2 − (p1p2)

2,

M1 =(p21 −m2)(p22 −m2) +m2p23,

M2 =(p21 −m2)(p22 −m2)p23 +m2(p21 − p22)2,

del mismo modo, para distinguir las contribuciones a un loop de los dos diagramas que conforman al
vértice quark-gluón usamos las letras a y b (en este sentido a representa la contribución abeliana y b
la no abeliana), de este modo,

λ
(1)
i = λ

(1a)
i + λ

(1b)
i , τ

(1)
i = τ

(1a)
i + τ

(1b)
i ,

a continuación se presentan los resultados para las partes longitudinal y transversa del vértice.

3.3.4.1. Resultados de la Parte Longitudinal del Vértice.

Las funciones del diagrama abeliano de la figura 3.2 son,

λ
(1a)
1 (p21, p

2
2, p

2
3) =

g2η
(
CF − 1

2CA

)
(4π)n/2

(n− 2)(1− ξ)
4p21p

2
2

[p22(p
2
1 +m2)k1,1 + p21(p

2
2 +m2)k1,2 − (p21 + p22)m

2k̃],

(3.26)

λ
(1a)
2 (p21, p

2
2, p

2
3) =

g2η
(
CF − 1

2CA

)
(4π)n/2

(n− 2)(1− ξ)
4p21p

2
2(p

2
1 − p22)

[p22(p
2
1 +m2)k1,1 − p21(p22 +m2)k1,2 + (p21 + p22)m

2k̃],

(3.27)

λ
(1a)
3 (p21, p

2
2, p

2
3) =

g2η
(
CF − 1

2CA

)
(4π)n/2

(n− ξ)m
p21 − p22

(k1,1 − k1,2), (3.28)

λ
(1a)
4 (p21, p

2
2, p

2
3) = 0, (3.29)

podemos ver que el diagrama a no contribuye a la función λ
(1)
4 .

Las contribuciones del diagrama b son,

λ
(1b)
1 (p21, p

2
2, p

2
3) = −

g2ηCA

(4π)n/2
1

16K
{
(2− ξ)K[2(p21 + p22 − 2m2)φ1 − nk1,1 − nk1,2 − 4k0,3] + [2 + (n− 3)ξ]

× (p21 − p22)2[(p1p2)φ1 +m2φ1 + k0,3] + [2 + (n− 3)ξ](p21 − p22)[p22k1,2 − p21k1,1 + (p1p2)(k1,1 − k1,2)]

−(n− 2)(2− ξ)Km2

[
k1,1
p21

+
k1,2
p22
− p21 + p22

p21p
2
2

k̃

]}
,

(3.30)

λ
(1b)
2 (p21, p

2
2, p

2
3) = −

g2ηCA

(4π)n/2
1

16K(p21 − p22)
{
[2 + (n− 3)ξp23(p

2
1 − p22)[(p1p2)φ1 +m2φ1 + k0,3]

+ [2 + (n− 3)ξ]p23[p
2
2k1,2 − p21k1,1 + (p1p2)(k1,1 − k1,2)] + (n− 2)(2− ξ)K

×
[
p21 +m2

p21
k1,1 −

p22 +m2

p22
k1,2 +

p21 − p22
p21p

2
2

m2k̃

]}
,

(3.31)
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λ
(1b)
3 (p21, p

2
2, p

2
3) = −

g2ηCA

(4π)n/2
m

8M1

{
(n− 4)ξp23[(p1p2) +m2]φ1+

(n− 3)ξ[(p22 − p23 −m2)k1,1 + (p21 − p23 −m2)k1,2 + p23k0,3]

− (n− 2)ξ
M1(p1p2)

p21 − p22

(
k1,1
p21
− k1,2

p22

)
+ [4(n− 1)− nξ]M1

k1,1 − k1,2
p21 − p22

+ (n− 2)ξ

[
1− 2(p1p2) +m2

p21p
2
2

(p1p2)

]
m2k̃

}
,

(3.32)

λ
(1b)
4 (p21, p

2
2, p

2
3) = −

g2ηCA

(4π)n/2
ξm(p21 − p22)
16KM1

{(n− 3)p23[(p1p2) +m2]φ1 + (n− 3)K(k1,1 + k1,2) +Kp33φ1

+ (n− 3)[(p2p2) +m2][(p1p3)k1,1 + (p2p3)k1,1 + (p2p3)k1,2 + p23k0,3]

+ (n− 2)K
[
2(p1p2) +m2

p21p
2
2

m2k̃ +
M1

p21 − p22

(
k1,1
p21
− k1,2

p22

)]}
.

(3.33)

De las expresiones anteriores podemos notar que en la norma de Feynman (ξ = 0) se tiene,

λ
(1b)
3 (p21, p

2
2, p

2
3) = −

g2ηCA

(4π)n/2
(n− 1)m

2(p21 − p22
(k1,1 − k1,2),

y,

λ
(1b)
4 (p21, p

2
2, p

2
3) = 0.

Los resultados para la parte transversa del vértice en la norma de Feynman pueden consultarse en la
referencia [11].

3.3.5. Casos Especiales.

Antes de continuar con la presentación de resultados haremos mención de algunos aspectos de los
cálculos a tener en cuenta. Primeramente hacer mención del paquete HypExp [23] de mathematica con
el que se puede realizar una expansión en serie de una función hipergeométrica. También es importante
señalar que la única función que presenta una singularidad a un loop es λ1, no obstante esta singularidad
es renormalizable, por lo que es posible obtener un resultado finito. En está sección estudiaremos tres
casos importantes del vértice quark-gluón.

Los casos que analizaremos son el limite simétrico, el caso p21 = p22 = m2 y el caso p21 = p22 = m2

con p3 = 0. La importancia de estos casos radica en que al tener p21 = p22 algunas de las estructuras
presentadas en las ecuaciones (3.22) y (3.24) se vuelven linealmente dependientes, más aún, de acuerdo
a la ecuación (3.25) las funciones λ4 y τ6 se anulan.

3.3.5.1. Ĺımite Simétrico.

Como se puede intuir del nombre, el limite simétrico se presenta cuando el cuadrado de los tres
momentos es igual (p21 = p22 = p23 = p2), en este caso la forma anaĺıtica de las funciones λi y τi es,

λ
(1a)
1R =

g2(ξ − 1)(CA − 2CF )

32π2µ4p4

(
µ2m2p2

(
p2 − µ2

)
+ p4

(
µ4 −m4

)
log

(
µ2

m2
+ 1

)
+ µ4

(
m4 − p4

)
log

(
p2

m2
+ 1

))
,

(3.34)
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λ
(1a)
2 =− g2(ξ − 1)(CA − 2CF )

64π2p6

(
−2m2p2 + 2m4 log

(
p2

m2
+ 1

)
+ p4

)
, (3.35)

λ
(1a)
3 =−

g2m(4− ξ)
(
CF − CA

2

)
16π2p4

(
m2 log

(
p2

m2
+ 1

)
− p2

)
, (3.36)

λ
(1b)
1R =

CAg
2

64π2µ4p4
(ξ − 2)

(
µ2p2(p− µ)(µ+ p)

(
m2 + ηµ2p2φ1

)
+ p4

(
−2µ4 +m4 − µ2m2

)
log

(
µ2

m2
+ 1

)
−µ4

((
m4 −m2p2 − 2p4

)
log

(
p2

m2
+ 1

)
+ p4 log

(
µ2
)
− p4 log

(
p2
)))

,

(3.37)

λ
(1b)
2 =

CAg
2

512π2

(
4(ξ + 2)

(
2ηm2φ1 + ηp2φ1 − 2(log(−p) + log(p) + γ − 2)

)
3p2

+
4(ξ + 2)

(
2p4

(
log
(

p2

m2 + 1
)
+ log

(
m2
)
+ γ − 1

)
− p2

(
m2 log

(
p2

m2 + 1
)
− p2

))
3p6

+
4(ξ − 2)

(
−p2

(
−γm2p2 − p2

(
−(γ − 2)m2 − p2

))
− 2m4p2 log

(
p2

m2 + 1
))

p8

 ,

(3.38)

λ
(1b)
3 =

CAg
2m

128π2p4 (m4 +m2p2 + p4)

(
ξp6

(
log
(
m2
)
− log

(
p2
))
− 2(ξ − 6)p2

(
m4 +m2p2 + p4

)
+
(
2m6(ξ − 6) + 3m4(ξ − 4)p2 + 3m2(ξ − 4)p4 + ξp6

)
log

(
p2

m2
+ 1

))
,

(3.39)

donde el sub́ındice R indica que es la función renormalizada, a continuación se muestran las gráficas
correspondientes a estas expresiones.

Figura 3.9: Gráfica de las funciones λ
(1a)
1R , λ

(1a)
2 y λ

(1a)
3
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Figura 3.10: Gráfica de las funciones λ
(1b)
1R , λ

(1b)
2 y λ

(1b)
3

En estás gráficas podemos notar que las contribuciones de la parte no abeliana tienen un mayor
peso en la contribución del vértice, tal como se esperaba. Por otro lado las funciones transversales son:

τ
(1a)
1 =

g2m(ξ − 4)(CA − 2CF )

48π2p6

(
p2
(
4f

[
p2

p2 − 4m2

]
+ η

(
2m2 + p2

)
φ2

[
p2
]
− 3

)
−

(
m2 + 2p2

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.40)

τ
(1a)
2 =

g2(CA − 2CF )

96π2p6

(
−4(ξ − 1)

(
2m2 + p2

)
f

[
p2

p2 − 4m2

]
− 4ηm4(ξ − 1)φ2

[
p2
]

+4m2(ξ − 1)− 2
(
2m2 − (ξ − 1)p2

)
log

(
1− p2

m2

)
+ p2

(
ξ + 2ηp2φ2

[
p2
]
− 5
))

,

(3.41)

τ
(1a)
3 =

g2(CA − 2CF )

96π2p6

(
p2
(
f

[
p2

p2 − 4m2

] (
4m2(ξ − 1)− 2(ξ + 1)p2

)
+ 2ηm4(ξ − 1)φ2

[
p2
]

+ m2
(
−3ξ + 4ηp2φ2

[
p2
]
+ 3
)
+ 3(ξ + 1)p2 + η(1− 2ξ)p4φ2

[
p2
])

+
(
ξ
(
p4 −m4

)
+
(
m2 − p2

)2)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.42)

τ
(1a)
4 =

g2mξ(CA − 2CF )

48π2p6(p−m)(m+ p)

((
8m2 − 4p2

)
f

(
p2

p2 − 4m2

)
+4m2

(
η(m− p)(m+ p)φ2

[
p2
]
− 1
)
+ 2

(
p2 −m2

)
log

(
1− p2

m2

)
+ p2

)
,

(3.43)

τ
(1a)
5 =

g2mξ(CA − 2CF )

96π2p4

(
p2
(
4f

(
p2

p2 − 4m2

)
+ 2η(m− p)(m+ p)φ2

[
p2
]
+ 3

)
+
(
5m2 − 2p2

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.44)
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τ
(1a)
7 =

g2mξ(CA − 2CF )

96π2p6 (p2 −m2)

(
−4p4f

(
p2

p2 − 4m2

)
+ 6m2p2 − 2ηm2p4φ2

[
p2
]

+2
(
3m4 − 4m2p2 + p4

)
log

(
1− p2

m2

)
− 3p4 + 2ηp6φ2

[
p2
])

,

(3.45)

τ
(1a)
8 =

g2(CA − 2CF )

48π2p4

(
p2
(
4f

(
p2

p2 − 4m2

)
+ η

(
2m2 + p2

)
φ2

[
p2
])

+2(m− p)(m+ p) log

(
1− p2

m2

))
,

(3.46)

τ
(1b)
1 =− CAg

2m

192
(
π2p6 (m4 −m2p2 + p4)

2
) (−2ηp2 (m4 −m2p2 + p4

)2
φ1

[
p2
] (

2m2(ξ − 6) + ((ξ − 2)ξ + 6)p2
)

− 9(ξ − 4)
(
m4 −m2p2 + p4

)2(
m2 log

(
1− p2

m2

)
+ p2

)
+
(
m4 −m2p2 + p4

) (
4m4(ξ − 6)

−4m2(ξ − 6)p2 + (ξ(3ξ + 4)− 24)p4
)(

p2
(
log
(
−p2

)
− log

(
m2
))

+ (m− p)(m+ p) log

(
1− p2

m2

))
+ 3ξp6

(
m4(3ξ − 1) +m2(1− 2ξ)p2 + (ξ − 1)p4

)
+ ξp2

(
−2m6(ξ − 1) + 3m4(ξ − 1)p2 + 3m2p4 + (ξ − 1)p6

)
×
(
p2
(
log
(
m2
)
− log

(
−p2

))
+ (p−m)(m+ p) log

(
1− p2

m2

))
−3m2ξ

(
m6 − 2m4p2 + 2m2(ξ + 1)p4 − (ξ + 1)p6

)(
(m− p)(m+ p) log

(
1− p2

m2

)
+ p2

))
,

(3.47)

τ
(1b)
2 =− CAg

2

192 (π2p6 (m4 −m2p2 + p4))

((
m4 −m2p2 + p4

) (
4ηm4(ξ − 2)φ1

[
p2
]

+2m2
(
2(ξ − 2) + η(ξ + 2)p2φ1

[
p2
])

+ p2
(
−2(ξ − 2)ξ + η(ξ − 2)(ξ + 1)p2φ1

[
p2
]
+ 4
))

+
(
4m6(ξ − 2) + 8m4p2 +m2

(
ξ2 − 8

)
p4 + 4ξp6

) (
log
(
m2
)
− log

(
−p2

))
+
(
m6((5− 2ξ)ξ − 6) +m4(ξ(2ξ − 1) + 6)p2 +m2(ξ − 6)p4 + 4ξp6

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.48)

τ
(1b)
3 =

CAg
2

384π2p6 (m4 −m2p2 + p4)

(
p2
(
m4 −m2p2 + p4

) (
4ηm4(ξ − 2)φ1

[
p2
]

+2m2
(
3(ξ − 2) + η(4− (ξ − 4)ξ)p2φ1

[
p2
])
− 6((ξ − 3)ξ − 2)p2 + η(ξ(ξ + 4)− 8)p4φ1

[
p2
])

+ p2 log
(
m2
) (

4m6(ξ − 2)− 2m4((ξ − 3)ξ − 6)p2 +m2(ξ(5ξ − 18)− 12)p4 − 2((ξ − 5)ξ − 2)p6
)

+ p2 log
(
−p2

) (
−4m6(ξ − 2) + 2m4((ξ − 3)ξ − 6)p2 +m2(ξ(18− 5ξ) + 12)p4 + 2((ξ − 5)ξ − 2)p6

)
+2(m− p)(m+ p)

(
m6(ξ − 2)− 2m4(ξ − 3)ξp2 −m2(ξ − 6)ξp4 + ((ξ − 5)ξ − 2)p6

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.49)
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τ
(1b)
4 =− CAg

2mξ

96
(
π2p6 (m4 −m2p2 + p4)

2
) ((m4 −m2p2 + p4

) (
4ηm6φ1

[
p2
]
+m4

(
4− 6ηp2φ1

[
p2
])

+2m2p2
(
−ξ + 3ηp2φ1

[
p2
]
− 2
)
+ p4

(
ξ − 2ηp2φ1

[
p2
]
+ 4
))

+
(
m8(5− 2ξ) + 2m6(2ξ − 5)p2

+m4(13− 6ξ)p4 + 2m2(ξ − 4)p6 + (2ξ + 3)p8
)
log

(
1− p2

m2

)
+
(
4m8 − 8m6p2 + 11m4p4

−m2(ξ + 7)p6 + (2ξ + 3)p8
) (

log
(
m2
)
− log

(
−p2

)))
,

(3.50)

τ
(1b)
5 =

CAg
2m

192π2p4 (m4 −m2p2 + p4)

(
−p2

(
m4 −m2p2 + p4

) (
ηφ1

[
p2
] (

((ξ − 8)ξ + 18)p2 − 2m2ξ
)
+ 6ξ

)
+ ξp2

(
2m4 −m2(ξ − 4)p2 + 2(ξ − 2)p4

) (
log
(
m2
)
− log

(
−p2

))
+2ξ(p−m)(m+ p)

(
4m4 +m2(ξ − 4)p2 + (ξ − 2)p4

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.51)

τ
(1b)
7 =

CAg
2mξ

192π2p6 (m4 −m2p2 + p4)

(
p4
(
p2 − 2m2

) (
log
(
m2
)
− log

(
−p2

))
−2p2

(
m4 −m2p2 + p4

) (
ηp2φ1

[
p2
]
− 3
)
+
(
6m6 − 7m4p2 + 3m2p4 + p6

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.52)

τ
(1b)
8 =− CAg

2

192 (π2p4 (m4 −m2p2 + p4))

(
−ηp2

(
m4 −m2p2 + p4

)
φ1

[
p2
] (

((ξ − 6)ξ + 12)p2 − 2m2(ξ − 6)
)

+ p2
(
2m4(ξ − 6) +m2(12− (ξ − 2)ξ)p2 + 2((ξ − 3)ξ − 6)p4

) (
log
(
m2
)
− log

(
−p2

))
+2(p−m)(m+ p)

(
m4(ξ − 6) +m2(ξ − 3)(ξ − 2)p2 + ((ξ − 3)ξ − 6)p4

)
log

(
1− p2

m2

))
,

(3.53)

Las gráficas correspondientes a estás funciones son:

Figura 3.11: Gráfica de la función τ
(1a)
1
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Figura 3.12: Gráfica de la función τ
(1a)
2

Figura 3.13: Gráfica de la función τ
(1a)
3

Figura 3.14: Gráfica de la función τ
(1a)
4
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Figura 3.15: Gráfica de la función τ
(1a)
5

Figura 3.16: Gráfica de la función τ
(1a)
7

Figura 3.17: Gráfica de la función τ
(1a)
8
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Figura 3.18: Gráfica de la función τ
(1b)
1R

Figura 3.19: Gráfica de la función τ
(1b)
2

Figura 3.20: Gráfica de la función τ
(1b)
3
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Figura 3.21: Gráfica de la función τ
(1b)
4

Figura 3.22: Gráfica de la función τ
(1b)
5

Figura 3.23: Gráfica de la función τ
(1b)
7
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Figura 3.24: Gráfica de la función τ
(1b)
8

De manera similar a lo que sucede en el caso de las funciones λ, las funciones correspondientes al
diagrama no abeliano tienen una mayor contribución que aquellas correspondientes a la parte abeliana.

3.3.5.2. Caso On-Shell.

El caso simétrico es aquel en el que se cumple, p2 = −p1 = m, al tomar esté limite las funciones
adquieren la forma,

λ
(1a)
1R =

g2(ξ − 1)(CA − 2CF )

32π2µ4m4

[
µ2m4

(
m2 − µ2

)
+m4

(
µ4 −m4

)
log

(
µ2

m2
+ 1

)]
(3.54)

λ
(1b)
1R =

CAg
2(ξ − 2)

64π2µ4m4

(
µ2m2(m− µ)(µ+m)

(
ηµ2m2φ1 +m2

)
+

+ m4
(
−2µ4 +m4 − µ2m2

)
log

(
µ2

m2
+ 1

)) (3.55)

λ
(1a)
2 = −g

2(ξ − 1)(CA − 2CF )

64π2m2
(2 log(2)− 1) (3.56)

λ
(1b)
2 =

CAg
2

512π2

[
(ξ + 2)p23

(
2ηm2φ1 − ηφ1

(
−2m2 − p23

)
− 2(log(−p3) + log(p3) + γ − 2)

)
m4 − 1

4 (−2m2 − p23)
2 +

+
(ξ + 2)p23

((
−2m2 − p23

) (
m2 log(2)−m2

)
+ 2m4

(
log
(
m2
)
+ γ − 1 + log(2)

))
m4
(
m4 − 1

4 (−2m2 − p23)
2
) +

+
4(ξ − 2)

(
−2m6 log(2)−m2

(
−γm4 −

(
−(γ − 2)m2 −m2

)
m2
))

m8

] (3.57)

λ
(1a)
3 = −

g2(4− ξ)
(
CF − CA

2

) (
m2 log(2)−m2

)
16π2m3

(3.58)

λ
(1b)
3 =

CAg
2

128π2m5 (4m4 +m2p23)

[
−m6ξp23 log

(
−p23

)
+m6ξp23 log

(
m2
)
− 2m2

(
4m4 +m2p23

) (
6m2 + ξp23

)
+

log(2)
(
12m4

(
4m4 +m2p23

)
+ ξp23

(
3m6 +m4

(
5m2 + 2p23

)
+m2

(
4m4 +m2p23

)))]
.

(3.59)
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Las gráficas correspondientes a estas funciones son:

Figura 3.25: Gráfica de la función λ
(1a)
1

Figura 3.26: Gráfica de la función λ
(1b)
1

Figura 3.27: Gráfica de la función λ
(1a)
2
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Figura 3.28: Gráfica de la función λ
(1b)
2

Figura 3.29: Gráfica de la función λ
(1a)
3

Figura 3.30: Gráfica de la función λ
(1b)
3

En el caso de los factores transversales se tiene:
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τ
(1a)
1 =

g2(ξ − 4)(CA − 2CF )

16π2mp23 (4m
2 + p23)

(
−4m2f

(
p23

p23 − 4m2

)
+m2

(
ηp23φ2 + 4

)
− p23(log(2)− 1)

)
(3.60)

τ
(1a)
2 =− g2(CA − 2CF )

32π2m2p23 (4m
2 + p23)

2

(
4m2f

(
p23

p23 − 4m2

)(
4m2ξ + (ξ + 3)p23

)
+ 16ηm6(ξ − 1)φ2+

+ 4m4
(
ξ
(
ηp23φ2 − 4 + log(16)

)
+ 1− 4 log(2)

)
+m2p23

(
4ξ(log(8)− 2)− 2ηp23φ2 + 5− 24 log(2)

)
+

+(ξ − 1)p43(log(4)− 1)
)

(3.61)

τ
(1a)
3 =

g2(CA − 2CF )

64π2p23 (4m
2 + p23)

(
−4f

(
p23

p23 − 4m2

)(
4m2ξ + (ξ + 1)p23

)
+ 16ηm4φ2+

+4m2
(
3ξ + 2ηp23φ2 − 1 + log(16)

)
+ p23

(
3ξ + 2ηp23φ2 − 1 + log(256)

)) (3.62)

τ
(1a)
4 =− g2ξ(CA − 2CF )

128π2m3p23 (4m
2 + p23)

2

(
16
(
8m4 −m2p23

)
f

(
p23

p23 − 4m2

)
+ 64ηm6φ2−

−32m4
(
ηp23φ2 + 4− log(4)

)
+ 4m2p23(32 log(2)− 19) + p43(16 log(2)− 11)

) (3.63)

τ
(1a)
5 =− g2ξ(CA − 2CF )

128π2m (4m2 + p23)

(
16m2f

(
p23

p23 − 4m2

)
+ 4m2

(
4ηm2φ2 + 3− 8 log(2)

)
+

+p23(3− 4 log(2))
) (3.64)

τ
(1a)
6 = 0 (3.65)

τ
(1a)
7 =− g2ξ(CA − 2CF )

256π2m3 (4m2 + p23)

(
16m2f

(
p23

p23 − 4m2

)
+ 16ηm4φ2 +m2(44− 80 log(2))+

+p23(11− 16 log(2))
) (3.66)

τ
(1a)
8 =

g2(CA − 2CF )

16π2 (4m2 + p23)

(
−4f

(
p23

p23 − 4m2

)
+ ηp23φ2 + log(16)

)
(3.67)

τ
(1b)
1 =

CAg
2

64π2m3p23(4m
2 − p23)2

(32ηm8(ξ − 6)φ1 + 8m6(4(ξ − 6)− η(ξ − 3)(ξ + 4)p23φ1)−

− 2m4p23(ξ(ξ(−ηp23φ1 + 2 + log(16))− 8 + log(4096))− 6(−ηp23φ1 + 8− 4 log(2)))

+m2p43(ξ
2 + 2ξ(log(512)− 7)− 12 + log(4096)) +m2(ξ2p43 log(16m

2)+

+ (4m2 − p23) log(m2)(4m2(ξ − 6) + ξp23) + log(p23)(−16m4(ξ − 6)− 24m2p23−
− (ξ − 1)ξp43))− ξp63(log(8)− 2))

(3.68)
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τ
(1b)
2 =− CAg

2

64π2m2p23 (4m
2 − p23)

2

(
−8ηm6

(
ξ2 − 8

)
φ1 + 2m4

(
−4
(
ξ2 − 8

)
− η(ξ(2− 3ξ) + 12)p23φ1

)
−

−m2p23
(
ξ
(
−ξ
(
−ηp23φ1 + 2 + log(16)

)
+ η

(
−p23

)
φ1 + log(16)

)
− 2ηp23φ1 + 32− 24 log(2)

)
+

+m2
(
4m2

(
ξ2 − 8

)
−
(
3ξ2 − 8

)
p23
) (

log
(
p23
)
− log

(
m2
))

+ p43((ξ − 6) log(2) + 4)
)

(3.69)

τ
(1b)
3 =− CAg

2

128π2p23 (4m
2 − p23)

(
−
(
4m2 − p23

) (
ηφ1

(
2m2((ξ − 2)ξ − 4)− (ξ − 4)ξp23

)
+ 2(ξ − 2)ξ − 8

)
−

−
(
4m2((ξ − 2)ξ − 4)− (ξ(ξ + 2)− 4)p23

) (
log
(
m2
)
− log

(
p23
))

+ 8ξp23 log(2)
)

(3.70)

τ
(1b)
4 =

CAg
2

32π2m3p23 (4m
2 − p23)

2 ξ
(
4ηm6(ξ + 6)φ1 + 2m4

(
2(ξ + 6)− η(2ξ + 3)p23φ1

)
−

−m2p23(ξ + 14− 16 log(2)) +m2
(
−ξp23 log

(
16m2

)
+ log

(
m2
) (

2m2(ξ + 6)− p23
)
−

− log
(
p23
) (

2m2(ξ + 6)− (ξ + 1)p23
))
− p43(log(8)− 2)

) (3.71)

τ
(1b)
5 =

CAg
2

64π2m (4m2 − p23)
(
−2ηm4((ξ − 4)ξ + 12)φ1 −m2

(
ξ
(
−η(ξ − 2)p23φ1 − 8 + log(4096)

)
−

−6ηp23φ1

)
+m2(ξ − 2)ξ

(
log
(
p23
)
− log

(
m2
))

+ 2ξp23(log(4)− 1)
)

(3.72)

τ
(1b)
6 = 0 (3.73)

τ
(1b
7 ) =

CAg
2

64π2m3 (4m2 − p23)
ξ
(
2ηm4φ1 +m2

(
log
(
m2
)
− log

(
p23
))
− 8m2(log(2)− 1) + p23(log(8)− 2)

)
(3.74)

τ
(1b)
8 =

CAg
2

64π2 (4m2 − p23)
(
((ξ − 2)ξ − 12) log

(
m2
)
+ ξ

(
η(ξ − 4)φ1

(
2m2 − p23

)
+ log(16)

)
+

+(12− (ξ − 2)ξ) log
(
p23
)
− 24 log(2)

)
.

(3.75)

Las gráficas correspondientes a estas expresiones se presentan a continuación:
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Figura 3.31: Gráfica de la función τ
(1a)
1

Figura 3.32: Gráfica de la función τ
(1b)
1

Figura 3.33: Gráfica de la función τ
(1a)
2
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Figura 3.34: Gráfica de la función τ
(1b)
2

Figura 3.35: Gráfica de la función τ
(1a)
3

Figura 3.36: Gráfica de la función τ
(1b)
3
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Figura 3.37: Gráfica de la función τ
(1a)
4

Figura 3.38: Gráfica de la función τ
(1b)
4

Figura 3.39: Gráfica de la función τ
(1a)
5



3.3. VÉRTICE QUARK-GLUÓN 55

Figura 3.40: Gráfica de la función τ
(1b)
5

Figura 3.41: Gráfica de la función τ
(1a)
6

Figura 3.42: Gráfica de la función τ
(1b)
6
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Figura 3.43: Gráfica de la función τ
(1a)
7

Figura 3.44: Gráfica de la función τ
(1b)
7

Figura 3.45: Gráfica de la función τ
(1a)
8
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Figura 3.46: Gráfica de la función τ
(1b)
8

Como se puede apreciar en las gráficas anteriores los factores τ4, τ5, τ6 y τ7 son cero mientras que

los factores τ
(1b)
1 , τ

(1b)
2 y λ

(1a)
2 presentan un gran crecimiento en el infrarrojo. Por su parte las funciones

λ
(1a)
1 , λ

(1b)
1 , λ

(1a)
3 , τ

(1a)
2 , τ

(1a)
3 , τ

(1a)
8 y τ

(1b)
3 presentan mayormente valores negativos.

3.3.5.3. Caso p3 = 0.

En este caso tenemos dos condiciones; p2 = −p1 = m y p3 = 0, al tomar estos ĺımites obtenemos
las expresiones,

λ
(1a)
1R =

g2(ξ − 1)(CA − 2CF )

32π2µ4m4

(
µ2m4

(
m2 − µ2

)
+m4

(
µ4 −m4

)
log

(
µ2

m2
+ 1

))
(3.76)

λ
(1a)
2 = −

g2(ξ − 1)(CA − 2CF )
(
2m4 log(2)−m4

)
64π2m6

(3.77)

λ
(1a)
3 = −

g2(4− ξ)
(
CF − CA

2

) (
m2 log(2)−m2

)
16π2m3

(3.78)

λ
(1a)
1R =

CAg
2(ξ − 2)

64π2µ4m4

(
µ2m2(m− µ)(µ+m)

(
ηµ2m2φ1 +m2

)
+

+m4
(
−2µ4 +m4 − µ2m2

)
log

(
µ2

m2
+ 1

)) (3.79)

λ
(1b)
2 = −

CAg
2(ξ − 2)

(
2m4 log(2)−m4

)
128π2m6

(3.80)

λ
(1b)
3 = −

3CAg
2
(
m2 log(2)−m2

)
32π2m3

(3.81)

Las gráficas coorespondientes a estas expresiones son,
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Figura 3.47: Gráfica de la función λ
(1a)
1R

Figura 3.48: Gráfica de la función λ
(1b)
1R

Figura 3.49: Gráfica de la función λ
(1a)
2
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Figura 3.50: Gráfica de la función λ
(1b)
2

Figura 3.51: Gráfica de la función λ
(1a)
3

Figura 3.52: Gráfica de la función λ
(1b)
3

En estas gráficas podemos notar que las funciones λ2 y λ
(1b)
3 presentan un gran crecimiento en el

infrarrojo. Las funciones τ presentan divergencias no renormalizable cuando tomamos p3 = 0.



Caṕıtulo 4

Vértice de Tres gluones

En el caṕıtulo anterior estudiamos el vértice quark-gluón y, como se ve en la figura 3.3, notamos
que en esté calculo esta involucrado el vértice de tres gluones, en los cálculos posteriores notamos que
que la generación dinámica de masa es producida principalmente por esté diagrama, motivo por el que
es de gran importancia entender a detalle esté vértice. En este caṕıtulo nos dedicaremos a estudiar
este vértice.

A nivel árbol el vértice de tres gluones es,

−ı̇gfa1a2a3 [gνµ(p1 − p2)α + gµα(p2 − p3)ν + gαν(p3 − p1)µ], (4.1)

con, pi los momentos de los gluones, al ser todos gluones entrantes se debe cumplir p1+p2+p3 = 0, por
su parte, los factores fa1a2a3 son las estructuras de color totalmente antisimétricas correspondientes a
la representación adjunta del grupo de gauge. Podemos extraer estos factores de la expresión general
del vértice definiendo,

Γa1a2a3
νµα (p1, p2, p3) = −ı̇gfa1a2a3Γνµα, (4.2)

ya que los gluones son bosones y las estructuras fa1a2a3 son antisimétricas, el término Γνµα también
debe ser antisimétrico ante el intercambio de un par de momentos y su correspondiente ı́ndice de
Lorentz. A nivel árbol el propagador del gluón es,

δa1a2

p2

(
gνµ − ξ

pνpµ
p2

)
, (4.3)

donde ξ es el término de norma, ξ = 0 corresponde a la norma de Feynman y ξ = 1 es llamada norma
de Landau.

Podemos descomponer el vértice como se hace en [24],

Γνµα(p1, p2, p3) =A(p
2
1, p

2
2; p

2
3)gνµ(p1 − p2)α +B(p21, p

2
2; p

2
3)gνµ(p1 + p2)α

− C(p21, p22; p23)((p1p2)gνµ − p1µp2ν(p1 − p2)α

+
1

3
S(p21, p

2
2, p

2
3)(p1αp2νp3µ + p1µp2αp3ν)

+ F (p21, p
2
2; p

2
3)((p1p2)gνµ − p1µp2ν)(p1α(p2p3)− p2α(p1p3))

+H(p21, p
2
2, p

2
3)[−gνµ(p1α(p2p3)− p2α(p1p3)) +

1

3
(p1αp2νp3µ − p1µp2αp3ν)]

+ {Permutaciones ćıclicas de (p1, ν), (p2, µ), (p3, α)}.

(4.4)

En la expresión anterior, A, C y F son funciones simétricas en los dos primeros argumentos, la
función H es totalmente simétrica, la función B es antisimétrica en los primeros don argumentos y
la función S es antisimétrica ante el intercambio de cualquier par de argumentos. Adicionalmente, las

61
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funciones F y H son totalmente transversas, es decir que se anulan al hacer la contracción con p1ν ,
p2µ, p3α.

La forma explicita de las funciones escalares A, B, C, S, F y H se puede encontrar en las ecuaciones
(3.10)-(3.15) de [13] donde,

Q = −1

2
(p21 + p22 + p23), (4.5)

K = −1

4
((p21)

2 + (p22)
2 + (p23)

2 − 2p21p
2
2 − 2p21p

2
3 − p22p23). (4.6)

Adicional eso, denotaremos a la integral correspondiente al diagrama triangular como,

J(ν1, ν2, ν3) ≡
∫

dnq

((k − q)2)ν1((p+ q)2)ν2(q2)ν3
, (4.7)

donde n = 4−2ε corresponde a la dimensión del espacio-tiempo. Cabe señalar que todas las integrales
que aparecen en el presente cálculo se pueden reducir algebraicamente a una integral no trivial,

J(1, 1, 1) = iπn/2 η φ(p2, k2), (4.8)

donde φ(p2, k2) ≡ φ es una función totalmente simétrica que puede ser expresada como,

κ(p2i ) ≡ κi = −
2

(n− 3)(n− 4)
(−p2i )(n−4)/2 =

1

ε(1− 2ε)
(−p2i )−ε, (4.9)

por su parte η se defune como en la ecuación 3.6,

η =
Γ2
(
n
2 − 1

)
Γ(n− 3)

Γ
(
3− n

2

)
=

Γ2 (1− ε)
Γ(1− 2ε)

Γ (1 + ε) ,

con esto en mente podemos proceder con el análisis del vértice de tres gluones.

4.0.1. La Base de Davydychev

Usamos la descomposición del vértice propuesta por Davydychev[13],

Γνµα(p1, p2, p3) =

14∑
i

Ziτ
νµα
i , (4.10)

al expresar p1 en términos de los otros dos momentos (p1 = −p2 − p3), podemos reescribir el vértice
como,

Γνµα(p1, p2, p3) =g
νµpα1Z1 + gναpµ1Z2 + gµαpν1Z3

+ gνµpα2Z4 + gναpµ2Z5 + gµαpν2Z6

+ pν1p
µ
1p

α
1Z7 + pν2p

µ
2p

α
2Z8

+ pν1p
µ
1p

α
2Z9 + pν1p

µ
2p

α
1Z10 + pν2p

µ
1p

α
1Z11

+ pν1p
µ
2p

α
2Z12 + pν2p

µ
1p

α
2Z13 + pν2p

µ
2p1αZ14,

(4.11)

comparando las ecuaciones (4.10) y (4.11) obtenemos la forma expĺıcita de τνµαi . A diferencia de la
expresión del vértice en la base de Ball y Chiu (BC), en la base de Davydychev el vértice no queda
separado en una parte longitudinal y una transversal, no obstante esta base nos permite analizar a
mayor profundidad las estructuras involucradas en los cálculos. Otra importante ventaja del vértice en
la base de Davydychev es que las estructuras que componen el vértice están calculadas a un lazo en
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norma y dimensión arbitrarias, lo que nos permite hacer un análisis numérico de dichas estructuras.
A continuación presentamos la forma de pasar de la base de BC a la de Davydychev,

Z1 =A(p21, p
2
2; p

2
3)− (p1p2)C(p

2
1, p

2
2; p

2
3) +B(p21, p

2
2, p

2
3) + (p1p2)(p2p3)F (p

2
1, p

2
2; p

2
3)− (p2p3)H,

Z2 =− 2A(p23, p
2
1; p

2
2) + 2(p1p3)C(p

2
3, p

2
1; p

2
2) + p22(p1p3)F (p

2
3, p

2
1; p

2
2)− p22H,

Z3 =A(p22, p
2
3; p

2
1)− (p2p3)C(p

2
2, p

2
3; p

2
1)−B(p22, p

2
3; p

2
1) + (p1p2)(p2p3)F (p

2
2, p

2
3; p

2
1)− (p1p2)H,

Z4 =−A(p21, p22; p23) + (p1p2)C(p
2
1, p

2
2; p

2
3) +B(p21, p

2
2; p

2
3)− (p1p2)(p1p3)F (p

2
1, p

2
2; p

2
3) + (p1p3)H,

Z5 =−A(p3, p1; p22) + (p1p3)C(p
2
3, p

2
1; p

2
2)−B(p23, p

2
1; p

2
2)− (p1p2)(p1p3)F (p

2
3, p

2
1; p

2
2) + (p1p2)H,

Z6 =2A(p22, p
2
3; p

2
1)− 2(p2p3)C(p

2
2, p

2
3; p

2
1)− p21(p2p3)F (p22, p23; p21) + p21H

Z7 =2C(p23, p
2
1; p

2
2) + p22F (p

2
3, p

2
1; p

2
2),

Z8 =− 2C(p22, p
2
3; p

2
1)− p21F (p22, p23, p21),

Z9 =− C(p22, p23; p21) + (p1p2)F (p
2
2, p

2
3; p

2
1) +H − S,

Z10 =C(p23, p
2
1; p

2
2)− (p1p2)F (p

2
3, p

2
1; p

2
2),

Z11 =C(p21, p
2
2; p

2
3) + 2C(p23, p

2
1; p

2
2)− (p2p3)F (p

2
1, p

2
2; p

2
3) + p22F (p

2
3, p

2
1; p

2
2)−H − S,

Z12 =− C(p22, p23; p21) + (p1p2)F (p
2
2, p

2
3; p

2
1),

Z13 =− C(p21, p22, p23)− 2C(p22p
2
3; p

2
1) + (p1p3)F (p

2
1, p

2
2; p

2
3)− p21F (p22, p23; p21) +H − S,

Z14 =C(p23, p
2
1; p

2
2)− (p1p2)F (p

2
3, p

2
1; p

2
2)−H − S,

con esto y la forma explicita de las funciones escalares dadas en [13] podemos calcular la forma explicita
de las funciones Zi.

4.0.2. Base de Aguilar

Aguilar[25] presenta una tercera base para representar el vértice de tres gluones, en está nueva base
el vértice se representa de la forma,

Γαµν(p1, p2, p3) = Γαµν
L (p1, p2, p3) + Γαµν

T (p1, p2, p3), (4.12)

donde, Γαµν
L (p1, p2, p3) es la parte longitudinal del vértice y Γαµν

T (p1, p2, p3) es la parte transversa del
mismo. Para determinar la forma tensorial exacta hacemos uso de la base simétrica de Bose introducida
en la referencia [24], de esta forma,

Γαµν
L (p1, p2, p3) =

10∑
i=1

Xi(p1, p2, p3)ℓ
αµν
i , (4.13)

donde los tensores ℓαµνi están dados por,

ℓαµν1 = (p− k)νgαµ ,
ℓαµν2 = −qνgαµ ,
ℓαµν3 = (p− k)ν [pµkα − (p · k)gαµ] ,
ℓαµν4 = (k − q)αgµν ,
ℓαµν5 = −pαgµν ,
ℓαµν6 = (k − q)α[kνqµ − (k · q)gµν ] ,
ℓαµν7 = (q − p)µgαν ,
ℓαµν8 = −kµgαν ,
ℓαµν9 = (q − p)µ[qαpν − (q · p)gαν ] ,
ℓαµν10 = pνkαqµ + pµkνqα ,
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por otro lado la parte transversa se escribe como,

Γαµν
L (p, k, q) =

4∑
i=1

Yi(p, k, q)t
αµν
i , (4.14)

donde,

tαµν1 =[(p · k)gαµ − pµkα][(k · q)pν − (p · q)kν ] ,
tαµν2 =[(k · q)gµν − kνqµ][(q · p)kα − (k · p)qα] ,
tαµν3 =[(q · p)gνα − qαpν ][(p · k)qµ − (q · k)pµ] ,

tαµν4 =gµν [(k · p)qα − (q · p)kα] + gνα
[
(q · k)pµ

−(p · k)qµ
]
+ gαµ[(p · q)kν − (k · q)pν ]

+kαqµpν − qαpµkν .

La simetŕıa de Bose aplicada a los tres gluones requiere que ΓL cambie de signo ante el intercambio
de los ı́ndices de Lorentz y los respectivos momentos, esto nos lleva a las siguientes relaciones,

X1(p, k, q) = X1(k, p, q) , X2(p, k, q) = −X2(k, p, q)

X3(p, k, q) = X3(k, p, q) , X4(p, k, q) = X4(p, q, k) ,

X5(p, k, q) = −X5(p, q, k) , X6(p, k, q) = X6(p, q, k) ,

X7(p, k, q) = X7(q, k, p) , X8(p, k, q) = −X8(q, k, p) ,

X9(p, k, q) = X9(q, k, p) , (4.15)

X10(p, k, q) = −X10(k, p, q), X10(p, k, q) = −X10(p, q, k), (4.16)

X10(p, k, q) = −X10(q, k, p).

Adicional a estas relaciones tenemos,

X4(p, k, q) = X1(k, q, p) , X5(p, k, q) = X2(k, q, p) ,

X6(p, k, q) = X3(k, q, p) , X7(p, k, q) = X1(q, p, k) ,

X8(p, k, q) = X2(q, p, k) , X9(p, k, q) = X3(q, p, k) ,
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podemos cambiar de la base de Davydychev a la base de Aguilar de la siguiente forma,

X1 =
1

4

[
− ((pq) + (pk))(Z10 − Z12 − Z14 + Z9) + 2(qk)Z8 − 2Z6

]
X2 =

1

4
(((pq)− (pk))(Z10 − Z12 − Z14 + Z9) + 2(qk)(2Z12 − Z8)− 4Z3 + 2Z6)

X3 =
(pq)Z12 + (pk)(Z12 − Z8)

(pq)− (pk)

X4 =
1

4
(2((pk)(−Z10 − Z11 + Z12 + Z13 + Z14 + Z7 − Z8 − Z9)− Z1 + Z4)

+ q2(Z10 − Z12 − Z14 + Z9))

X5 =
1

4
(2(pk)(Z10 + Z11 + Z12 + Z13 − Z14 − Z7 − Z8 − Z9) + (q2 + 2(qk))

[
Z10

− Z12 − Z14 + Z9

]
+ 2(Z1 + Z4))

X6 =
1

(q2 + 2(qk))
q2(Z10 + Z11 − Z14 − Z7)

+ (qk)(Z10 + Z11 − Z12 − Z13 − Z14 − Z7 + Z8 + Z9))

X7 =
1

4

[
− 2(pq)Z7 + k2

(
Z10 − Z12 − Z14 + Z9

)
+ 2Z2

]
X8 =

1

4

[
(pq)(4Z10 − 2Z7)− (2(qk) + k2)(Z10 − Z12 − Z14 + Z9) + 2(Z2 − 2Z5)

]
X9 =

(k2Z10 − Z7((qk) + k2))

(2(qk) + k2)

X10 =
1

2
(Z10 + Z12 − Z14 − Z9)

Y1 =
(Z8 − 2Z12)

((pk)− (pq))

Y2 =
(Z10 + Z11 + Z12 + Z13 − Z14 − Z7 − Z8 − Z9)

(q2 + 2(qk))

Y3 =
(Z7 − 2Z10)

(2(qk) + k2)

Y4 =
1

2
(−Z10 + Z12 + Z14 − Z9)

De esté modo tenemos expresado el vértice en la base de Aguilar, una de las bases mas utilizadas tanto
en el formalismo de las ecuaciones de Schwinger-Dyson como en de Lattice. Una de las principales
ventajas de esta base es que nos permite hacer una comparación numérica con otros métodos y en
diferentes normas.

4.0.3. Resultados Numéricos

En está sección realizaremos un análisis numérico utilizando las tres bases previas. Otro aspecto a
tener en cuenta es que aplicaremos los resultados de Davydychev en norma y dimensión arbitraria al
ĺımite simétrico,

p2i = Q2, (4.17)

En esté caso tenemos, (p1p2) = (p1p3) = (p2p3) = − 1
2p

2 = 1
2M

2, al hacer estas consideraciones el
vértice se simplifica considerablemente. Primeramente debido a que por la antisimétria, las funciones
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B y S deben anularse en la base de BC,

B(Q2, Q2;Q2) = S(Q2, Q2;Q2) ≡ 0. (4.18)

Otra simplificación importante la encontramos en la base de Davydychev, pues en esté ĺımite el
número de combinaciones tensoriales independientes se reduce a tres y pueden ser escritos, en la
notación usada en [26], como,

Γνµα(p1, p2, p3) = G0(p
2)[gνµ(p− k)α + gµα(k − q)ν + gαν(q − p)µ]−G1(p

2)(k − q)ν(q − p)µ(p− k)α
+G2(p

2) (pαkνqµ − pµkαqν) ,
(4.19)

donde las funciones Gi vienen dadas por,

G0(Q
2) = A(Q2) +

1

2
Q2C(Q2) +

1

4
Q4F (Q2) +

1

2
Q2H(Q2),

G1(Q
2) = C(Q2) +

1

2
Q2F (Q2),

G2(Q
2) = C(Q2) +

1

2
Q2F (Q2) +H(Q2).

Podemos notar que estas tres expresiones se relacionan entre si de la forma,

G2(Q
2) =G1(Q

2) +H(Q2),

G0(Q
2) =A(Q2) +

1

2
Q2G2(Q

2).
(4.20)

De acuerdo a [13], en el ĺımite simétrico para una norma y dimensión arbitrarias las funciones Gi

toman la forma,

G
(1,ξ)
0 (Q2) =

g2 η

(4π)n/2
CA

1

288

{
Q2φ(Q2)

[
8 + 12ξ(14n− 51) + 6ξ2(n2 − 18n+ 60)

− ξ3(n− 4)(n− 12)

]
− 6κ

[
32 + 36ξ(2n− 7) + 6ξ2(n− 4)(n− 6)− ξ3(n− 4)(n− 3)

]}
,

(4.21)

G
(1,ξ)
1 (Q2) =− g2η

(4π)n/2
CA

1

3456 Q2

{
Q2φ(Q2)

[
64(n−20)−144ξ(7n−26)− 24ξ2(n2−18n+50)

+ ξ3(n3−24n2+200n−384)
]
− 6κ

n− 4

n− 1

[
64(n−2)− 144ξ(n−1)−12ξ2(n−1)(2n−7)

+ ξ3(n−1)(n−3)(n−20)
]}
,

(4.22)

G
(1,ξ)
2 (Q2) =

g2η

(4π)n/2
CA

1

144 Q2

{
Q2φ(Q2)

[
128 + 6ξ(29n−114) + 6ξ2(n2−18n+60)

− ξ3(n−4)(n−12)
]
− 6κ

n− 4

n− 1

[
8 + 30ξ(n−1) + 6ξ2n−1)(n−5)− ξ3(n−1)(n−3)

]}
,

(4.23)

las integrales en esta configuración se pueden evaluar en términos de las funciones de Clausen,

J1(1, 1, 1)

∣∣∣∣
n=4, Q2=−µ2

=− iπ2

µ2
√
3

{
2Cl2

(π
3

)
+ 2Cl2

(π
3
+ 2θs1

)
+Cl2

(π
3
− 2θs1

)
+Cl2 (π − 2θs1)

}
,

(4.24)
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J2(1, 1, 1)

∣∣∣∣
n=4, Q2=−µ2

= − 2iπ2

µ2
√
3

{
2Cl2

(
2π

3

)
Cl2

(π
3
+ 2θs2

)
+Cl2

(π
3
− 2θs2

)}
, (4.25)

donde,

tan θs1 =
µ2 + 2m2

µ2
√
3

, tan θs2 =

√
µ2 + 4m2

3µ2
. (4.26)

En el ĺımite sin masa (m = 0) tenemos θs1 = θs2 = π/6 y como Cl2
(
2π
3

)
= 2

3Cl2
(
π
3

)
, verificamos

la identidad [26],

J0(1, 1, 1)|n=4, p2
i=−µ2 = − 4iπ2

µ2
√
3
Cl2

(π
3

)
. (4.27)

Con lo discutido anteriormente podemos proceder al análisis numérico, usando α = 0.118 y el
parámetro de renormalización µ = 4.3, podemos graficar los tres factores de forma del vértice en la
norma de Landau (Figura 4.1). Para estas Gi no hay resultados numéricos obtenidos por otros métodos,

Figura 4.1: Los tres factores de forma de las ecuacio-
nes (4.21), (4.23) y (4.24) del vértice de tres gluones
en la norma de Landau alrededor del punto de renor-
malización µ = 4.3 GeV .

sin embargo, si los hay para la base presenta-
da en [25]. Como se menciono anteriormente se
puede relacionar las G’s con las estructuras pre-
sentes en la base de Aguilar. La relación entre
las G’s y las X’s e Y ’s introducidas en las ecua-
ciones (4.13) y (4.14) viene dada por,

X1(Q) =
G2(Q

2)Q2

2
−G0(Q

2) , (4.28)

X3(Q) =G1(Q
2) , (4.29)

Y4(Q) =−G1(Q
2)−G2(Q

2) . (4.30)

Podemos notar que X2, X5, X8 y X10 deben
ser cero debido a su naturaleza antisimétrica y
las simetŕıas de Bose discutidas en las sección
anterior. Adicionalmente podemos comprobar
las siguientes relaciones,

X1(Q) = X4(Q) = X7(Q) , (4.31)

X3(Q) = X6(Q) = X9(Q) . (4.32)

La forma expĺıcita de los componentes no
nulos de la base de Aguilar en norma arbitraria
es,

X1(Q) =
CAg

2η

576π2

{
3(9ξ + 8) ln(µ2) + 3ξ(ξ(ξ + 6)− 30) + φ(Q2)(3µ2(5− 2ξ) + (6ξ2 + 9ξ + 17)Q2)

− 3(9ξ + 8) ln(Q2)− 8

}
,

(4.33)

X3(Q) = − CAg2η

3456π2Q2

{
12ξ3 + 9ξ2 + 108ξ + (6ξ3 + 9ξ2 − 18ξ − 64)Q2φ(Q2)− 32

}
, (4.34)

Y4(Q) =
CAg2η

3456π2Q2

{
3ξ(ξ(10ξ] + 39)− 144) + (6ξ3 + 45ξ2 + 128)Q2φ(Q2)− 80

}
, (4.35)

en la norma de Landau estas expresiones se reducen a,

X1(Q) =
CAg

2η

576π2

{
51 ln(µ2) + (9µ2 + 32p2)φ(Q2)− 51 ln(Q2)− 77

}
, (4.36)
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Figura 4.2: X1(Q) en la norma de Landau comparado con los resultados de [27]. Las curvas azul y
negra fueron calculadas usando α = 0.22, mientras que la nuestra se hizo con α = 0.118.

X3(Q) = − CAg2η

3456π2Q2
(97− 67Q2φ(Q2))) , (4.37)

Y4(Q) =
CAg2η

3456π2Q2
{179Q2φ(Q2)− 365} . (4.38)

En la Figura 4.2 se presenta la gráfica correspondiente a la expresión de X1(Q) y se comparan los
resultados con los obtenidos en [27] usando una construcción Ball-Chiu no perturbativa del vértice de
tres gluones y el resultado a un lazo usando una renormalización de Taylor.

Podemos construir una combinación de las estructuras no nulas del vértice como en [25] y [27],

Lsym(Q) = X1(Q)− Q2

2
X3(Q) +

Q4

4
Y1(Q)− Q2

2
Y4(Q) , (4.39)

en la Figura 4.2 se presenta la gráfica de la ecuación (4.39) en dos diferentes métodos de renormalización
a un lazo.

Figura 4.3: LSym(Q) de la ecuación (4.39) comparado diferentes esquemas de renormalización, los
resultados de Lattice se obtuvieron de obtenido de [27] y [28]. La franja azul indica resultados poste-
riores a Q2 = 5GeV (los resultados no perturbativos se reportan hasta antes de esté valor. La ĺınea
azul fue obtenida de [25]
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Es evidente que X1 es la estructura que mas contribuye a Lsym puesto que,

−Q
2

2
X3(Q) +

Q4

4
Y1(Q)− Q2

2
Y4(Q) =

CAg
2η(77− 41Q2φ(Q))

1152π2
≈ 0.0677265,

está última expresión se obtuvo con la norma de Landau. En la Figura 4.3 se muestra la gráfica de la
ecuación (4.39) usando las normas de Landau y la de Yennie, también se comparan estos resultados
con los obtenidos por [27] y [28].

Figura 4.4: Lsym(Q) en diferentes normas, hacemos mención especial de las normas de Yennie y
Arbuzov (ξ = −2 y ξ = −4 respectivamente). El requerimiento de renormalización implica que en
µ = 4.3 GeV , todas las curvas son igual a uno, en la parte inferior de la gráfica se muestra un
acercamiento a Q = 0.

En la figura 4.4 presentamos una comparación entre diferentes normas, podemos notar que la norma
de Feynman y las normas positivas crecen en el infrarrojo mientras que las normas negativas decrecen.
En el acercamiento se puede apreciar que el valor en el que la curva se vuelve positiva incrementa
conforme lo hace la norma.

Aunque el conjunto completo de diagramas invariantes de norma que representan el proceso f́ısico
son independientes de la norma, los diagramas individuales y la dificultad computacional dependen en
gran medida de la selección de norma. Debido a sus atractivas propiedades en el infrarrojo, la norma
de Yennie [15] ha probado ser efectiva para los cálculos de ajuste radiactivo de parámetros de estados
ligados [29]. Una de las principales ventajas de la norma de Yennie por sobre otras normas covariantes
es que describe mucho mejor el comportamiento infrarrojo de diagramas individuales, caracteŕıstica que
comparte con la norma no covariante de Coulomb. Está propiedad es de especial ayuda en diagramas
que son finitos en el infrarrojo al usar la norma de Yennie pero divergentes si usamos otra norma
relativista (Feynman, Landau, etc.)

Consideramos el propagador del gluón como,

Dab
µν(p) = −iδa1a2

(M2)γ−1

(p2)γ

(
gµν − d(γ)

pµpν
p2

)
, (4.40)

donde,

d(γ) =
2γ

2γ + 1− d
, (4.41)

en el caso particular γ = 1, la ecuación (4.40) corresponde a la norma de Soloviev–Yennie [30]. Por
otro lado, cuando γ = 2 tenemos la norma de Arbuzov [31], [32], [33]. Bajo la condición γ = 2, la
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transformada de Fourier del propagador (Dab
µν(x)) es transversa, es decir,D

ab
µν(x)x

ν = 0. Esta propiedad
garantiza la cancelación de las principales singularidades infrarrojas [34]. La norma de Arbuzov ha
probado dar una descripción auto-consistente del nivel más bajo de la función de Green del gluón y
el ghost (de otro modo uno necesita recurrir a un efecto no trivial de los ghost en las identidades de
norma, que se usan para reconstruir los vértices de los gluones). En la Figura 4.5, se presenta la gráfica
de nuestros resultados en la norma de Landau, Feynman, Yennie y Arbuzov.

Figura 4.5: Lsym de la ecuación (4.39) comparado con datos de Lattice obtenidos de [27], [28] y otras
aproximaciones usando una construcción no perturbativa de Ball-Chiu del vértice de tres gluones [25].
Lsym presenta un cero en la norma de Arbuzov en Q = 0.034.

En la figura 4.6 presentamos una comparación directa entre nuestros resultados y el ajuste pre-
sentado en [25]. Se puede apreciar claramente que la norma de Arbuzov (ξ = 4) es la que mejor se
ajusta a los resultados en el infrarrojo, mientras que la norma de Yennie produce buenos resultados
en el régimen ultravioleta. Pesé a haber sido calculado en el régimen perturbativo y extrapolado para
momentos pequeños, nuestros resultados presentan la propiedad no perturbativa del cruce a cero del
vértice de tres gluones. En la norma de Arbuzov, el vértice presenta un cero en Q = 0.034 GeV .

Figura 4.6: LSym en las normas de Landau, Yennie y Arbuzov a un lazo comparadas con resultados no
perturbativos. La ĺınea negra corresponde a lo reportado en [25], no obstante, para un mejor análisis
estos resultados se extrapolaron con una ĺınea punteada.

Finalmente, la Figura 4.7 muestra los resultados de las ecuaciones de Schwinger-Dyson obtenidos en
[35] y los resultados de Lattice para el vértice de tres gluones con degeneración planar [36] en el rango
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Figura 4.7: LSym en las normas de Arbuzov y Yennie a un lazo comparadas con el resultado de las
SDE combinadas con degeneración planar [35].

[0,5]GeV . En el contexto de la degeneración planar solo tenemos una variable (s2 = 1/2(p21+p
2
2+p

2
3)), lo

que prácticamente determina los valores de forma asociados. Si analizamos el ĺımite simétrico, notamos
que s2 = 3Q2/2, de modo que podemos comparar nuestros resultados reportados por Aguilar de la
siguiente manera,

Γ̃Sym
1 (Q2) ≈ ΓSym(

3Q2

2
).

Debido a las propiedades infrarrojas de la norma de Arbuzov, resulta una buena aproximación para
el vértice de tres gluones. Por otro lado, la norma de Yennie cancela las contribuciones de los ghost a
un lazo, por lo que no es una buena alternativa en este régimen.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

El estudio del vértice de tres gluones (aśı como el vértice quark-gluón) es de suma importancia
para entender la generación dinámica de masa, pese a esta importancia la complejidad de los cálculos
es un factor atenuante para estudios más allá del nivel árbol. No obstante, existen herramientas que
nos permiten simplificar dicho calculo.

Al hacer la descomposición del vértice quark-gluón en las partes longitudinal y transversal podemos
notar que los términos correspondientes a la parte no abeliana del proceso tienen un peso mayor en la
generación dinámica de masa, tal como se esperaba. Por su parte, el vértice de tres gluones requirió un
trato diferente, pues fue necesario el uso de tres bases diferentes para obtener expresiones que pudieran
ser tratadas de manera numérica sin la presencia de divergencias no renormalizables. En adición a esto
la norma de Yennie también puede ser de utilidad para aminorar la carga computacional requerida
para los cálculos.
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Apéndice A

Integrales Maestras

Como se menciono en la sección 2.3.1, las integrales maestras son de la forma

Inm =

∫ π

0

dψ sin2 ψ
(k · P )n

qm
,

estas integrales son de especial utilidad debido a su reiterada aparición en algunos cálculos de propaga-
dores, de modo que se conocen los resultados de varias de estas integrales. A continuación enlistamos
algunos de estos resultados en cuatro dimensiones.

I00 =
π

2

[
θ(P 2 − k2) + θ(k2 − P 2)

]
(A.1)

I01 =
π

2

[
1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]
(A.2)

I02 =
π

2

1

k2 − P 2

[
− 1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]
(A.3)

I10 = 0 (A.4)

I11 =
π

4

[
k2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
(A.5)

I12 =
π

2

1

k2 − P 2

[
− k

2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
(A.6)

Algunos resultados análogos para tres dimensiones son

I00 = 2 (A.7)

I01 =
1

kP
ln

∣∣∣∣k + P

k − P

∣∣∣∣ (A.8)

Los resultados mencionados anteriormente se utilizan en el caṕıtulo 2.
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A.1. sumas de las I’s.

En algunos otros cálculos también pueden aparecer las sumas de estas integrales, de modo que a
continuación se ofrece una simplificación de algunas sumas presentes en el cuerpo de esta tesis.

−2P 2k2I02 + (k2 + P 2)I12 = −2P 2k2
π

2

1

k2 − P 2

[
− 1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]
+ (k2 + P 2)

π

2

1

k2 − P 2

[
− k

2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
= −π

2

1

k2 − P 2

[
−2k2θ(P 2 − k2) + 2P 2θ(k2 − P 2)

]
+
π

2

1

k2 − P 2

[
−
(
k4

P 2
+ k2

)
θ(P 2 − k2) +

(
P 2 +

P 4

k2

)
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[
2k2θ(P 2 − k2)− 2P 2θ(k2 − P 2)−

(
k4

P 2
+ k2

)
θ(P 2 − k2)

+

(
P 2 +

P 4

k2

)
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[(
k2 − k4

P 2

)
θ(P 2 − k2) +

(
−P 2 +

P 4

k2

)
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[
k2

P 2
(P 2 − k2)θ(P 2 − k2) + P 2

k2
(P 2 − k2)θ(k2 − P 2)

]
= −π

2

[
k2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
(A.9)

−2P 2k2I02 + (k2 + P 2)I12 + 2I11 = −π
2

[
k2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
+ 2

π

4

[
k2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
= 0

(A.10)

P 2k2I02 − P 2I12 = P 2k2
π

2

1

k2 − P 2

[
− 1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]
− P 2π

2

1

k2 − P 2

[
− k

2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[
−k2θ(P 2 − k2) + P 2θ(k2 − P 2) + k2θ(P 2 − k2)− P 4

k2
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[(
P 2 − P 4

k2

)
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

P 2

k2
(
k2 − P 2

)
θ(k2 − P 2)

=
π

2

P 2

k2
θ(k2 − P 2)

(A.11)
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I12 − P 2I02 =
π

2

1

k2 − P 2

[
− k

2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
− P 2π

2

1

k2 − P 2

[
− 1

P 2
θ(P 2 − k2) + 1

k2
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[
− k

2

P 2
θ(P 2 − k2) + P 2

k2
θ(k2 − P 2) + θ(P 2 − k2)− P 2

k2
θ(k2 − P 2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

(
− k

2

P 2
+ 1

)
θ(P 2 − k2)

=
π

2

1

k2 − P 2

1

P 2

(
P 2 − k2

)
θ(P 2 − k2)

= −π
2

1

P 2
θ(P 2 − k2)

(A.12)

k2I02 − I12 =
π

2

1

k2 − P 2

[
1

P 2
Θ(k2 − P 2)−

�������1

P 2
Θ(P 2 − k2)

]
− π

2

1

k2 − P 2

[
P 2

k2
Θ(k2 − P 2)−�������k2

P 2
Θ(P 2 − k2)

]
=
π

2

1

k2 − P 2

[
Θ(k2 − P 2)− P 2

k2
Θ(k2 − P 2)

]
=

π

2k
Θ(k2 − P 2)

(A.13)
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págs. 4611-4658. doi: 10.1142/S0217979207038022. arXiv: 0706.3016 [cond-mat.mes-hall].

[9] Walter Greiner y Joachim Reinhardt. Field Quantization. Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
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