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MINUTA DE REUNION DE TRABAJO PARA TRATAR ASUNTOS RELACIONADOS
A LA DIRECCION Y CO-DIRECCION DE TESIS DE POSGRADO EN LA
FACULTAD DE CIENCIAS EN FiSICA Y MATEMATICAS (FCFM - UNACH).

En la ciudad de Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, siendo las 10:00 horas del dia viernes 22 de noviembre
del ano 2024, reunidos en la Sala de Usos Multiples ubicada en el edificio “A” de Ciudad
Universitaria, los CC. Dr. Orlando Diaz Hernandez, Director de la Facultad de Ciencias en Fisica y
Matematicas de la Universidad Auténoma de Chiapas, Dr. Ariel Flores Rosas, Coordinador de
Investigacion y Posgrado de la FCFM; Dr. Armando Felipe Mendoza Pérez, Representante de los
Nlcleos Académicos de los Programas de Posgrado ante el CIP; Dr. Victor Ivan Ruiz Pérez, Vocal
Titular del Consejo Consultivo de Investigacion y Posgrado de la FCFM; Dr. Roberto Arceo Reyes,
Representante de los Cuerpos Académicos y Grupos Colegiados de Investigacion en el CIP, Dr.
Javier Sanchez Martinez, Representante de las Profesoras y Profesores con reconocimiento vigente
en el ambito de la Investigacion Cientifica, Tecnolégica, Humanistica y de Innovacion en el CIP y el

Lic. Jesus Erick Pérez Pérez, Representante Estudiantil de Posgrado en el CIP.

ORDEL DEL DiA

1.- Verificacion de quorum.
2.- Bienvenida. ;

3.- Direcciones y Co-Direcciones de tesis.
4.- Cierre de la reunion.

1. Pase de lista y verificacion de quérum. éi»:g 3

Presenta: Dr. Orlando Diaz Hernandez, Director de la Facultad de Ciencias en Fisica y | = —
Matematicas.

Resumen: Se verifico la asistencia de los integrantes del Comité de Investigacion y Posgrado.

2. Bienvenida.

El Dr. Orlando Diaz Hernandez, Director de la FCFM dio la Bienvenida a todos los presentes y

plantea el objetivo de la reunién.
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3. Direcciones y Co-Direcciones de Tesis.

Universidad Autonoma de Chiapas.

3.1.Se acuerda que la Dra. Karen Salomé Caballero Mora sea deS|gnada como Directora de
Tesis del Estudiante Lic. Jesus Alejandro Alfaro Gomez y como Co-Directora de Tesis a la
Dra. Xiomara Gutiérrez Guerrero, por (inica ocasion y previa aceptacion de la Dra. Karen

Caballero y por sugerencia de la Direccion General de Investigacion y Posgrado de la

Agotados los puntos de la reunién, se cierra la presente minuta de trabajo a las 10:30 horas del

mismo dia, firmando en ella quienes intgrvinieron:

Dr. Orlando Diaz Hernandez.
Director de la Facultad de Ciencias en Fisica y
Matematicas

Worrandy

DrArmando Fe!‘pe/Mendoza Pérez.
Representante de los Nucleos Académicos de los
Programas de Posgrado ante el CIP

A

Dr. Javier-8anchez Martinez.
Representante de las Profesoras y Profesores con
reconocimiento vigente en el &mbito de la
Investigacion Cientifica, Tecnoldgica, Humanistica
y de Innovacién en el CIP

Lic. Jesus Erick Pérez Pérez.
Representante Estudiantil de Posgrado en el CIP

T

v
Dr. Ariel Flores Rosas.
Coordinador de Investigacion y Posgrado de la
FCFM

([F

Dr. Victor Ivan Ruiz Pérez.
Vocal Titular del Consejo Consultivo de
Investigacion y Posgrado de la FCFM

A

Dr. Roberto Arceo Reyes,
Representante de los Cuerpos Académicos y
Grupos Colegiados de Investigacion en el CIP
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Resumen.

Si bien el mecanismo de Higgs ha sido ampliamente aceptado para explicar el origen de la masa de las
particulas elementales, este modelo no proporciona una explicaciéon completa. Ademéds del mecanismo
de Higgs, la generacién dinamica de masa, un fenémeno caracteristico de la Cromodindmica Cuéntica
(QCD), juega un papel fundamental en la adquisicién de masa por parte de las particulas. Esta
generacién de masa se produce debido a la capacidad de los gluones de interactuar entre si. Dada la
importancia de esta auto-interaccién, el estudio del vértice de tres gluones es crucial. Sin embargo,
cuando se intentan realizar cdlculos mas alla del nivel arbol, surgen dificultades significativas, como la
complejidad de las integrales multidimensionales involucradas.

En este trabajo, se empled la renormalizacién dimensional para obtener resultados sobre el compor-
tamiento del vértice quark-gluén y, posteriormente, del vértice de tres gluones. Los resultados indican
que la principal contribucién a la generaciéon dindmica de masa proviene de la parte no abeliana de
los diagramas de Feynman. Asimismo, se realizaron cédlculos en diferentes bases y normas, haciendo
mencién especial a las normas de Arbuzov y Yennie, para determinar cudl se ajusta mejor a las obser-
vaciones experimentales. Adicionalmente, estos calculos se realizaron para diversas configuraciones de
momentos que representan casos de especial interés.

Como parte de los resultados obtenidos en esté trabajo presentamos la grafica de la Figura 1.

1.5 T T T ' T T '

=4
- E=3
- B =2
- E=1
— £=0
— =1
— =22
— &=3
— &=

L@

8 10

4 6
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Figura 1: Leym para diferentes normas. Extrajimos los resultados para las normas de Yennie y Arbuzov,
& = =2y & = 4, respectivamente. El requisito de renormalizacién implica que en p = 4.3 GeV, todas
las curvas son iguales a 1. En la parte inferior del grafico, se muestra un acercamiento cerca de @ = 0.

Asi mismo consideramos importante mencionar que de estd tesis se deriva un articulo aceptado
para su publicacion en la revista ”few-body system”.

VII



Capitulo 1

Introduccion

upP CHARM TOP
mass 2,3 MeV/c* 1,275 Gev/c 173,07 Gev/c*
charge % 2 % % -
spin 12 (ks % %
DowN STRANGE BOTTOM
4,8 MeV/c 95 MeV/A 4,18 Gev/C
% % H 7o
d s G

Y2 Y 3

Figura 1.1: Quarks conocidos.

La Cromodindmica Cuédntica (QCD por sus siglas en inglés),
fue propuesta por David Politzer, Frank Wilczek y David Gross a
comienzos de la década de los 70's como una teorfa para describir
los bariones, los mesones y las interacciones entre sus componen-
tes. Esta teoria se basa en la idea propuesta por Murray Gell-Mann
y George Zweig de que tanto hadrones como mesones estdn com-
puestos de otras particulas, los quarks. La Figura 1.1 muestra los
quarks conocidos actualmente, asi como sus propiedades mas rele-
vantes. Como se puede apreciar en dicha figura, los quarks colocados
en la parte superior tienen una carga eléctrica de 2/3 la carga del
electrén, mientras que los quarks situados en la parte inferior po-

seen una carga de —1/3 en las mismas unidades. Vale la pena sefialar que la masa que muestra la
Figura 1.1 corresponde a la masa corriente de los quarks, esto es, la masa que posee un quark “libre”.
Se hace la distincion entre masa corriente y masa constituyente, siendo esta ultima el valor efectivo de
masa cuando los quarks forman bariones. La Figura 1.2 muestra los valores de la masa constituyente

y corriente de los quarks.

A diferencia de las otras interacciones fundamentales, la interaccién fuerte no decae con el cuadrado
de la distancia. De hecho, aumenta enormemente con ella a pesar de ser una interaccién de muy corto
alcance. Esta caracteristica da lugar a dos fendmenos muy interesantes: La primera es la libertad

asintotica, por la cual dos o mas quarks se comportan como particulas
libres a altas energias y cortas distancias. El segundo se presenta cuan-
do se tienen energias pequenas o grandes distancias, donde los quarks
presentan el confinamiento. Esté fendmeno lleva a la particularidad de
que si se suministra energia suficiente para separar el quark y el an-
tiquark de un mesén resulta mas rentable, en términos energéticos, la
creacién de un nuevo par quark-antiquark, entonces es imposible obser-
var un solo quark aislado. Este fenémeno es resultado del incremento de
la constante de acoplamiento a bajas energias, debido a esto, no se puede
usar teoria de perturbaciones y los fenémenos se estudian con QCD no
perturbativa (npQCD).

La energia necesaria para separar los quarks componentes de un ba-
rién estd determinada por la constante de acoplamiento a. La relacion
entre « y el momento se muestra en la figura 1.3. Debido a que « depen-
de del momento Q es conveniente extrapolar las mediciones a un valor

de referencia, generalmente se utiliza la escala de energias correspondiente a la masa del bosén Z°

(Mzo = 91.1876 4 0.0021 GeV)| siendo ag(Mzo) = 0.1185 + 0.006.

Quark Masa

Corriente Constituyente

Masa

u 2-8MeV

1-1.6 GeV

300 MeV

1.6 GeV

t 180 GeV 180 GeV
d 5-15 MeV 300 MeV
s 100-300 MeV' 500 MeV
b 4.1-4.5 MeV 5GeV

Figura 1.2: Masa corriente
y constitutiva de los quarks

conocidos.

La explicacién de la interaccion fuerte se hace en términos de las caracteristicas siguientes:
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Sept. 2013

T decays (N3LO)

Lattice QCD (NNLO)

DIS jets (NLO)

Heavy Quarkonia (NLO) 4
e'e” jets & shapes (res. NNLO)

Z pole fit (N3LO)

pp —> jets (NLO)

a(Q)

03+

4 @ O 0D g <4

0.2}

0.1+
= QCD ag(M,) = 0.1185 + 0.0006

10 Q [GeV] 100 1000

Figura 1.3: a como funcién del momento (Q).

= Los quarks y gluones son particulas fundamentales que componen los hadrones.

= Existen tres cargas de color (Rojo, Azul y Verde), cada una con su correspondiente anticolor
(Cian o Antirrojo, y Magenta o Antiverde)!.

= La interaccién fuerte es mediada por los gluones, de los cuales existen ocho tipos, cada uno
correspondiente a una combinacién de color y anticolor.

= La interaccién fuerte es de corto alcance debido al fenémeno del confinamiento, que impide la
existencia de quarks libres.

Debido a la existencia de las tres cargas, para representar un estado no basta con un espinor de
Dirac; sino que también se requiere del color. Una representacién matematica es:

1 0 0
r=10]; b=11]; g=10], (1.1)
0 0 1

donde r, by g representan los colores rojo, azul y verde, respectivamente. Dicho color suele cambiar en
los vértices quark-gluon, quedandose este ultimo con la diferencia de carga. Los ocho estados posibles
de los gluones se representan como combinaciones de color y anticolor:

rh+br .Tg—gr

7 [5) = —i

) =

1.2
_rr=1b _ —ibg_g
‘4>:r§—|—g7 |8>:r7—|—b —2gg

V2

1Estos nombres no representan colores reales del espectro electromagnético, son llamados asi por analogfa con la

V6

teoria del color. Pueden representarse de acuerdo a la ecuacién (1.1)



1.1. MATRICES DE GELL MANN. 3

7 4 bb + gg
5

El estado de la ecuacién (1.3) no corresponde a un estado fisico de un gluon, ya que no es un
autoestado del operador de carga de color.

19) = (1.3)

1.1. Matrices de Gell Mann.

Las matrices de Gell Mann son los generadores infinitesimales del grupo SU(3), cuya forma explicita
es:

01 0 0 —i 0 1 0 0
AM=11 00 NM=1i 0 0 NM=10 -1 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 —i 0 0 0
AM=10 00 NM=10 0 0 N=10 01
1 00 i 0 0 010
00 0 1 1 0 0
AN=10 0 —i N=—1[0 1 0
0 ¢ O V3 0 0 -2

Resulta evidente que las ocho matrices A tiene una traza nula, ademas el conmutador de cualesquiera
dos matrices \ es,
(A% NP = 210207 XY,

siendo las constantes f*®7 tensores antisimétricos denominados constantes de estructura, cuyos valores
son,

12 =1 (1.4)
FUAT = gB6T _ 345 _ p25T _ 156 _ 0246 _ % (1.5)
f458 _ f678 — ? (16)

1.2. Reglas de Feynman para QCD.

Las reglas de Feynman para QCD son muy similares a las reglas para QED), pero se cambian los
propagadores de los bosones y se anade el término correspondiente a la interaccién fuerte (el término
de color se denota con la letra C). Estas reglas se utilizan para construir diagramas de Feynman, que
son representaciones graficas de los procesos fisicos. Cada elemento del diagrama corresponde a un
término en las reglas de Feynman. A continuacion, se detalla de manera explicita el término que debe
anadirse a la expresiéon matematica para cada parte del diagrama:

1. Para un quark entrante, se afiade el término U2 (P)C.

2. A un quark saliente le corresponde el término U, (P)CT.

w

1
. El propagador de los quarks es ———.
P —m
. . . —A
4. El término correspondiente para un antiquark entrando es V, (P)CT.

5. Cuando se tiene un antiquark saliente se agrega el término V.A(P)C.
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6. El término correspondiente al vértice quark-gluon es —ig (;) M.
Ba

7. Para los gluones entrantes, se anade el término ¢, (k).

8. Si el gluon sale del diagrama, se agrega el término £*(k).

kuku §ab
k2| k2

9. El propagador del gluon es i [gl“, —&

10. A los vértices de tres gluones les corresponde el término
—9fabe [g;w(p - Q)U + guo‘(q - T);L + ga',u(r - p)u]'

11. Para un vértice de cuatro gluones se agrega el término

_92 [fabcfcde (gp,agup - g,upgl/o) + facefode (guugap - gupgua) + fadefeve (guagup - guugop)]

en la expresiones anteriores el término g, corresponde a la métrica de Minkowski.

P Aa A P A« -p
Quark Entrando Quark Saliendo Antiquark Saliendo
-P Aa
OOCOCCTOG0000CT Q0000000000000
Antiquark Entrando Gloun Entrando Gluon Saliendo

Figura 1.4: Partes de los diagramas de Feynman.

Figura 1.5: Vértice quark gluén



1.3. LAGRANGIANO DE QCD )

Figura 1.6: Vértice de tres gluones

Figura 1.7: Vértice de 4 gluones

En la Figura 1.4 se muestran las partes de los diagramas de Feynman en QCD, mientras que las
Figuras 1.5, 1.6 y 1.7 se muestran algunos de los posibles vértices que se pueden encontrar en QCD.

1.3. Lagrangiano de QCD

El lagrangiano de QCD estd compuesto por la suma de los lagrangianos correspondientes a las
diferentes formas de interaccién de los quarks y gluones, es decir:

Ny
1 1 ~ ~ - _
Lo = ~ 1 Fp L = 5 (0 A0 = (0°10) (94ma) ~ 0 Fane(Oun) Ame+ S U7 Dy =)o . (L)
j=1

A continuacion, se describen brevemente cada uno de sus términos:

1. El primer término contiene la dindmica de los campos de norma (gluones), su energia cinética y
sus autointeracciones. Los campos son representados por Aj, mientras que Fyj, = 0, A} — 0, Aj, +
gfabCAZAﬁ es el tensor de fuerza del campo gluonico (g es el acoplamiento y a = 1,...,8 es el
indice de color). La presencia del término proporcional a g hace posible que existan interacciones

entre 3 y 4 gluones.
2. El segundo término es el término que fija la norma, siendo & el parametro covariante de norma.

3. Los campos 7, corresponden al campo fantasma de Faddev-Popov. Debido a la naturaleza no
abeliana de QCD, es necesario incluir este campo cuando se introduce el término de norma. Al
final de esta seccién se dard una breve explicacién acerca este campo.

4. Los campos v son los campos fermiénicos. Ny es el niimero de sabores y £ = 1,2, 3 es el color.

5. Por su parte, fqp. son las constantes de estructura completamente antisimétricas del grupo de
norma de QCD.
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6. El término D,, Corresponde a la derivada covariante definida como Dlﬂ/)lj = lej - igR;’kzlziAZ,

siendo R® = —

1.3.1. Renormalizacidén.

En QCD si tratamos de calcular algo mas alld del nivel arbol, nos daremos cuenta de que aparecen
divergencias. Afortunadamente QCD es una teoria renormalizable, es decir, podemos anadir contra
términos a fin de eliminar estas divergencias de una manera consistente con la teoria. Esto se hace
mediante una renormalizacién multiplicativa, la cudl es es una técnica que permite absorber estas
divergencias en un conjunto finito de parametros de la teoria, como la masa y la carga de las particulas.
A la suma del Lagrangiano original més el Lagrangiano de contra términos le llamamos Lagrangiano
desnudo y lo representamos como,

g%fgzg"f'gc:r,

con esto, el lagrangiano desnudo adquiere la forma,

1 a a 174 v 1 a a v
Ly == 77 (045 — 0,AL) (9" Al — 0 AZ) — 3219 une (9u AL — 0,A%) AY AL
1 1 5 _ N _ 3
- 1Z592fabcfadeAl;AZAZAg - 2752:6 (8MAZ)2 — z3 (3”77(1) (8u77a) - Zlgfabc (3m77a) A;) Te (1 8)

Ny
N : —j j i
+ Z (ZZQFﬂ/’z ’Y’La;ﬂ/ﬁj + Zle!ﬂ/)z ’Y“REZM%AZ - Z4jmj¢z lbl]) ,
j=1
Dado que la ecuacién (1.8) hace referencia al lagrangiano desnudo, nos gustarfa expresarlo en términos
de cantidades desnudas. Definimos

a _ 1/2 ga a _ 31/2 a o 1/2

Bp = %3 A#, M =%3 1, ¢Bg = Z9F;
_ _ _ —1

9B = %49, mpj = ZmjmMmy, §B = Zg 57

en donde el subindice B hace referencia a que se trata de la cantidad desnuda y las z‘s son constantes
de renormalizacién, el nombre que recibe cada una es el siguiente:

= z3: Constante de renormalizacién del campo del gluon.

= Z3: Constante de renormalizacién del campo fantasma.

» zop;: Constante de renormalizacién del campo del quark.

= 2,: Constante de renormalizacién de la constante de acoplamiento.
= 2py;: Constante de renormalizacién de la masa del quark.

» ze: Constante de renormalizacion del parametro de norma.

A continuacién, escribiremos el lagrangiano de la ecuacién (1.8) en términos de las cantidades desnudas,

1 1 =z
Lp=—7 (0,A%, — 0,A%,,) (" A, — 0" Al ) — 57;/2 9B fave (0u A, — 0, A, Aty A,
2923
I z5 4 b 1z 2 _
T 9 9 abc aeA g z AH - T ap,Aa - 8” a 6 a
42§z§93f vefade Ap A ABaAR. 265 77 (0"A%,)" — (0"1Ba) (OunBa) "
Z1 1.9
- ﬁngabc (aunBa) A%anc'F
22374
Ny
Z (ZMBNM‘?M/’%Z + 7]1/2931/)791}311{7”%314 Bu — )%;'msz/)fBzw%l) .
j=1 ZgR2Fj%3 2FjZmj
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Con la finalidad de conseguir una expresién similar a la ecuacién (1.8), debemos asumir las siguientes
igualdades

3/2 2,2
21 = ZgZz3 Z5 = ZgZ3, 26 = Z¢Z3,
~ ~ 1/2 o 1/2 o ] )
21 = ZgZk3z3 Z1Fj = ZgR22Fj%3 Z4Fj = Z2Fj%myj-

Usando las relaciones anteriores podemos encontrar relaciones entre algunos cocientes,

21 21 25 21Fj 1/2
T (1.10)
z3 Z3 21 22Fj

estas ecuaciones son generalizaciones no abelianas de las identidades de Ward-Takahashi y son co-
nocidas como identidades de Slavnov-Taylor, estas garantizan la universalidad de la constante de
acoplamiento.

1.3.2. Campo fantasma de Faddev-Popov.

La necesidad de introducir el campo fantasma de Faddev-Popov? surge del hecho de que las teorfas
cuédnticas de campos (QFT) deben ser capaces de proporcionar soluciones unicas y no singulares. No
obstante, en presencia de una simetria de gauge, el formalismo de la integral de caminos sobrecuenta
los estados del campo relacionados mediante una transformacién de gauge, lo que hace imposible
seleccionar una solucién de una serie de soluciones fisicamente equivalentes sin caer en arbitrariedades.

El procedimiento de Faddev-Popov consiste en modificar la acciéon anadiendo campos adicionales
que rompen la simetria de gauge; estos son los campos de Faddev-Popov. Es importante destacar que
estos campos son una herramienta matemédtica y no representan ninguna particula real. Un argumento
que refuerza esta idea es que las particulas fantasma violan la estadistica del espin. Por ejemplo,
en QCD, los fantasmas son campos escalares complejos (de espin cero), pero anticonmutan como
fermiones.

1.4. La integral de Camino

1.4.1. Formulacién de la Mecanica Cuantica por la Integral de Camino.

En la formulacién habitual de la mecédnica cuéntica, convertimos el momento (p) y la posicién (¢) en
operadores que obedecen ciertas reglas de conmutacion, lo que lleva a usar las matematicas asociadas
a los espacios de Hilbert. Por otro lado, la formulacién de la integral de caminos se basa en definir
la propagacién de la funcién de onda ¥(g,t) por medio de la amplitud de transiciéon K(gr,ts;qi,t:).
Conociendo la funcién de onda (qg;,t;) en el tiempo t;, podemos usar el principio de Huygens para
encontrar la funcién de onda en el tiempo ¢y,

Ulgs,ty) = /K(Qf7tf;QDti)l/)(qZ‘ati)in- (1.11)

De acuerdo con la interpretacién usual de la mecénica cuantica, |(qy,t f)\2 es la amplitud de proba-
bilidad de que la particula se encuentre en ¢y al tiempo t¢. Por lo tanto, K(g¢,ts;q;,t;) debe ser la
amplitud de probabilidad de que ocurra una transicién de ¢; al tiempo ¢; a g; al tiempo t¢. Asi, la
probabilidad de observar la particula en g al tiempo ¢ es,

P(aptr;aints) = |K(ap tr;aits)]? (1.12)

2 Acerca de las particulas fantasma, daremos una explicacién breve y superficial, ya que solo se incluyen en el lagran-
giano por completitud y no serdn objeto de estudio en esta tesis.
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Podemos dividir esté proceso en dos partes, primero una transicién de ¢; al tiempo t; hacia ¢ al
tiempo ¢ y desde alli una transicién hacia gy al tiempo ts, aplicando dos veces la ecuacién (1.11)
obtenemos,

Y(gf,ty) = /K(thf;qt)K(qf§Qiati)w(%ti)d%d% (1.13)

de las ecuaciones (1.11) y (1.13) llegamos a la relacién,
K(ay,tyiqirti) = /K(Qf7tf§qt)K(qt§Qiati>an (1.14)

en consecuencia la transicién de (g;, ;) hacia (g, tr) se puede interpretar como una transicién de (g;, t;)
hacia todos los posibles puntos intermedios (g, t) seguida de una transicién de (g, t) hacia (gg,ty). Antes
de continuar por este camino notemos que de acuerdo a la formulacién usual de la mecanica cuantica,
la funcién de onda (g, t) es,

¥(g,t) = (glvt)s,

donde el vector de estado [1t) 4 en la representaciéon de Schrédinger se relaciona con su equivalente en
la representacién de Heisenberg (|¢) ;) como,

[t) g = et V) g -
Definimos el vector,
_iH
g t) = e |q),
al cual llamaremos marco mévil. Con esto podemos escribir,

Y(g,t) = (qt|Y) - (1.15)

Por la completitud de los estados podemos escribir,

(qp,trly) = /<Qfatf|lhati> (qis ti|) das, (1.16)

sustituyendo la ecuacién (1.15) en (1.16) tenemos,

comparando las ecuaciones (1.11) y (1.17) notamos que se debe cumplir,

(ar,tslai ti) = K(ay, ty;qirti), (1.18)

de modo que el propagador es una cantidad familiar de la formulaciéon usual de la mecanica cudntica.
Ahora necesitamos reescribir (gy,t|¢;,¢;) como una integral de camino, para ello notemos,

(apstylgisti) = (qpl e =) |g;), (1.19)
consideramos una particiéon de tiempo en n + 1 intervalos de longitud,

t

ot =
n+1’

con esto podemos reescribir la ecuacién (1.19),

n
, s s e
<Qfatf|quti>=nh_{go/kl_[qu (arle” ™ |gn) (gnl e lgn1) .. (@] e i), (1.20)
=1
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donde usamos la factorizacién de la exponencial y la propiedad de completez de los estados. Suponga-
mos que el hamiltoniano es de la forma H(p,q) = f(p)+V(g) y usemos la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff, de este modo,

oSt _ e—z‘f(p)éte—w(q)&ei[f(p),V(q)}6t2+O<6t3)’

los términos cuadréaticos y superiores de dt son despreciables, pues cuando n — oo se tiene §t — 0, de
este modo, el propagador para un segmento de la trayectoria es,

(grs1] e % | qi) :/dpk (1] e PP p) (py| eV (D% g, )

=/dpke‘if(p’“)‘”e‘w(qk)‘” (ar+11Px) (Pklak) (1.21)
:/dﬁ’ie—z‘(f@k)ﬂaqk))étem(qkﬂ—qw
27 ’
en el limite de intervalos infinitesimales tenemos,
. d . _ .
(qrs1] it lar) = /QL;e*lH(pk,qk)&fe%m(qk+qu)7 (1.22)
donde,
_ k41 Tk
qk = 9

de este modo la ecuacién (1.20) se reescribe como,

) dpo 11 dprdar [ g1 —q _
lag, trlas,ti) = lm [ < 11 o &XP ZZ pi= 5 —HW@)| ot e, (1.23)
k=1 =0
donde qo = ¢; ¥ gn+1 = ¢y. Si consideramos que cuando dt — 0,
qj+1 — 45 .
pj . St ! — YZLE
podemos escribir (1.23) de manera simbdlica como,
q(ty)=qr [ .
artelat) = [ " oapoen i [ i~ 1.0, (1.24
q(ti)=q: t;

cada funcién p(t), ¢(t) define un camino en el espacio fase. Podemos reescribir la ecuacién (1.24) como,

e Dq(t)Dp(t) exp {z /tf dt.Z (p, q)] , (1.25)

t;

(ar,trlai ti) =/

q(ti)=q:

donde,
ty
/ dtZ(p,q) = S(p,q),

t;

£ =pj—H(p,q).

Cuando el hamiltoniano es de la forma % +V(q) podemos realizar la integracién sobre p, y la ecuacién
(1.24) se puede reescribir como,

y

qa(ts)=as ty a(ty)=ay
antdat) = [ oawen|i [T azaa) = [ g e s, 020

(ti)=q: (ti)=q:
asi pues, la amplitud de transicién toma en cuenta todos los posibles caminos de ¢; a qr ponderados
por exp [iS[q(t), 4(£)]].
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1.4.2. Funcional Generadora.

Un funcional mapea funciones (por ejemplo, el campo cldsico ¢(z)) a ndmeros complejos (C),
o(@) = Slo(@) = [ 22 (6()).
Consideremos la funcional,
Z[J] = / D¢ exp {iS[q&] +i / d%J(m)gb(x)} : (1.27)
dénde se agrego término J(x) que representa una fuente externa. Podemos reescribir esto de la forma,
‘ 2
200 = / DpeiSlo [1 +i / Al ()o() + o / By A 22020 )6 ()T (1) () + - .
= / DpetSe 4 / d*zJ(x) / Dpp(z)eS19!

52
+%/d4z1d4x2J(I1)J(I2)/D¢¢(I1)¢(x2)6i5[¢] I

con lo que podemos escribir,

g[[‘g]] :7;):!/d4m1.../d4xnj(x1)...J(l‘n)G(l‘1,---7$n>7 (1.28)

donde,
(1.29)

)
J=0

Glonsmn = o (o () 2

Z[J] es llamada funcional generadora de las funciones de Green.

1.4.3. Funcion Generadora para una Particula Libre.

Consideremos al lagrangiano,
1 1
= S[-0,0" +m)o(p) = 5P + m2lo(p),
en este caso se tiene,
20]= [ Didleww |5 [ atal(-0,0% + m¥)olo) + 276

= [ Doesp [§ [ si-0,0% 4 mot) + 20000

4
~ [ Doexp H | o [¢<—p><p2+m2>¢<p>—2J<—p>¢<p>1],

podemos reescribir la integral dentro de la exponencial como,

_ 2J(—p)¢(p)}
p2 + m2

4
/ (;l;;él (p* +m?) [cﬁ(—p)aﬁ(p)

para ello sumamos el cero dado como,

J(p)J(—=p) J(p)J(—p)

p? +m? p?+m?
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de este modo,

/ d'p m o)b(p) 2J(—p)¢(p)} _

(2r)* p*+m?
_ d'p 2 2 N J(=p)
_/(27r)4(p +m>{{¢( 7) p2+m2]
J J(p)J(—
o= e
— ﬂ 2 L2 d(—0)o(n) — J(p)J(—p)
= [ gt {3ni) - 2P0
donde,
(&(_ ) J(—p)
p) = ¢(-p) P (1.30)
) = 0(p) - 5 (131)
con esto, podemos reescribir Z[J] como,
/D exp[ / o A ;m (&(—p)é(p)— gffg@)], (1.32)
de la expresién anterior, es facil notar que,
4 m2 - B
Z0= 210 = [ Dls exp[ = vy ¢<—p)¢(p)], (13

con lo que podemos reescribir la ecuacién (1.32),

_ d*p J(p)J(—p)
Z[J] = Zyexp l—/ (271‘)4 02 +m2)2] , (1.34)

de este modo,

1 ) 4 O
Go(r)) = 5O o) T 2|
1 5 d4
:70(27r)4i6J(— )( 15J [ (p? +m2 ]
5 J(p d4p J(p)J(—p)
:(Qﬁ)ZliiéJ(—Q) [(277 4 chJ <(p +m2 ) l (21)" (p2+m2)2H’
usando,
6J(x) _
w5I) sz —y), (1.35)

llegamos a la expresion,

6 2J(r) V d*p J(p)J(—p) ]
exp
(

10J(—q) r2 +m? 27r)4 (p? + m?2)?
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1.4.4. Funcion Generadora de 4 puntos.

Si consideramos las interacciones, el lagrangiano es,
2= Loprer g A (1.36)
o2 2 477 '

tomando esto en cuenta,

i 2
20 =N [[Doesp 5 [t (50000 2 = ot 00)
_ i, o
“new i [ o)

donde,
. 2
Zy = N/D(;Sexp [;/d‘lx (—; PO P + %ch +J¢)} ;

ahora consideramos que,

4 5t _ 4. @eim-w ) 4 d'pa P2 (9 )4 g
ik V TSRS / SR

%eipg-m T 4 g d4p4 eip4-z T 4 g
/(2@4 (2m) i5J(—p3)/(27r)4 (2m) iéJ(—m)]’

recordando que [ d*ze™??'® = (2pi)*6*(p2), podemos reescribir,

(54 d4p1 d4p4 1) 1)
d*z- = / 8(p1 + p2 + ps + pa)(27)*- 27)*-
[ #oisitam = Gamye G e PO G )

(2m)! i

4
57 pm) 2™ By

ahora consideramos la expansion,

: 4 4
Z[J]:exp[—z/d4)\ > }lezl At O 5

n) NI (x) T4 ) I (a)t
- A d4p1 d4p4 4 1) 4 1)
= Gy G e O G )
1) 1)
4 4
O 57 O T e 7
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aplicando estas variaciones tenemos,

A [ d'py d'pe d'ps d'ps 16 | 0(=p2 + p1)d(—pa + p3)

B e e e L A I e B
O(—p2 +p1 J(—p3) J(—ps) 5(—p3 + p1)6(—ps + p2)
pi+m? p3+m?pj et (P2 +m2)(p3 + m2) Ll
5(=p3 +p1)J(—=p2) J(—pa) O(—p3 +p2)6(—ps + p1)
G md) g Y T e w2
J(=p1)d(—ps + p2) J(—pa) 8(—=pa +p1)J(—p2)J(—p3)
o3+ m?) i+ e G g 4 ) g 5y U
J(—p1)0(—pa + p2)J (—p3) J(—=p1)J(—p2)8(—pa + p3)
Wi F )@+ ) @3+ ) G )+ ) )
J(—p1)J (—p2)J (—p3)J (—pa) 2]
(p +m2)(p3 + m?)(p3 + m?)(p3 + m?)
(1.37)

Podemos expresar esta ecuacion mediante el uso de diagramas de la siguiente manera,

Z[j=3______  +6 +

donde podemos hacer las siguientes correlaciones, el primer diagrama corresponde al primer, tercer
y quinto término de la ecuacién (1.37), el segundo diagrama corresponde a los términos 2, 4, 6, 7, 8 y
9, por tltimo el diagrama final corresponde al décimo término de la ecuacién (1.37)

1.5. La Ecuacién de Schwinger-Dyson

Una de las principales ventajas del formalismo de la integral de camino es que las consideraciones
de simetria son mas evidentes. En particular, se vuelve evidente que las simetrias clasicas se preservan
en la teoria cuantica, pero solamente si la medida de la integral de camino es invariante.

Para corroborar esto consideremos una teorfa con campos arbitrarios (denominados en conjunto
¢(x)) definida por,

210) = [ Doexpli(siel + o), (1.3%)
y consideremos la transformacién,
$(w) = ¢ (2) = d(x) + eAg(w) + O(), (1.39)
queremos que la medida D¢ sea invariante, es decir, queremos que se cumpla,

D¢ = D¢, (1.40)
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para que esto se cumpla es necesario que,
207] = / Dpei(Sle+07)
_ / DS 1+4'7)
_ / Depei (Sl 16" )

:/D(bei(sw]"'(b‘]) (1 + i(% +J)A¢ + 0(62)> :

por lo que,

‘ 58 , 6S
0= / DepelSlel+¢7) {&bm + JA¢>} = / Depe!S1el+¢7) [ / dty (M(y) + J(y)> Afb} . (1.41)

en el caso especial en que A¢(y) = 6 (z — y) se cumple la condicién (1.40) y la ecuacién (1.41) se
reduce a,
/Dd) [55 + J(:c)} e SIe) = o (1.42)
6¢(x)
la ecuacién (1.42) es la ecuacién de Schwinger-Dyson. Esta expresién verifica que la ecuacién de mo-
vimiento clasica,

5S
st =0

se preserva en forma de una ecuacién de operadores en la teoria cudntica.



Capitulo 2

Ecuaciones de Schwinger-Dyson
(SDE)

En este capitulo tendremos un primer acercamiento a las ecuaciones de Schwinger-Dyson, para lo
cudl trabajaremos en el contexto de QED3, es decir QED en tres dimensiones (2 espaciales y una
temporal). Esta primera aproximacién sera de utilidad pues al igual que sucede en QCD se presenta
el fenémeno de la generacién dinamica de masa.

2.1. Planteamiento de las Ecuaciones de Scwinger-Dyson.

Las SDE son un conjunto de ecuaciones integrales acopladas que definen completamente una teoria
cudntica de campos. Estas ecuaciones son analogas a las ecuaciones de Euler-Lagrange de la mecénica
clésica y su derivacién es independiente de la constante de acoplamiento, por lo que son vélidas tanto
en QCD perturbativa (pQCD) como en QCD no perturbativa (npQCD). La expresién

(2.1)

es una buena aproximacién perturbativa al propagador fermidnico, sin embargo, si deseamos una
aproximacién mas precisa, debemos considerar todas las maneras en que dicha perturbacién puede
tener lugar. El propagador de la ecuacién (2.1) es el propagador desnudo y lo denotamos como S%
mientras que al propagador que contiene todas las correcciones es el propagador vestido y lo denotamos
como Sf.

15
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(a) Correcciones tipo arcoiris.

) Correcciones al vértice.

S%S@EW

) Correcciones al propagador del fotén.

S S % +é“‘%s“““z$“”%= i

(d) Correcciones finales.

Figura 2.1: Tipos de correcciones al propagador fermidnico.

En las Figuras 2.1(a)-2.1(d) se muestran las correcciones al propagador fermidnico, al vértice, al
propagador del fotén y las correcciones finales que consideran que las correcciones anteriores pueden
ser requeridas nuevamente .

Sr(q) St(q) %(q)
Figura 2.2: Propagador vestido (Sp).

A partir del diagrama de la Figura 2.2 podemos escribir
Sr(q) = Sr(q) + Sr(9)E(9)SF(9) + SF(9)2(q)SF(9)X(q)SE(q) + - ..
= Sp(q) + Sp2(q) [SF(@)E(9)SF () + SF(9)2(9)SF(9)2(q)SF(q) + - - ]
= Sr(9) + Sr(9)%(q)SF(a),
)

si ahora multiplicamos por S% (q por la izquierda y por S ( ) a la derecha se llega a la relacién

Spt(@) =S5 (a) — 3(g) (2.2)

o bien, en diagramas de Feynman

-1 -1

—— ) @

Debido a que esto representa un sistema con infinitas ecuaciones, nos resulta imposible determinar
una solucién exacta. Sin embargo, si hacemos un truncamiento adecuado podemos obtener una buena
aproximacion a la solucién. La forma de elegir este truncamiento depende del fenémeno que estudiemos,
0 se encuentra en el régimen perturbativo o en el no perturbativo.
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2.2. Identidades de Ward-Takahashi (WTI)

Una de las consecuencias de la invarianza de norma es que las funciones

de Green obedecen las llamadas identidades de Ward-Takahashi (WTT) [2,

q /k 3, 4]. La identidad de WTI es uno de los requisitos para la restauracién de

la covarianza de norma de las observables fisicas estudiados mediante la

implementacién de las SDE!, ademds relacionan funciones de Green unas

\ con otras, una de ellas relaciona al propagador fermidénico con el vértice
fermién-boson

_ n _ -1 _ g1
Figura 2.3: Vértice fotén- (k= P), T (k, P) = Sp (k) = Sp~(P), (2.3)
fermion a nivel arbol. donde I'* (k, P) es el vértice de interaccién. Esta identidad se satisface en
todos los niveles de la teoria de perturbaciones. Por ejemplo, a nivel arbol, donde no se consideran
correcciones al vértice (T* (k, P) = 4* (k, P)) el propagador es Sp' = 7 — m. Asf el lado derecho de
la ecuacién (2.3) es
Sp'(k) = Sp'(P) = [k—m] — [P —m] =} - P = (k—P), 7", (2.4)
ademads, como estamos evaluando a nivel drbol podemos escribir
Sp' (k) = Sp'(P) = quI",

que es precisamente la identidad de la ecuacién (2.3). Como notaron Ball y Chiu [5], podemos descom-
poner el vértice no perturbativo completo en dos componentes: longitudinal y transversal. Las partes
longitudinal y transversal satisfacen las siguientes propiedades,

I'*(k,P) =T%(k, P) + T4(k, P); (2.5)
auT(k, P) = Sp' (k) = Sp' (P);
g, L7 (k, P) = 0;
De la propiedad dos se obtiene,
_ Sp'(k) = SE'(P) _ Sp'(k) = Sp'(P)

T (k, P = 7
L( ) 4 (k_P)M

si tomamos k — P tenemos

Y (k, k) = aaku [S=1 (k)]

2.3. Forma Analitica del Propagador

En general, S(P) puede depender de P*, y*, k*, ghv, P2 m?, etc, por lo que la forma méas general

de Sp(P) es,
Sr(P) = A(P?)P'+ B(P?), (2.8)

o de manera equivalente,
_ R
~F-M(PY)
Para probar que las ecuaciones (2.8) y (2.9) son equivalentes, basta multiplicar y dividir la ecuacién
(2.9) por el conjugado del denominador de la fraccién, esto es,

Sr(P) (2.9)

_ F(P?)  F+M(P?)  F(P? F(P?)M(P?)
SF(P)*/P/_M(PQ)'F_"_M(PQ)*PQ_MQ(PQ)P+ PQ_MQ(P2)—A(P2)P/+B(P2),
A(P?) B(P?)

donde F(P?) es la constante de renormalizacién de la funcién de onda y M (P?) es la funcién de masa.

ITambién existe un WTI para el propagador de fotones, sin embargo no es utilizada en esta tesis.
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2.3.1. Aproximacion Quenched

A vpartir del diagrama de Feynman de la Figura 2.4, podemos comenzar a realizar cdlculos con
la finalidad de determinar la constante de renormalizacién F(P?) y la funcién de masa M (P?) para
dimensiones arbitrarias d. Para ello, se aplican las reglas de Feynman a cada diagrama, con lo que la
ecuacién a resolver es,

/r\ 7iAILu(Q)
7381;1(13) - —1‘,8;-7 (P) i _k) [_ieru(k’ P)]
— ® ;
—r F S (k)
Figura 2.4: Propagador Vestido.
L o—1 .o ! ddk T P .
—iSp (P) = —iSp (P)—/ 2n)? [—iex"] [iSp (k)] [=iel™ (k, P)] [=iAuw(q)] - (2.10)

Sin embargo resolver esta ecuacion puede resultar sumamente dificil debido a las infinitas correc-
ciones, por lo que la aproximacién Quenched es 1til como primer acercamiento a la solucién. La idea
principal de esta aproximacién es suponer que las correcciones al propagador del fotén son muy pe-
quenas, esto es, supondremos que,

1
a2

Au(q) = A0, (q) = .

l:g;w + (g - 1) q;gu
QVAVAY aVAVAVIE=BVAVAVAVAVAVAY

Figura 2.5: Aproximacién Quenched.

El propagador puede escribirse como:

Aulq) = AL, (@) + fq’:% (2.11)

con Agy(q) = g% - %. De manera similar a lo ocurrido para la parte transversal del vértice, se
q q
cumple que qHAfy(q) =0.
Con esto en mente se tiene que el propagador vestido del fotén se puede escribir como

Au(@) = AT (9)G(d?) + sq;Z” (2.12)

donde G(¢?) = 1 al orden més bajo.
Sustituyendo la ecuacién (2.12) en la ecuacién (2.10) se tiene que

d

1 d*k v

SEU(P) = 85 (P) + ie? / S (k)T [Aﬁﬁf“j }
(2m) q

_ d

o1 . dk u . d*k » v
=i )+t [ Gy ST AL 6 / oy Sr T

d
™
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Ahora, en el ultimo sumando podemos dividir I'V de acuerdo a la ecuacién (2.5) y usar las ecuaciones
(2.6) y (3.1) para reescribir Si.'(P) como

4 d?k 'k Syt (k) — Sph(P
SH(P) = Sy (P)+ie2/ S SE(R)TV AT, +ige? / 24SF (k) =L (k) —F ( ), (2.13)
(2m) (2m) q
1 2
utilizando la aproximacion de vértice desnudo, donde el vértice toma la forma,
IH(k, P) =", (2.14)
la integral 1 se puede reescribir de la siguiente manera
d%k dek quq
ILS k ATV:/ S k u|: V_/J«u:|
/(2 )d'Y (k)r u (2r )d'Y (k) Iu ¢
3 af; k
= [ setly - [ SR
(2m) q (2m) q
Por otro lado, la integral 2 de la ecuacién (2.13) se puede reescribir como,
dek Spt(k) — SR'(P) / A’k g / d’k L
= £ — +Sp(k)Sz (P
/ S k) ¢ e d ) g W)
'k 4 3
= — S S (P
/(%)dq4 P(0)S5 ! (P)
asf la ecuacién (2.13) es equivalente a,
. d
i) =850+ i [ S s 25
b
(2.15)
d%k ¢Sr(k) dk 4 _
—ie2/ u—ieQ/i Sp(k)S7L(P).
(27T)d q4 g (27‘(’)d q4 F( ) F ( )
Sustituyendo las ecuaciones (2.9) y (2.1) en la ecuacién (2.15)
— M(P? dk M (k? F(k? H
P ( ):}j_m+i€2/ d %"‘ ) (k%) "
F(P?) (2 %+M (k)] K —M(K?) ¢
d 2 2
71,62/ d'k Z{%Jer)} F(k*
em at LF+ME2)| F— M(k2)
5/ dek g [}é—i—M(kz)} (k?) (P — M(P?))
t LK+ MK | F(P?) (K= M(k?))
lo que nos lleva a la que denominaremos ecuacién principal
P — M(P?) o [ dik A"+ M(K?) )
Fp i [ e
_i€2/ dlk o (F+M(K)) F(k*)d (216)
2n) @ (2 — M2(k2)

RCKS / d'k ¢ (K+M(K*) F(K*) (F — M(P?))
F(r?) ) (2m)*q* k? — M>(k?) ’
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multiplicando esta ecuacién por # se tiene,

ﬁ—FM@“:w_mﬁwéfd%P‘%%ww+Mmew%m

F(PQ) ( ) q2 k2 — M2(k2)
2 [ 4k P K+ ) F(k)d
[ =) 247
e / d'k }jg (16+M k?)) F(k?) (P — M(P?))
Fp?) ) @2m)* ¢ k? — M>(k?) '

Esta ultima expresion nos serd de utilidad en secciones posteriores cuando estudiemos un valor parti-
cular de d, es decir, un numero especifico de dimensiones. Aunque nuestro universo tiene 4 dimensiones
(3 espaciales y una temporal), algunas teorias siguen siendo de interés cuando son formuladas en di-
mensiones arbitrarias. Algunos fenémenos como la ruptura dindmica de la simetria quiral en las Teoria
Cudntica de Campos son mas sencillas de comprender cuando los restringimos a un universo con me-
nos de 4 dimensiones, en este sentido destacamos a QED3, pues sera el tema central en la siguiente
seccion.

2.4. Generacion Dinamica de masas en QED3

Antes de comenzar con nuestro estudio de QED32, es prudente aclarar el porqué de nuestro interés
en esta teoria; este se debe a que la teoria es super-renormalizable y tiene un limite quiral bien definido,
por lo que permite la generacién dinamica de masas. Debido a estas caracteristicas, presenta cierta
similitud cuantitativa con QCD), ya que la ruptura dinamica de la simetria quiral explica la masa de
los quarks constituyentes [6]. Por si esto no fuese suficiente, QED3 también resulta de interés en fisica
de la materia condensada, al ser una teoria de campo eficaz para describir superconductores de alta
temperatura [7] y el grafeno [8].

Para nuestro andlisis partiremos de las ecuaciones de Schwinger Dyson (2.10) sustituyendo,

(P)=F—m, (2.18)

F(k?)
Sr(k) = = M(2) (2.19)
Yy
1 v
A°, = | (€ 1)% ; (2.20)
-1 1
@ ) @
tenemos,

— 2 d ?
'P(M(P):P’—m+i62/(dk " %+Mk2))nglw

)
F(P?) om)? | K2 M2(R?)
. 2 dd?f F(k?) 2\, v dudv (221)
riete 1) [ S e gy K MO

2También llamada QED en tres dimensiones (2 espaciales y 1 temporal) o QED en el plano
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Posteriormente tomaremos la traza de estas matrices por lo que podemos omitir la escritura de aquellos
términos que contengan un nimero impar de matrices -, haciendo esto la expresiéon anterior se reduce
a

MU oy [ PG

F(P?) 2m)? PR = M2(R)) 22
+ie?(¢ — 1)/ Al A E ()M (K" gy .
o' @R -MEF)
resolviendo los productos de matrices ~
M(P?) B .9 d%  F(k*)M (k?) .9 d%k  F(k*)M (k?)
ey~ | Gmy 7 — ey Y / ) FREIEE)

Ak F(k*)M(k?)
(2m)® ¢*(k* — M2(k?))

:*m+i62(ffl+d)/

Notemos que en la expresién anterior podemos tomar la traza de ambos lados y cada término tendra
un factor tres que podemos eliminar de la expresién. Ahora pasaremos al caso particular de tres
dimensiones haciendo d = 3 y realizaremos una rotacién de Wick?, de este modo tenemos

MP?) Bk F()M(k?)
Fpz) e (§+2)/ (2m)? 2(kr"JrM(er)

5 +2) EF(E*)M (K?) .
/ /0 k2 +M k2) sin(#)dk df

B §+ 2) k2F (k2)M (k?)
I — /0 (& + M(k2)

Ioydk,

sustituyendo la ecuacién (A.8),

M(P?) al€ +2) /Oo REF(R)M(K) | ‘IH—P
0

F(P?) T (k2 4+ M (k2) n L — P’dka (2.24)

aproximamos F(k?) = 1y M (k?) = m (estas aproximaciones se deben a que esos son los valores de
estas funciones a nivel &rbol) con lo que

M(P?) a€+2) [ kdk | |k+P
F(P?)m(H Pr /OkQ—l—mzln’k—P')

(19D e [F]).

3En esta tesis nos limitaremos a efectuar las conversiones: k2 — —k?, P2 - —P2 k- P — —k - P y d*k — id*k. No
obstante se puede encontrar una definicién mas detallada en [9]

(2.25)
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M(P7)
05F
ISR
T S T YA # =0
» =1
0.3l * =2
' £=3
=4
0.2 3
=5
Ts
0.1t
Hisds
i | "'TE!"ln 2
| ] ubidl L [TTTe— »
107 0.001 1 1000

Figura 2.6: Solucién para M(P?) con m =0

En la figura 2.6 se puede apreciar que en la regién no perturbativa, el valor de M (P?) aumenta, es
decir, que la masa de la particula aumenta. A este fenémeno se le conoce como generaciéon dindmica
de masa, existen diversos mecanismos que pueden explicar este proceso; todos estos basdndose en el
rompiento de alguna simetria. Del mismo modo podemos notar que se presenta un mayor generacién de
masa cuando el valor de la norma es menor, en este caso ¢ = 0. La suma de todas las autointeracciones
del fermién dan origen a su masa (euclideana),y esta puede inferirse del comportamiento infrarrojo de
la funcién M (p).

Para determinar F(P?) multiplicaremos la ecuacién (2.21) por Zy tomaremos la traza del resultado,
esto es,

P pr e [ LR PREGR )y [ PE PRy
P+ / : Fie(€ - 1) / :

F(P?) om)® ¢[k? — M2 (k?)] om)® ¢*(k* — M2(k?))’
usando las propiedades las trazas de las matrices de Dirac podemos reescribir la expresion anterior
como,
p? =P2+i62/ 3k P kF(Kk?) +i62(§—1)/ A3k F(RQ)ZP-qk-q—qQP%
F(P?) (2n)° PR — D) (27r)3 ¢ = 32

:P2+i62/ 3k P-kF(k?) 25/ d3k 2P qk-q—q¢*P-k
(2m)° @?[k? — M2 (k?)] q*(k* — M?(k?))
a3k 2P . qk-q—q¢*P -k
52 F 2
* /(%)3 )=t = )
&k 2P -qk-q & k Pk

:P2 : 2 / F k,2 2 /

+1e 6 (271_)3 ( )q (k2 M2 k2 5 (k2 _Mg(kg))

N iez/ &k F(k*)(2P-qk-q)
(2m)® q*(k* — M2(k?))
Considerando P -q k-q = k*(P - k) — (P -k)? — P2k? + P%(P - k) y haciendo una rotacién de Wick
P2 26 k*Lg — Iy — P?k*Ioz + P*1hy

R R

i / dk K2P (k) —— T
2m)2 J, k2 + M2(k2)’

(2.26)
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Escribiendo explicitamente los términos notamos que los siguientes se cancelan y dan cero, esto es:

K2 4 P> k+ P L el
k215 — 1oy — P?K?] P21, = (P?2 + k2 - —
12 — I 02 + P?La = (P* + %) Z P22 2kP (B2~ P2)?
(2.27)
k+P| 2P

kP “ g pre 0

de modo que, dividiendo la ecuacién (2.26) entre P? y sustituyendo el valor de I;; tenemos,

1 /dk F(k?) B4 P2 kPl
Py P227r K2+ M2(k2) \ 2kP k- P '

Al tomar el limite F(k?) =1y M(k?) = m se obtiene:

1 af [ 1 k*+P?2 |k+P af [ 1
=1— — dk n + k
F(P?) P2r k2+m 2kP k—P| " P2rJ, k2 4+ m
al I N af [ om
=1 — — 2.28
Pr W2 tm 2kP 2| g <2m> (2.28)

af [ 1 k24 P? P g
—1- = [ ak T 1 arctanh ( =
Pr ), Peam kP T ) o

08}
06 i =3

04t

0.001 0.010 0.100 1 i0 100 1000
. . s 1
Figura 2.7: Solucién para TP

Por la Figura 2.7 podemos inferir que, el inverso de la funcién de normalizacién es mayor en la regién
perturbativa, entonces F(P?) debe ser menor en esa misma regién, en el régimen no perturbativo
. . . 1 ~ . 2 s .
sucede algo similar; como F(p7) © bequerio podemos asumir que F'(P?) alcanza su valor méximo en
esta region. Podemos ver que en el escenario mas sencillo de un modelo simple, pero con relevancia fisica
directa como QED3, la aproximacion arcoiris ilustra la naturaleza del fenémeno no perturbativo de la
generacién dindmica de masas. En la siguiente seccién estudiamos el comportamiento no perturbativo
del propagador del fermion apagada (en quenched) QED4, donde por apagada queremos decir que
despreciamos la contribucién de los lazos.

2.5. Solucién para cuatro dimensiones

Como se discutié anteriormente, una de las motivaciones mas importantes para estudiar el com-
portamiento no perturbativo de las teorias de norma, es el hecho de que si las interacciones son lo
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suficientemente fuertes, son capaces de generar masas para las particulas incluso si comienzan sin ma-
sa, como muestran la ecuacién (2.24) y la Figura 2.6. Para estudiar esta caracteristica necesitamos
hacer uso nuevamente de las ecuaciones de campo de la teoria, las ecuaciones de Schwinger-Dyson.
Tomamos la DSE para el propagador del fermion en 4 dimensiones en la aproximacién apagada con el
vértice desnudo, dado por la ecuacién (2.17) y tomemos la traza:

4P* 102 d'k F(k*) Pk 102 d*k F(k*) [(P-q)(k-q) — P-k¢*]
ey 4 -8 | or @ P-MEE) / et @02 - M)
.y ie? / d*k F(k*)[P?q-k—P-qM(k*)M(P?)]
F(P?) (2m)* q* (k> — M?(k?))

Lo siguiente que haremos es dividir la ecuacion anterior entre 4 y se realizara la correspondiente
rotacién de Wick desde Minkowski al espacio euclidiano.

p? &k F(k?) Pk d*k F(P?)2(P-q)(k-q) —¢* (P k)
F(P?) *P2+2e2/ (27r)4 @ k2 4+ M2(k?) 62/ (271_)4 ¢ k2 4+ M2(k2?)

e / d'k F(k?) P2 (q- k) + M(PYM(R?) (P q)

F(PQ) (2ﬂ)4 q4 k2+M2(k2) )

(2.29)
si ahora consideramos que ¢ = k — P se tiene que,
2(P-q)(k-q) = ¢*(P-k)=2(P- (k= P)) (k- (k~ P)) = (k= P)* (P k)
=2[P k(k*+P>—P-k)—P*k*| — (k*—-2P-k+P?)P -k (2.30)
= (k* + PP - k — 2P%k?,
ademas,
P?(q-k)+ M(P*)M(k*) (P-q) = P* (k> = P- k) + M(P*)M(k*) (P -k — P?). (2.31)
Sustituyendo las ecuaciones (2.30) y (2.31) en la ecuacién (2.29) se tiene que,

p? P29 2/ d'k F(k*) Pk 2/ d*k F(P?) (k* + P2)P -k — 2P%k?
e
( (K2) (

F(P?) 2ﬂ)4 @ k24 M2 27T)4 ¢t k2 4+ M2(k2)
e2¢ d*k F(k?) P? (k* — P-k) + M(P*)M(k?) (P -k — P?)
+ F(P2) / (em)* ¢ k2 + M2(k2) ’

como ningin término dentro de la integral depende del dngulo ¢ el elemento d*k se puede reescribir
como,

d*k = 27k?dk? sin? 0 db), (2.32)

de este modo tenemos que

2 00 1.2 2 T
P~ _pey 2a/ LG >k2 / 5P in2y dy
0 ) o 9

F(P?) w2 2 k2 M2(
a [ k? F(k?) T Tk.P
- M7} P\ A 72P2k2/ —sin%4 d k? + P? / 2~ sin?y d
+772 0o 2 k2+M2(k2){ 0 q4s1n v ¢+( M ) 0 q* sin” 9 dy

Oéf Ook2 2 F(k2) 2,9 ™1 . 9 ) Wk‘P.2
+7‘('2F‘(P)2)\/0 ?dk m Pk \/O qjsln 'l/}d'lpfp /0 ?Sln ’l/)d’(/)

+M (K*)M(P?) <Aﬁ

q4

sin? ¢ dip — P2 /OW q%sin%/} dq,/;)] .
(2.33)
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En la aproximacién arcoiris las funciones F/(P?) y M (P?) son independientes de ¢ por lo que con el
fin de reducir esta expresién utilizaremos lo que se conoce como integrales maestras, estas son de la
forma,

T E-P)"
Inm :/ d¢ Sin2¢ ( ) 47 (234)
0 qm
sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién (2.33),

P2 P2 + g OokQ de F(k2) F(kQ)

(8%
—_ ] — Bdk?——
F(P?) 2, [ VeI R /0 2+ M2(R2)

[—2P2k* 1oy

2 2 a § > 2 112 F(k2) 272 2

M (K*)M(P?) (I — P*I)]

agrupando términos similares,

P2 2 > 2 2 F(kQ)
F(P?) =r +ﬁ WAk + M2(k2)

/ Kk (k)( )[P2k2102 P?Ih,

[—2P?k*Igs + (K* + P?) 115 + 2114

7T2 F( P2
+M (K*)M(P?) (g — P Ioz)}

Ahora, usando las ecuaciones (A.10) y (A.11) llegamos a,

2 - 2 2
L :P2+ii/ dekQ& [ng( — P?)

F(P?) 272 F(P?) k2 02() |2 K (2.35)
~ M (k*)M(P?) <2P29(P k2)>] ;
e € T[T PR 1, 5

F(P?) = F(P?) [/0 h dk k2 + M?(k?) RS (2.36)

00 2 2 2 '

N
donde,

e(x)—{l six>0 (2.37)

10 si o z<0 .

Sustituyendo esto en la ecuacién (2.36), obtenemos la expresién final para el inverso de la constante
de renormalizacién de onda,

1 a o o F(K*) 1
F(PY) 1+ 4 p2 [/ W e () B2

2 2 F(B)M(K*)M(P?) 1
_/0 W dk k2 + M2(k2) P4

(2.38)

En esta ecuacién, queda claro que en la norma de Landau & = 0, F(p?) es obviamente igual a 1
a todos los ordenes. Ahora, para determinar la funcién de masa M (p?) regresaremos a la ecuacién
principal (2.16),

4Los resultados de algunas de estas integrales se muestran en el apéndice A
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F(P?) = 27r)dq72k2 _ M2(k2)F(k2)’Yﬂf
—ieQ/ A%k o (F+ M(k?)) F(k?)¢
(2m)* ¢ (k* — M2(k?))

e / d'k ¢ (K+ M) F(K*) (F - M(P?))
F(P2> (271_)11 q4 k,Q _ MQ(k2) ?

St 00} Fomic [ dlk " f+ M(K)
(

y tomando la traza de ambos lados de la expresién,

M(P?) ot ie? d*k M (K*)F(k?) M g2 d*k M (k*)F(k?)
F(P?) — 4m + /(277)4 @ [k — M2(k?)] Tr (v"y,) — 4 /(27r)4 2 [k2 — M2(k?)]

e [ d 1 oy
779 | Gyt g MRG0 T (08)
() M(P) T (gH)]

e [ MO L, dk M(E)F(R)
= amtlo / A / (@)t 2 (k2 — M2(k?)]

it [ dk 1
5y [ o) TP )] |

4P - qM (K*)F (k%)

~4g- kP(K)M(P?)],

donde
MP?) o [ AR ME)F(E) e [ dk 1 o
P MO / (2r)* @2 [k — M2(k?)]  F(P?) / (2m)* ¢ [K2 — M2(2)] [PqM (k*)F (k?)

—qkF(K*)M(P*)],
realizando una rotacién de Wick,
M(P?) e2¢ / d*k 1

kil Sl S
F(P?) F(P?) ) (2m)* ¢* (k2 + M?(k?))

9 d*k M (k*)F(k?)
+3e / ) @ [ + M2(k2)]

[M (K*)F(k*)q - P — M(P*)F(k*)q - k]

usando nuevamente la ecuacién (2.32) y las integrales maestras se tiene que

M(P? e? kdk?  F(k? , ) s
F((P2)) - F(]i) / (2m)3 k2 + ](\42)(k2) (M (K*) (T2 — P*Io2) — M(P?) (k*Ioz — T12)]
+3 2/ k2 M (k?)F(k?) S (2.39)
e (2n) k2 + M2(R?) 02,
Sustituyendo las ecuaciones (A.12) y (A.13),
M(P*) _ e’ k* dk*  F(k?) mM (k*) o o, TM(P?) 2 2
F(P2) F(pz)/ (2m)3 k2 + M2(k2) {— opa O — k) — — =6k - P )] -

o [ K ME)FG) [r 1 T S
+ 3e /(27T)3 k2 + M2(k2?) {2k2—P2 [—P29(P —k)+ =0(k* — P )}}
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En teorfa de perturbaciones F(P?) =1+... y M(P?) =m+..., de manera que para la ecuaciéon
anterior podemos considerar F'(P?) ~ 1; si adem4s utilizamos la norma de Landau (¢ = 0) y recordamos

2 .,
que « = -, entonces la ecuacién (2.40) se transforma en,

P2 2 2 A? 2 2
3o 2 k M (k#) 3a/ dk* M (k*) (2.41)

M(P?) = = ekl S A B v A
(P7) m+47r 0 P2 k2 + M2(k?)  4rm Jp2 k2 + M2(k2)’
linealizando (i.e. supondremos que la masa generada es tan pequena que M7(k?) — 0 para j > 2) la
ecuacién anterior obtenemos la forma analitica para la funcién de masa M (P?),

3o P?
M(P?) = — dk? —
(P =m+2 | IZr

M(K) | 3a /A2 dk? M (k?) (2.42)

P2 k2 ’

en el limite quiral®

2 _ 30 /F” » M (k?) /Azdkwu&)
M(P)_47T ) dk* —; +P2 3 )

Notemos que M (P?) = 0 es solucién de la tltima expresién, no obstante, esta solucién no permite
generacién de masa cuando m = 0. Debido a esto tenemos que considerar el rompimiento dindmico de
la simetria quiral, mismo que se da cuando « es mayor que un valor critico ..

2.5.1. Anadlisis de Bifurcaciones

Como mencionamos anteriormente, el rompimiento dindmico de la simetria quiral se da cuando la
constante de acoplamiento « supera un valor critico a,.. En el punto a. tenemos una bifurcacién (la
solucién trivial y la no trivial se separan), para encontrar este valor critico pedimos que M (P?) tenga
forma de una ley de potencias,

2 2\~
M = ()

con s > 0, de modo que,

47 P2 p2 k2

e[ ]

_304 'P—25 A—QS N P—2s
4t [1—s s s |

Considerando s > 0y A — o0,

P72s _ 3a |: 1 + 1:| P72s7

Tar|l1-s s
donde,
~3a 1
4w s — 52’
o bien,
3a
2
_ °2
S S+ T ,
las soluciones a esta ecuacion son,
1.1 3«
=—+ /1 - —
T 97 5

5Cuando m =0
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1, s . ™ . .
En esta ultima expresién podemos apreciar que para o = 3 tenemos un cambio de signo en s, con

. s u 1es s
lo que podemos deducir el valor critico de a es a. = —. En esta ultima expresién podemos notar

que, para a > g la solucién de la funcién de masa toma valores complejos, lo que nos indica que ha
ocurrido una transicién de fase de una solucién perturbativa a una no perturbativa correspondiente a la
generacién dindmica de masas. El rompimiento dindmico de la simetria quiral es de gran importancia
en las teorias fisicas, no obstante, no es sencillo introducirlo debido a que solo proporciona resultados
confiables cuando las suposiciones hechas tienen un argumento fisico solido. En el articulo [10] se
utiliza, a manera de ansatz, la expresiéon

de manera que podemos escribir la solucién a la funcién de masa como

M -7

M
A

1l
0.01}
1074}
106} |
108}

10—10 L

10712 . "
1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 2.8: Variacién de la masa Fisica respecto a .

En la Figura 2.8 se muestra la gréfica de la ecuacién (2.43), en donde notamos que la generacién
de masa comienza a darse cuando a > a, del mismo modo podemos apreciar que la funcion de masa
es muy sensible a las variaciones de . En el siguiente capitulo describimos el progreso realizado hasta
ahora en esa direccién en QCD.



Capitulo 3
Vértice quark-gluon

En el presente capitulo se explora a profundidad las propiedades del vértice quark-gluén. También
se presentan resultados numéricos para los factores de forma de este mismo vértice.

A pesar de la relevancia del vértice quark-gluén en Cromodindmica Cudntica (QCD), su estudio
tedrico més alla del nivel drbol ain es limitado. Al considerar cdlculos a un loop, emerge un término
asociado al vértice de tres gluones, el cual constituye el foco central de nuestra investigacién.

Dado que la parte abeliana del vértice quark-gluén contribuye marginalmente a la generacién
dindmica de masa, anticipamos que el diagrama no abeliano sea el principal responsable de este
fenémeno. Ademaés, esperamos que la mayor parte de la masa generada se concentre en la region
no perturbativa de la QCD.

Nuestro objetivo es obtener una expresiéon analitica que cuantifique la contribucién del vértice de
tres gluones a la generacién dindmica de masa. Esta expresién, idealmente, deberia concordar con las
observaciones experimentales y las simulaciones de Lattice QCD.

Debido a la naturaleza intrinseca del fenémeno estudiado, trabajaremos estrictamente dentro del
marco de la QCD. Especificamente, comenzaremos desarrollando el vértice quark-gluén de la siguiente
manera,

Figura 3.1: Vértice quark-gluén. Se cumple la ley de conservacién energia-momento (p; + p2 +p3 = 0).

Las estructuras vectoriales y escalares que se deben incluir para describir adecuadamente las inter-
acciones entre fermiones y bosones son,

Vectores: D245 P1ps Y

Escalares: Ip,v-p2,7-DP1,7 - P17y P2

29
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esto da lugar a 12 estructuras,

Ly = ZQ p2,p1)V, p27pl)

donde, los términos €2;(p2, p1) son factores de forma y los términos )V/j (p2, p1) son componentes ten-
soriales dados por,

Vul =T V = P2 V = Pip
V= (v p2)u V= (7 P2)P2u VS = (v papiy
Vi= (v p1)m V8 (v - p1)P2u V9 (v - p1)P1y

VIO =(y-p2)(v-p)vu | Vit = (v -p2) (v - p1)p2n | V2 = (v p2)(v - p1)p1s

En general esta descomposicién tiene singularidades cinemadticas en los factores de forma. Estas sin-
gularidades aparecen cuando p3 — p3.

3.1. Vértice de Ball-Chiu

El vértice de Ball-Chiu[5] se puede descomponer de la forma,
*(p2, p1) = I (p2,p1) + T (P2, 1),
donde, la parte transversa de cumplir,

P30 (p2, p1) = 0;

Como veremos a continuacién, la parte longitudinal se fija mediante las WFGTT.

3.2. Identidades de Ward-Takahashi en QED

Para la parte longitudinal del vértice podemos proponer funciones que cumplan con las siguientes
condiciones,

paulf (P2, 1) = S5 (p2) — Sp' (p1); (3.1)
donde, ,
_ F(p1)

de la ecuacién (3.1) tenemos,

Sz'(p2) — S5 (p1)

T = 1
L P2g1 (pg—pl)u
de donde,
d St (p1) 0 szl—M(p2)] o 0 1 o [M(p?)
i <S50 O] ]
L) = e | F@D) ) FGD TP 0p [FGD] T e | FGR)

o w0 1 .0 M (p?)
S Fe) TR {F@%)] i [F@%l)] ’

de este modo si tomamos p; = ps (por cuestiones practicas se escribe py y p2 pues de hacer la sustitucién
directa aparecen divergencias),

FMl[Fl 1 )]7,1 1[F1 1 ] (p2 +p1)* %zﬂﬂl {M(pg M) (p1+p2)*

L7 2 [F(p?) " F(p3 2 |F(p}) F(p3) p3—p?
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si tomamos en cuenta que,
4

Ly (p2,p1) = Z AiLip(p2,p1)

i=1
Ys

8
I (p2,p1) = ZTiTw(pl,p2)7
i=1

podemos concluir que,

17 1 1
M= {F(pf) * F(pi)}

17 1 1 1
=3 {F(p%) F(p?)} ps—pi
Ny — [M(pg) B M(p?)} 1

F(p3)  F(p}) | p3—p?

de este modo tenemos determinada la parte longitudinal del vértice, por otro lado, la parte transversa
debe cumplir,

—_

. Ortogonalidad al vértice, p3, '}, (p2,p1) = 0,

2. Ser libre de divergencias cuando ps — p;.

3. Reducirse a nivel 4rbol en ausencia de interacciones.

4. Cumplir las identidades de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF).
5. Ser multiplicativamente renormalizable.

La parte longitudinal del vértice cumple que,

Llll = Y

Loy = (p1 — p2)(P1 — P2) s

L3, = (p1 — p2) s

L4;¢ = O—p,t/(pl - P2)V~
3.3. Vértice quark-gluén

Este enfoque se inspira en trabajos previos, entre los que destaca el de Davydychev[11].

Figura 3.2: Diagrama Abeliano.
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Figura 3.3: Diagrama no Abeliano.

A un loop debemos considerar dos contribuciones al vértice quark-gluén, estas son las que se ven en
las figuras 3.2 y 3.3. Los factores de color de estos diagramas son proporcionales a (Cp — %CA) y Ca,
respectivamente. C4 y C'r son los eigenvalores del operador de Casimir cuadratico en la representacion
fundamental y adjunta respectivamente. Para el grupo SU(N),

NZ 1
2N

donde N es el numero de colores (en nuestro caso N = 3), de modo que Cy =3y Cp =4/3.

La primera contribucién “abeliana”es muy parecida a la correcciéon a un loop del vértice foton-
fermién en QED. El diagrama de la figura 3.3 es no abeliano y aparece por las autointeracciones de
los gluones. Si tenemos quarks masivos ambos diagramas involucran integrales “triangulares”con dos
y una linea masiva respectivamente, estas integrales son [11],

Ca =N, Cp = (3.3)

_ d"q
Ja(v1,v9,v3) = / [(p2 — p3)2 — m2" [(p1 + p3)2 — m2]*> (p3)"’ (3.4)
_ d"q
Jl(l/la Vo, 1/3) - / [(p2 — p3)2]l’1[(p1 +p3)2}y2 [p3 — mQ]V:s’ (35)

donde ¢ es el momento interno y n = 4 — 2¢ es la dimension del espacio-tiempo en el marco de
la regularizacién dimensional [12], entendiendo el subindice de J como el nimero de propagadores
masivos, podemos extender esta notacién a las integrales sin masa J(v1, 12, v3) consideradas en [13],

J(v1,v2,v3) < Jo(vi, 12, v3),
del mismo modo que en [13], podemos extraer de cada integral a un loop la expresion,
2
o)

n_m_g)r(:&—”):wr(ue), (3.6)

2) ~ T(1-2e)

una extension natural de la notacién usada en [13] es introducir las funciones ¢; (i = 1,2) tales que,
Ji(1,1,1) = in"Pngi(p?, p3, 3 m). (3.7)

Para las integrales de dos puntos introducimos las funciones,

ki(pfym) = ki, (3.8)

conp; (I =1,2,3) el momento externo de la funcién de dos puntos, mientras tanto el indice (i = 0, 1, 2)
indica cuantos de los dos propagadores internos son masivos. En este sentido, kg corresponde a la
funcién de dos puntos con lineas sin masa,

Jl(]-v 13 0) = JO(L 170) = iﬂ—n/2nk0737
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y andlogamente para Jy(0,1,1) y Jo(1,0,1) con ko1 y ko respectivamente. Asi pues, se puede com-
probar que k; corresponde a la funcién de dos puntos con una linea masiva y una sin masa,

J1(0,1,1) = J5(0,1,1) = in™ 2nky 4

J1(1,0,1) = J5(1,0,1) = in™ 20k, o,
finalmente ko corresponde a la funciéon de dos puntos con dos lineas masivas,

Jo(1,1,0) = J5(1,1,0) = in™ 2nky 3,

del mismo modo para J3(1,0,1) y J5(0,1,1). Las funciones de dos puntos sin masa introducidas en la
ecuacién (2.15) de [13] pueden identificarse como k; <— ko ;.
Con esto podemos escribir,

T(e+1
n2l(E+1)

J1(0707 1) = JQ(laoaO) = J2(07 170) =1 5(1 —_e (m2>176 = iﬂn/2nm2]‘%a

donde,
T(1-2) 1 2y_e
_ralfdeafeﬂm) :

No esta de mds remarcar que en el marco de la renormalizacién dimensional [12] se cumple,

k = k(m?)

Jl(l,0,0) = Jl(ov]-vo) = J2(0707 1) = 07

Es conveniente introducir una notacién que nos permita identificar cada elemento de una expansién
perturbativa. Para una cantidad X denotamos la contribucién de orden cero como X (9, la contribucién
a un loop se denota como XM, de modo que la expansién perturbativa luce de la siguiente manera,

X=xO 4 x® 4

3.3.1. Funciones de dos puntos.

A nivel mas bajo el propagador del gluén es,

1
_i§a1azp (gmuz _ gpl“;;m“?) ,
donde £ es el término de norma, £ = 0 corresponde a la norma de Feynman. En adelante se sobreen-
tiende que 1/p? +— 1/(p? +i0). Para nuestro propdsito no requerimos las correcciones al propagador
del gluén.
Denotamos al propagador del quark como S(p). Las dos funciones escalares a(p?) y B(p?) en el
inverso del propagador del quark se definen como,

iS™ (p) = a(P)p + B(°)1,

donde p = p''~,,, ademds I corresponde a la identidad en el espacio de las matrices de Dirac. Al orden
mas bajo se tiene a(® =1y g0 = —m.

Para los términos de orden mayor debemos calcular el diagrama
de un loop mostrado en la Figura 3.4, los resultados de estos

q célculos alrededor de 4 dimensiones se pueden encontrar en
[14],
P X b QW) =L CF (0 91— £)[( + s (s m)
(47T)n /2 2p2
Figura 3.4: Diagrama de la auto- —m21~€(m2)],

energfa del quark. (3.9)
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2
@2y 91 _ 2.
B () = Sk Crm(n — §)ki(p™;m). (3.10)
El propagador del fantasma es,
naias (.2 __ :5ajas G(p2)
Al orden mas bajo G(0) = 1, mientras que para un loop se tiene,
n C

GO = L1 _ZA1 4 (n— 3)&lko (p? 3.12
") = G 2 (1= 3k, (312)
podemos ver que en la norma de Fried-Yennie [15], £ = —2 y G(M)(p?) permanece finito cuando n — 4.
Si tomamos £ = —2/(n — 3) como la generalizacién n-dimensional de esta norma [16, 17] entonces el

lado derecho de la ecuacién (3.12) se anula.

3.3.2. Identidad de Ward-Slavnov-Taylor

La identidad de Ward-Slavnov-Taylor (WSTI) [18, 19] para el vértice quark-gluén T',(p1,p2,p3),
de acuerdo con [20, 21] es,

P5T,u(p1, p2,ps) = G(p3)[S™" (=p1) H (p1, p2, p3) — H(p2,p1,p3)S ™" (p2)), (3.13)

donde G(p?) es la funcién escalar asociada al propagador del fantasma.

La funcién H ( y la funcién “conjugada” H) involucran el vértice de cuatro puntos quark-quark-
ghost-ghost completo como se muestra en la Figura 3.5. Para determinar la funciéon H necesitamos
“unir”las lineas del quark externo y el ghost interno en un
vértice no estandar, denotado con una x, e integrar sobre el
momento del loop resultante. Notemos que el vértice quark-
quark-ghost-ghost completo involucrado en la WSTI se puede
descomponer en una parte conectada y una parte desconecta-
da como se puede apreciar en la Figura 3.6. Incluso podemos
descomponer la parte conectada en términos de los vértices
propios (irreducibles de una particula) como en la Figura 3.7.

Podemos notar que en el lado derecho de la ecuacién mos- Figura 3.5: Representacion gréfica de la
trada en la Figura 3.7 no hay contribucién del nivel d4rbol. La funcién H.
expansion perturbativa comienza a un loop, correspondiente
al intercambio de dos gluones. Como la funcién H involucra un loop de integracion extra, esta funcién
propia de cuatro puntos no contribuye a la funcién H a un loop, H), que se muestra en la figura 3.8.

La funcién H se puede descomponer en términos de funciones escalares (factores de forma) como,

H(p1,p2,p3) = Xo(p1, P53, p3)1 + x1(p1, P53, p3)P1 + x2(P3, 13, P3)P2 + X3(P1, P3. P3) 0w piph,  (3.14)
donde,

1
Opy = 5(7;/71/ - 7V7u)- (3.15)

La funcién “conjugada” H puede escribirse en términos de las mismas funciones escalares,

~ -~
_4‘4— ~o e
= +

Figura 3.6: Parte conectada y desconectada de la amplitud quark-quark-ghost-ghost.
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< . o
&

@

Figura 3.7: Parte conectada de la amplitud quark-quark-ghost-ghost en términos de los vértices propios
(rojos).

Figura 3.8: Funcién H®) a un loop.

H(p1,p2,p3) = xo(p1, p3, p3)1 — x2(P1, P3, p3)pr — x1(P3, P35, P3)P2 + X3(PT, P3. P3)opiph,  (3.16)

a orden mas bajo Xéo) =1, XEO) =0(=123).
A un loop es conveniente dividir la WSTI en dos partes, correspondientes a los diagramas de las
figuras 3.2 y 3.3, haciendo esto llegamos a las ecuaciones,

a 1 — _ _ 1
pgrﬁl )(p1, 2. p3) = (CF - 20A> Ci' [S™H=p1)—S 1(1)2)}( ) (3.17)

_ 0 = _ 0
PATCD (o1, pa, ps) =[S (=p1)] " HO (b1, p2, ps) — HD (p2, p1,ps) [S7 (02)] ¥ +
1
+5CaCr! [$7H (=p1) = 57 ()] HO+ (3.18)
+ QG(l)(p:Q)’) [5_1(—]71) _ S_l(pg)](o) ]_](0)7

donde continuamos usando la convencién que los superindices “(0)”y “(1)”indican la contribucién de
0 y 1 loop respectivamente. La identidad de la ecuacién (3.17) nos recuerda a la identidad abeliana de
QED, por otro lado la ecuacién (3.18) es la no abeliana.

3.3.3. Descomposicién de vértice quark-gludn.

Recordando la ecuacién (3.13), es conveniente separar el vértice en una parte longitudinal y una
parte transversal,

T,.(Pg, P2, p3) = TP (p1, p2, p3) + T (p1, p2, p3), (3.19)
donde,
PET (p1,p2.ps) = 0, (3.20)

de modo que que la parte transversal no contribuye al lado derecho de la ecuacién (3.13).
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En general basta con extender la QCD la descomposicién del vértice QED sugerida en [5, 22] a
QCD. Como se menciono anteriormente, la parte longitudinal del vértice puede escribirse,

4
FE/,L) <p17p27p3> = Z )‘i(p%7pg>p§)Li;M(plap25 )a (321)
=1
donde,
Ll,,u V>

Lo, =(p1 — p2)(P1 — P2) >
LB,M :(pl _p2);u
L4,,u :Upy(pl 7p2)ua

(3.22)

comparando con la ecuacién (3.13) podemos relacionar las funciones \; con las funciones «, 8, Gy x;.
Por otro lado, la parte transversa, que no contribuye a la ecuacién (3.13) se puede escribir[5],

8
F( ) plap2ap3 ZTz plap2ap3 z#(plvp%) (323)
i=1

con los tensores transversos,

T1..(p1, 2, p3) =1, (p2p3) — P2 (P1P3),

T5,(p1, P2, p3) = — [P1u(P2p3) — P2, (P1P3)](P1 — P2),

T3,,,(p1, P2, P3) =p3Y, — D3ups;

T4,(p1, P2, P3) =[P1(P2p3) — P2, (P1P3)]0uAPT P2,

Ts,.(p1, P2, P3) =00 D5, (3.24)
T6,.(p1, P2, p3) %( —p3) + (p1 — p2) s,

T7u(p1,p2,p3) = ( = 23) (P = p2) = (p1 = p2)u] = (1 — P2)ovaprvpd,

Ts,u(Pl,pz,ps) = W’/ﬂw\pfpé + Plu}éz - Pm}ﬁb

la relacién entre X’s y 7’s con la descomposicién usual se puede encontrar en [11]. Se puede probar que
L, y T, son funciones impar, excepto por Ly y T,

Liu(p1,p2) :—Lz,;(m,pl), i=1,2,3,
Lap(p1,p2) = (pz,pl)

Tip(p1,p2) = — Tph, (D2, 1), i=1,2,3,4,5,7,8,
Tou(p1,p2) =T, (pz,pl)

del mismo modo se cumple,

(p17p27p3) /\z(p27p17p3> =123,
Ma(pi,p3.08) = — (3,07, 13),
7i(p1, 03, p3) =7i(P3, 1, P3); i=1,2,3,4,5,7,8,

Tﬁ(plap27p3) =—- Tﬁ(p2ap1ap3)a

como consecuencia de la relaciones anteriores, en el caso p? = p3 = p? las funciones \; y 7¢ deben ser
cero,

M(p?,p®,p3) = 0; 76(p*,p*,p3) = 0, (3.25)

Con ayuda de estas simplificaciones, podemos comenzar a describir la forma analitica del vértice que
nos permitird analizar sus componentes.
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3.3.4. Resultados off-shell.
Introducimos la notacién,
K =pip3 — (p1p2)?,
My =(p? — m?)(p3 — m?) + m?p3,
Ma =(pi —m?)(p3 — m?)p3 +m*(p} —p3)?,

del mismo modo, para distinguir las contribuciones a un loop de los dos diagramas que conforman al
vértice quark-gluén usamos las letras a y b (en este sentido a representa la contribucién abeliana y b
la no abeliana), de este modo,

)\1(1) _ )\Ela) " )\511))7 A0 _ Ti(la) n Ti(lb)’

%

a continuacién se presentan los resultados para las partes longitudinal y transversa del vértice.

3.3.4.1. Resultados de la Parte Longitudinal del Vértice.

Las funciones del diagrama abeliano de la figura 3.2 son,

9°n (Cr — 3Ca) (n—2)(1 — &)

A (2, p3,p2) = p3(p} + m*)k11 + pi(p3 +m?)k12 — (pF + p3)m>k],

(4m)n/2 4p3p3 520
2 1
a 9°n (Cr —5Ca) (n—2)(1 = ¢) -
A (02, 3, p2) = ((47r)"/22 ) W) [P2(p? +m?)k1 1 — P2 (p3 + m*)k1 2 + (p3 + p2)m>k],
(3.27)
)\(hl)( 2 2 2) _ Ui (OF B %CA) (n B g)m(k —k ) (3 28)
3 p1,D2,P3) = (471-)77,/2 p% _p% 1,1 1,2) .
M (3. p3.03) =0, (3.29)

podemos ver que el diagrama a no contribuye a la funcién )\4(11).

Las contribuciones del diagrama b son,

47T n/2 16/C

x (P} — p3)°[(p1p2) 1 + M1 + ko sl + [2+ (n = 3)E](PT — p3)[P3k1,2 — PTk11 + (prp2) (k11 — k1 2)]
ki1 kig P1 +p2 k} }

/\glb) (p%,p%,pg) pl + p2 —2m? )1 — nki,1 — nky o — 4ko 3} 2+ (n — 3)¢]

—(n —2)(2 = )Km?
( )2=8) Pt P Piv

(3.30)

2
b g°nCa 1
A (02, 3, p2) = @) 16K GR = 2) {12+ (n = 3)&p3(p — p3)[(p1p2)er + m*p1 + ko 3]

+ 24 (n = 3)€Ip3[p3k12 — pikia + (pap2) (k11 — k12)] + (n — 2)(2 - K (3.31)
2 2 2 2 2.2
h +2m k11— b +2m ki2+ n 2 5)2 mzk} } 7
V41 p3 pip3




38 CAPITULO 3. VERTICE QUARK-GLUON

*nCa m
T (4m)n2 8My
(n—3)¢[(p3 — p3 — m*)k11 + (pT — p§ — m*)k1 2 + piko 3]

C(n— Ml(plp‘ﬁ(’m km) -
(n=2)¢ pi-ps \pi D3 =) =M

+(n—2)¢ [1 W(mm)] m2/~€},

)‘z(%lb) (P1»P2»p3) (n — 4)5103[(171792) + m2]<p1+

k11— k12 (3.32)
pi — 13

2 2 _p2
(15) g nCa fm(pl _p2)
Ay (plap2’p3) (477)71/2 16K My i

+ (n — 3)[(p2p2) + m?][(p1p3)k11 + (p2p3)ki1 + (p2p3)k1 2 + P3ko 3]
2 ~
T F T

pPips p1 — p% p% p%

— 3)p3[(p1p2) + m2)1 + (n — 3)K (k11 + k1.2) + Kp3epr

(3.33)
De las expresiones anteriores podemos notar que en la norma de Feynman (£ = 0) se tiene,

g°nCa (n—1)m
(477)"/2 2(pf —

)‘glb) (pfvpgvp?%) p (kl 1= k1,2)7
Ys
1b
A (9303, 03) = 0.

Los resultados para la parte transversa del vértice en la norma de Feynman pueden consultarse en la
referencia [11].

3.3.5. Casos Especiales.

Antes de continuar con la presentacién de resultados haremos mencién de algunos aspectos de los
célculos a tener en cuenta. Primeramente hacer mencién del paquete HypExp [23] de mathematica con
el que se puede realizar una expansién en serie de una funcién hipergeométrica. También es importante
senalar que la unica funcién que presenta una singularidad a un loop es A1, no obstante esta singularidad
es renormalizable, por lo que es posible obtener un resultado finito. En estd seccién estudiaremos tres
casos importantes del vértice quark-gluén.

Los casos que analizaremos son el limite simétrico, el caso p? = p3 = m? y el caso p? = p3 = m
con p3 = 0. La importancia de estos casos radica en que al tener p? = p3 algunas de las estructuras
presentadas en las ecuaciones (3.22) y (3.24) se vuelven linealmente dependientes, mas atin, de acuerdo
a la ecuacién (3.25) las funciones A4 y 76 se anulan.

2

3.3.5.1. Limite Simétrico.

Como se puede intuir del nombre el limite simétrico se presenta cuando el cuadrado de los tres

momentos es igual (p? = p3 = pi = p2 en este caso la forma analitica de las funciones \; y 7; es,

a 2 (Cyq —2CF) 2
Alle) 9 (€ —1)(Ca ) < mp? (p —u)+p4(u4—m4)10g(:;2+1>
p
St

s 3

+ pt (m* )log<

(3.34)
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2 _ _ 2
A = 9 (€= 1)(Ca — 2Cr) —om?p® + 2mtlog [ L5 +1) +p*), (3.35)
647m2p6 m2
2 Ca 2
) gmA—=8 (Cr—F) ( 5 (p 2
Ay =— 1620 m? log 2 +1)—-p7), (3.36)
AR :%(5 —2) (1Pp*(p — ) (1 + p) (m® + nu’p*e1)
R 642 pdpt
2
+p* (—2u* + m* — p*m?) log <u2 + 1> (3.37)
m

2
—pt <(m4 —m?p? — 2p4) log (7];2 + 1> + p*log (,u2) —p*log (p2)>) ,

\av) _Cag® (4(€+2) (2nm?pr +np* 1 — 2(log(—p) + log(p) +7 — 2))
2 51272 3p?

4 +2) <2p4 <log (7’;—22 + 1) +log (m?) 4+ v — 1) —p? (m2 log (7%22 + 1) —p2>)

+ o (3.38)
4(€—2) (—pQ (f’ym2p2 —p? (7(7 —2)m? — p2)) — 2m*p? log (%22 + 1))
+ 3 ,
p
§o = Cagm (69° (log (m?) — 1og (p%)) — 2(¢ — 6)p* (m* + m?p? + p*)
8 T128r2pt (mt + m2p? 4 p) oF U8 s\ P P (3.39)

2
+ (2m®(& — 6) + 3m* (& — 4)p* + 3m> (& — 4)p” + £p°) log <:;2 + 1)) ,

donde el subindice R indica que es la funciéon renormalizada, a continuaciéon se muestran las graficas
correspondientes a estas expresiones.

(1a)

'Ax

0.006
0.004}

0.002 -

(1a)

* X\

0.000 -

-0.002 |

-0.004-

(1a)

'Az

-0.006

Figura 3.9: Grafica de las funciones )\(11];‘)7 )\gla) y )\gla)
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i: ' ‘ (1b)
01} i * A
0.0}

e fihl
0.1t
0.2}
03} - o)

Figura 3.10: Grafica de las funciones )\gllg), )\glb) y /\:(glb)

En estas graficas podemos notar que las contribuciones de la parte no abeliana tienen un mayor
peso en la contribucién del vértice, tal como se esperaba. Por otro lado las funciones transversales son:

o) g*m(E—4)(Cy —2C §
it L= 208 (p (4 [ Lo 407) 7] - 3) -

. (3.40)
(m2 + 2p2) log (1 — :;)) )
o 2(Ca—2C ’
o) :g(gg}—prfp) (4(5 —1) (2m? +p?) f Lﬂ—pw} — dnm* (€ — 1)gs [p?] (3.41)

2
+Am2(€ — 1) — 2 (2m? — (€ — 1)p?) log <1 - ;) +p° (E+2np%¢2 [p7] — 5)> :

2 _ 2
e =W (p2 (f [pz_pw] (4m?(£ = 1) = 2(£ + 1)p?) + 2npm™* (€ — 1)z [p?]
+ m? (=3¢ + dnp®ps [p°] +3) +3(£ + 1)p* +n(1 — 26)p p2 [p?]) (3.42)

- (6 (p* —m*) + (m? —p2)2) log (1 - f:;)) 7

R0 (0 ()

T B (p—m)(m+p p? = dm? (3.43)
) .
+4m? (n(m — p)(m + p)2 [pz] —1)+2 (p2 - m2) log (1 - ;;) +p2) )
(1a) _g°m&(Ca —2CF) ( 2 ( (1’2> _ 2 >
Ty 9672pt pe4f P2 — 4m?2 +2n(m — p)(m +p)e2 [p°] +3 (5.4

+ (5m® — 2p?) log (1 - ”2>> ;

m2
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2 P2
(la) _ 9 m{(Ca — 2CF) 4 2.2 2 4 2
= 7= 74 7 ) +6mp” = 2pm’pe, [p°]

g (3.45)
+2 (3m* — 4m*p® + p*) log (1 - m) —3p* + 2np°p2 [p ])

2 . 2
G (0 (1 (2 )t 10 )

+2(m — p)(m + p) log (1 _ ;;)) | (3.46)

ORI Cag*m
192 (ﬂ-2p6 (m4 — m2p? +p4)2

) ( 2p (m* — m?p® +p")? o1 [p°] (2m2(€ — 6) + ((€ — 2)¢ +6)p?)

—9(& —4) (m" —m?p® +p4)2 (m2 log (1 - m) +p ) + (m* —m®p® +p*) (4m* (¢ - 6)

~Am(€ — O + (€36 + ) - 200") (52 (o8 (%) ~ og (%)) + m — )on + p)1og (1 - 25 )
+36p° (m*(3¢ = 1) +m?(1 = 26)p” + (€ — 1)p?)

+&p? (—2m°(€ — 1) + 3m* (€ — 1)p® + 3m?p" + (€ — 1)p°)

2

m?2

—3m2¢ (m® — 2m*p? + 2m3(€ + 1)p* — (€ + 1)p°) <(m —p)(mtp)log (1 - 552) +p2)<)3.’47)

2
(1) _ _ Cag A, 20, 0 c_2) ,
2 192 (72p6 (m4 — m2p? + p?)) ((m* —m?p* +p*) nm*( )e1 [p

]
+2m® (26 = 2) + (€ + 2p°01 [7]) +2° (-2(€ ~ 26 + (€~ (€ + DpPen [p7] +4))
+ (4m6(£ —2)+ 8m4p2 +m? (52 . 8) p4 +4gp ) (log( ) log( ))
+ (m°((5 — 26)& = 6) +m* (£(26 — 1) + 6)p° + m* (€ — 6)p" + 4€p°) log (1 - :12» :
(3.48)

b CAg2
o ~ 384725 (m? — m2p? + ph) (p* (m* —m?p? +p*) (dgm* (€ — 2)¢1 [p°]

2m? (3(€ —2) + 0l — (€~ DEW*er [17]) — 6((E ~ 3)E — Dp® +n(E(E +4) ~ 8)per [17])
+ptlog (m?) (4m¥(€ — 2) — 2m*(€ — 3)¢ ~ 6)p* + mA(E(5€ — 18) — 12)p" — 2(E ~ )6 — 2)p")
+p?log (%) (—Am®(€ —2) + 2m (€ 3)¢ — 6)p* + m2(£(18 — 5) + 12)p" +2((€ — 5)¢ — 2)p")
+20m )+ p) (€ -2 2m(€ - 6 — mA(e - 6)ep* + (¢ - 5)e - 2o (1- 2.
(3.49)
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2
be) _ Cag*mé g ((m* — m2p? + p*) (dgmey [p?] +m* (4 — 6np?er [17])
96 <7T2p6 (m? — m2p? + pt) )

+2m°p® (=€ + 3np*e1 [p?] — 2) +p" (€ — 2np°¢1 [p?] +4)) + (mB(5 — 2¢) + 2m°(2¢ — 5)p°
m*(13 — 6&)p* + 2m2(& — 4)p° + (2 + 3)p%) log <1 - ]’2) — 8mSp? 4 11m?*p?
1) -

—m2 (6 +T)p5 + (26 + 3)p8) (log (m ) log (—p

(3.50)
(1) Cag®m
7 = oamrpi ot g (P (= m ) (men [P (€ — 8) + 18" — 2m”¢) + 6¢)
+&p” (2m* — mP (€ — )p” + 2(¢ — 2)p*) (log (m?) — log (—p?))
+2£(p — m)(m +p) (4m* +m? (€ — 4)p” + (€ — 2)p") log (1 - :})) :
(3.51)

by Cag’>mé
" " 19272p8 (mA — m2p? + pt) (p4 (p2 - 2m2) (log (m2) —log (,p2))

—op? (m4 — m2p? —|—p4) (Up2801 [pQ] _ 3) 1 (6m6 — Tmp? + 3m2p" _|_p6) log (1 _ f;)) 7
(3.52)
7 = Cag” (=np? (m* —m®p® +p*) @1 [P°] (€ = 6)¢ +12)p* — 2m*(€ — 6))
* 192 (w2pt (mt — m2p? + pt))
+p? (2m* (€ = 6) + m*(12 — (€ — 2)6)p” + 2((¢ — 3)¢ — 6)p*) (log (m?) —log (—p?))
F2p = m)(m -+ ) (ms = 6) + (€ (e - 207 + (1€ - 36 - O tog (1- 23
(3.53)

Las graficas correspondientes a estas funciones son:

251075
2 x1[|_5;
1.5«15-5; . ]
1.x1n—5;

5. =107 F

.
.
)
+|‘
.
[ e
D-........M“....

Figura 3.11: Gréfica de la funcién Tl(la)
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Figura 3.12: Grafica de la funciéon
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Figura 3.14: Gréfica de la funcién 7,
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Figura 3.15: Gréafica de la funcién 7
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Figura 3.16: Gréfica de la funcién 7;
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Figura 3.17: Gréfica de la funcioén 7g
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Figura 3.18: Grafica de la funcién 7
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Figura 3.19: Grafica de la funcion
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Figura 3.20: Grafica de la funcion
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Figura 3.21: Gréfica de la funcién Tilb)
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Figura 3.22: Grafica de la funcién 7'5(1())
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Figura 3.23: Grafica de la funcion T7(1b)
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Figura 3.24: Grafica de la funcién Ts(lb)

De manera similar a lo que sucede en el caso de las funciones A, las funciones correspondientes al
diagrama no abeliano tienen una mayor contribucién que aquellas correspondientes a la parte abeliana.
3.3.5.2. Caso On-Shell.

El caso simétrico es aquel en el que se cumple, po = —p; = m, al tomar esté limite las funciones
adquieren la forma,

o 26— 1)(Cq —2C 2
Alle) _9°(€ 327)rgufm4 £) pPm* (m? — p?) +m* (u* —m*) log (::L? + 1)} (3.54)
Cag?(€ -2
M M (2 (m = o) (e -+ m) (i pr + m?) +

, (3.55)

+ m (—2ut +m? — u?m?) log (7’;2 + 1>)

2

(o) _ 97 (£ —1)(Ca —2CF) B

Ay = G Zm? (2log(2) — 1) (3.56)
A1) _ Cag® | (€4 2)p3 (2nmPe1 — ey (—2m? — p3) — 2(log(—ps) + log(ps) + v — 2)) N
2 51272 mt — 1 (—2m? — p2)’?
(€ +2)p3 ((—2m? — p3) (m?log(2) — m?) + 2m* (log (m?) + v — 1 +log(2)))
AV Y +  (3.57)
m (m — 3 (=2m? — p3) )
4(€ = 2) (—2m®log(2) — m? (—ym* — (= (v — 2)m? — m?) m?))
+ B
\(o) _ _92(4 — &) (Cr— %) (m?log(2) — m?) (3.58)
3 16m2m?3 '
210 _ Cag® 6en21 2 6ep21] 2 om2 (4mA 2,2\ (6m2 2
8 T12872mb (4mt + m2pd) [—m°¢p3log (—p3) + m°&p3 log (m?) — 2m? (4m®* + m?p3) (6m* + £p3) +

log(2) (12m* (4m* + m?p3) + &p3 (3m® + m* (5m® + 2p3) + m? (4m* + m*p3)))] .
(3.59)
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Las gréficas correspondientes a estas funciones son:
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Figura 3.27: Gréfica de la funcién )\gla)
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Figura 3.28: Grafica de la funcién A{"™
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Figura 3.29: Gréfica de la funcién A{'™
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Figura 3.30: Gréfica de la funcién )\glb)

En el caso de los factores transversales se tiene:
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(1a) _g°(§ = 4)(Ca — 2CF)
! 16m2mp? (4m? + p3)

2
(_4m2f (pg_pzmz) +m? (np3ps +4) — p3(log(2) — 1)) (3.60)

2 2
1a 9°(Ca — 2CF) D
= 200202 (42 4 p2)2 4m”f 2_1 2
32m2m2p3 (4m? + p3) p3 —am
+4m™* (¢ (np3p2 — 4 +10g(16)) + 1 — 4log(2)) + m?p3 (4¢(log(8) — 2) — 2np3p2 + 5 — 241og(2)) +
+(& — 1)p3(log(4) — 1))

) (4m€ 1 (€ + 3)p2) + 169mO (€ — L)purt

(3.61)
2 2
(1a) g*(Ca —2CF) ( 4 ( P3 ) Am2 2 4
_ 4 Ps L (E+1)p?) + 16 +
+4m? (3¢ + 2np3ps — 1 +log(16)) + p3 (3 + 2np3ps — 1+ 1og(256)))
2 -2 2
Tila) _ g°€(Ca Cr) . (16 (8m4 _ mng) f < . b3 2) +6417m6<,02*
12872m3p3 (4m?2 + p3) p3 —4m (3.63)
—32m* (np3ep2 + 4 — log(4)) + 4m>p3(321og(2) — 19) + p3(16log(2) — 11))
2 2
(1a) g°¢(Ca —2CF) 2 P3 2 2
s == 16 —_ 4 4 3 — 8log(2
75 12872m (4m? + p3) mf p3 — 4m? o+ (dgmiz + 08(2)) + (3.64)
+p3(3 — 41og(2)))
Téla) =0 (365)
2 2
(1a) g°§(Ca —2CF) 2 D3 4 2
=— 1 —_— 1 44 — 801og(2
T 256m2m® (dm? + p2) 6m? f D dm? + 16mm*pa + m*( 801og(2))+ (3.66)
+p2(11 — 1610g(2)))
2 2
(la) _ 9 (Ca —2CF) . P3 2
73 - 1671'2 (4m2 T pg) 4f pg _ 4m2 + np3$2 + log(lﬁ) (367)
2
0 CAT(anm’ (€ — 6)p1 + SmO(A(E — 6) — (€ — 3)(€ + ApRer)
6472m?p3(4m? — p3)
— 2m*p3(£(&(—np3p1 + 2 + log(16)) — 8 + log(4096)) — 6(—npse1 + 8 — 41og(2))) (3.68)

+m?p3 (€2 + 2¢(log(512) — 7) — 12 + log(4096)) + m?(£2p3 log(16m?)+
+ (4m® — p3) log(m?)(4m* (€ — 6) + &p3) + log(p3)(—16m* (€ — 6) — 24m?p3 —
— (£ = 1)ép3)) — €pS(log(8) — 2))
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10 Cag?
64m2m?2p3 (4m? — p3)
—m®p3 (& (—€ (—mp3er + 2 + log(16)) + 1 (—p3) @1 + log(16)) — 2np3e: + 32 — 241og(2)) +
+m? (4m® (&% — 8) — (3¢* — 8) p3) (log (p3) — log (m?)) + p3((€ — 6)log(2) + 4))

5 (=8nm® (€% —8) 1 +2m* (=4 (&% — 8) — n(£(2 — 3¢) + 12)p3¢1) —

(3.69)

2
" = 128#1);&’;71 7y (7 (4% = 08) (or (2m2((€ = 2)€ = 4) = (€~ 4)p5) +2(6 ~ 2)¢ - 8) -
— (4mP((€ = 2)& —4) — (£ +2) — 4)p3) (log (m?) — log (p3)) + 8£p3 log(2))
(3.70)
Cag? 2
+(19) :32ﬂ2m3p§ ?4m2 — pg)zg (477m6(§ +6)p1 + 2mA (2(§ +6) —n(26 + 3)p3<p1) — -

—m?p3(€ + 14 — 1610g(2)) + m? (—§p§ log (16m2) + log (mQ) (2m2(§ +6) — pg) —
—log (p3) (2m*(€ +6) — (€ + 1)p3)) — p3(log(8) — 2))

C 2
3 =i (g (2 (€ = D€+ 1201 — P (€ (n(€ — Dpfir — 8 +10g(4096)) -
—6np3ier) +m?(€ — 2)¢ (log (p3) — log (m?)) + 2£p3(log(4) — 1))
(3.72)
=0 (3.73)

2
77(11)) _64772m5?(zg712 — p§)§ (277m4g01 +m? (log (mz) — log (pg)) —8m?(log(2) — 1) —i—p%(log(S) - 2))
(3.74)
(1) Cag?
R = 64n2 (4m? — p2) (((¢ = 2)¢ = 12)1og (m?) + & (n(¢ — 4)p1 (2m* — p3) +log(16)) + (3.75)

+(12 — (£ = 2)¢) log (p3) — 2410g(2)) .

Las gréficas correspondientes a estas expresiones se presentan a continuacién:
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Figura 3.32: Grafica de la funcion 710

1

1000 |

10 |

0.00

0.05

0.10

g3

0.15

0.20

Figura 3.33: Gréfica de la funcién Tzla)
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B3

Figura 3.46: Grafica de la funcién Tg(lb)

Como se puede apreciar en las graficas anteriores los factores 74, 75, 76 y 77 son cero mientras que
(1b) _(16) _ (la) .. . . .
los factores 77/, 75" ' y Ay presentan un gran crecimiento en el infrarrojo. Por su parte las funciones

A§1“>, /\glb), AS‘”, 72(1“), T3(1a), Téla) y Télb) presentan mayormente valores negativos.

3.3.5.3. Caso p3 =0.

En este caso tenemos dos condiciones; p» = —p; = m y p3 = 0, al tomar estos limites obtenemos
las expresiones,

2 2
(1a) _ 9°(€—=1)(Ca —2CF) 2 4( 2 2 4( 4 4 H
ANp = Son2 i prm* (m? — %) + m* (u* — m*) log Wqu (3.76)
2 4 4
(o) g€ —1)(Ca —2CF) (2m*log(2) —m*)
Al = i (3.77)
o _9°(4=8) (Cr = §) (m?log(2) —m?) 578
L 1672m3 (3.78)
a C 92 g -2
ALk 6;2;%4) (um®(m = p) (i +m) (pPm*pr +m?) +
) (3.79)
+m? (72u4 +m? — u2m2) log <ﬂ2 + 1>)
m
Cag?(€ —2) (2m*log(2) — m*)
(1) A9 g
A2 = 12872m$ (3:80)
3Cag? (m?log(2) — m?
NN A9 (m 0g(2) —m ) (3.81)

3 32m2Zm3

Las graficas coorespondientes a estas expresiones son,
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En estas graficas podemos notar que las funciones Ao y )\g ) presentan un gran crecimiento en el
infrarrojo. Las funciones 7 presentan divergencias no renormalizable cuando tomamos p3 = 0.



Capitulo 4

Vértice de Tres gluones

En el capitulo anterior estudiamos el vértice quark-gluén y, como se ve en la figura 3.3, notamos
que en esté calculo esta involucrado el vértice de tres gluones, en los calculos posteriores notamos que
que la generacién dindmica de masa es producida principalmente por esté diagrama, motivo por el que
es de gran importancia entender a detalle esté vértice. En este capitulo nos dedicaremos a estudiar
este vértice.

A nivel arbol el vértice de tres gluones es,

—ig f 2% (gyu(P1 — P2)a + Gua (P2 — P3)v + Jar (P3 — P1)ul, (4.1)

con, p; los momentos de los gluones, al ser todos gluones entrantes se debe cumplir p; +p2+ps = 0, por
su parte, los factores f*12%3 gon las estructuras de color totalmente antisimétricas correspondientes a
la representacion adjunta del grupo de gauge. Podemos extraer estos factores de la expresion general
del vértice definiendo,

1"31;32@3 (p17p27p3) = _igfll1a2a31"y#a7 (42)

ya que los gluones son bosones y las estructuras f?1¢2%s son antisimétricas, el término I',,, también
debe ser antisimétrico ante el intercambio de un par de momentos y su correspondiente indice de
Lorentz. A nivel arbol el propagador del gluén es,

garaz pl/pu)
o , 43
p2 (g 12 5 p2 ( )

donde € es el término de norma, £ = 0 corresponde a la norma de Feynman y £ = 1 es llamada norma
de Landau.
Podemos descomponer el vértice como se hace en [24],
r — A(p2. p2: p2 -~ B(p2. p2: p2
vua (P15 P2, P3) =A(P1, 2 P3)9up(P1 — P2)a + B(p1:p3: P3) G (P1 + P2)a
= C(0%, 93 3) (P192)gons — P1ap2u (D1 = P2)a
1
+ gs(pfapgapg)(plap%/pwt + plp,p2ozp3u)
+ F(pip%;p?,)((plpz)gw - p1up2u)(p1a(pzp3) — D2a (p1p3))

1
+ H(p?, 13, 03) [~ 9 (P1a(p2p3) — P2a(p1p3)) + g(pmpzupsu — P1uP2aP3v))

+ {Permutaciones ciclicas de (p1,v), (p2, 1), (p3, )}

En la expresiéon anterior, A, C'y F' son funciones simétricas en los dos primeros argumentos, la
funcién H es totalmente simétrica, la funcién B es antisimétrica en los primeros don argumentos y
la funcién S es antisimétrica ante el intercambio de cualquier par de argumentos. Adicionalmente, las

61
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funciones F' y H son totalmente transversas, es decir que se anulan al hacer la contraccién con py,,

P2us P3ac-
La forma explicita de las funciones escalares A, B, C, S, F' y H se puede encontrar en las ecuaciones
(3.10)-(3.15) de [13] donde,

1
Q= —5 (Pl +p3+p3), (4.5)
1
K===((p})*+ (p3)* + (p3)* — 2p1p3 — 2p3P3 — P3P3)- (4.6)

4

Adicional eso, denotaremos a la integral correspondiente al diagrama triangular como,
d"q

J V1, V2,V3) = /

Vv = [ =+ 0P )

donde n = 4 — 2¢ corresponde a la dimensién del espacio-tiempo. Cabe senialar que todas las integrales
que aparecen en el presente calculo se pueden reducir algebraicamente a una integral no trivial,

: (4.7)

J(L,1,1) = in""2 5 (p?, k?), (4.8)
donde ¢(p?, k%) = ¢ es una funcién totalmente simétrica que puede ser expresada como,

2 _ 1
K(p?) = s = = (—pD) "

(n—3)(n—4) D) (=pi)™% (4.9)

por su parte 7 se defune como en la ecuacion 3.6,

ECES)) ny T?(1-e¢)
1= ooy T3 3) = taoa T

con esto en mente podemos proceder con el andlisis del vértice de tres gluones.

4.0.1. La Base de Davydychev

Usamos la descomposicién del vértice propuesta por Davydychev[13],

14
YH (p1, p2,p3) = Z ZiT e, (4.10)

i
al expresar p; en términos de los otros dos momentos (p; = —p2 — p3), podemos reescribir el vértice

como,

VR (p1, pa, p3) =g""' Py Z1 + g7 P Zo + "D\ Z3
+ 95 Za 4 9D Zs 4 gD Zs
+ PPN DY Z7 + phphpS Zs (4.11)
+ PYPiPe Zo + PYPSPT Z10 + PyPYPY Z11
+ PP DS Zha + php!pS Z13 + phphprais,

comparando las ecuaciones (4.10) y (4.11) obtenemos la forma explicita de 7,**. A diferencia de la
expresion del vértice en la base de Ball y Chiu (BC), en la base de Davydychev el vértice no queda
separado en una parte longitudinal y una transversal, no obstante esta base nos permite analizar a
mayor profundidad las estructuras involucradas en los calculos. Otra importante ventaja del vértice en

la base de Davydychev es que las estructuras que componen el vértice estan calculadas a un lazo en
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norma y dimensién arbitrarias, lo que nos permite hacer un anélisis numérico de dichas estructuras.
A continuacién presentamos la forma de pasar de la base de BC a la de Davydychev,

Zy =A(p, p5; p3) — (p1p2) C (03, 5 3) + B(03, 05, 03) + (p1p2) (p2ps) F (03, p5; p3) — (p2ps) H,
Zy = —2A(p3,p3;p5) + 2(p1p3)C(p3, P15 p3) + P5 (p1ps) F(p3, pi; p5) — p3H,
Zs =A(p2,p3;p1) (p2p3)C(p3,p3; p7) — B(D3, 0% p1) + (p1p2) (p2p3) F(p3, p3; p7) — (p1p2)H,
Zy = — AP}, p5:p3) + (p1p2)C(PF, p3; 03) + B(pT, p3;p3) — (p1p2) (p1p3) F(pT, p3; p3) + (pips) H,
Zs = — A(ps,p1;p3) + (p1p3)C(p3, 073 p5) — B(p3, P15 p3) — (p1p2) (p1p3) F(p3, P15 p3) + (p1p2) H,
Zs =2A(p3, p3; p7) — 2(p2ps)C (03, p3; ) — pi(p2ps) F (03, p3; p7) + T H
Zr =2C(p3, P15 p3) + P F(P3, P15 03),
Zs = —2C(p5, p3; p1) — i F(p3, 3, 1),
Zy = — C(p3. v 0}) + (p1p2) F (03,03 p3) + H — S,

Z1o =C(p3, 01 05) — (mp2) F (03, 015 93),

Z11 =C(p}, p3; p3) + 2C (03, 1; p3) — (p2ps) F (03, p3: p3) + p3F (p3,p1;p3) — H — S,

Z1y = — C(p3, p3;p7) + (p1p2) F (05, 035 07),

Z13 = — C(p3,p3,p3) — 2C(03p3: p7) + (p1ps) F(p3,p3: p3) — DL F (03, p3:p7) + H — S,

Z14 =C(p3,p1:p3) — (p1p2) F(p3, pT;p3) — H — S,

con esto y la forma explicita de las funciones escalares dadas en [13] podemos calcular la forma explicita
de las funciones Z;.

4.0.2. Base de Aguilar

Aguilar[25] presenta una tercera base para representar el vértice de tres gluones, en estd nueva base
el vértice se representa de la forma,

T (p1,pa, p3) = LT (p1,p2, p3) + T7 (p1, p2. p3), (4.12)

donde, I'Y" (p1,p2, p3) es la parte longitudinal del vértice y T2 (p1,p2, p3) es la parte transversa del
mismo. Para determinar la forma tensorial exacta hacemos uso de la base simétrica de Bose introducida
en la referencia [24], de esta forma,

10

TS (1, p2,ps) = Y Xi(p1,p2, ps) i, (4.13)
i=1

donde los tensores ;""" estdn dados por,
= o kg
(5 = g
67 = (= R IR — (o Bg™,
3" = (k—q)%g"",

M = —p*gh”

" = (k—q)*[k"q" — (k- q)g""],
" = (g —p)tg™

e = —ktg™,

" = (¢ —p)"[¢"p" — (¢-p)g*"],

05" = p"k " + Pk "
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por otro lado la parte transversa se escribe como,

L3 (p kyq) =Y Yi(p, k, q)ti"" (4.14)

donde,

" =[(p - k)g™ — p"k[(k - @)p” — (p- Q)K"
to" =[(k - q)g"" — k" ¢"|[(q - p)k* — (k- p)q*],
t5" =(q-p)g"™ — ¢“p"l(p- k)g" — (q- k)p"],

t" =g" (k- p)g® — (q-p)k*]+ ¢"* | (¢ - k)p"

—(p-k)g"| +g*"[(p- )K" — (k- q)p"]

+k%q"p” — q“p"E".

La simetria de Bose aplicada a los tres gluones requiere que I';, cambie de signo ante el intercambio
de los indices de Lorentz y los respectivos momentos, esto nos lleva a las siguientes relaciones,

Xi(p, k,q) = Xi(k,p,q),  Xa(p,k,q) = —Xa(k,p,q)

X3(p, k,q) = X3(k,p,q),  Xalp, k,q) = Xa(p, 0, k),

Xs(p, k,q) = —X5(p, 0, k), Xe(p,k,q) = X6(p,q, k),

X7(p,k,q) = X7(q,k,p), Xs(p,k,q) = —Xs(q,k,p),

Xo(p, k., q) = Xo(q, k,p) (4.15)
X10(P ,q) = —X10(k,p,q), X10(p, k,q) = —X10(p, ¢, k), (4.16)
X10(p, k,q) = —X10(q, k, p).-

Adicional a estas relaciones tenemos,

X4(p7kaq) :Xl(kaq7p)7 X5(pa k7q) :XQ(k7qap)7
XG(?J@Q) :X3<k7q7p)a X7(pa kJI) :XI(Q’pa k)7
XS(p,k7Q) :XQ(Qapvk)v Xg(p, kvq) :X3(Q7pa k)a
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podemos cambiar de la base de Davydychev a la base de Aguilar de la siguiente forma,

Xy :% — ((pq) + (Pk))(Z1o — Z12 — Z1a + Zy) + 2(qk) Zg — 27
Xo :i(((pQ) — (Pk))(Z10 — Z12 — Z1a + Zo) + 2(qk)(2Z12 — Zs) — 423 + 2Zs)
(pq)Z12 + (pk)(Z12 — Zs)

X3 =

(pq) — (pk)
1
X4 :1(2((]9]{)(—210 - Z11 + Z12 + Zlg + 214 + Z7 — Zg — Zg) - Z1 + Z4)
+ ¢*(Z1o — Z12 — Zra + Zo))

1
X5 21(2(]77%‘)(210 + Zni+ Zho + Zis — Zra — Z7 — Zs — Zg) + (¢* + 2(qk)) | Z1o

—Zig — Zia+ Zg] +2(Z1 + Z4))

1
Xo =r5———~q*(Z10+Z11 — Z1a— Z
6 (q2 T+ 2(gk) (Z1o 11 14 7)
+ (gk)(Z1o + Z11 — Zh2 — Zh3 — Zva — Z7 + Zs + Zy))
=1 [ Q) Z7 + k2 (Zm —Zi2 — Zis+ Zg) + 222}
1
71 |: pq 4Z10 — 2Z7) ( (qk) =+ k2)(210 — Zlg — Z14 + Zg) + 2(Z2 — 225)
Xy = (k*Z10 — Z7((qk) + &%)
(2(gk) + k2)
1
X0 25(210 + Zvo — Z1a — Zy)
%y —2715)

(R S Bt~ 2
((pk) — (pg))
(Zio+ Z1i1 + Zho + Zh3 — Zva — Z7 — Zg — Zy)

Vo —
? (¢* +2(qk))
Ve — (Z7 — 2749)
> (2(qk) + K2)
1
Yy 5( Zvo + Zvo + Z1a — Zy)

De esté modo tenemos expresado el vértice en la base de Aguilar, una de las bases mas utilizadas tanto
en el formalismo de las ecuaciones de Schwinger-Dyson como en de Lattice. Una de las principales
ventajas de esta base es que nos permite hacer una comparacién numérica con otros métodos y en
diferentes normas.

4.0.3. Resultados Numéricos

En estd seccién realizaremos un analisis numérico utilizando las tres bases previas. Otro aspecto a
tener en cuenta es que aplicaremos los resultados de Davydychev en norma y dimensién arbitraria al
limite simétrico,

= Q?, (4.17)

En esté caso tenemos, (p1p2) = (p1p3s) = (p2ps) = f%pz = %Mz, al hacer estas consideraciones el
vértice se simplifica considerablemente. Primeramente debido a que por la antisimétria, las funciones
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B y S deben anularse en la base de BC,
B(Q* Q% Q%) = S(Q%,Q% Q% =0. (4.18)

Otra simplificaciéon importante la encontramos en la base de Davydychev, pues en esté limite el
numero de combinaciones tensoriales independientes se reduce a tres y pueden ser escritos, en la
notacién usada en [26], como,

Lypa(p1,p2,03) = Go(0)[9uu (P — K)o + Gualk — @)u + gar(a — p) ] — G1(p%)(k — @) (g — p)pu(p — k)
+ G2(p2) (pozkuq;L - pukaqy> ,

(4.19)
donde las funciones G; vienen dadas por,
1 1 1
Go(Q%) = A(Q*) + §Q20(Q2) + 1Q4F(Q2) + §Q2H(Q2)7
1
C1(Q%) = C(Q*) + 5@ F(QP),
1
G2(Q) = C(Q%) + 5Q*F(Q%) + H(Q?).
Podemos notar que estas tres expresiones se relacionan entre si de la forma,
G2(Q%) =G1(Q%) + H(Q?),
(4.20)

Gol@) =AQ) + 5Q°G2(Q?)

De acuerdo a [13], en el limite simétrico para una norma y dimensién arbitrarias las funciones G;
toman la forma,

2
GH9(Q?) = (45;):]/2 A %8{@2 (Q?) [8 +12¢(14n — 51) + 6€2(n? — 18n + 60)

— & —4)(n - 12)} — 6k {32 +36£(2n — 7) +6£%(n — 4)(n — 6) — £3(n — 4)(n — 3)] }
(4.21)

2
GH9(Q?) = - (451)’2/2 Ca gz QQ{QQ Q ){ A(n—20)—144€(Tn—26) — 24€2(n®—18n+50)

+§3(n324n2+200n384)} 76/{ {64(71 2) — 144¢(n—1)—12¢%(n—1)(2n—7)

+§3<n—1><n—3><n—2o>] }

(4.22)
2
L&) H2y 9N 2 2 . 2/ 2
Gy (Q )_(47r)"/2 Ca Tid QQ{Q »(Q )[128+6§(29n 114) + 6£°(n*—18n+60)
—4
—53(n—4)(n—12)] —6&271 [8—1—305(71 1)+ 662n—1)(n—5) — &(n—1)( ]}
(4.23)
las integrales en esta configuraciéon se pueden evaluar en términos de las funciones de Clausen,
in? T T
Ji(1,1,1 —_— 201 2Cly (= + 2041 ) + Cly (= — 26041 ) + Cly (1 — 204) b,
1(77)71:4,@22:7“2 Q\f{ 2( )+ 2(3+ 1)+ 2<3 1)+ 2 (m 1)}

(4.24)



67

2 2
Jo(1,1,1) - _2{2012 (;) Cl (% + 2952) +Cl (g - 2932) } : (4.25)

2 9.2 2 1 Am2
tan g = u7 tan Oy = u—l—i;”n . (4.26)
12v3 3u

En el limite sin masa (m = 0) tenemos s = 02 = 7/6 y como Cly (2?“) = %Clg (%), verificamos

la identidad [26],
4im? T

Jo(L L D)y oy = 350k (g) . (4.27)

Con lo discutido anteriormente podemos proceder al andlisis numérico, usando o = 0.118 y el

parametro de renormalizacién p = 4.3, podemos graficar los tres factores de forma del vértice en la

norma de Landau (Figura 4.1). Para estas G; no hay resultados numéricos obtenidos por otros métodos,

sin embargo, si los hay para la base presenta-

da en [25]. Como se menciono anteriormente se

045 — GO(Qz) puede relacionar las G’s con las estructuras pre-
\ — G.(QY sentes en la base de Aguilar. La relacién entre
‘.‘ : ) las G’s y las X’s e Y'’s introducidas en las ecua-
\ —T G ciones (4.13) y (4.14) viene dada por,
G 2 2
@=L @ um
X3(Q) =G1(Q?), (4.29)

Yi(Q) = — G1(Q%) — G2(Q?) . (4.30)

L Podemos notar que X5, X5, Xg y X109 deben
2 4 6 8 10 ser cero debido a su naturaleza antisimétrica y

Q[GeV] las simetrias de Bose discutidas en las seccién
anterior. Adicionalmente podemos comprobar
las siguientes relaciones,

Figura 4.1: Los tres factores de forma de las ecuacio-
nes (4.21), (4.23) y (4.24) del vértice de tres gluones
en la norma de Landau alrededor del punto de renor- X1(Q) = X4(Q) = X7(Q) , (4.31)

malizacién p = 4.3 GeV. X3(Q) = X6(Q) = Xo(Q) - (4.32)

La forma explicita de los componentes no
nulos de la base de Aguilar en norma arbitraria

es,
2
(@ =521 {3(95 +8) () + 3E(6(E +6) — 30) + p(Q*)(32%(5 — 26) + (667 + 96 +17)Q°)
—3(9¢ + 8) In(Q?) — 8} ,
(4.33)
CAg*n 3 2 3 2 2 2
Xa(Q) = - 3ot {1268 4 967 11086 + (660 + 967 - 186 — 60)Q%0(Q%) 32} . (434
CAg*n 3 2 2 2
Yi(Q) = 3456772622{35(5(105] +39) — 144) 4 (6£° + 456" + 128)Q ¢ (Q*) — 80} ; (4.35)

en la norma de Landau estas expresiones se reducen a,

_ Cag®n

Xi(Q) = 5765

{51 In(p?) + (962 + 32p*)(Q?) — 511In(Q?) — 77} , (4.36)
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— Our one loop

- Taylor one loop

— Nonperturbative

6 8 10
Q [GeV]

Figura 4.2: X;(Q) en la norma de Landau comparado con los resultados de [27]. Las curvas azul y
negra fueron calculadas usando a = 0.22, mientras que la nuestra se hizo con o = 0.118.

CAg*n

X3(Q) = —m(w —67Q*0(Q%))) » (4.37)
Ag?
Vi@ = 5o (1T9Q%0(Q7) — 365} (4.39)

En la Figura 4.2 se presenta la grafica correspondiente a la expresién de X;(Q) y se comparan los
resultados con los obtenidos en [27] usando una construccién Ball-Chiu no perturbativa del vértice de
tres gluones y el resultado a un lazo usando una renormalizacién de Taylor.

Podemos construir una combinacién de las estructuras no nulas del vértice como en [25] y [27],

Lum(@ = %@ - £ x@) + Tri@) - L) (4.39

en la Figura 4.2 se presenta la gréfica de la ecuacién (4.39) en dos diferentes métodos de renormalizacién
a un lazo.

2.5

v Lattice

-+ One loop Taylor

— NP-BC construction
— One loop our

6 7 8 9 10

5
Q [GeV]

Figura 4.3: Lgym(Q) de la ecuacién (4.39) comparado diferentes esquemas de renormalizacién, los
resultados de Lattice se obtuvieron de obtenido de [27] y [28]. La franja azul indica resultados poste-
riores a Q% = 5GeV (los resultados no perturbativos se reportan hasta antes de esté valor. La linea
azul fue obtenida de [25]
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Es evidente que X es la estructura que mas contribuye a Ly, puesto que,

’ * § Cag*n(T7 — 41Q*
—%Xs(@)—i- %Yl(Q) - % (@) = Zag™l 11527;2 2(Q) . 0.0677265.

estd ultima expresién se obtuvo con la norma de Landau. En la Figura 4.3 se muestra la gréafica de la
ecuacién (4.39) usando las normas de Landau y la de Yennie, también se comparan estos resultados
con los obtenidos por [27] y [28].

L@

6 10 12
Q [GeV]

Figura 4.4: Ly, (Q) en diferentes normas, hacemos mencién especial de las normas de Yennie y
Arbuzov (£ = —2 y £ = —4 respectivamente). El requerimiento de renormalizacién implica que en
= 4.3 GeV, todas las curvas son igual a uno, en la parte inferior de la grafica se muestra un
acercamiento a @ = 0.

En la figura 4.4 presentamos una comparacién entre diferentes normas, podemos notar que la norma
de Feynman y las normas positivas crecen en el infrarrojo mientras que las normas negativas decrecen.
En el acercamiento se puede apreciar que el valor en el que la curva se vuelve positiva incrementa
conforme lo hace la norma.

Aunque el conjunto completo de diagramas invariantes de norma que representan el proceso fisico
son independientes de la norma, los diagramas individuales y la dificultad computacional dependen en
gran medida de la seleccién de norma. Debido a sus atractivas propiedades en el infrarrojo, la norma
de Yennie [15] ha probado ser efectiva para los célculos de ajuste radiactivo de pardmetros de estados
ligados [29]. Una de las principales ventajas de la norma de Yennie por sobre otras normas covariantes
es que describe mucho mejor el comportamiento infrarrojo de diagramas individuales, caracteristica que
comparte con la norma no covariante de Coulomb. Estd propiedad es de especial ayuda en diagramas
que son finitos en el infrarrojo al usar la norma de Yennie pero divergentes si usamos otra norma
relativista (Feynman, Landau, etc.)

Consideramos el propagador del gluén como,

a caray (M) Puby
D#’,ﬁ(p) = —i0"M* ((pg))7 (gw —d(7) ;2 ) , (4.40)
donde,
2y
d(y) = 57— 4.41
M=551=3" (4.41)

en el caso particular v = 1, la ecuacién (4.40) corresponde a la norma de Soloviev—Yennie [30]. Por
otro lado, cuando v = 2 tenemos la norma de Arbuzov [31], [32], [33]. Bajo la condicién v = 2, la
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transformada de Fourier del propagador (D% ()) es transversa, es decir, D2 (z)z” = 0. Esta propiedad
garantiza la cancelacién de las principales singularidades infrarrojas [34]. La norma de Arbuzov ha
probado dar una descripcién auto-consistente del nivel mas bajo de la funcién de Green del gluén y
el ghost (de otro modo uno necesita recurrir a un efecto no trivial de los ghost en las identidades de
norma, que se usan para reconstruir los vértices de los gluones). En la Figura 4.5, se presenta la gréafica
de nuestros resultados en la norma de Landau, Feynman, Yennie y Arbuzov.

2.5 T T T T T T T T T T T
d — §=0

- E=1

—— =2

— &4
1.5| — Nonperturbative £3 @%M§§

(o)

g J ] S T T T S A A T B A S B

12 3 4 5 6 7 8 9 10
Q[GeV]

Figura 4.5: Ly, de la ecuacién (4.39) comparado con datos de Lattice obtenidos de [27], [28] y otras
aproximaciones usando una construccién no perturbativa de Ball-Chiu del vértice de tres gluones [25].
Lgym presenta un cero en la norma de Arbuzov en @) = 0.034.

En la figura 4.6 presentamos una comparacion directa entre nuestros resultados y el ajuste pre-
sentado en [25]. Se puede apreciar claramente que la norma de Arbuzov (§ = 4) es la que mejor se
ajusta a los resultados en el infrarrojo, mientras que la norma de Yennie produce buenos resultados
en el régimen ultravioleta. Pesé a haber sido calculado en el régimen perturbativo y extrapolado para
momentos pequenos, nuestros resultados presentan la propiedad no perturbativa del cruce a cero del
vértice de tres gluones. En la norma de Arbuzov, el vértice presenta un cero en Q = 0.034 GeV'.

2.5

— &=4
—— Nonperturbative
— — Nonperturbative extrapolation
—— =2
15| — E&=1
N —
i o ]
7
L R R R R e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Q [GeV]

Figura 4.6: Lgym en las normas de Landau, Yennie y Arbuzov a un lazo comparadas con resultados no
perturbativos. La linea negra corresponde a lo reportado en [25], no obstante, para un mejor analisis
estos resultados se extrapolaron con una linea punteada.

Finalmente, la Figura 4.7 muestra los resultados de las ecuaciones de Schwinger-Dyson obtenidos en
[35] y los resultados de Lattice para el vértice de tres gluones con degeneracién planar [36] en el rango
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—— Planar degeneracy
—— =2

(o)

2
Q [GeV]

Figura 4.7: Lgym en las normas de Arbuzov y Yennie a un lazo comparadas con el resultado de las
SDE combinadas con degeneracién planar [35].

[0,5] GeV. En el contexto de la degeneracién planar solo tenemos una variable (s? = 1/2(p3+p3+p3)), lo
que practicamente determina los valores de forma asociados. Si analizamos el limite simétrico, notamos

que s?> = 3Q?/2, de modo que podemos comparar nuestros resultados reportados por Aguilar de la
siguiente manera,

~ 2
F5 (@) % Doy (U,

Debido a las propiedades infrarrojas de la norma de Arbuzov, resulta una buena aproximacién para
el vértice de tres gluones. Por otro lado, la norma de Yennie cancela las contribuciones de los ghost a
un lazo, por lo que no es una buena alternativa en este régimen.



Capitulo 5

Conclusiones

El estudio del vértice de tres gluones (asi como el vértice quark-gluén) es de suma importancia
para entender la generacién dindmica de masa, pese a esta importancia la complejidad de los calculos
es un factor atenuante para estudios mas alla del nivel drbol. No obstante, existen herramientas que
nos permiten simplificar dicho calculo.

Al hacer la descomposicién del vértice quark-gludn en las partes longitudinal y transversal podemos
notar que los términos correspondientes a la parte no abeliana del proceso tienen un peso mayor en la
generacién dindmica de masa, tal como se esperaba. Por su parte, el vértice de tres gluones requirié un
trato diferente, pues fue necesario el uso de tres bases diferentes para obtener expresiones que pudieran
ser tratadas de manera numérica sin la presencia de divergencias no renormalizables. En adicién a esto
la norma de Yennie también puede ser de utilidad para aminorar la carga computacional requerida
para los célculos.
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Apéndice A
Integrales Maestras

Como se menciono en la seccion 2.3.1, las integrales maestras son de la forma

Inm:/ dy sianL.f) :
q

0

estas integrales son de especial utilidad debido a su reiterada aparicién en algunos célculos de propaga-
dores, de modo que se conocen los resultados de varias de estas integrales. A continuacién enlistamos
algunos de estos resultados en cuatro dimensiones.

Too = g [0(P? — k%) + 6(k? — P?)] (A.1)
T =" | Lo —12)+ Lop2 - p?) (A.2)
R e k2 ‘
_m 1 e ey L s
Ipo = 532 p? [ P20(P k) + kQQ(k P*) (A.3)
Iip=0 (A.4)
™ [ k2 2 2 P2 2
111—4[P29(P —k:)—&-ﬁQ(k —P)] (A.5)
| P 5
Algunos resultados andlogos para tres dimensiones son
Ipp =2 (A.7)
1 k+P
IOl—k?lH k—P‘ (A8)

Los resultados mencionados anteriormente se utilizan en el capitulo 2.
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A.1. sumas de las I’s.

En algunos otros célculos también pueden aparecer las sumas de estas integrales, de modo que a
continuacion se ofrece una simplificacién de algunas sumas presentes en el cuerpo de esta tesis.

272 2 2 2527 ! !
B T
2P“k Ioz-f—(k + P )112 2P 2 k2 — p2 |: P2
T 1 k2
2 k2 — P2 P2

0(P* — k%) + %9(/{2 — P2)]

P2
+ (k* + P?) 0(P? — k%) + ﬁﬁ(kQ - PZ)}

1
. _gr —3 [2K0(P° — k%) + 2P20(k? — P?)]

7T 1 k! 2 2 2 2 Pt 2 2

_r_1 {2/{29(132 — k) — 2P%9(k? — P?) — ( + k2> 0(P* — k)

_ T 1 k2 E* (P2 _ 2 P2 4 skt p
T 2 k2 p2 ~ 2 ( ) + + 0 ( )
™ 1 k2 P2
S 2R [2(132 KO = k%) + 55 (P2 = K9)00k° PQ)}
7 [ k2 P2
(A.9)
27.2 2 2 [ k2 ) . P 2
—2P%k*Iog + (k* + P )1124-2]11:_5 EG(P k )-1'?9(1@ )
7w [ k2 ) ) P2 , (A.10)
Jr2Z {P20(P —k H’ﬁe(k — P?)
=0
P22 — P2J,. — P22l 1 *i9(P2—k2)+i9(k27P2)
02 12 = 92 _p2 | p2 =
om 1 K, o, P ,
D 2k2—p2 {WG(P — k) + 700" - P%)
— Z# _kza(P2_k2)+P20(k2_P2)+k29(P2—k2)—P746(k2_P2)
= 9 k2 — P2 kz
™ 1 9 P4 ) ,
:ka_szP —k2>9(k - P?)
T~ 1 P*,, ) , )
= 5@ pr g W - P00 - P?)
7w P? 5 )
“o )

(A.11)



A.1. SUMAS DE LASTI’S. 7

(A.12)

m_1 52@(]# —pP?)— L = k2):| (A.13)
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