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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como objetivo demostrar el impacto positivo que tiene el uso de
TIC, en nuestro caso Geogebra en la ensefianza de matematicas, particularmente
en el tema de asintotas, que se encuentra en el tema de funciones racionales del
plan de estudios de 4° semestre de nivel medio superior en México (en la practica
se trabaj6 con un grupo de 5° semestre debido al tiempo, pero eso se ahondara

mas adelante en el trabajo).

Se eligio el tema de las asintotas, por mi interés particular y las dificultades que
pueden tener los estudiantes al graficar e interpretar las funciones racionales, y

por lo tanto, las asintotas, y suelen haber errores al momento de graficar.

El uso de herramientas tecnolégicas se justifica bajo la hipotesis que se menciona
en diversos estudios consultados, el cual es “el uso adecuado de TIC en la
didactica de las matematicas puede tener resultados positivos”; por eso se decidio
trabajar con el software Geogebra para la situacion didactica, por su accesibilidad

y facil manejo.

Durante los ultimos 30 afios, la tecnologia ha jugado un papel importante en el
desarrollo de varios campos en el mundo. El dominio de herramientas
tecnoldgicas ya no solo se limita a unos pocos, sino que la mayor parte de la
poblacién puede tener acceso a ellas, y ahora con la pandemia de COVID 19 que
azotd al mundo en este afio 2020 serd necesario que el individuo tenga
conocimiento y dominio de estas. El campo de la educacion no es la excepcion, y
tanto docentes como alumnos deben tener estas destrezas para lograr un

aprendizaje mas dindmico, interactivo, pero sobretodo, significativo.

A continuacion se da una breve explicacion del contenido de cada capitulo de la
investigacion: en el primer capitulo se trabaja la parte de la problematica de

investigacion, hasta los antecedentes de nuestra investigacion.



En el segundo capitulo analizamos el marco tedrico y metodoldgico con el que se
trabajo fue la socioepistemologia; y la metodologia para la practica, que fue la

ingenieria didactica.

El tercer capitulo constara de la planeacion de la actividad, que se alinea con los
objetivos planteados en el primer capitulo, y también se hablara un poco del

contexto de la institucién donde se realiz6 esta practica.

El cuarto capitulo sera el andlisis a posteriori, que consiste en analizar la realidad
tras la practica, el descubrir si se cumplieron los objetivos esperados, o0 que otros
fendmenos fuera de nuestro control pudieron haber sucedido. Finalmente se

agregan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1. Problema de investigacion

1.1. Planteamiento del problema

Debido a que es un tema que se ve casi al final del ciclo escolar, y tomando en
cuenta las suspensiones de clases, en matematicas IV del programa de estudios
de para las generaciones 2017-2020 y subsecuentes de la Direccién General de
Bachillerato (DGB) las asintotas son poco conocidas por estudiantes del nivel
medio superior en el cuarto semestre, al ser un tema ubicado casi al final del plan

de estudios (en el Bloque l11).

Por eso el particular interés en observar como los estudiantes aprenden un tema
gue esta en su plan de estudios pero no lo ven en el semestre que corresponde
(suponiendo que desconocen el tema). En la problematizacién de la investigacion
se recurre a la lectura y andlisis de los antecedentes desde la parte historica y

epistemoldgica de las asintotas.

1.2. Antecedentes

Si buscamos origenes histéricos de las asintotas, no siempre se encontraran
como rectas que tienden a acercarse a una de las ramas de las curvas, sino que
también como comportamientos que se extienden de manera infinita aunque no

sean totalmente rectos.

El antecedente mas antiguo citado en esta investigacion se ubica en Menecmo, en
torno al 350 a. C., que fue discipulo de Eudoxo y maestro de Aristoteles. Fue
qguien descubrié las secciones coénicas, elipse, parabola e hipérbola. Pero fue
Apolonio de Pergadmo (siglo Il a. C), en su obra que “Las coénicas” en la cual
demostré que dependiendo de la inclinacibn un plano que corta una seccion
conica se pueden construir las curvas: circulo, pardbola, elipse e hipérbola (las

tres Ultimas llamadas “La triada de Menecmo” (Garcia, 2014, pp. 2-4)



Fig. 1.2.1. Construccion de las secciones cénicas, elipses, parabolas e hipérbolas

mediante el método de Menecmo y Apolonio.

Siendo la hipérbola la principal figura geométrica donde se ubican las asintotas, y
la mas adoptada en el sistema educativo a nivel nacional, lo que mencionaremos
mas adelante. En el libro |l es donde “estudia las propiedades de las asintotas de
la hipérbola. Caracteriza la asintota OM por la distancia PM sobre la tangente, en

funcién de OP y el parametro correspondiente (figura 2).” (Tapia, 2002; p. 24).

Figura 1.2.2. Representacion de la asintota, tomada de Tapia (2002)

Aunqgue las asintotas se han definido como rectas que tienden a acercarse a los
brazos de las curvas mientras estas se extienden al infinito; también se define
como un comportamiento, que fue estudiado por Cordero y Dominguez (2001)
gue se presenta en algunas figuras geométricas, como las espirales. En caso de

las espirales esta la famosa Espiral de Arquimedes, la cual tiene una ecuacion


https://4.bp.blogspot.com/-O0mQznmmW_E/WZx0RdOO_zI/AAAAAAAACEw/ENeYUzf0xlwROY9zO-AI5PB_Wv8tk9DVACLcBGAs/s1600/conicas2.jpg

polar lineal r = a + b0, la cual parte de un centro, pero su brazo se va extendiendo

de forma rotativa de manera infinita, y mantiene una distancia constante.

La espiral de Arquimedes “se emplea en bombas de compresion o compresores
rotativos, hechos de dos espirales de Arquimedes del mismo tamafio intercaladas,

para comprimir liquidos y gases” (Granados, 2018, p. 1).

Figura 1.2.3. Grafico de la espiral de Arquimedes con coordenadas polares



Otra curva donde se encuentran asintotas es en la Hoja de Descartes, que su
ecuacion cartesiana general es x3 + y3 = 3axy, y su asintota es representada por

la ecuacionx +y+a =0

\ lazo 0 bucle de 1a haja

x*34+y"3=3xy

(&)
it
w

Figura 1.2.4. Folium u hoja de Descartes con a = 1 para la ubicar la asintota.
Tomada de Saenz (2017)
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Otros ejemplos de curvas donde se presentan asintotas son en la obra de Newton
De Analysi, donde se analizan las propiedades de las curvas que realizo Newton,
principalmente las hipérbolas. Duran (2003) toma las Ultimas especies cubicas.

Parte del hiperbolismo eliptico definido por la ecuacién xy? + ey = cx + d, siendo

la asintota la linea ordenada al origen.
B . B 6 ‘
P A _,,..a-"’;l E
T i ) 7

Figura 1.2.5. Figuras de hiperbolismo eliptico, donde el primer caso (figura 65) es
la principal, y la figura 66 no cuenta con el término d, pero la asintota sigue siendo

la misma.

Las gréficas de estas ecuaciones son la especie sexageésimo prima y sexagesimo

segunda (Duran, 2003, p. 124) respectivamente.

Si falta el termino ey y no el término d, sigue teniendo la asintota AG (Figura 1.6),
y tienen un diametro sin centro, y es diametro de la abscisa AB (Duran, 2003, p.

124). Siendo esta la especie sexagésimo tercia.

Figura 1.2.6. Especie sexagésimo tercia

11



También esta el caso del tridente, que se define por la ecuacién xy = ax® + bx? +
cx + d, teniendo como asintota la ordenada AG, siendo la especie sexagésima
sexta (Durén, 2003, p.127)

Figura 1.2.7. Tridente de Newton

Entre las problematicas que se encuentran al estudiar la didactica de las funciones
racionales (donde se ubican las asintotas) esta en que “los alumnos (y algunas
veces los profesores) no cuentan con marcos de referencia que les posibilite

resignificar su conocimiento matematico” (Dominguez, 2003; p. 2).
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, r ., 1 .. .
En el caso de las asintotas, la gréafica de la funcién f(x) = - suele ser privilegiada

en el discurso matematico escolar,

Vista Grafica X
selecciona objeto -

Figura 1.2.8. Grafica de la funcion f(x) = i elaborada en Geogebra

El efecto didactico de los privilegios de la representacion de esta funcion en el
nivel medio superior y fortaleciéendose en el superior es que condiciona que las
asintotas sean rectas y que las curvas tiendan a ésta sin tocarla, con lo cual el
marco de referencia se limita a que las asintotas sean rectas verticales,
horizontales y oblicuas, haciendo que se generen carencias, dificultades, faltas de
argumentos, para construir funciones asintéticas mas generales en los estudiantes
(Dominguez, 2003; pp. 3-4)

Las asintotas de funciones se presentan en tres temas: Geometria Analitica,
Célculo y Ecuaciones Diferenciales (tomando al primero y al segundo como parte
de nuestra investigacion debido a que dichos temas se ubican en el nivel medio

superior que es el ambiente donde se realizara).

“‘En Geometria Analitica se considera que la asintota es una linea recta, tal que la
distancia entre la recta y la curva tiende a cero cuando estas se alejan del origen,
formulando dos tipos de comportamientos asintéticos: los horizontales y los
oblicuos. Asociado a estos comportamientos se realizan procedimientos

algebraicos para graficar curvas de ecuaciones.” (Dominguez, 2003; p. 4).
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En los textos de Célculo (Dominguez cita a Edwars & Penney, y a Stewart (1994))
la asintota de una funcién es una linea recta cuya distancia entre esta y la curva
que representa la funcion, tiende a cero cuando la variable independiente tiende a

infinito o a un determinado punto.

Para justificar el uso de tecnologia en nuestra investigacién, tomaremos como
evidencia la investigacion de Yerushalmy (1997) (citada por Dominguez); en la
cual estudiantes de bachillerato fueron sometidos a hallar asintotas verticales,
horizontales y oblicuas en un ambiente tecnoldgico. Dicha investigacion se basé
en trabajos donde se manipulaban las expresiones algebraicas y el célculo de

limites.

En este estudio, los estudiantes concluyeron que la asintota vertical surge cuando
el denominador de la funcion es igual a cero, la asintota horizontal se obtenia
dividiendo los términos de la potencia mayor de X, y para la asintota oblicua

consideraron un algoritmo que involucraba el calculo de limites.

El papel de la tecnologia fue de apoyo, debido a que ayudo al aprendizaje y

memorizacion de los comportamientos asintéticos.

En estudios citados posteriormente, se ve que la funcion f(x) = i es el prototipo

para la construir funciones con comportamientos asintoticos, y el reconocimiento
de asintotas verticales y horizontales era incuestionable, pero no reconocian que

hay otros comportamientos asintéticos dentro de las funciones racionales.

En Kranewitter (2014) se introduce a los estudiantes en el concepto de asintota
gue forma parte de las funciones racionales. Como se menciona antes, en el
discurso matematico escolar suele presentarse una funcion prototipo 1/x, y al
hacer un andlisis cualitativo para determinar minimos, maximos, dominio, imagen,
etc. “Alli podrian haberse observado, representadas en diversos graficos, las
asintotas verticales u horizontales como “lineas punteadas”, algunas de las cuales
podrian indicar que habria elementos (que podrian ser del dominio o de la imagen)

y que no se debian considerar.” (Kranewitter, 2014, p. 15).

14



Las asintotas destacan cuando queremos estudiar el comportamiento de
funciones que se extienden al infinito. Como ya hemos mencionado anteriormente,
la asintota se ha definido como una recta a la cual una funcion se va acercando

pero no la toca.

En el caso citado por Kranewitter (2014) plantea la funcién f(x) = (1 + 1/ x) ~x la
cual tiene un comportamiento creciente, y es una sucesion convergente, que tiene

como limite el numero e

Archivo Edita Vista Opcione: ntas Ventana A
)

&) AL Blelo) 4N =[]

> Vista Algebraica ] [ » vista Grifica X
Funcién

>

® st = (1+1)
(1+3)
Recta
ny=3
® iy-272

Figura 1.2.9. Grafica de la funcion f(x) = (1 + 1 / X) ~x elaborada en Geogebra
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En la figura 2 se demuestra que efectivamente, la recta y = e es la asintota
horizontal de la funcién, pero un estudiante podria preguntarse ¢ Por qué la recta y
= 3 no es asintota de la funcion, si también se acerca a esta en el infinito? En este
caso la recta y = 3 tampoco toca a la curva de la funcién cuando esta se extiende
en el infinito por el eje x, pero la funcion empieza a acercarse mas pronto a la
recta y = e que a la recta y = 3 como se muestra en la figura 3

/entana Ayuda
PENED

X | » vista Gréfica

(1 1V
®5(x) =1+
%)

Recta

@ hy=3
® iy-272

3
Zﬁ
1

Figura 1.2.10. La funcién en su rama positiva empieza a aproximarse mas pronto a
la rectay = e, la cual es su asintota horizontal, mientras que en y = 3 solo hay un

paralelismo.

La razon por la que se citd este ejemplo y el uso de Geogebra para la realizacion y
demostracién del argumento, es porque se busca usar dicho software para la

actividad, y buscamos fomentar la argumentacion mediante el ambiente grafico.

En Cordero y Dominguez (2001), hacen un estudio bajo el supuesto de que “los
comportamientos asintéticos usuales que aluden a funciones exponenciales,
hiperbdlicas y racionales componen un obstaculo didactico para generalizar la
nocion de asintota de una funcion”, debido a que el comportamiento asintético
sinoidal “contradice las caracteristicas principales de las asintotas de funciones

gue componen a sus representaciones graficas”.

16



Y en este estudio busca la construccion de una nueva representacion, en “el
comportamiento de la asintota”. Para eso, Cordero y Dominguez citan a Palma
(1999), quien trabaj6 en un ambiente gréfico, dejando una funcién hiperbdlica
f(x)=1/x. La secuencia consisti6 simplemente en que los estudiantes cambiaran
parametros en la funcién base, como agregar constantes, agregar una propiedad

de recta o de funcién cuadratica, esto con el fin de construir asintotas oblicuas.

Yerushalmy (1997), quien busco que los estudiantes generaran la semantica de

las asintotas, al trabajar en un ambiente tecnologico.

“La diferencia entre ambos acercamientos consiste en que uno enfoca su estudio
en la construccion de comportamientos asintoticos oblicuos que logran los
estudiantes y el otro, en la semantica de las asintotas cuando los estudiantes se
someten hallar tipos de asintotas a través de la tecnologia” (Cordero vy
Dominguez, 2001, p. 326)

En la problematica, aparecen las graficas donde se identifican facilmente las

asintotas en la figura 1.

N N

ﬂ\ /_\\

Figura 1

Figura 1.2.11. Representaciones tradicionales de las asintotas

Estas situaciones aluden a funciones f(x) que cuando “x tiende a infinito”. Aqui es
donde esta implicito el concepto de limite de célculo diferencial. Pero cuando un
estudiante se encuentra graficas como en la figura 2, requiere ampliar su universo

respecto a las asintotas.
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Figura 2

Figura 1.2.12. Otras representaciones de asintotas

En el disefio de la situacién se tomaron en cuenta tres aspectos: la gréfica, la
funcion asociada a la grafica y las posibles definiciones de asintotas que los
estudiantes pueden expresar a la luz de sus experiencias en los dos puntos

anteriores (Cordero y Dominguez, 2001, p.328).

En el estudio realizado por los autores anteriores aplicaron nueve estudiantes de
ingenieria 7, organizados en dos equipos, uno de cuatro y otro de cinco

estudiantes.

En los resultados del estudio, en la actividad 1 se vio que los estudiantes solo
identificaban las asintotas verticales, sin identificar otros “comportamientos
asintéticos”. En la actividad 2, que implicaba el aspecto algebraico, buscaban
donde la funcion era indefinida, para asociarla a una grafica que tuviese asintota
vertical. En la actividad 3, definen a la asintota como “un punto donde la funcién
no esta definida”, o “un limite de una funcién que se representa con una linea
imaginaria”.

Otro articulo a analizar, como parte de los antecedentes, y consideramos, una
demostracién del poder de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas, es
de Lupiafiez y Moreno (2001) Tecnologia y representaciones semioticas en el

aprendizaje de las matematicas.

La parte que nos incumbe es en el que mencionan a las calculadoras graficadoras,
que proporcionan “un amplio abanico de representaciones de objetos y relaciones

matematicas en diferentes registros. (Lupiafiez y Moreno, 2001, p. 295).
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Las calculadoras, pueden expresar graficas que resultarian practicamente
imposible dibujar en papel, ademas de permitir “conjeturar propiedades y
comprobar visualmente (actividad que puede tener un importante uso didactico)

hechos que escapaban al analisis algebraico”.
En el caso de graficas complejas, como los de la figura 3 del articulo;

Dentro del ambiente de trabajo de la calculadora, una funcion es derivable en un
punto si al realizar varios zooms sobre la gréafica, un entorno de la imagen de ese
punto se ve como un trozo de recta”; En este caso, un tratamiento de funciones
bajo esta perspectiva debe ser cuidadosamente planeado, para no llevar al

estudiante a interpretaciones erréneas...

La calculadora permite ver los objetos matematicos como manipulables, y por
eso, la fuerza de la tecnologia esta basada, en gran medida, en esa reificacion de

objetos y relaciones matematicas. (Lupiafiez y Moreno, 2001, pp. 296-297)

Como conclusion particular respecto a este articulo, respalda el uso de la
tecnologia en la ensefianza de matematicas, lo cual hace a los objetos
matematicos pasar de estaticos a manipulables, y refuerzan el aprendizaje visual,
el cual suele ser muy olvidado, debido a que se le da mayor énfasis al aprender de

forma analitica, ademas que ahorraria tiempo en graficar manualmente.

La propuesta encontrada en Llanos, Otero, y Gazzola (2014) es la de “combatir” la
pérdida de sentido y monumentalizacién del saber, denominada por Chevallard,
gue ocurre en los planes de estudio de matematicas ultimamente; donde se dejan
de lado los problemas y soluciones que dieron origen a ese conocimiento,

dejandolo como un conocimiento ya establecido e incuestionable.

En este trabajo se implement6 la metodologia de Recorridos de Estudio e
Investigacion (REI) propuesta por Chevallard. En el uso de los REI se empieza
con una pregunta base Q, que permite generar mas preguntas, a fin de llevar la

“(re)construccion de un gran nimero de organizaciones matematicas, que surgiran
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como respuesta a las preguntas que requirieron su construccién (Llanos, Otero y
Gazzola, 2014, p. 4).

En la ensefianza por REI se perciben similitudes con la ingenieria didactica y la
socioepistemologia, debido a que tienen que haber “cambios relativos a las
funciones didacticas meso génesis, topo génesis y crono génesis”. En ingenieria
didactica se toman en cuenta variables micro y macrodidacticas, antes de la
planeacion de la secuencia. La topo génesis se asemeja al objetivo de la
socioepistemologia, que tiene como objetivo hacer que el estudiante resignifique
un conocimiento por medio de practicas sociales, en vez de conformarse con la
definicibn ya establecida en el programa de estudios, y que el profesor (en la
mayoria de los casos) solo se limita a retransmitir, y en la topo génesis de los REI,
donde el alumno adquiere un mayor protagonismo y aporta su conocimiento
adquirido a la clase. Y a la cronogénesis porque hay que planear la secuencia
didactica, en la parte de experimentacion se tiene que describir las caracteristicas
del grupo de estudiantes, los tiempos que toma realizar cada parte de la

secuencia, y en REI se permite analizar y describir la gestion del tiempo didactico.

En este estudio, sin adentrarse mucho en detalle, se partié de una pregunta base
Q que empieza a generar mas preguntas, y en base a adaptacion se empiezan a

resolver mas cuestiones.

En el caso de las asintotas, se identificaron los signos y los puntos seguros de la
grafica q. Siendo q=f/g. Luego pasan a la nocion principal de las funciones
racionales: el caso de la division por cero. Para analizar el comportamiento de la

grafica se trabajo con valores cercanos al “cero del denominador”
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1.2.1. Aplicaciones de las asintotas

Las asintotas suelen estar presentes en las funciones racionales, y estas al igual
gue otras funciones, pueden tener una aplicacién a fenébmenos y situaciones de la
vida cotidiana. En palabras de Nikolai lvanovich Lobachevski “No hay rama de la
matematica, por mas abstracta que sea, que no pueda aplicarse algun dia a los
fendmenos del mundo real”. Por eso aqui se citan algunos ejemplos donde estan

presentes las asintotas y que representan.
Ejemplo 1. Funcion del sonido

La intensidad del sonido que podemos percibir desde un punto sonoro llamado
foco depende de la distancia a la que se encuentre el receptor desde el punto

emisor del sonido.

, . . . . P 100
Asi la intensidad que recibe el receptor vendra dada por la formula Iszz donde |

es la intensidad del sonido medida en decibelios y d es la distancia en metros a la

que se encuentra el receptor.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Algebraica () | » vista Grafica [
100 1
® f(x) = — s
=
® textol="1"
® texto2="D" a5

Entrada.

La grafica de la funcién es una hipérbola, pero como aplicacion practica solo se

toma el primer cuadrante del eje, ya que no puede haber distancia negativa. El



foco es representado por el origen, El eje x representa la distancia y el eje y
representa la intensidad. Interpretando a la gréfica queda, a menor distancia
mayor intensidad, y a mayor distancia menor intensidad, las asintotas son los ejes
y representan el acercamiento al foco en el caso del eje y, y se observa como

disminuye la intensidad cuando la distancia aumenta infinitamente.
Ejemplo: Ley de Boyle

Representa la relacién entre presion y volumen para un gas a temperatura

constante. Donde a mayor presion menor volumen y viceversa. Al igual que la

., . . k
funcién del sonido tiene una estructura P:;

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Algebraica (4 | » vistaGrafica

® textol =P~ 5Tl 1
®fx)=2
E

=

k=1 45
®fx)=1

x

Entrada.

Siendo P la presion y V el volumen. Las asintotas son los ejes y representan el
aumento y disminucion de la presion del volumen. Cuando el volumen tiende a
cero, la presién aumenta, tendiendo a infinito, cuando el volumen aumenta, la

presiéon disminuye, tendiendo a cero.

Ejemplos 3y 4: Ley de la gravitacion universal de Newton y Ley de Coulomb
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Isaac Newton enuncid que la fuerza con que se atraen dos cuerpos es

directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional

Mm
a2

al cuadrado de distancia que les separa, matematicamente se expresa F = G

La Ley de Coulumb dice que la fuerza de atraccion o de repulsiéon de dos cargas
es directamente proporcional al producto de sus cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa, se expresa

matematicamente como:
F=Kk%
a2

Las funciones racionales suelen expresar relaciones inversamente proporcionales
a variables que pueden ser independientes como la distancia, el volumen, el

tiempo, etc.

1.3. Justificacion

La razon por la que se eligio el tema de asintotas es debido a que no ha sido tan
explorado como otro tipo de funciones, por ejemplo la cuadrética, y como en todo
tema matematico, tiene dificultades (por parte de los estudiantes) particulares al
momento de aprenderse; y el por qué queremos implementar Geogebra, es
porque en los ultimos afios, en todas las ramas de la educacion, no solo en
matematicas, se han empezado a implementar herramientas tecnolégicas para
ayudar al aprendizaje, y, los dispositivos como teléfonos inteligentes, tabletas,
laboratorios de computo, estan al alcance de los lugares donde queremos aplicar

la situacion didactica.

La integracion de las TIC en las aulas es funcién de los profesores, pero antes de introducirlas, es
necesario plantearse el modo de hacerlo eficazmente, para que sea coherente con la propia vision
del proceso de ensefianza y aprendizaje... en la mayoria de los estudios, se ha demostrado que el
alumno aprende mas y mejor cuando se usa una metodologia de trabajo por descubrimiento por
parte del alumnado... En este entorno tecnoldgico es faciimente alcanzable esta metodologia de
trabajo, en la cual el aprendizaje es auténomo y guiado. El profesor proporciona el material,
enlaces, programas y pequefias implementaciones para que el alumno las use directamente y se

centre en conseguir alcanzar el objetivo y el conocimiento (Mafias, 2013, p. 7)
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La razdn para utilizar Geogebra en la investigacion es debido a que es un software
de libre acceso (gratuito), es un software con el cual se pueden realizar calculos
analiticos, algebra, etc. Pero su mayor potencial reside en el uso de geometria
dindmica, que serd pilar de esta practica, ademas de que tiene una interfaz
amigable para los usuarios. En México, Geogebra tiene presencia en asociaciones
académicas como Instituto de Geogebra en la UNAM, Movimiento STEM A.C., que
es aliada de Comunidad Geogebra Latinoamericana, la Asociacion Mexicana de
Investigadores del Uso de Tecnologia en Educacién Matematica AMUITEM, que

cuenta con el Instituto Geogebra AMIUTEM,; entre otras.
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1.4. Objetivos

Los objetivos que guiaran la investigacion se dividen en General y Especificos,

siendo estos:

OBJETIVO GENERAL

e Analizar las dificultades y parametros que influyen en el comportamiento de
las asintotas y disefiar actividades con el uso de herramientas tecnolégicas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Plantear actividades para que los estudiantes enfrenten dichas dificultades
con respecto a la asintota con el de Geogebra.

2. Demostrar como los parametros influyen en el comportamiento de las
asintotas de las funciones.

3. Observar que tan bien desarrollada tienen la habilidad de graficar para
saber que tan bien asocian una funcién con la grafica.

4. Demostrar que el uso adecuado de herramientas tecnolégicas para
situaciones didacticas puede lograr que los estudiantes tengan un

aprendizaje mas significativo.
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Capitulo 2. Marco tedérico y metodologico

En este capitulo se definen la teoria y metodologia que se implementara para
nuestra investigacion. Escogimos la socioepistemologia como teoria porque nos
interesa saber si el entorno sociocultural de los estudiantes influye en su forma de
aprender, el que tan bien dominan las practicas sociales que sin darse cuenta

aplican en la escuela.

La metodologia a implementar para la secuencia didactica es la ingenieria
didactica (que definiremos mas adelante en la investigacion), debido a que se
disefid para aplicarse en el aula con tal de que las investigaciones realizadas en

este entorno (el aula) logren un aprendizaje significativo.

2.1. Teoria Socioepistemologica

La teoria socioepistemologica emerge en el campo de la matematica educativa,
como una combinacidon entre matematicas, ciencias sociales y humanidades.
Tiene como “pioneros” en la teoria los trabajos doctorales de Cantoral (1990);
Cordero (1994); Farfan (1993), entre otros. También se encuentran las
investigaciones de Apolo Castafieda, Gabriela Buendia, Juan Alanis, Liliana

Suarez, Gisela Montiel, entre otros.

A grandes rasgos, la socioepistemologia tiene como objetivo “explorar formas del
pensamiento matematico, fuera y dentro de la escuela, que pudiesen difundirse
socialmente, caracterizarlos para su uso efectivo entre la poblacién” (Cantoral,
2013, p. 43).

Para comprender cuales fueron los antecedentes que ayudaron al surgimiento de

esta teoria, es necesario comprender dos premisas principales:

e La investigacion en Matematica educativa se ocupa del problema que
plantea la conformacién del saber matematico. En este enfoque se asume

la legitimidad de todas las formas del saber, ya sea popular, culto o técnico.

26



e “La socioepistemologia plantea una relacion social al saber que la ubica
como teoria que modela la construccidn social del conocimiento.” Citamos
primero a la transposicion didactica de Chevallard, la cual menciona que el
saber mateméatico (llamado también saber sabio) surgi6 en ambientes no
escolares, pasa a ser adaptado para ser ensefiado en el &mbito escolar,
pero durante esa adaptacion, el saber se despersonaliza y
descontextualiza, perdiendo su significado original, reduciendo a temas
aislados, cuidadosamente secuenciados, denominados “contenidos” o

“‘unidades tematicas” de una asignatura (Cantoral, 2013, p. 26)

Siendo el discurso mateméatico escolar tradicional la base del saber matematico
para algunas teorias de corte mas cognitivo y didactico, que se toman a este saber
como objeto matematico, los investigadores de la socioepistemologia se
propusieron hacer un “redisefio del discurso matematico escolar’, como forma de
atender, sin soslayar, a los problemas sociales y culturales que acomparfian a la

actividad educativa en el campo de las matematicas. (Cantoral, 2013, p. 27).

La teoria socioepistemologica considera a las matematicas como parte esencial de
la cultura, porque estan en nuestro dia a dia; se esconden en practicas cotidianas
(y algunas se consideran practicas sociales), por ejemplo: clasificar, predecir,
medir, estimar, representar, disefiar, medir, etc. Para la socioepistemologia, las
matematicas son un elemento vivo que se “crea” fuera, pero se “recrea” dentro del

aula, a través de redisefios para la intervencion educativa mas alla del aula.

Bajo el enfoque socioepistemoldgico, el conocimiento se considera informacion sin
uso; el saber pasa a ser el conocimiento aplicado a una situacion problematica;
por lo tanto el aprendizaje lo define como la transicion del conocimiento a saber
(Cantoral, 2013, p. 52, citando a D’Amore). Las investigaciones de las ultimas

décadas han tratado con cuatro dimensiones principales del saber:

e Naturaleza epistemoldgica (sobre la forma en que le conocemos)
e Tesitura sociocultural (el énfasis puesto en el valor de uso)

e Planos de lo cognitivo (funciones adaptativas)

e Modos de transmision via ensefianza (la herencia cultural)
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En el plano de esta teoria es de interés comprender las formulaciones verbales y
escritas que tiene el alumno para responder una tarea matemdtica, asi como
comprender como influye la cultura y el medio para la formacion del pensamiento
matematico, es menester comprender cOmo y por qué el pensamiento matematico

del alumno opera como opera.

Desde esta perspectiva, no debe limitarse al aula para explicar los fenbmenos que
se dan en la didactica de las matematicas, debido a que la cultura y el entorno
social influye en esta (en este caso nos enfocamos en el aprendizaje); por lo cual
no seria viable copiar formas de ensefianza y aprendizaje del exterior, porque

tendrian un resultado distinto de donde se emplearon originalmente.

Otra vision del aprendizaje que esta siendo puesta en funcionamiento mas
recientemente se conoce como aproximacion sociocultural del aprendizaje, segun

la cual

Se considera que la mente esta un poco mas alla de la piel y, en esa medida, los procesos
mentales humanos poseen una relacion esencial con los escenarios culturales, histéricos e
institucionales. De modo que se presenta un marco segun el cual es posible hablar de
distintas formas de pensar matematicas al considerar que el escenario modifica dichos
pensamientos (Cantoral, 2013, p. 75).

2.2. Modelacion-Graficacion

Entre los autores que mas ha tratado de dar otro enfoque a las graficas, aparte de
la funcion de representacion de las funciones que se da normalmente en el
discurso matematico escolar (dme) (elemento fundamental en nuestra
investigacion) (Cordero, 2006), quien sera nuestra mayor referencia en este

apartado, sin menospreciar a otros investigadores que colaboraron con él.

Dos de las practicas sociales que “van de la mano” para nuestra investigacion son
la modelacion-graficaciéon, la modelacién por si sola es la “representacion del a
realidad o la representaciéon de un objeto del cual se asume su preexistencia”
(Bautista, Morales y Mena, 2013, p. 2); por otra parte Cordero (2006) dice “el

tratamiento de la modelacién en la ensefianza de las matematicas es considerado
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una herramienta didactica que ayudara al estudiante a hacer representaciones
adecuadas y eficientes del objeto”. Al agregar las graficas de las funciones, ya se
implica graficacion, pero no solo sirve para representar la modelacion, sino que

también la grafica puede servir como argumento.

En palabras de Cordero (2006) “las graficas de las funciones formulan argumentos
gue se van construyendo de acuerdo con las operaciones que los estudiantes son
capaces de hacer, con las condiciones que son capaces de capturar y transformar,

y los conceptos se van construyendo progresivamente”.

En Cordero, Cen & Suarez (2010), la problematica reside en el uso de las gréficas
Gnicamente como representacion de las funciones; pero buscan asumir al uso de
la grafica como argumento y pase a considerarse practica social, teniendo como
ejemplo a Oresme, en su obra Tractatus de configurationibus qualitatum et
motuum, uso la geometria y las proporciones para representar como varian las
cosas. Por ejemplo, la longitud de los segmentos representaba variaciones en la
intensidad de ciertas variables, y las figuras geométricas los diferentes cambios.
Desde esta perspectiva, las figuras tenian propiedades que eran intrinsecas a las

cualidades a la cualidad misma como la proporcionalidad.

Otro ejemplo citado es el de Euler, quien en su obra Introduccion al analisis del
infinito concluye que las propiedades analiticas de las funciones son intrinsecas a
las curvas, demostrado en el comportamiento de sus ramas. Menciona que la
asintoticidad es una propiedad intrinseca de curvas que poseen ramas con

comportamiento al infinito.

El uso de graficas tiene implicito la dualidad de funcionamiento y forma. El
funcionamiento son las ejecuciones, acciones u operaciones que desempefa la
grafica en la situacion, mientras que la forma son las clases de esas ejecuciones,

acciones u operaciones” (Cordero, Cen & Suarez, 2010, p. 199).

En las gréficas que se encuentran los estudiantes en su transcurso por el

bachillerato se identificaron cinco usos de gréficas:
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e uso distribucion de puntos: se presenta mediante formas como tablas
con valores preestablecidos, graficas, con funcionamientos como la
ubicacion de puntos, el desplazamiento en el plano cartesiano, variacién de
los puntos.

e USO comportamiento geométrico: surge cuando se alude a la
interpretacion geométrica de la funcion o asociacion curva-expresion, con la
finalidad de comprender cémo se dan las transformaciones en las
funciones.

e uso andlisis de la curva: se enfoca en la variacion de la curva, o que son
maximos, minimos, puntos de inflexion, etc., aparecen los criterios de
primera y segunda derivada.

e uso calculo de areas y volumenes: se enfoca en el calculo de areas y
volumenes delimitados por funciones. El foco no es la grafica en si, sino el
analisis a realizar para ver que herramienta utilizar para obtener dicha area
o volumen, generalmente en bachillerato se utiliza el calculo integral.

e uso analisis de informacidn: aparece cuando hay datos recopilados para
interpretarlos. Sus formas suelen ser tablas, graficas de barras,

histogramas, etc. Suele aparecer en cursos de Probabilidad y Estadistica.

De estos cinco usos, el que mas se presentara para nuestra investigacion es el de
comportamiento geomeétrico, debido a que nos enfocaremos en el aprendizaje de
las asintotas en un ambiente gréafico; esperando aprovechar las ventajas que

brinda la geometria dinamica.

En Suarez (2008) se busca una epistemologia de la modelacion y la graficacion,
donde estén juntas al momento de aplicarse a alguna situacion. Se centra en el
conocimiento que se encuentra alrededor de la modelacién gréafica del cambio y la

variacion.

La hipétesis que plantea es que la variacion se resignifica a través de la
modelacién-graficacion; en una situaciéon donde los estudiantes tengan interés por
estudiar una grafica de fendmeno de cambio sin recurrir necesariamente a las

propiedades analiticas de la funcién (Suéarez, 2008, pp. 14-15).
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Complementando la definicibn de modelacién, que al estar anclada a la
graficacion, no podemos dejar de lado el &mbito tecnoldgico, del cual hablaremos
mas adelante. Se define al modelo matematico como “cualquier sistema completo
y compatible de ecuaciones mateméaticas, disefiadas para que se correspondan
con alguna otra entidad, su prototipo. Tal prototipo puede ser una entidad fisica,
biolégica, socia, psicologica o conceptual, tal vez, incluso, otro modelo matematico
(Suarez, citando a Aris, 2008, p. 23).

La modelacién empieza a tener el propésito de crear una interaccién del mundo

real y las matematicas a través de modelos matematicos.

Complementando la parte de graficacién, tiene como antecedente en 1990, donde
se recopilaron varias investigaciones que marcaban la tendencia del uso de las
graficas para la enseflanza del concepto de funcion, desde ese entonces
representacion algebraica y grafica de las funciones ha ido de la mano en el

discurso matematico escolar.

Se identifican tres cortes en las investigaciones que tienen que ver con la literatura

de las funciones, gréficas y graficacion.

La primera tiene que ver con las tareas que se hacen sobre la grafica. Suarez
halla dos grupos: interpretacion y construccion, agrupados en cuatro tareas, las

cuales son:

e prediccion: construccion de patrones que subyacen en las graficas y en las
funciones.

e clasificacién: interpretacion de las relaciones entre la definicion formal de
funcidén y las imagenes mentales que el estudiante tiene del concepto de
funcion.

e traduccidn: pasar de la representacion grafica a otras representaciones.

e tareas de escala: se relacionan las convenciones con las tensiones y las

limitaciones del sistema coordinado cartesiano.

El segundo grupo de investigaciones se concentra en las intuiciones, conceptos

erréneos y otras dificultades; explicando tres tipos de dificultades: asociacién de
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regularidades de las graficas con el concepto de funcion, predominio del enfoque
puntual sobre el enfoque por intervalos, y dificultades con las abstracciones y

convenciones del mundo gréfico.

El tercer grupo se enfoca en la ensefianza de las funciones, las graficas y la
graficacion en un ambiente tecnologico. A la fecha, hay escasez de

investigaciones con este enfoque (Suéarez, 2008, pp. 29.31)

2.3. Uso de herramientas tecnologicas en la ensefianza de

matematicas

Este apartado compone el “marco tedrico” que justifica nuestro deseo de
implementar tecnologia (en nuestro caso, el software Geogebra) a nuestra
actividad. Mencionando antecedentes histéricos del surgimiento de herramientas
tecnoldgicas, las ventajas que otorgan y las consideraciones necesarias para

aprovechar al maximo dichas herramientas.

2.3.1. Antecedentes historicos de las herramientas tecnoldgicas

Al hablar del surgimiento de herramientas tecnoldgicas también hablamos del
surgimiento de las computadoras, ya que al ir evolucionando las dltimas también

evolucionan dichas herramientas.

Salat (2013) parte de la idea de Charles Babbage, quien en 1834, disefié una
maquina analitica, capaz de realizar las cuatro operaciones basicas, con una
unidad de memoria, programable; se introducian los datos en tarjetas perforadas y
era capaz de imprimir los resultados. Aunque nunca se construyd, quedé como

antecedente para el futuro de las computadoras.

John Von Neumann construye EDVAC; una computadora con una arquitectura
similar a la de las computadoras modernas. Era capaz de resolver ecuaciones

diferenciales parciales no lineales, que entro en operaciones en 1952. La EDVAC
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“fue la materializacién de las ideas de Babbage y de una genial invencion de von
Neumann” (Salat, 2013, pp. 62-63).

Al principio, las computadoras se programaban en lenguaje maquina, es decir,
mediante nameros binarios. Pero en 1956 nacié el compilador Fortran, que
traducia un programa escrito en un lenguaje accesible al publico al lenguaje de las

magquinas.

En 1967 surge un gran antecedente de herramientas tecnoldgicas aplicables a la
educacion, con Bolt, Beranek, Newman y Papert, que desarrollaron el lenguaje
Logo, un lenguaje utilizado en la ensefanza para disefiar actividades para explorar

conceptos matematicos mediante programacion (Salat cita a Papert, 2013, p. 63).

2.3.2. Ventajas del uso de herramientas tecnoldgicas en la

didactica de matematicas

En Gomez (1997) la tecnologia jugara un papel importante en la didactica de las
matematicas, gracias al dinamismo que nos ofrece para poder interactuar con
objetos matematicos; pero para aprovechar esa interaccion es necesario tener en
cuenta “ la complejidad del contenido matematico a ensenar, la complejidad de los
procesos cognitivos involucrados en el aprendizaje de las matematicas...teniendo
en cuenta las dificultades y las necesidades de los estudiantes, y para que
aprovechen la tecnologia para crear espacios donde el estudiante pueda construir

un conocimiento matematico mas amplio y mas potente” (Gémez, 1997, p.94).

Tomando el sistema didactico de Balacheff, donde el sujeto (estudiante) interactia
con el medio y los agentes didacticos. El conocimiento surge cuando se dan
“perturbaciones” de dicha interaccion, y el sujeto se ve obligado a buscar el
equilibrio con el medio. Bajo este enfoque la tecnologia puede formar parte del
medio, ya sea formando parte del disefio de las situaciones, o puede influir en el

tipo de problemas que el sujeto puede afrontar.
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El uso de tecnologia permite el manejo dinamico de multiples sistemas de
representacion de los objetos matematicos. Existe la representacion externa, que
es la actividad fisica, que permite organizar la experiencia cuando se realiza la
tarea, la interaccion del sujeto con el medio; y la experiencia interna, que involucra

el como el alumno organiza internamente la informacion.

En un ambiente tecnolégico, un objeto matematico, por ejemplo las funciones,

puede representarse en un sistema de representacion simbdlico, grafico y tabular.

Las ventajas que ofrecen las tecnologias es que ayudan al proceso de
comprensién de las matematicas. Al ser dinamicas, permiten la manipulacién de

objetos matematicos y sus relaciones.

En la practica, se emplearan el sistema de representacion simbolico y grafico. Con
el simbdlico se espera que noten la estructura de las funciones racionales, junto
con la manipulacion de este sistema se espera que identifiquen qué variables
influyen en el comportamiento de las asintotas, y como influyen en estas y en las

demas ramas de la gréfica.

En Salat (2013) se menciona el impacto de las herramientas tecnoldgicas para
solucionar problemas matematicos complejos, debido a que facilitan el camino
hacia la solucion y ahorra tiempo. Se citan algunos ejemplos, y resumidamente se

explica de qué manera se llego a la solucion.

Calculo de 11 por simulacién
Calculo de V2 por simulacién

Problema de flotacion

Wb

Solucion de una ecuacion diferencial por el método de iteraciones

sucesivas de Picard.

o1

Algunas posibilidades del calculo simbdlico

6. El problema de las torres de Hanoi

En los problemas 1, 2 y 6 se utilizaron programas hechos con los lenguajes de
programacién BASIC para el programa 1 y Python para los programas 2 y 6, con

unas pocas lineas de codigo se simularon situaciones varias veces, lo cual evita
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gue de verdad se hagan las “actividades”, y ambos programas arrojaron sus
respectivos resultados. En el caso del problema 6 podemos asignar el nimero de
aros con los que queremos trabajar, y aun asi el programa siempre arrojara la

solucién.

Algo que podemos aprender de estos ejemplos es que un problema complejo se
puede solucionar de una forma sencilla si utilizamos adecuadamente las

herramientas disponibles (en este caso los lenguajes de programacién).

En el problema 3 se utilizé un sistema de algebra computacional, el cual arroja una
solucion, pero se “requiere una cuidadosa interpretacion de los resultados”, debido
a que en este caso, el sistema arroja una solucién, “pero en realidad la ecuacién
no tiene solucién” (Salat. 2013. P. 68). En el caso del problema 4, el sistema de
algebra computacional “proporciona un nuevo recurso para aproximar soluciones

de ecuaciones diferenciales ordinarias” (Salat, 2013, p. 69).

Arrieta (2013) menciona una serie factores y recomendaciones para tener un
aprovechamiento fructifero al momento de utilizar las TIC (Tecnologias de la
Informacion y Comunicacion) que al ser aplicadas al aula pasan a denominarse
TAC (Tecnologias del Aprendizaje y Conocimiento) (categoria en la que entra

Geogebra al ser utilizada en el aula).

Los aspectos sobre los cuales el uso de TIC en las aulas tiene sobre los alumnos

son.

e Interactividad: ya que permite al alumnado ejerce una relacion directa con los contenidos

gue esta trabajando y manipularlos con mayor independencia.

e La motivacion: al hacer las clases mas entretenidas e interesantes para los alumnos,

ademas, tienen la posibilidad de investigar y aprender jugando (cita a Zugowitki, 2012).

e El papel del alumnado se vuelve mas activo, al convertir su informaciéon en conocimiento,

consiguiendo aprendizajes significativos.
e La cooperacion entre los estudiantes, y también entre los docentes.

e La comprension de los contenidos es més facil por distintas razones: el alumnado puede
experimentar y aprender mediante interacciéon directa e individual con representaciones
concretas del contenido a estudiar. (Arrieta, 2013, p. 9).
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Las TIC pueden ser de gran ayuda para el docente, debido a que proporcionan
acceso a una gran cantidad de informacion, ademas de que es inmediato, lo cual
le permite ahorrar tiempo y ganar flexibilidad en sus clases (Arrieta, 2013, p.9),
ademds, para que el docente prepare una clase empleando las TIC, y estas

aporten un aprendizaje significativo, debe cumplir ciertos requisitos.

Primero, el docente debe poseer los conocimientos y habilidades necesarios en el
manejo de las TIC, y obviamente, en el contenido matematico a ensefiar, porque
las tecnologias por si solas no funcionan. Por eso, es necesario incluir la
capacitacion de los docentes en el manejo de tecnologias de informacién y

comunicacion, en el curriculo.

En segundo, el aula debe contar con los medios fisicos (pizarron interactivo,
equipo de computo, etc.) necesarios para que el docente y los alumnos puedan
usar las TIC en la clase; también tomar en cuenta el nivel de manejo que los

alumnos tienen sobre las herramientas tecnoldgicas.

2.3.3. Cuestiones a tomar en cuenta para la implementacion de
las TIC

Para implementar las herramientas tecnologicas, o TIC, es necesario que primero
conozcamos a los estudiantes; para que puedan facilitar el aprendizaje de
determinados contenidos matematicos, es necesario implementar una
metodologia adecuada. Como plantea Real Pérez (afio desconocido), debemos

asumir dos pilares con respecto a las TIC:

e SONn un recurso mas

e No son el objetivo, sino el medio (Real Pérez, NA, p. 4)

Con esto nos referimos a que como docentes no debemos enfocarnos en que el
estudiante domine al cien las herramientas tecnoldgicas, sino que a la hora de
usar las herramientas tecnoldgicas, se concentre en el contenido matematico que

se esta ensefando.
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Y al querer utilizar TIC para la ensefianza de algun contenido matemético:
debemos tener claras otras cuestiones: ¢Coémo debemos utilizar las TIC en el
proceso de enseflanza? que nos lleva a preguntarnos ¢Qué pretendemos

ensefar? ¢ Doénde lo vamos a ensefiar? ¢ Cémo lo vamos a ensefiar?

En nuestro caso estd claro que queremos ensefiar funciones racionales, donde
esta explicitamente la obtencién de asintotas, el donde y el quien, en el nivel
medio superior que es la primera vez que aparecen ante la vida escolar de los
estudiantes, y el cdmo, primero empezariamos con una ensefianza tradicional de
lapiz y papel para ver su dominio en las practicas sociales, qué conflictos pueden
haber al momento de llegar a un valor donde la funcidon se indefine, y usar el
software Geogebra como soporte para actividades que implican graficas mas
complejas. Se eligi6 Geogebra, debido a que es un software libre, puede usarse
tanto en laptops, pc y dispositivos moviles, y la mayoria de los jovenes hoy en dia
cuentan con almenos uno de estos dispositivos, y es un software que se puede

utilizar para la elaboracion de graficas y manipulacion de objetos matematicos

2.4. Ingenieria didactica

La ingenieria didactica se presenta como metodologia en el campo de la didactica
de investigacion, particularmente en la probleméatica del desarrollo de la
argumentacion de soluciones de problemas matematicos en el aula de en los
niveles medio y primeros niveles de la educacién superior (clasificacion de niveles
de Calderon y Leon, asumiendo que el nivel medio superior de nuestro pais entra
en el nivel medio de ellas). En nuestro caso se implementara en la segunda mitad

del nivel medio superior.

Surge en los afios ochenta como respuesta a las exigencias de asignar una
funcién efectiva a las investigaciones educativas. En particular, frente al

requerimiento de que sus producciones sean significativas para la ensefianza y el
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aprendizaje, [a fin] de consolidar una metodologia de investigacion especifica para

la didactica de las matematica (Calderon & Ledn, 2012, p. 73)

El sustento tedrico de la ingenieria didactica esta en los trabajos de Brosseau,
Chevallard y Douady, entre otros (De Faria, (2006), y Calderén y Ledn (2012)).

2.4.1. Dimensiones de la ingenieria didactica

Artigue hace distincién de tres dimensiones que abarca la ingenieria didactica:

e Dimension epistemoldgica: asociada a las caracteristicas del saber puesto
en funcionamiento.

e Dimension cognitiva: asociada a las caracteristicas cognitivas de los
alumnos a los que se dirige la ensefanza.

e Dimension didactica: asociada a las caracteristicas del funcionamiento del

sistema de ensefianza.

Esta es una clasificacion que se deriva de la naturaleza de la perspectiva
sistémica adoptada explicitamente, la cual es paralela a la clasificacion de
Brousseau para el estudio de los obstaculos. (Artigue, Douady & Moreon,
1995, p. 40).

Adaptando esta clasificacion a nuestra investigacion, tendriamos que nuestra

clasificacion, en base a uno de los objetivos quedaria como:

e Plano epistemoldgico: engloba el concepto de asintota, y por ende el
concepto de funcion que los estudiantes debieron aprender al iniciar el
cuarto semestre de bachillerato, los problemas como el citado
previamente en Dominguez (2013), que se da privilegio a la asintota
como una recta.

e Plano cognitivo: la exigencia de movilidad permanente entre los cuadros
gue se necesitan para el estudio cualitativo y el nivel de manejo de los

objetos elementales del analisis requerido por las justificaciones.
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Plano didactico: la fuerza de ensefianza basada en algoritmos, el
estatus inframatematico del cuadro grafico en la ensefianza, y el mito de
la resolucién completa (se espera que el profesor llegue a un punto de
no poder responder las preguntas que se formulan de manera natural).
En este plano tenemos como ejemplo los libros de Carbonell y Santalo;
Cuellar.
En Carbonell y Santal6 (2001), se menciona el concepto de asintota
como elemento de la hipérbola, al ser un texto de geometria analitica
todavia no se entra todavia a una representacion algebraica general
para las hipérbolas; mas bien, se busca construir de forma geométrica, e
ir construyendo cada uno de sus elementos. Se define a la hipérbola
como “el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de
distancias a dos puntos fijos F y F' (fig. 2.4.1a) es una cantidad
constante que se representa por 2a” (Carbonell y Santal6, 2001, p. 163).
Los elementos que componen la hipérbola son:
= Focos: puntos fijos F y F’ que se extienden por el eje x, la
distancia entre estos se denomina distancia focal.
= Centro: el punto medio entre Fy F’.
= Radios vectores: segmentos MF y MF que unen un punto
cualquiera de la hipérbola con los focos. Para que haya hipérbola
es necesario que ¢ > a.
= Cuerda: segmento como CC’ que une dos puntos de una misma
rama de la hipérbola.
= Diametro: segmento que une dos puntos de la hipérbola y pasa
por el centro. El didmetro que pasa por los focos se conoce como
diametro focal, y el didmetro perpendicular al focal se conoce
como eje conjugado.
= Asintotas: Diagonales del rectangulo 2a*2b. (Carbonell y Santalo,
2001, p. 163 - 164).
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fig. 2.4.1. a Representacion de la hipérbola y los puntos de sus componentes.

Aqui no se detallan las propiedades que en cursos posteriores se conocen sobre
las asintotas, como que se extienden al infinito y no suelen tocar alguna parte de
las ramas de las funciones racionales cuando se extienden al infinito. En la figura
2.4.1b se muestran los componentes de las hipérbolas, las asintotas se remarcan

con una linea roja.

2a

Fig. 2.1.4.b representacion de las asintotas en la hipérbola.
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La expresién algebraica que se obtiene para la representacion de la hipérbola con

2

2
centro en el origen, y teniendo como eje focal el eje de las x es: z—2+Z—2 =1,6

2

2 +Z =1 sitiene como eje focal el eje de lasy.

pz

| F,
B
oA Al | F
[s)
B!
'

fig. 2.1.4. c asintotas presentes en las hipérbolas

Las asintotas son las diagonales del rectangulo a*b, por lo tanto la ecuacion de la

recta que las representa se define como by —ax =0, by + ax=0

4 y /

R N

B (0, b) P

[
F,o\aA a A -
o M X
B'(0, -b) 3

fig. 2.1.4.d Asintotas representadas por las ecuaciones by + ax =0, by -ax=0
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Tanto en Cuellar como en Basurto y Castillo (2011) se trabaja el modelo por
competencias (modelo vigente en el sistema educativo a nivel nacional), las
funciones racionales se ubican en el bloque VI de ambas obras. En la figura 2.4.1e
explica la estructura de una funcion racional y su dominio (en la cual las asintotas
estan presentes), hasta como obtener las asintotas verticales y horizontales de la
funcién (véase en anexos). En general ambos libros van explicando paso a paso
como obtener las asintotas de las funciones racionales, no profundiza en el
surgimiento y evoluciéon del concepto de funcién racional, y por tanto las asintotas;
y en la parte final de la unidad, una evaluacién de opcién multiple, presenta una
serie de ejercicios, y la presencia de problemas es casi nula, lo cual se podria
considerar preocupante, porque los estudiantes no tendrian idea de dénde se

aplicaria o qué representa en contextos de la vida cotidiana

Introduccién a las funciones racionales

Asinotas. de ta grafica de wna funcion moonsl
» Asintota obbcua de la grifiea de unn funcién racional

Dincontinaliad movible o svitable de una funclén roclcned

Figura 2.4.1e Introduccién a las funciones racionales de Cuellar

Aunque en Basurto y Castillo (2011) se induce un poco mas para que el estudiante
note la relacién de las funciones racionales y contextos usados comunmente en
fisica, como la velocidad. En cuanto al desarrollo del texto para el aprendizaje de

obtencién de asintotas de las funciones se asemeja a Cuellar; se empieza por la
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tabulacion, posteriormente a la graficacion de puntos y finalmente unir los puntos
para obtener la grafica de la funcion. Y en esta obra ya se incita al uso de

Geogebra como soporte (fig. 2.1.4f ,2.1.4g y 2.1.4h)

En otras secciones, con el uso de tecnologia hemos abordado el estudio de los pa-
rdmetros, que son nimeros i a una expresi y su influencia en
el comportamiento de distintos objetos mateméticos.

Reconocemos que existen varias formas de analizar pardmetros asociadas a la
funcién racional; sin embargo, s6lo estudiaremos dos de ellos.

Introduciremos un deslizador en la barra de entrada de GeoGebra, escribe a = 1
y presiona Enter.

© erusts aei|
-

& como se muestra abajo.

En la ventana ica, el

o=

[ [ S
k Objetos Libres

a=1

J Objetos Dependientes

Introduce otro deslizador, némbralo b e igudlalo a uno, el procedimiento es
semejante al descrito en el paso anterior.

e
i Objetos Libres.

a=1

b1
J Objetos Dependientes

Anora Introduciremos una funcién racional que servirs de base para analizar
la infiuencia de los pardmetros en ella.
En la barra de entrada escribe:
y = (ax + 1)/(x + b)
Hemos Introducido en GeoGebra la funcion racional
ax + 1
Y= x+b

Nota: es importante dejar un espacio entre a y x para que GeoGebra entienda
que las variables se estan multiplicando.
& Objetos Libres
=1
b1
4 Objetos Dependientes

1) = e 1) e 1)

Por lo que estudiamos en el blogue, sabemos que Ia asintota horizontal de la
funcion racional se encuentra en:

en 1a barra de entrada y = §

1. Contesta las siguientes preguntas.

a) ¢Por qué la gréfica de la funcion racional tiene el aspecto mostrado en la venta-
na de la grafica?

b) ¢Por qué consideras que la asintota tiene el aspecto mostrado en la grafica?

Fig. 2.1.4f, g y h respectivamente. Inclusién de las TIC en la curricula de

la ensefianza de funciones racionales
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2.4.2. Fases de la Ingenieria Didactica.

Una secuencia didactica aplicada bajo la metodologia de ingenieria didactica debe

comprender estas cuatro fases:

1. Analisis preliminares
sirven para analizar aspectos como: el analisis de epistemologico de los
contenidos a estudiar, el discurso matematico escolar (dME), las
concepciones que tienen los estudiantes respecto al tema, las restricciones
donde se va a realizar la situacion didactica.

2. Andlisis a priori
Aqui se trata de describir la situacion didactica, qué podria ocurrir durante
la secuencia; que objetivos esperamos cumplir con esta secuencia. Pero
debe tener una validacion interna.

3. Experimentacion
Puesta en escena de la secuencia didactica, el docente puede asumir el
papel de moderador u observador y debe recopilar los datos que surjan
para el analisis a posteriori.

4. Analisis a posteriori
Confrontacion de los resultados obtenidos en la experimentacién con el
analisis a priori. Aqui veremos si cumplimos los objetivos planteados al
principio de la investigacion, si se cumplieron nuestras expectativas, y lo

gue ocurrié realmente.
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Capitulo 3: Planeacion de la actividad

En este capitulo plantearemos la secuencia didactica. Dicha secuencia se
compondra de un breve cuestionario para saber cuéles son las dificultades de los
estudiantes; de ahi se planteardn una serie de actividades que involucraran
graficar funciones y uso de software para interactuar con graficas mas complejas,

para ahorrar tiempo en elaborarlas manualmente.

3.1. Analisis preliminares de las actividades

Siguiendo el esquema de la ingenieria didactica, al igual que la investigacién en
general, también se aplicaran las cuatro fases de esta en cada actividad para
explicar mejor el propésito de cada una de estas (analisis preliminar, analisis a

priori, que se confrontara con el analisis a posteriori, y la fase de experimentacion).

La actividad 1 sera un cuestionario (véase en Anexos 1) donde se busca conocer
la percepcion que los estudiantes tienen sobre las matematicas, que tan faciles o
dificiles las consideran, cual es la rama de las matematicas con la que tienen

mayor dificultad.

En nuestro caso, sera un tema de matematicas 1V, las funciones racionales (donde
estan presentes las asintotas), se espera que los estudiantes tengan claro el
concepto de funcidén; aunque “diversas investigaciones muestren como la
enseflanza del concepto de funcion en las etapas en las etapas iniciales del

aprendizaje del céalculo es problematica” (De Faria, 2006, p. 6)

En la actividad 2 se pretende evaluar que tan desarrollada tienen la habilidad de
graficar funciones, y al poner criterios a la asignacién de valores a las variables, se

guia “implicitamente” que lleguen a encontrarse con asintotas en las funciones.

Se cuestionara a los alumnos coOmo se comporta la grafica cuando los valores de x
se acercan demasiado al valor donde x se indefine y cual es el valor de f(x)

cuando x toma valores muy grandes

La actividad 3, que se considera la principal debido a que implica el uso de

herramientas tecnolégicas, tiene la finalidad de que los estudiantes puedan
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manipular las variables de una funcién y a la vez observar que ocurre con la
grafica de la funcion cuando cambia una o mas variables, en este caso se espera
se enfoquen en el comportamiento de las asintotas. Como un extra, se pedird a
los estudiantes que agreguen otro tipo de variables a la estructura de la funcion
(trigonométricas, logaritmicas, etc.) para observar que ocurre con las asintotas, si

siguen siendo principalmente rectas, o pueden ser también curvas.

3.2. Analisis a priori

Se trabaj6 en la preparatoria de la Universidad Mesoamericana, institucion

particular ubicada en la ciudad de San Cristobal de Las Casas.

Al ser una institucion particular, esta la creencia de que tiene mayor nivel que una
institucion publica. Se esperaba que los alumnos tuvieran conocimiento de

Geogebra, y por lo tanto no se dificultara su uso.

3.3. Fase de experimentacion

Para la préactica se trabajo con el grupo de 5° semestre, conformado por dieciocho
alumnos de la especialidad Quimico — Biodlogo; bajo la coordinacion conjunta con

el maestro de matematicas del grupo, Ing. Darinel Cordero.

La practica se realiz6 en dos sesiones de una hora los dias 25 y 26 de noviembre
de 20109.

En la primera sesidbn nos enfocamos en el diagndstico para saber los
conocimientos matematicos de los alumnos, posteriormente pasamos a las

actividades que se realizan a lapiz y papel.

En la segunda sesién no concentramos en la actividad donde se us6 Geogebra,

finalmente concluimos con una rondad de discusiones sobre los resultados de
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trabajar con Geogebra, y conocer la opinion de los alumnos respecto a la
actividad. Se trabajo con una version de navegador de dicho software, debido a

gue son equipos de laboratorio y por ende estan congelados; y algunos decidieron

trabajar en su celular mediante la aplicacién graficador.

Fotos 3.3.a y 3.3.b Respectivamente, Los alumnos en el laboratorio de cémputo y

alumnos con GeoGebra en sus moviles
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Capitulo 4. Resultados y andlisis a posteriori

Al finalizar la actividad, se descubrié que los alumnos en realidad tenian un nivel
bajo comparado al esperado durante el analisis a priori, debido a que el promedio
general del grupo es de 7 (dato proporcionado por el maestro del grupo); Hubieron
2 alumnos que fueron transferidos a la institucién, pero eso es de menor

importancia.

La mayor parte de los alumnos consideran el aprendizaje de matematicas como
regular, siendo el un total de 8, mientras que 7 consideran el aprendizaje dificil, y

solo 3 alumnos consideran que aprender matematicas es facil.

Aprendizaje de matematicas

RN W O N
w

o

Facil Regular Dificil

Grafica 4.a. Aprendizaje de matematicas de los alumnos obtenido en el

diagnéstico previo a la actividad
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En cuanto a los temas para aprender, los que consideran mas dificiles son algebra
y pre céalculo, con 7 cada uno, y el segundo lugar figura geometria analitica, con 4,

no consideraron aritmética.

Temas mas dificiles segun el criterio de los alumnos

>

w

N

[N

Aritmetica algebra geometria analitica pre calculo

Gréfica 4.b. Temas mas dificiles de aprender segun el criterio de los alumnos

En cuanto al por qué tienen dificultades para aprender matematicas, hay opiniones
variadas, entre las cuales estan: “porque no puedo asociarlo con otras cosas que
pueda comprender mas”; “porque son procedimientos bastante largos y tediosos
luego para sacar resultados hay que hacer mucha derivada de numeros”; “no le

entiendo a algunos temas, el desarrollar se me complica”; “me confundo mucho en

los procedimientos” entre otras.

En cuanto a la primera actividad que tenia como finalidad saber que tan bien
grafican, hubieron algunos errores cuando llegaron al punto donde se indefine la

funcién y se producen las asintotas, como se ilustra en las siguientes fotografias.
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Fotos 4.a, 4.b y 4.c respectivamente. Errores cometidos por alumnos durante la

graficacion

Error comin durante la graficacién: unir los puntos de los cuadrantes tercero y
primero, en el momento donde la funcién empieza a acercarse al eje, aunque en el

segundo caso se dio cuenta de su error.
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Sin embargo, hubo alumnos que entendieron el comportamiento de la grafica de

una funcién racional, y respetaron las asintotas que eran los ejes.

O
|
Lol

|
i
PR IE

i I

Fotos 4.d y 4.e respectivamente. Graficacion correcta de la funcion racional,
respetando las asintotas representadas por los ejes.

Ahora en la siguiente parte de la actividad 1, las preguntas:

1. ¢Qué ocurre con la grafica cuando cambia el signo de alguna variable
de la funcioén original?

2. ¢Qué ocurre con la grafica cuando el valor del denominador es igual a

cero?

3. ¢Cual es el comportamiento de la grafica cuando el valor del

denominador se acerca a cero?

4. ¢Cual es el comportamiento de la grafica cuando el valor de x es cada

vez mayor?
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En la primera pregunta, la mayoria de los alumnos dio como respuesta que la
grafica cambiaba de direccion, se modifica, se modifican las coordenadas, etc.

Pero se dan cuenta que ocurre un cambio al modificar el signo de la funcién.

En la segunda pregunta, también hubo una opinidon generalizada de que el valor
da infinito, o no se grafica, pero en un caso, el alumno noté que hay una linea muy

cerca del eje

ocurre con la grafica cuando el v:

o hoy line

Foto 4.f.

En la tercera pregunta, no manejan la expresion “tiende a infinito” que se suele
usar en calculo diferencial, debido a que no lo asocian al calculo, pero la mayoria
menciona la caracteristica de que la gréafica se acerca al eje, sin usar el término

tiende, en uno, el alumno contestd “se pega mas al eje y sin tocarlo”.

La cuarta y ultima pregunta de la actividad 1 tuvo respuestas semejantes a la
pregunta tres, aunque relacionadas al eje x, al decir que “queda en forma lineal”, o

“se aleja” refiriéndose a que se aleja del gje .

Se aclara que primero realizaron la actividad de forma manual, posteriormente,
decidieron usar Geogebra para validar sus respuestas, aunque algunos se dieron
cuenta de que estaban mal, pero el software les sirvio para contestar las

preguntas.

A pesar de ser un grupo con el nivel educativo que tienen (mencionado
previamente en el capitulo tres), supieron expresar los cambios que surgen en la
grafica al modificar el signo en las variables, expresaron con lenguaje sencillo sus
respuestas, algunos de forma general, y otros mas especificos, aunque ninguno

uso la frase “tiende a infinito”, o “tiende” a 'y, etc.

En la actividad 2, que se us6 geogebra, se le pidié a los alumnos que realizaran la

grafica de la funcion, y se les oriento para que crearan los deslizadores para la
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manipulacion de variables, se dieron cuenta de que un cambio en las variables
influye en el comportamiento de las asintotas, sin embargo, solo unos pocos

especificaron la influencia de cada variable en ellas.

Respecto a la percepcién de los alumnos sobre la actividad, el cien por ciento
consider6 positivo y significativo el uso de esta herramienta para su aprendizaje
(anexos 3); reforzando la hipédtesis “el uso de las TIC en la didactica de las
matematicas puede tener resultados positivos para los estudiantes” debido a la
interaccion de los estudiantes con el objeto matematico (grafica). Se cita el
ejemplo de “Karen”, quien especific6 como influye cada variable en el

comportamiento de la gréfica:

“Si se mueve la a se mueve la gréfica. Si se mueve b solo sube o baja. Si se

mueve c se intercambian. Si se mueve d pues igual cambia la posicion.”

Fotos 4.g, h, i, j respectivamente. Realizacion de la actividad 2 usando Geogebra
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CONCLUSIONES

Bajo la perspectiva sociepistemoldgica, se observdé que los alumnos han
arrastrado el “miedo” a las matematicas, un fenébmeno muy comun en México,
desde que no saben para qué les serviran, su conocimiento adquirido en grados

de estudio anteriores o fuera de la escuela es considerado invalido, etc.

La ingenieria didactica nos ayudd a tener una organizaciéon adecuada para la
implementacion de las practicas, debido a que es una metodologia que se
implementa en las aulas, aunque al final se agregaron dos preguntas para conocer
la opinién y realmente saber si el uso de Geogebra ayudé a tener un aprendizaje

significativo del tema.

A pesar de ser un colegio particular, se descubrié que el nivel de los estudiantes
en matematicas es bajo, sin embargo, con la ayuda de un software dinamico y facil
de usar como Geogebra, se demostré6 que estas herramientas tecnologicas,
empleadas adecuadamente, pueden ser de gran ayuda para superar ciertas
dificultades, al construir la grafica de las funciones racionales, sin observar que las
asintotas son parte de la grafica, y no solo un espacio vacio de estas, como en los

errores cometidos por algunos estudiantes reflejados en el capitulo 4.

Como fue demostrado en trabajos citados durante la investigacion y en ésta, el
trabajar con herramientas tecnolégicas con una guia adecuada por parte del
docente, motivdé mas a los alumnos, asi como logré un aprendizaje significativo en
el tema de las asintotas. Al ser algo que no suelen usar seguido en el aula, debido
a que estan la mayor parte del tiempo aprendiendo de forma “tradicional” y eso
influye en la motivacién para aprender matematicas, demostrado en la seccion 4
donde se ve que la mayor parte de los alumnos considera a las matematicas
dificiles de aprender. Y ahora con la pandemia de COVID-19, los sistemas de
educacion en el mundo deberan estar mas involucrados en la implementacion de
TIC en la educacion, porque esta pandemia cambio las cosas a largo plazo, sino

es gue para siempre
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ANEXO 1. Diagnostico previo a la actividad

DIAGNOSTICO PREVIO A LA ACTIVIDAD

NOMBRE: EDAD:

SEMESTRE:

El objetivo de este diagndéstico es con la finalidad de tener informacién previa de
los conocimientos matematicos: tanto de las dificultades y el conocimiento de
aritmética, algebra, geometria analitica, precalculo y concepto de asintotas.

¢, Como consideras el aprender matematicas? Selecciona una opcion

e Facil
e Regular
e Dificil

De todas las matematicas que has visto tu vida escolar ¢Cuél es la rama mas
dificil segun tu criterio?

Aritmética
Algebra
Geometria analitica

Pre calculé

¢ Por qué las consideras dificiles de aprender?
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Actividad 1

. 1 . . . .
Teniendo f(x):; , asigne un valor a las variables (positivo, negativo o cero), y
realice a mano la gréafica de la funcion.

Tabular al menos cinco valores negativos, en cero y cinco valores positivos:

¢, Qué ocurre con la grafica cuando cambia el signo de alguna variable de la
funcion original?

¢, Qué ocurre con la grafica cuando el valor del denominador es igual a cero?

¢,Cudl es el comportamiento de la grafica cuando el valor del denominador se
acerca a cero?

¢,Cudl es el comportamiento de la grafica cuando el valor de x es cada vez mayor?

Actividad 2

En Geogebra, inserte la funcién (a x2 + b x + ¢) / (d x + k), (pedira crear
deslizadores para cada variable, haga clic en aceptar). Juegue con las

variables y explique como influyen los cambios de las variables en la
grafica.

¢,Qué variables influyen en el comportamiento de las asintotas?
¢,Cémo influyen en las asintotas? Explique su respuesta
¢, Qué les parecio la actividad?

¢,Creen que aprendieron de forma mas significativa mediante un entorno grafico
como el que proporciona Geogebra, que trabajando de forma manual?
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ANEXO 2. Fotos durante la préactica
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ANEXO 3. Pruebas contestadas por los estudiantes
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