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INTRODUCCION

En el vibrante campo de la topologia algebraica, los productos simétricos de un espacio topoldgico X
han emergido como una fuente inagotable de fascinacién y desafio matematico. Este trabajo de maestria se
sumerge en la exploracién profunda de estos espacios, centrandose en su intrincada relacién con la homologia
y homotopia, asi como explorar los resultados consecuentes que implican saber el tipo de homotopia y la
homologia de los productos simétricos del circulo unitario S!.

Karol Borsuk fue un destacado matematico polaco del siglo X X que deslumbré al mundo matematico
con el Teorema de Borsuk-Ulam. Este teorema fue uno de los primeros en estudiar el 3-producto simétrico
de S', afirmando que este era homeomorfo al espacio S% x S! (véase [1]), sin embargo, el terreno se agité
cuando Raoul Bott, figura de renombre en la topologia algebraica, desafié a Borsuk al refutar su modelo del
3-producto simétrico del circulo unitario afirmando que este era homeomorfo a la 3-esfera S (véase [2]).

R. Bott no solo cuestiond la validez de ciertas conclusiones, sino que también desatd una serie de inves-
tigaciones que llevaron a la reconsideracion de los hiperespacios productos simétricos desde una perspectiva
mdés profunda y rigurosa, llevando a la comunidad matemadtica a abordar los productos simétricos con las
herramientas poderosas de la topologia algebraica.

A través de este trabajo, se explorardan las consecuencias de esta refutacién, analizando cémo los ma-
tematicos contemporaneos han reexaminado y extendido la teoria de hiperespacios, en particular de los
productos simétricos, incorporando métodos avanzados de homologia y homotopia.

En el capitulo 1 se empezaran definiendo todos los conceptos necesarios para el desarrollo de la tesis, de
los cuales cabe destacar la homologia, la homotopia y la teoria de nudos, posteriormente en el capitulo 2 se
definird al k-ésimo producto simétrico visto como hiperespacio y a su vez, se dard un nuevo enfoque a este
espacio con el cual es posible desarrollar mejor los objetivos de este trabajo, y para finalizar, en el capitulo
3 se expondrd como calcular la homologia y la homotopia de los productos simétricos de S y como con esto
se puede obtener el resultado que Raoul Bott desarrollé junto con otros resultados que tienen de motivacién
a la teoria de nudos.

En términos generales, esta tesis busca profundizar nuestra comprension del k-ésimo producto simétrico
del circulo y ofrecer asi, una visién actualizada de su importancia en el panorama matematico actual.

Se espera que el lector de esta tesis tenga las bases de topologia y dlgebra moderna como en los textos [9]
y [7], as{ como algunos conceptos bésicos sobre variedades como en [16].




CAPITULO 1
PRELIMINARES

Antes de hablar sobre el k-ésimo producto simétrico del circulo es necesario comprender algunos concep-
tos importantes, los cuales ayudaran a explicar de mejor manera el contenido de este trabajo.

Dentro de este capitulo primero se hablard un poco sobre la teoria de categorias, pues esta ayudard a
desenvolver mejor los siguientes conceptos, posteriormente se explicard que es la homotopia, haciendo énfasis
en el grupo fundamental, haciendo también mencién de la homologia, conceptos y teoremas importantes
para el desarrollo de la tesis, y por tltimo se mencionaran algunas nociones bésicas sobre teoria de nudos.

1.1. Teoria de categorias

La teoria de categorias es un estudio matematico que trata de axiomatizar diversas estructuras matemati-
cas como una sola, usando conceptos como objetos y morfismos, y a la vez, trata de mostrar una nueva forma
de ver a las matematicas sin necesidad de usar conceptos como elementos, pertenencia, etc.

Esta teoria tuvo sus origenes en la topologia algebraica siendo motivada por la homologia, y de ahi,
se extendié a otras areas como la geometria algebraica, e inclusive en la fisica. Por tanto, se expondra a
continuacién algunos conceptos béasicos que serviran mas adelante para explicar mejor los otros conceptos.

Lo escrito dentro de esta seccién proviene principalmente de [12].

Definicién 1.1.1.
Una categoria C consiste de:

» Una clase de objetos, denotada por Obj(C).

» Para cada par de objetos X,Y en Obj(C) existe un conjunto Hom¢(X,Y) cuyos objetos se les llama
morfismos, los cuales se denotaran como f: X — Y.

» Para cada terna de objetos X,Y,Z en Obj(C) existe una regla de asignacién llamada composicién
o: Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z), donde o(f, g) se denota como f o g, tal que:
- Es asociativa, es decir ho (go f) = (hog)o f.

- Para cada X en Obj(C) existe un tnico morfismo idx € Home (X, X) tal que idx o f = f para
cada f € Hom¢(A,X) y goidx = g para cada g € Home(X, B), con A, B arbitrarios en Obj(C).
A idx se le llama el morfismo identidad asociado a X.

Observacién 1.1.1.
Aunque la notacién de un morfismo de X a Y sea f: X — Y, no necesariamente se trata de una funcioén.
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Definicién 1.1.2.

Un isomorfismo en C es un morfismo f : X — Y en C para el cual existe un tnico morfismo g : ¥ — X
tal que fog=1idy y go f = idx. En caso de que exista, se denota a g como f~'.

Se dice que dos objetos X,Y en C son isomorfos si existe un isomorfismo f: X — Y.

Notacién 1.1.1.
Se denota por X =¢ Y cuando X,Y son isomorfos en C. Cuando la categoria ya esta implicita, simplemente
se escribe X =Y.

De ahora en adelante cuando se hable de isomorfismos entre objetos dentro de una categoria, se hara uso
de la notacién anterior.

Ahora, se presentan algunos ejemplos de las categorias mds conocidas.

Ejemplo 1.1.1.
Se considera a las siguientes como ejemplos clasicos:

(1) La categoria de conjuntos, llamada Set, cuyos sus objetos son todos los conjuntos, sus morfismos son
todas las funciones y la funcién o es la composicién usual de funciones.

(2) A la categoria de espacios topolégicos se le llama Top y sus objetos son todos los espacios topoldgicos,
sus morfismos son todas las funciones continuas y la funcién o es la composicién usual de funciones.

(3) Se le llama Grp a la categoria de grupos, sus objetos son todos los grupos, sus morfismos son todos los
homomorfismos de grupos y la funcién o es la composicién usual de funciones.
Andlogamente, se define Ab como la categoria de grupos abelianos, Ring como la categoria de anillos,
R-Mod como la categoria de mdédulos sobre un anillo R, y Veck como la categoria de K-espacios
vectoriales sobre un campo K.

(4) Sea G un grupo. Se le llama G a la categoria asociada a G, esta es como sigue: su unico objeto es un
punto *, sus morfismos son los elementos de G y la funcién o es la operacién binaria que define a la
estructura de grupo de G.

(5) Se le llama Top* a la categoria de espacios topoldgicos basados en un punto, en efecto, sus objetos son
parejas de la forma (X, ) tales que X es un espacio topoldgico con xy € X, sus morfismos son funciones
continuas de la forma f : (X, z0) — (Y, yo) tales que f(xo) = yo, y la funcién o es la composicién usual
de funciones.

Ya que se tiene una idea de que son las categorias, lo més natural es tener algin tipo de relacién entre
dos categorias, para ello se da la siguiente definicion.

Definicién 1.1.3.
Sean C y D categorias. Un funtor covariante, que también es llamado simplemente funtor, es una asignaciéon
F :C — D que cumple:

= A cada objeto X en C se le asigna un objeto F(X) en D.

» A cada morfismo f € Home(X,Y) se le asigna un morfismo F(f) € Homp(F(X), F(Y)).
» Fidx) = idp(x)-

= F(gof)=Fl(g)oF(f).

Por otra parte, se dice que F' es funtor contravariante si cumple todos los puntos anteriores a excepcién del
segundo y el cuarto, donde en su lugar se pide que:

= A cada morfismo f € Home(X,Y) se le asigna un morfismo F(f) € Homp(F(Y), F(X)).
» Flgo f) = F(f)o F(g),

respectivamente.
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Para entender mejor el concepto de funtor, ya sea covariante o contravariante, se dan algunos de los
ejemplos mas comunes.

Ejemplo 1.1.2.
Se considera a los siguientes como ejemplos clésicos:

(1) Se le lama id : C — C al funtor identidad, donde para cada X en Obj(C) se tiene que id(X) = X y
para cada morfismo f € Home(X,Y) se cumple que id(f) = f.

(2) Sea M un R-mdédulo, se tiene asi el funtor Homp_proa(M, ): R-Mod — Ab tal que

= A cada R-médulo N se le asigna el grupo abeliano Hompg.proa(M, N).

= A cada morfismo de R-médulos f: N — L se le asigna un morfismo de grupos dado por

f* : HomR—Mod(M; N) — HomR—Mod(MvL)
g — fog.

Ya que se tiene la idea de los funtores, se desearia ver la relacién que existe entre ser covariante o
contravariante, para ello se da la siguiente definicién.

Definicién 1.1.4.
Sea C una categoria. Se define la categoria opuesta a C, denotada por C°?, como la categoria que cumple que:

= Obj(CP) = Obj(C).
» Homeor (X,Y) = Home(Y, X).

oop i Homeor (Y, X) x Homeor(Z,Y) — Homeor(Z,X)

(f,9) — gof , con o la composicién en C.

Observacion 1.1.2.

Un funtor contravariante F' : C — D tiene asociado un funtor covariante de la forma F' : C°? — D. Por
tanto, es posible considerar a los funtores contravariantes como covariantes, siempre y cuando se observen
en una categoria opuesta.

Por la observacién 1.1.2, a partir de aqui se hablard unicamente de funtores covariantes.

Un resultado importante al momento de hablar de funtores es cuando se tienen isomorfismos, asi pues
dicho resultado se da en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.1.
Sea F': C — D un funtor. Si f : X — Y es un isomorfismo en C entonces F(f) : F(X) — F(Y) es un
isomorfismo en D.

Demostracion: Como f : X — Y es un isomorfismo en C entonces por la definicién 1.1.2 existe el
morfismo f~1:Y — X tal que fof ' =idy v f'of=1idx.
De las propiedades del funtor de la definicién 1.1.3, F,,(f) o F,(f71) = F(fo f71) = F,(idx) = idp, (x)
y Fo(f7Y) o Fu(f) = Fu(f~' o f) = Fu(idy) = idg,(yv), por tanto de la definicién 1.1.2 se tiene que
F(f): F(X) — F(Y) es un isomorfismo en D. [ |

1.2. Homotopia y homologia

Uno de los objetivos de la topologia algebraica es el de clasificar los espacios topoldgicos, y para eso,
una herramienta fundamental son los grupos de homotopia, que no son més que la asignacién de un gru-
po algebraico a un espacio topolégico. El mas simple de estos grupos, y el primero, se conoce como grupo
fundamental. Intuitivamente, los grupos de homotopia registran informacién sobre agujeros de un espacio
topoldgico.
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Siguiendo esta idea, a continuacién se desarrollan los siguientes conceptos y resultados relacionados a la
homotopia.

Lo visto dentro de esta seccién proviene principalmente de [8].

Primero se empieza introduciendo conceptos que serviran para dar los resultados que se quieren exponer
en esta seccién.

Definicién 1.2.1.
Sean X,Y espacios topoldgicos, una funcién continua H : X x [0,1] — Y se llama homotopfa.

Notacién 1.2.1.
Sea I := [0, 1], dada una homotopia H : X x I — Y, para cada t € I, se tiene la funcién

H: X — Y
x +— H(z,t).

Teniendo en cuenta lo anterior, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2.
Sean X un espacio topolégico y A C X. Se dice que A es un retracto por deformacién de X si existe una
homotopia H : X x I — X tal que:

= Hy=1x,donde 1x : X — X es la funcién identidad.
» Hi(X)C A
" Hi|a=14,donde 14 : A — A es la funcién identidad.

Si ademds H se puede elegir de tal modo que H¢|4 = 14 para toda t € I, entonces se dice que A es un
retracto por deformacion fuerte de X.

A continuacién, se da un ejemplo de un retracto por deformacion.

Ejemplo 1.2.1.
Se afirma que S" := {x € R"™! : ||z|| = 1} es un retracto por deformacién de R"** — {0}. En efecto, sea

H: R™'—{0))xI — R —{0}

(z,1) — (L—t)x +trg,
donde || - || es la norma euclidiana en R™**.
Claramente H es continua, también se observa que Hqo(z) = zy Hyi(x) = ﬁ € 9™ para cada x € R"T1—{0},
x
por lo que Hy = 1x y Hy (R** — {0}) C 5. Siz € S™, se cumple que ||z|| = 1, asf en este caso Hi(z) =,
por lo que Hy|gn = 1gn. Mds atn, como se tiene que x € S™ si y sélo si ||z|| = 1, entonces en este caso

Hy(z) = (1 —t)x + tx = z, por lo que Hi|gn = 1|gn.
De aqui se tiene que S™ un es retracto por deformacién fuerte de R"*% — {0}.

Ahora bien, la idea intuitiva de la homotopia es formar caminos que lleven de un espacio a otro de manera
continua, y esto a su vez también se puede hacer con las funciones continuas entre dos espacios topolégicos.
Por tanto, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3.
Se dice que f,g € Homre,(X,Y') son homotdpicas si existe una homotopia H : X x I — Y tal que Hy = f
y Hi=g.

Notacion 1.2.2.
Cuando f,g sean homotépicas bajo una homotopia H se escribird f ~p g. Cuando se sobrentienda la
homotopia H simplemente se escribira f ~ g.
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Para entender mejor este concepto, se da el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2.
Sean f,g € Homro,(I,R? — {0}) dadas por

R* — {0}

f+ 1 — R% — {0} g: I —
x — (cos(2mz),2sin(27x)).

x +— (cos(2mx),sin(27x))
Es posible notar que la funcién

H: IxI — R2 — {0}
(z,t) — (cos(2mz),(1+t)sin(27x)),

es una homotopia que cumple que Hy = f y H; = g, por tanto f ~pg g.

Ya que se tienen estos conceptos y una idea més clara de como funcionan las homotopias entre funciones,
se dan los siguientes resultados importantes que seran de ayuda al momento de definir el concepto de grupos
de homotopia de un espacio topolégico.

Proposicién 1.2.1.
La relacién de homotopia en Homy,,(X,Y) es de equivalencia.

Es rutinario probar la proposicién anterior y esta prueba se encuentra en [8, proposicién 1.2, pdg. 26],
asi pues, se da a continuacién el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.2.
La relaciéon de homotopia de funciones es compatible con composiciones.

Demostracion: Sean f, f' € Homrpe,(X,Y) tales que f ~pg f'.
Considerando que H : X x I — Y es la homotopia tal que Hy = f y H; = f', sea g € Homro,(Y, Z) y asi
se define G :=go H : X x I — Z. Es facil ver que G es continua pues g y H lo son, ademds se observa que
Go=goHy=gofyGi =goH; =gof' portanto go f~ggo f.
Suponiendo ahora que h € Homp,,(Z, X ), entonces se define

F.: ZxI — Y
(z2,t) — H(h(2),1).

Claramente F es continua y ademds Fy = Hyoh = fohy Fy = Hyoh = f'oh, por tanto foh ~p f o h.
Se concluye asi que la homotopia es compatible con la composicion. |

Definicién 1.2.4.

Sea f € Homrep(X,Y), se dice que f es una equivalencia homotdpica si existe g € Homp,,(Y, X) tal que
gof~1xy fog=~1ly, donde 1x,1y son las funciones identidad a X y Y respectivamente. En este caso,
a la funcion g se le llama la inversa homotépica de f.

Si existe una equivalencia homotépica f : X — Y, entonces se dice que los espacios topoldgicos X y Y son
equivalentes homotdépicamente o que tienen el mismo tipo de homotopia.

A continuacién, se quisiera dar una nocién de un elemento neutro para definir los grupos de homotopia.
Es fécil observar que esto se logra con la siguiente definicién.

Definicién 1.2.5.
Sea f € Hompe(X,Y), se dice que f es null-homotdpica si f ~ ¢, donde ¢ : X — Y es una funcién
constante.

Se da también un resultado importante sobre los retractos por deformaciéon de un espacio topoldgico el
cual relaciona el concepto de equivalencia homotépica.

Proposiciéon 1.2.3.
Si A es un retracto por deformacién de X, entonces la inclusiéon natural j : A < X es una equivalencia
homotopica.

10
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Demostracion: Por la definicién 1.2.2 existe una homotopia H : X x I — X que cumple que Hy = 1x,
H(X)C Ay Hy|a =14. Se define
r: X — A
x — Hp(x).

Claramente r estda bien definida y es continua, por tanto, se tiene que r es la inversa homotépica de j.
En efecto, no es dificil observar que r o j = Hi|a = 14, y ademds se tiene que j or = Hj, por lo tanto
jOT:Hlfl’HH():lx. |

Observacién 1.2.1.
Todos los resultados anteriores también se aplican dentro de la categoria Top*.

Considerando la observacién anterior, y ya que se tiene una idea sobre lo que es homotopia, se da la
definicién de grupos de homotopia.

Definicién 1.2.6.

Sea (X, xo) un objeto en la categoria Top*, para cada n € NU{0} se define el conjunto de clases de homotopia
T (X, z0) = Homrpep- ((S™, a), (X, x0))/ ~, de morfismos f : (S™,a) — (X, z¢) en Top* para algiin a € S™.
Si n € N entonces al conjunto m, (X, z¢) se le llama el grupo de homotopia de orden n relativo a .

Observacién 1.2.2.

Para n = 0, se tiene que S = {a,b} donde a y b son puntos sobre una recta a una unidad de distancia
del origen, asf se considera z1, 22 € X puntos distintos junto con f; : (S°,a) — (X, z0) en Top* tal que
fi(b) =2, € X parai=1,2.

Se tiene que f1 ~ fo siy solo si existe a : I — X tal que a(0) = x1 y (1) = x5 pues las funciones f; al
tener al punto a € S° fijo solo depende del punto b, y ademds la funcién « existe si y sélo si 21, T2 estan en
la misma componente arcoconexa de X.

De aqui es posible ver que cada clase de homotopia de funciones f : (SY,a) — (X,z0) determina una
componente arcoconexa de X, por tanto es posible considerar 7y(X, zg) como el conjunto de las componentes
arcoconexas de X.

Ahora, de la definicién 1.2.6 se quisiera comprobar varias cosas, que no importa la eleccién del punto
a € S™, que en efecto el nombre grupo de homotopia tiene sentido y ademads m, es un funtor para cada
n € N, esto y otros resultados consecuentes seran mas faciles de ver por medio del concepto de lazos basados
en un punto.

La idea de lazo surge del isomorfismo que existe entre S y I/{0,1} dado por la funcién

1/{0,1} — St

[t] — 627rit' (11)

En esencia, al tener una funcién f : (S',a) — (X, x0) se puede considerar que el isomorfismo anterior
mande la clase [0] al punto a € S y de esta forma tener un lazo v : I — X tal que v(0) = ¢ = (1), por
tanto, se llamara a v el lazo basado en el punto zg.

Observacién 1.2.3.

En general, para cada n € N se tiene que I™/0I™ Zp,, S™ donde OI™ es la frontera de I™, asi para tener un
resultado analégo al de S* lo que se tendria que hacer es mandar cada punto de OI™ al punto a € S™ dado.
De esta misma forma, al tener una funcién f : (S™,a) — (X, ), el n-lazo v : I — X mandard cada
punto de JI™ al punto x¢ € X, teniendo asi un n-lazo basado en un punto xg.

Dada esta observacion, se da formalmente el concepto de lazo con la siguiente definicion.

Definicién 1.2.7.
Sea X un espacio topoldgico y sean xg, 1 € X, se define el conjunto

QX, zg,21) == {w € Hompep(I,X) : w(0) = zo,w(l) = x1}.

A los elementos de Q(X, xg) := Q(X, o, zo) se les llaman lazos basados en x.
En general, a los elementos de Q" (X, x¢) := {w € Hompep(I",X) : w(y) = xo para caday € 9I"} se les
llaman n-lazos basados en xg.
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Se quisiera ver que el nombre grupo de la definicién 1.2.6 tiene sentido, para ello primero se tiene que
dar una operacién de grupo, por tanto, se da a continuacion la siguiente definicién.

Definicién 1.2.8.
Se define la concatenacién de caminos como la funcién

Q(X, xo,xl) X Q(X,l‘l,afg) — Q(X, Io,l‘g)

(w,7) —> w* 7,
donde
wkxvy: I — X
1
w(2t)  0<t< =,
t — 1 2
~v(2t — 1) §§t§1.

Observe que, por el lema del pegado (véase [9, teorema 18.3, pdg. 106]), w x v € Q(X, xo, x2).
También es necesario dar la idea del inverso de un lazo, por tanto, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.2.9.
Se define el reverso de un camino w € Q(X, g, z1) como el camino w € Q(X, z1,x0) dado por

w: I — X
t — w(l-—1t).

Observacién 1.2.4.
Para n-lazos basados en algtin punto xy € X, la concatenacién esta dada por

w7y I — X
1
w(2t1at2;-~-7tn) 0<# <,
(titay .. tn) — 1 2
’Y(Qtl — 1,t2,...,tn) Stl S 1.

2
Asi también, el reverso de un n-lazo estda dado por
w: I — X
(tl,tg, - ,tn) — w(l —t1,t9,... ,tn>.

Dado que la definicién 1.2.6 usa las clases de homotopia, de igual manera se quisiera tener homotopia
pero entre caminos. Por tanto, en el sentido de la definicién 1.2.3, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.2.10.

Se dice que w,vy € Q(X,xg,x1) son homotdpicos por caminos si existe una homotopia H : I x I — X tal
que w~g vy H € Q(X,x0,21) para toda t € 1.

En general, para cada n € N se dice que dos n-lazos w,y € Q"(X, z() son homotSpicos por caminos si existe
una homotopia H : I x I — X tal que w ~g vy H; € Q"(X, ) para toda t € I.

Notacién 1.2.3.
Si w y v son homotépicos por caminos, se escribird w =~ 7.

Ahora, se dara unos resultados sobre las homotopias de caminos que serviran para definir correctamente
la operacion de grupo en los grupos de homotopia.

Proposicién 1.2.4.
La relacién ~,, es una relacién de equivalencia en Q(X, zg, z1).

Al igual que en la proposicién 1.2.1, es rutinario probar el resultado anterior.

A continuacién, el siguiente teorema relaciona a ~, con Q(X, zo) donde cuya prueba se puede encontrar
en [8, proposicién 1.3, pig. 26].

12
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Teorema 1.2.1.
Para (X, zg) un objeto en Top™ se tiene que Q(X, )/ =2, es un grupo bajo la operacién [w] - [7] := [w *7].

Observacién 1.2.5.
Siguiendo la prueba de [8, proposicién 1.3, pag. 26], el teorema anterior se puede generalizar a que Q"(X, z¢)/ ~,
es un grupo para cada n € N.

Por tanto, por los resultados anteriores tiene sentido dar la siguiente definicion, la cual es equivalente a
la definicién 1.2.6.

Definicién 1.2.11.

Sea (X, xg) un objeto en Top*, para cada n € N se define el grupo de homotopia de orden n relativo a xq
como (X, xo) == Q"(X, x0)/ ~p.

Al grupo de homotopia de orden n = 1, 71(X, zg), se le llama también grupo fundamental.

Ahora bien, se quisiera considerar a los grupos de homotopia como funtores entre la categoria Top* y la
categoria Grp, para ello serfa ideal que dado un morfismo en Top* se construya un morfismo en Grp, por
tanto se considera los siguientes resultados.

Lema 1.2.1.
Sea f: (X,z0) — (Y,y0) un morfismo en Top*. Para cada w € Q"(X, zo) se tiene que fow € Q™*(Y,yo)
para cualquier n € N, donde [f o w] en 7, (Y, yo) no depende del representante de [w] en m, (X, x¢).

Demostracion: Es claro que fow € Q™(Y,yo), la segunda parte es andloga a la proposicién 1.2.2. |

Definicién 1.2.12.
Sea f: (X,z0) — (Y, yo) un morfismo en Top*. Para cada n € N se define

f;& : 7r’rL('X—7 'TO) — Wn(Y, yO)
[w] —  [fow]
Para n = 1, se escribird simplemente fy := fj.

Proposicién 1.2.5.
Si f:(X,20) — (Y,yo) es un morfismo en T'op*, fj; € Homgyp(mn(X,20), mn(Y,y0)) para cada n € N.

Demostracion: Por el lema 1.2.1 se tiene que f;; estd bien definida.
Ahora bien, para cada w,y € Q"(X, xg) observe que f o (w*7v) = (f ow) * (f o), usando esto se tiene que

fi (Wl - D) = i (wAl) = [fo(ws)] = [(fow) x (foy)] = [fow]-[for] = fi ([w])- £ (W), Concluyend:

asf que f es un morfismo en Grp para cada n € N.

Considerando los resultados anteriores, se probard a continuacién que, en efecto, es posible construir un
funtor con los grupos de homotopia en cualquier orden.

Teorema 1.2.2.
Mediante los grupos de homotopia se obtiene, para cada n € N, un funtor m, : Top* — Grp tal que

s A cada objeto (X, zo) en Top* se le asigna m, (X, zo).
= A cada morfismo f : (X, z0) — (Y,y0) en Top* se le asigna f : m, (X, z0) — mn (Y, y0)-
Demostracion: Por la proposicion 1.2.5, solo basta comprobar los siguientes puntos de la definicién 1.1.3.

» Para 1y : (X,z9) — (X,z0) y w € Q"(X, ), se tiene que (1x)x ([w]) = [1x ow] = [w], es decir
(1X)% = lﬂn(XﬂJO)'

» Para f: (X,20) — (Y,v0) v 9 : (Y,y0) — (Z,20) morfismos en Top* y para w € Q"(X,xg), se
tiene que (9o /) (w]) = [g o (f ow)] = gl ([f ow]) = g (f (&) = (9 £3) ([w]), por tanto
(9o f)y =gho i
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|
Ahora bien, se presenta a continuacién unos resultados para el grupo fundamental que servirdn mas
adelante. La prueba del siguiente resultado se encuentra en [8, proposicién 1.18, pdg. 37].

Proposicién 1.2.6.
Sea f: (X,z9) — (Y,y0) en Top* una equivalencia homotdpica, se tiene que fz : m1 (X, z9) — m1 (Y, 20)
es un isomorfismo en Grp.

Se da ahora una caraterizacion especial para el grupo fundamental, en el caso de elegir distintos puntos
distinguidos para un mismo espacio topolégico dentro de la categoria Top*. La prueba del siguiente resultado
se basa en el comentario que estd después de [8, proposicién 1.5, pag. 28].

Proposicién 1.2.7.
Sea X arcoconexo y sean xg, 1 € X, se tiene que 71 (X, xo) Zarp m (X, 21).

Observacion 1.2.6.

La proposicién 1.2.7 se puede generalizar para cualquier grupo de homotopia de orden n € N de un espacio
arcoconexo X, ya que si w € Q"(X, 1) entonces dado ¢ : I — X tal que ¢(0) = zg y ¢(1) = 21 se puede
construir w’ € Q"(X, o) reduciendo el dominio de w a un cubo concentrico més pequetio dentro de I™ para
luego insertar ¢ en cada segmento radial en el caparazén entre I™ y este cubo mas pequeno.

El resultado anterior dice que el grupo de homotopia de orden n, cuando n € N, es invariante a la eleccién
del punto xg si X es arcoconexo, lo cual motiva la siguiente notacién.

Notacion 1.2.4.
Cuando X sea arcoconexo simplemente se escribird 7, (X) para cualquier n € N.

Ya que se tiene presente el concepto de grupo de homotopia de orden n y considerando los resultados
que ya se han desarrollado sobre estos, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.2.13.
Sea (X, ) un objeto en Top*, se dice que (X, xg) es n-conexo si m;(X, ) = 0 para toda ¢ € {0,...,n}.
En particular, si (X, zo) es 1-conexo, se dird que X es simplemente conexo.

De la definicién anterior, se tiene que el ser 0-conexo es lo mismo que ser arcoconexo, pues por la observa-
ci6n 1.2.2 se tiene que cada elemento en mo (X, o) es una componente arcoconexa de X y al ser mo(X, 2g) = 0,
es decir que todos los morfimos f : (S%,a) — (X, x¢) son homotépicos, entonces el conjunto (X, zg) sélo
tiene un elemento y por tanto el espacio X tiene una componente arcoconexa. Por tanto, para espacios
n-conexos con 1 > 1, por la observacién 1.2.6 simplemente se escribird m, (X).

A continuacion, se dard un resultado importante para calcular el grupo fundamental de varios espacios
topoldgicos, que sera vital en la seccion 3.2, pero antes se da la siguiente observacion.

Observacién 1.2.7.

Si X = UUV y si existen las inclusiones naturales 21 : UNV — U, i3 : U — X, 51 : UNV > Vyjo: V=X
tales que i := iy 041 y j := js o j1, entonces, por la propiedad funtorial del grupo fundamental visto en el
teorema 1.2.2, se tienen iy : m(UNV) — m(U) — m(X), jg :mUNV) — m (V) — m(X).

Notacion 1.2.5.
Dada una clase [a] en un grupo de homotopia de orden n, si no hay confusién simplemente se escribird .

Considerando lo anterior, se da el siguiente resultado el cual puede verse en [8, teorema 1.20, pag. 44].

Teorema 1.2.3 (Seifert-van Kampen).

Sea X =U UV con U,V abiertos en X tal que U, V,U NV son arcoconexos y considerando N ({S)) como el

subgrupo normal més pequefio que contiene a S := {i4(a)jg(a) ™ :a € m(UNV)} donde iy, jx son como

7T1(U) * 7T1(V)
N((9))

se describe en [13, pag. 145], entre los grupos m (U) y m1 (V).

~

en la observacién 1.2.7, se sigue que m1(X) Zapp donde * denota al producto libre, tal como
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Para comprender mejor como se aplica el teorema 1.2.3, se da el siguiente ejemplo basado en representa-
cién geométrica.
Ejemplo 1.2.3.

Sea K la botella de Klein representado por un cociente del espacio I x I, tal como se indica en la figura a
continuacion.

A

ap AQ

b

1 11
Sea U C K un disco abierto de radio positivo r < 3 con centro en (2, 2), yseaV=K-U conU CK

. . 11 . .,
un disco cerrado de radio r’ < r con centro en | =, = | tal como se presenta a continuacidn.
2'2

y
A

a4

AQ

Y

Claramente U,V son abiertos y arcoconexos, ademés, como el disco U’ C U, la interseccién U NV estd
representada por la siguiente figura, de donde se puede apreciar que la interseccién también es un conjunto
arcoconexo.

-----

'
’ \5
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P4 .
’
.
e
’ o ~~s \
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4 4 . \
1 ' 1 h
| ¢ 1 1
1 1 1 1
\ \ ’ 1
\ A . ]
.

\ . e 1
A ~._—' ’
. .

. ’

S .
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s unvo -
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""""""

Es claro de la figura anterior que U NV y S! tienen el mismo tipo de homotopia, entonces considerando la
proposicién 1.2.6 se tiene que w1 (U NV) = m1(S1), por [8, teorema 1.7, pag. 29], m1(S1) = (c) donde c es un
lazo isomorfo a S' al cual se contrae el espacio UNV.
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Ahora bien, como ya se tienen los requisitos para aplicar el teorema 1.2.3, se quisiera observar como el lazo
c se ve dentro de U NV, de U y de V, lo cual es posible observar en las siguientes figuras.

L L L
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f‘ ~ " ~ V
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’ . ’ .
. . ’ N
’ o = . PR
] ‘ N : ] : ‘ N
} ’ . \ } \ ’ .
’ \ 1 1 1 1
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al\ 1 I‘ 1 I /\a al\ 1 U I /\a a//\ I‘ 1 /\a
] ]
' N " 3 ' 3 N "
\ ~ \ ~
o e ’ ’ o e
. - 4 . A --
AR y AR y
~ ,' ~ ,'
~ - ~ -
~~___‘ N~_-_‘
\ N \
?> ” ”
b b b

Dado que U es un espacio convexo en R?, considerando [8, ejemplo 1.4, pag. 27], 1 (U) = 0, por lo que es
facil observar que i4(c) = 1, con 44 como en la observacién 1.2.7 y 1 la identidad del grupo.

Por otra parte, no es dificil observar que el contorno del cuadrado anterior es un retracto por deformacién
de V, y ademas se tienen las siguientes homotopias.

b

)
A)

A

R
R

a A 1 | P N ap AQ a A -

b

Y

De lo anterior se observa que V y S' Vv S! tienen el mismo tipo de homotopia, donde S! v S es el wedge
de dos circulos (véase [8, pag. 10]), y por la proposicién 1.2.6 se tiene que w1 (V) = 71(S* v S!) donde,
por [8, ejemplo 1.21, pag. 43], se tiene que 7 (S* vV S') = (a, b) el grupo libre generado por a y b.

Ademsds, como ya se ha visto al lazo ¢ dentro de V, se tiene entonces que el retracto por deformacién
arrastraria este mismo lazo ¢ al contorno del cuadrado, y por la orientacién que se le dio, se tiene que
J#(c) = aba™'b con ju como en la observacién 1.2.7. Por tanto, el teorema 1.2.3 dice que

71 (K) 2 (a,b) * 0/N{aba™'b) = (a,b) /N (aba™'b) = (a,b: aba™'b = 1).

Como ya ha visto, el grupo fundamental y por consiguiente los grupos de homotopia de cualquier orden
n, son complicados de calcular en algunos casos, por tanto, a cada espacio topoldgico X conviene asociarle
otro grupo que sea mas facil de calcular.

De aqui surge la idea de homologia, la cual no es méas que el procedimiento para asociar a espacios
topoldgicos sucesiones de grupos abelianos, o en contextos més generales asociar a los espacios topolégicos
sucesiones de R-médulos.

La homologia estudia a los espacios topoldgicos por medio de sus agujeros en todas sus dimensiones, por
lo que en primer lugar se querria estudiar a los espacios topolégicos que se pueden descomponer en distintos
sectores que dependan de la dimesién en la que se encuentren, para ello se empieza dando la siguiente
definicién.

Definicién 1.2.14.
El n-sfmplex estdndar A™ es el subespacio convexo de R™*! generado por los vectores de la base estdandar

n n
{eo,€1,.-.,en} de R"*1 es decir el conjunto {Ztiei : Zti =1, t; > 0 para cada j € {0,... m}}
i=0 i=0
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Para comprender mejor esta definicion, se da el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.4.
Un 0-simplex estdndar en R es de la forma

Ot
®
(=)

Un 1-simplex estandar en R? es de la forma

€1

€o

Un 2-simplex estandar en R? es de la forma

A partir de lo anterior, se quisiera generalizar la idea de los n-simplex estdndar en cualquier dimensién
mayor o igual a n y en cualquier posicién en la que se encuentren, para ello se da la siguiente definicion.

Definicion 1.2.15.

Un n-simplex en R™ (m > n) es un subespacio convexo de R™ generado por n + 1 puntos wy, ..., Wy, €8
n

n

decir el conjunto Ztﬂ/i : Zti =1, t; > 0 para cada j € {0,...,n} p, tales que, si n > 1, dichos puntos
i=0 i=0

Vg, ..., Up, cumplen que el conjunto {wq — wo, wy — wo, ..., w, — wp} sea linealmente independiente.

Observacién 1.2.8.
Un n-simplex estandar es un n-simplex dentro de R"*! en el sentido de la definicién 1.2.15, generado por
los puntos e, . .., e, tales que el conjunto {e; — e, ..., e, —eg} es linealmente independiente.

Para comprender mejor el concepto de n-simplex, se da el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.5.
Un 2-simplex en R? es de la forma

w2

Un 3-sfmplex en R3 es de la forma

Notacion 1.2.6.

n n
Los n-simplex se denotan como [wo, w1, . .., w,] = {Ztiwi : Zti =1, t; > 0 para cada j € {0,.. ,n}}
i=0 i=0
De la misma forma, se denota a los n-simplex estdndar como A™ = [eg, eq, ..., ey].

Observacién 1.2.9.
Para el calculo de la homologia se requiere que los n-simplex posean una orientacién. El orden de los vértices,
tal como esta dado en la notacién 1.2.6, determina la orientacion del n-simplex.

Observacién 1.2.10.
n n n n
Sea [zg,...,Tn] un n-simplex arbitrario, si Ztixi,ani € [zo,...,xy] tales que Zti%‘ = Zrixi,

7, 0 =0 =0
n
entonces Z i)z; = 0. Ahora, como Ztl =1= Zrl entonces tg — rg = — Z(t’ —r;), por tanto
= =0 =0 i=1
n n n n
Z (ti —ri)w; = (to — ro)wo + Z —Ti)Ti = Z(ti —7i)To + Z(ti —Ti)T; = Z(ti — i) (i — o).
i=0 i=1 i=1 i=1
De lo anterior, como Z(tl —r;))(zi—x9) =0y {x1—x0,...,2, — o} es linealmente independiente, se cumple
i=1 "
que t; —r; = 0 para cada i € {1,...,n} y como consecuencia de esto se tiene que tg —rg = — Z(t’ —7r;) =0.
i=1
Por lo tanto, de los resultados anteriores se concluye que t; = r; para cada ¢ € {0,...,n}.
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Con lo que se ha mencionado anteriormente, se prueba a continuacién el siguiente lema.

Lema 1.2.2.
Todo n-simplex es homeomorfo a A™.

Demostracion: Se definen

fo [wo,wi, ... ,wy] —> A™ g: A" —  [wo, w1, ..., wy]
n n n n
=0 1=0 =0 =0

Por la observacién 1.2.10 se tiene que f, g estan bien definidas, asi también, f, g son continuas, y ademds g
es la inversa de f, de aqui se tiene el homeomorfismo. |

Por el homeomorfismo anterior, a partir de aqu{ para referirse a un n-simplex arbitario (salvo isomorfis-
mos) sin que se tenga la necesidad de especificar sus vértices, simplemente se escribird A™.

Ahora, se da una definicién que dird cuando se este hablando de las caras de un n-simplex.

Definicién 1.2.16.

Sea [wo, ..., w,] un n-simplex, para cada i € {0,1,...,n} se define a la i-ésima cara de [wy, ..., w,] o la cara
n n
opuesta a w; como [wo, ..., W;, ..., wy] = Ztkwk : Ztk =1, t; > 0 para cada j € {0,...,n}
i i

Se denota a esta i-ésima cara como d; A™.

Observaciéon 1.2.11.
Se puede observar que d;A™ es un (n — 1)-simplex, y por el lema 1.2.2, d;A™ 2p,, A"~

Para entender mejor la definicién 1.2.16, se da el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.6.
En un 2-simplex, sus caras estdn representadas por dgA2, d; A2, dyA? en la siguiente figura.

w1

d1 A2

Se da ahora una definicién que sera de gran ayuda para desarrollar los conceptos posteriores.

Definicién 1.2.17.

Al espacio intA"™ := A" — U d; A™ se le llama el interior del n-simplex A™.
i=0

En la definicién presentada a continuacién, para cada n-simplex se asume que se considera el homeomor-
fismo del lema 1.2.2.

19



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.2.18.

Un A-complejo es un espacio topoldgico X junto con una coleccién de funciones {f : A" — X }Z?I)n,
donde para cada n > 0, I,, es el conjunto que indexa a la cantidad de n-simplex en los que se divide a X,
dichas funciones cumplen que:

(1) Para cadan € Ny cada a € I, la restriccién f2]intan es inyectiva.

(2) Para cada x € X existen tnicos n € Ny a € I,, tales que = € f7 (intA™), o bien, existe un tnico a € I
tal que z € £ (AO).

(3) Para cada i € {0,...,n}, cada restriccién f2

d;an es una de las funciones fg_l AT X

(4) A C X es abierto si y sélo si (f7)”' (A) es abierto en A" para cadan € Ny cada o € Iy

. . > .
A la coleccién de funciones {f : A" — X }"—0 se le llama una estructura de A-complejo para X.

o a€l,
Observacién 1.2.12.
Dado que A™ es un n-simplex arbitrario, salvo isomorfismos, entonces cuando se dice que f|4,a» es una de
las funciones fg_l se refiere a que f|g,an = fg_l o ¢ donde ¢ : d;A™ — A" es un isomorfismo, el cual
existe por la observacién 1.2.11. Asi también, como A™ es un n-simplex arbitrario, salvo isomorfismos, si es
posible considerar fy : A7 — Xy fz : Af — X con A7 y Ay distintos como conjuntos.
Ademds, la estructura de A-complejo de un espacio topolégico X, no es unica.

Se considera a continuacion el siguiente ejemplo para entender mejor la definicién anterior.

Ejemplo 1.2.7.

La botella de Klein K es un A-complejo, en efecto, definiendo U = [(0, 0), (0, 1), (1,1)], V = [(0, 0), (1, 0), (1, 1)],
a =1(0,0),(0,1)], b=[(0,0), (1,0)], c=1[(0,0),(1,1)] y v =[(0,0)] ¥ considerando a K como un cociente del
espacio I x I, tal como se hizo en el ejemplo 1.2.3, para cada O € {U,V,a,b,c,v} se define

fo: 0O — K
p +— q(p)

donde ¢ : I x I — K es la funcién cociente que describe las identificaciones en I x I para construir a K.
Considerando a las funciones anteriores y al cociente que representa a K, los simplex U, V, a, b, c, v se repre-
sentan como sigue en la siguiente figura.

De la figura anterior, es facil ver que la coleccién de funciones {fo : O — K : O € {U,V,a,b,c,v}} cumple
con los 4 puntos de la definicién 1.2.18, por tanto dicha coleccién es una estructura de A-complejo para K.

Ahora bien, antes de dar el concepto de homologia, se da la siguiente definicién.
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Definicién 1.2.19.
Sea una sucesion de R-moédulos, para un anillo R, dada por

fr fr—1

"'HMkHMk—lﬁMk—QH“'

Se dice que dicha sucesion es
» exacta, si Im(f;) = ker(fx—1) para toda k € Z;
» un complejo de cadena, si Im(f;) C ker(fx—1) para toda k € Z.

Observacién 1.2.13.
La condicion de ser complejo de cadena es equivalente a que fr_1 o fr = 0 para todo k € Z.

Para que tenga sentido hablar de homologia, se tiene que construir un complejo de cadena.

. . ; . . L. >0
Se empezard a construir la homologia més simple e intuitiva, para ello, sea {f : A" — X }ZE 7, una

estructura de A-complejo para X, se construye asi el complejo de cadena asociado a la estructura de un
A-complejo X.

Se define C2(X) = Z.J,, como el Z-médulo libre generado por J,, donde J,, := {f? : A" — X}aer,
para un n fijo, asf pues dado que C2(X) es un Z-médulo, es decir un grupo abeliano, entonces sus elementos
tienen la forma

n
g arfa, con ax € Z, f, € Jy.
k=1
Normalmente se usa por convencién que Z{ = 0.

Ahora se construyen funciones que relacionan los C4(X).
Por el punto (2) de la definicién 1.2.18, f7, |4,a~ € C2 (X)) para cada i € {0,1,...,n}, por tanto se define

o (fa) =Y (1) fa,

=0

d; A" -

Por la propiedad universal del médulo libre (véase [7, teorema 6.7, pdg. 30]), existe un dnico morfismo de
Z-moédulos 8nA tal que extiende por linealidad al morfismo 95 definido anteriormente, es decir, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

JnC Z.J,
;
;
;
7/
/
7/
;
an s g
;0o
7/
;
7/
s
;
k

Ca 1 (X)

De aqui, se ha definido morfismos de Z-médulos 85 : C2(X) — C2 (X)) para cada n € NU{0}.

Como 1o se tienen n-simplex con n < 0, se puede considerar que 85 = 0y C2 | (X) = 0 para toda n < 0.
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Por tanto, se ha construido la sucesion de Z-médulos asociada a la estructura de A-complejo de X, la
cual esta dada por

8a a2 84 aa a2

Dada esta sucesion, se presenta el siguiente lema cuya prueba se encuentra en [8, lema 2.1, pdg. 105].

Lema 1.2.3.
%o 8,?“ = 0 para toda n € Z.

Observacion 1.2.14.
Con el lema 1.2.3 y la observacion 1.2.13, se tiene que la sucesién anterior es un complejo de cadena.

Dada la observacion anterior, tiene sentido dar la siguiente definicién.

Definicién 1.2.20.
Los grupos de homologfa simplicial de un A-complejo X son H2(X) := ker 85 /Im BRAH.

Observacién 1.2.15.

Dado que el niicleo y la imagen de un morfismo de Z-mdédulos, son de nuevo Z-modulos, y como consecuencia
de la observacion 1.2.14 se tiene que Im 85 11 € ker 87? siendo ambos Z-moddulos, por tanto el cociente
ker 82 /Im BRAH viene siendo de nuevo un Z-mddulo, es decir un grupo abeliano.

Ahora bien, de la observacién 1.2.12 se tiene que la estructura de A-complejo no es tnica para un deter-
minado espacio topoldgico X, por lo que en principio el complejo de cadena cambia si se da otra estructura
de A-complejo y se podria pensar que los grupos de homologia también tienen que cambiar, sin embargo,
esto no sucede.

Lo que se tiene es que, de existir diferentes estructuras de A-complejo asociadas a un mismo espacio X,
sus grupos de homologia son isomorfos, esto se probard més adelante pero de mientras se da el siguiente
ejemplo donde se ve presente esta propiedad.

Ejemplo 1.2.8.
Sea S! el circulo unitario en R? y se considera dos estructuras de A-complejo para S* (asigndndole una
orientacién para definir las funciones del complejo de cadena) presentadas a continuacion.

x v

t w

Entonces para la primer estructura, se tiene el complejo de cadena asociado dado por

— 0 — Zt — Iz — 0 —
t — x—=x
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De aqui es fécil ver que H-(S') = 0 para toda n > 2, y ademés que la funcién BIA : Zt — Zz es la funcién
cero, y dado que a su vez BOA =0= BQA, por tanto

ker 82  ker 85
HE (S = e O = ker 85 = ker0 = Za = Z.
Im 82 Im 0

ker 82 _ ker oL
Im 82A ~ ImO

HA(SY) = = ker 85 = ker 0 = Zt = Z.

Asi también, para la segunda estructura, se tiene el complejo de cadena asociado dado por

— 0 — Za®Zb — Zv®Zw — 0 —>
a — w—v
b — V—w

De aqui es facil ver que H-(S') = 0 para toda n > 2, y que si na + mb € ker BlA entonces se tiene que
0 = 82 (na + mb) = n(w —v) + m(v — w) = (m —n)v + (n — m)w, esto implica que n —m =0 =m —n, es
decir n = m, por lo que

ker 8 = {na +mb : 8% (na+ mb) = 0} = {n(a+b) : n € Z} = Z(a + b).
Ademés, es facil observar que Im 8% = Z(w — v) y que 85 = 0 = &%, por tanto

_keraoA ker 0 voZw , Zv®Z(w—v) Zv —@EZUEZ
S ImdA Imor  Zw—v) Zw-v)  ZvNZw-v) 0

HP (S

_ ker o8 _ ker o8

Como se ha visto, ain con diferentes estructuras de A-complejo, se tienen grupos de homologia isomorfomos,
asi, se concluye que los grupos de homologia simplicial de S* son

HP(SY) >~ ker 8% = Z(a +b) = 7.

Z sine{0,1}
Argly ~ ) )
H,'(S7) = { 0 en otro caso.

Ya se ha visto que se puede obtener homologia simplicial mediante los n-simplex de manera muy intuitiva,
pero esto no siempre es posible, ya que no todo espacio topolégico posee estructura de A-complejo. Por
tanto, se hablard de una homologia, la cual se llama homologia singular, que servira para cualquier espacio
topoldgico, para ello se introducen algunos conceptos.

Definicién 1.2.21.
Sea X un espacio topolégico. Un n-simplex singular en X es una funcién continua o : A — X. Asi también,
se define el conjunto de todos los n-simplex singulares como S,,(X) := {¢ : A" — X]| o es continua}.

Definicién 1.2.22.
Para cada n € NU {0}, se define el grupo de n-cadenas singulares como el Z-médulo dado por

Co(X) :=ZS(X) = > mioi|ni € Zy 07 € Sp(X)

finita
A los elementos de Cy,(X) se les llamarén cadenas singulares de dimensién n, o bien, n-cadenas singulares.

Ahora bien, si se desea hablar de homologia, se tiene que construir un complejo de cadena asociado a
sus n-simplex, en este caso a sus n-simplex singulares, por tanto, se empezara construyendo funciones que
relacionan a los C,,(X).
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Sea o : A™ — X un n-simplex estandar, teniendo en cuenta el lema 1.2.2 es posible considerar a A"
como [vg, ..., v,]. Por la observacién 1.2.11 se tiene que existe un homeomorfismo entre d;A™ Xp,, A"~y
por la consideracién anterior se tiene que [vg,...,0;,...,v,] = d;A™, de aqui para cada i € {0,1,...,n} se
define a d;o : A"~! — X como la funcién que hace el siguiente diagrama conmutativo.

A" z X

IR

Anfl
Por el diagrama anterior, es claro que d;o € S,,_1(X) y ademéds d;o = 0|[u,,....5,,...v,]-

De todo lo anterior, para cada n € NU {0} se define

n

0o = (—1)'dio € Ci_1(X).
i=0
Asi, al igual que en el caso simplicial, por la propiedad universal del médulo libre ya previamente men-

cionada, existe un unico morfismo de Z-médulos 8,, tal que extiende por linealidad al morfismo 9,, definido
anteriormente, es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Sn(X) > 78, (X)
o0 : .
L -
Ch 1 (X)

De aqui, se han definido morfismos de Z-médulos 8,, : C\,(X) — C,,—1(X) para cada n € NU {0}.
Dado que no se tienen n-simplex con n < 0, es posible considerar 8,, = 0y C,,_1(X) = 0 para toda n < 0.

Por tanto, se ha construido la sucesién de Z-moddulos asociada a X, la cual esta dada por

2% () 22 O (X) —2 (%) Lm0

Dada esta sucesién, se da el siguiente lema para los morfismos definidos anteriormente y cuya prueba es

analdga a la de [8, lema 2.1, pdg. 105].

Lema 1.2.4.
0y, 00,11 =0 para toda n € Z.

Se ha construido un complejo de cadena singular asociado al espacio topolégico X, por tanto, tiene sentido
dar la siguiente definicion.

Definicién 1.2.23.
El n-ésimo grupo de homologia singular de X es H,,(X) := ker 8,,/Im 8,,11.

Para entender mejor como se calculan los grupos de homologia singular, se da el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.9.
Sea X = {0} = %, para cada n > 0 hay una tnica funcién o,, : A™ — %, por lo que S,,(x) = {0, } y a su vez
Cp(%) = Zoy,. Ast

n ; - i 0 sin es impar o n =0,
Bn(an) = Z(il) O—n‘[vo,.“,ﬁi,.“,vn] = Z(fl) Opn—-1 = { P

On—1 en otro caso.
i=0 i=0

Esto dice que 9,, = 0 si n es impar o n =0, y 8, es un isomorfismo si n es par, por lo que

_kerdg  ker0 ~ Log

H, = = = =~ Zoyg 2 7;
e e T Y A i
ker 9,, ker 0 Loy, . .
H, (%) = - o = >1 :
(%) o, Imd,,  Zo, 0 sim > 1 es impar
ker 9., kerd,, 0 .
Hy (%) = = >~ >1 .
(%) Tm 8. I 0 0 sin > 1 es par

En conclusién, se tiene que
~ | Z sin=0,
H“”:{o si n # 0.

Al momento de calcular los grupos de homologia, se quisiera simplificar dichos resultados con las propie-
dades que tenga el espacio topoldgico en cuestion, entonces se da a continuacién un resultado importante
al momento de calcular el 0-grupo de homologia que servird en resultados posteriores. La prueba de este
resultado se encuentra en [8, proposicién 2.7, pdg. 109].

Proposicién 1.2.8.
Si X es arcoconexo entonces Ho(X) = Z.

A continuacién, se da un repaso a la construccion de la funtorialidad de este tipo de homologia, para ello
es necesario definir morfismos que relacionen dos complejos de cadena, pero antes se da la siguiente notacion.

Notacion 1.2.7.
Cuando se hable de un complejo de cadena dada por la sucesion

fr fr—1

e My My My ——> -

simplemente se escribird (M, f).
Dado esto, es posible dar la siguiente definicion.

Definicién 1.2.24.

Sean (C,d), (D,d") dos complejos de cadena. Un morfismo de complejos foaq : (C,d) — (D,d’) es una
sucesién de morfismos f,, : C,, — D, tales que conmutan con las funciones d,, y d,, para cada n € Z, es
decir, se tienen los siguientes cuadrados conmutativos.

dn41
> Up+1 Cn Cnf 1

ifﬂ.«kl lfn lfﬂl

'4>Dn+1,HDn4,>Dn—l4>"'
n+1 n

dn

Ahora, dada f : X — Y, se construye el morfismo de cadena asociado a f. Es facil observar que para
cadan € NU{0} y cada oy, : A™ — X se tiene que f oo, : A" — Y, esto permite definir

far Su(X) — Su(Y)
On — foop,.
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Considerando la inclusién natural S, (Y) — C,(Y) por la propiedad universal del médulo libre existe
un unico morfismo f, que extiende linealmente al morfismo f, compuesto con la inclusion mencionada
anteriormente, es decir, se tiene el siguiente cuadro conmutativo.

S (X) — T g (v)

Se define a continuacién para cada j € {0,1,...,n} el morfismo F; : A""! — A" tal que hace el
siguiente diagrama conmutativo

[vo,. .., Uj, ..., 0| —— A"

R

Anfl

De esta manera, por como se definié djorX : A1 — X para cualquier 0¥ : A" — X, es fécil observar

X _ X _
que djo* =o* o F}.

Ast d; (fo (0%)) = (fn (%)) 0 Fj = (foo¥) o Fy = fo (0¥ 0 F}) = f o (djo¥) = fa-r (djo™) ¥ esto

se cumple para toda j € {0, 1,... ,n}, por tanto se tiene que
(8% 0 £u) (%) = B (fu (%)) = Do (=145 (fu (+%)) = Y (1Y fu1 (d50%)
Jj=0 j=0
= fr [ a0 | = fa (8 (0¥)) = (fa100) ().
j=0

Se concluye que 8,}; o fn = fn-1 085 para cada n € N, es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Co(Y) O O (Y)

Ademsds se tiene que (83/ o fo) (O'X) = BOY (fo (JX)) = 0 para cada 0~ : A" — X, de aqui se tiene la
siguiente observacion.

Observacion 1.2.16.
Por lo planteado anteriormente y por la definicién 1.2.24, se tiene que la coleccién de funciones { f,, }nez tal

que fr = 0 para cada k < 0 es un morfismo de complejos de cadena entre (C’(X), BX) y (C’(Y), BY), los
cuales son los complejos de cadena asociados a los espacios X y Y respectivamente.
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Por la observacién 1.2.16 es posible dar la siguiente definicién.

Definicién 1.2.25.
Sea f: X — Y un morfismo en Top, se define el morfismo de cadena asociado a f como la coleccion de
morfismos de Z-médulos {7 },ez dados por

. foo sin>0,
7 0 sin<O.

A esta coleccién se le denota por fy : (C(X),BX) — (C’(Y),BY), o bien, cuando no haya confusién

simplemente se escribird fy.
Dada esta definicién se considera la siguiente observacion.

Observaciéon 1.2.17,
Dado que (C’(X), 8X) y (C(Y), By) son complejos de cadena, como consecuencia de la definicién 1.2.19,

se tiene que Im 65 11 C ker 85 y Im 87};1 C Kker 83: para cada n € Z, entonces es posible considerar las
inclusiones naturales ix : Im 8 41— ker X iy :Im &) 41— ker dY con las cuales se tiene que el siguiente

diagrama es conmutativo.

Im Bfﬂ% ker 8%

fQ|Im8X fx
n

1 ker 875

Im 82;1(# ker &)

Por tanto, de la definicién 1.2.23 como H,,(X) = ker @ /Im 822_1 y Hy(Y) = ker &) /Im BZH, al aplicar
a H,(X) la propiedad universal del cociente para grupos (véase [7, teorema 5.1, pdg. 23]), existe un tnico
morfismo de Z-médulos fI* para cada n € NU {0} tal que hace el siguiente diagrama conmutativo.

maX, > sked¥ — T . H,(X)

‘f>T<L|Im8X fx
n

+1 ker 87X

Asi, por el diagrama anterior, se puede ver que f (a + Im 8§+1) = f2 (o) +Im BZ_H = foo+Im BZH.

Con lo anterior se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.2.26.
Sea f: X — Y un morfismo en Top, para cada n € NU {0} se define el morfismo inducido por homologia
de grado n dado por
fr: H,(X) — H,(Y)
o+ 1Im Bfﬂ — foo+Im 8§+1.

Se le denotard como f, : H.(X) — H,(Y) a la coleccién {fI'},>0 de los morfismos dados anteriormente, o
bien, cuando no haya necesidad de especificar los espacios X, Y simplemente se escribira f,.

Asi, considerando esta definicién se da el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.4.
Mediante los grupos de homologia se obtiene para cada n € NU {0} un funtor H,, : Top — Ab tal que:

= a cada objeto X en Top se le asigna H,(X) en Ab,
» a cada morfismo f: X — Y en Top se le asigna f' : H,(X) — H,(Y) en Ab.

Demostracion: Por la observacién 1.2.15 y la observacion 1.2.17, sélo basta comprobar los siguientes
puntos de la definicién 1.1.3.

» Para 1x : X — X se tiene que (1x)" (U—i-Im 822_1) =1lyoo+Im &), =o+Im 8, ,, por lo que
(Ix)y = 1m,(x)-
m Para f: X — Y y g:Y — Z morfismos en Top se observa que
(g0 /): (o +Tm &Y,) = (g0 f) oo +TIm 8L, =go(foo) +Im 8y =i (foo+Im).,)
=gt (11 (o +m8Y,)) = (g o) (0 +1m B,Y,),
por lo que (gof):f:gfoff'
]

Con la funtorialidad de los grupos de homologia se desearia tener un resultado similar al de la proposi-
cién 1.2.6, para ello se da el siguiente lema cuya prueba esté en [8, teorema 2.10, pag. 111].

Lema 1.2.5.
Sean f,g: X — X morfismos en Top tales que f =~ g, se tiene que f, = gs.

Con el resultado anterior se da el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1.
Si f: X — Y es una equivalencia homotépica entonces fI' : H,(X) — H,(Y) es un isomorfismo para
cada n € NU{0}.

Demostracion: Suponiendo que f : X — Y es una equivalencia homotodpica, entonces existe g : ¥ — X
tal que go f ~ 1x y fog ~ 1y, ahora bien, por el lema 1.2.5 se tiene que (go f)s = (1x)« ¥ (fog)x = (1y)u,
es decir, (go /) =(1x)? y (fog)? = (1y)? para cada n € NU {0}.

De aqui, por el teorema 1.2.4 se tiene que g} o fI' = (go f)¥, flogl = (fog)?, (Ix)} = 1, (x) ¥
(1y)} = 1m, (v), por lo que g7 o fI' = 1y, (x) ¥y fI' 0 g} = lu,(v), ¥y por lo anterior se tiene que g' es el
inverso de fI* para cada n € NU {0}, es decir, fI* es un isomorfismo. ]

Ya que se tienen algunos resultados cldsicos de la homologia singular, se quisiera probar la equivalencia

, . o s ’ . n . n n>0
entre homologia simplicial y homologia singular, para ello, sea {f7 : A" — X} = 7, una estructura de
A-complejo para X, se observa que a cada f2 se le puede asociar su funcién caracteristica ot : A" — X,

de esta manera ol € Cp,(X). Con esto se define

Pn t Cr%(X) — Cn(X)
A7 — o4

[0

Obsérvese que ¢, es un morfismo de Z-médulos y ademds se tiene que @, |ierga © 1> = i 0 ©nlp, & coON

i® : ker @2 < Im 85, i : kerd,, — Im 8, entonces por la propiedad universal del cociente en H2(X)
existe un tnico morfismo de Z-médulos 7 tal que hace al siguiente diagrama conmutativo.

A

A

Im 8nA+1(l—> ker 8% —r HA(X)

|

|
#nlim o8 #nlier aa : oy

|

. q \
Im 8n+1(2—> ker 8,, ———— > H,(X)

28



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Del diagrama anterior, es posible ver que ¢7 (fg +Im 87?“) = (M) +1Im pyg =0 +1Im .

Con esto, se da el siguiente resultado cuya prueba puede verse en [11, teorema 10.4, pag. 27].

Teorema 1.2.5. N
Para cada n € NU {0} la funcién ¢, : C2(X) — C,(X) induce un isomorfismo ¢? : H2(X) — H,(X).

Con esto, se prueba que la homologia simplicial es invariante bajo la estructura de A-complejo que se
elija.

Corolario 1.2.2.

Sea X un espacio topolégico dotado de dos estructuras de A-complejo, denotando dichas estructuras como
Ay y Ay. Para cadan € NU{0} sean H21(X) y H22(X) los grupos de homologfa asociados a las estructuras
de A-complejo A; y Ay, respectivamente. Se tiene por tanto que HA' (X) & H22(X).

Demostracion: Por el teorema 1.2.5 para ¢, : C21(X) — Cp(X) vy ¢y, : C52(X) — C,(X) se tienen
los isomorfismos inducidos ™ : HA1 (X) — H,(X) y ¢" : H2(X) — H,(X), por tanto se tiene que
(M)l ol : HA (X)) — H22(X) es un isomorfismo. [ |

Como consecuencia del teorema 1.2.5 los resultados anteriores que se han probado para la homologia sin-
gular, asi como los que se vayan probando posteriormente, se cumplen también para la homologia simplicial
y viceversa, siempre y cuando el espacio X esté dotado de una estructura de A-complejo.

También, por el corolario 1.2.2, no importa de que estructura de A-complejo se le dote al espacio X, los
grupos de homologia seran isomorfos, por lo que para calcular homologia simplemente se necesita obtener
una estructura de A-complejo sin importar cual sea esta.

Tomando lo anterior en cuenta junto con la definicién 1.2.13, se da un enunciado que serd importante
en los resultados posteriores y cuya prueba puede consultarse en [15, teorema 16.4.8, pdg. 417], o bien
en [8, teorema 4.32, pg. 366].

Teorema 1.2.6 (Hurewicz).
Si X es un espacio (n — 1)-conexo, para n > 2, entonces Ho(X) = Z, H;(X) =0 para cada i € {1,...,n—1}
y ademds m,(X) = H,(X).

Como consecuencia directa de este teorema de Hurewicz se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.2.3.
Si X es un espacio simplemente conexo tal que H;(X) = 0 para cadai € {2,...,n}, entonces X es n-conexo.

Demostracion: Para probar que X es n-conexo, se observa que solo basta probar que m;(X) = 0 para
cada i € {2,...,n}, por tanto se hace induccién sobre i.
Si ¢ = 2, como X es simplemente conexo, por el teorema 1.2.6 se tiene que mo(X) = Hy(X) y como por
hip6tesis Ha(X) = 0 entonces mo(X) = 0, es decir, X es 2-conexo.
Ahora, si se supone que 7 (X) = 0 para cada k € {0,...,i} con i > 2y ademds i + 1 < n, entonces por el
teorema 1.2.6 se tiene que m;41(X) = H;+1(X) y ademds como H;11(X) = 0, entonces m;41(X) = 0. ]

Se da ahora otro enunciado que sera importante en resultados posteriores comenzando con las siguientes
definiciones.

Definicion 1.2.27.

Una n-celda es un espacio e =g, { {%7; Zé(l)’ donde D := {(xh vy @) €R™ Zx? < 1}.
- i=1

Cuando se hable de un e =p,, D™ para algin n € NU {0} dado, se dird que e es de dimensién n, o bien, e
P ) ) )
es n-dimensional, y en este caso simplemente se escribird e(™.
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Definicién 1.2.28.
Sea X un espacio topolégico Ty y sea € una particién de X tal que cada e € € es una n-celda con n < dim(X),
y ademads la particién satisface que:

= para cada e € ¢ hay una funcién continua ¢, : D" — X tal que @¢|. : Dn —s <pe(DG”) es un
isomorfismo en Top, y ademas si se tiene e(*) € ¢ tal que si 0. (0D™) Ne®) #£ () entonces k < n — 1,

= para cada e € ¢ se tiene que C, := {e’ € e : eNe’ # B} es finito, con € la cerradura de e,
s A C X escerrado si y sélo si ANe es cerrado para todo e € ¢.

A un tal X para el cual exista una particién € que cumpla los puntos anteriores se le llama CW-complejo y
a dicha particion € se le llama la particion de X asociada a la estructura de CW-complejo.

Ya que se sabe que es un CW-complejo, se quisiera dar una forma més intuitiva de construirlos, para ello
se da la siguiente definicién.

Definicién 1.2.29.
Sea X un CW-complejo con ¢ la particion de X asociada a la estructura de CW-complejo dada, entonces

X" .= U e con ¢":={ece:dim(e) <n}
ecen
es llamado el n-esqueleto de X.

Ahora que se tiene la definiciéon de n-esqueleto, es posible construir con estos la estructura ya dada de
CW-complejo de un espacio X de la siguiente manera.

1.- Se considera como el 0-esqueleto X° como un conjunto discreto de puntos.

2.- De manera inductiva, se construye el n-esqueleto X™ de X"~ ! pegando n-celdas e mediante funciones
continuas ¢, : 0D — X"~ es decir, se tiene que

-1
X"-1upn

X"=|—72=
T~ po(T)

«

3.- Si existe algiin m € N tal que se deje de adjuntar celdas en el m-esqueleto, entonces X := X™ y se dice
que X tiene dimensién finita m.

4.- Si no se deja de adjuntar celdas se toma

X = U X",

neNU{0}

A X se le dota de una topologia respecto a las inclusiones X" — X, es decir, U es abierto en X siy
s6lo si U N X™ es abierto en X" para toda n € NU {0}. Cuando se tenga este caso se dice que X tiene
dimension infinita.

Con la construccién anterior se puede obtener un CW-complejo sin necesidad de probar todos los puntos
de la definicién 1.2.28. Asi pues, se da ahora un resultado importante que relaciona los CW-complejos con
los grupos de homotopia cuya prueba puede verse en [8, corolario 4.12, pdg. 351].

Teorema 1.2.7.
Sea X un CW-complejo y para algin n € N sea X™ el n-esqueleto de X, entonces la inclusiéon natural
1: X" — X induce un isormorfismo z’;# : e (X™) — (X)) para cada k <n — 1.

El teorema 1.2.7 proviene de un resultado més general presente en [8, corolario 4.12, pag. 351], pero se
ha tomado del enunciado solo la parte necesaria para este trabajo de tesis.

Teniendo en cuenta lo planteado anteriormente, ya tiene sentido dar el siguiente resultado cuya prueba
puede consultarse en [15, teorema 16.9.5, pdg. 439], o bien en [8, corolario 4.33, pdg. 367].
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Teorema 1.2.8 (Whitehead).
Sean X, Y CW-complejos simplemente conexos, si f : X — Y es un morfismo en Top tal que, para cada
n € NU{0}, f2: H,(X) — H,(Y) es un isomorfismo, entonces f es una equivalencia homotdpica.

Se puede observar que el enunciado que se dio en teorema 1.2.8 es mds bien un corolario del teorema 1.2.6,
pero dada su importancia en la tesis se considerard un teorema.

1.3. Teoria de nudos

En nuestra percepcién de un espacio tridimensional, hablar de un nudo se vuelve algo cotidiano de ex-
perimentar, ya que estos tienen la peculiaridad de representar una cualidad verdaderamente intrinseca y
esencial de este espacio de 3 dimensiones que a su vez es accesible a la comprensién intuitiva. Por tanto, en
estas lineas se hablard un poco sobre teoria de nudos, que como su nombre indica, se encarga de estudiar el
objeto matematico que abstrae la nocién que se tiene en nuestra vida diaria de un nudo.

Lo escrito en esta seccién proviene principalmente de [3].

Antes de dar el concepto formal de nudo, se dard una definicién importante para desarrollar los resultados
posteriores.

Definicién 1.3.1.
Una funcién f: X — Y se dice encaje si f: X — f(X) es un isomorfismo en Top.

Considerando la definicién anterior, se dan a continuacion los siguientes conceptos.

Definicién 1.3.2.
Dos encajes f,g : X — Y son isotdpicos si existe una homotopia H tal que f ~g g y que con esta se pueda

construir un encaje dado por
F: XxI — Y x1I
(x,t) +— (H(z,t),t).

Definicién 1.3.3.
Dos encajes f,g : X — Y son ambientalmente isotépicos si existe un isomorfismo h : Y — Y en Top tal
que g =ho fy h es isotépico a la identidad 1y.

Asi de la definicién 1.3.1, es posible definir formalmente el concepto matemético de nudo como sigue.

Definicién 1.3.4.
Un nudo es un encaje £ : S — R3, si no hay confusién, cuando se hable del conjunto imagen £(S?')
simplemente se escribira ¢.

Observacién 1.3.1.

Dado que S? 2r,, R®U{cc} entonces es posible considerar a los nudos como encajes € : S — 53, ademés,
como S' es compacto y S3 es Ty, entonces por un resultado ya conocido de topologia general, para que
£: 581 — 53 sea un encaje solo se necesita que £ sea continua e inyectiva.

Considerando los conceptos desarrollados anteriormente, se da la siguiente definicién que determinara
cuando dos nudos son equivalentes.

Definicién 1.3.5.
Sean £, & : ST — 52 dos nudos, se dice que estos son equivalentes si €1, € son ambientalmente isotépicos,
en este caso se escribird ¢, = €.

Al hablar de nudos, existe una forma de clasificarlos en dos tipos, dicha clasificacién se describe a conti-
nuacioén.

Definicién 1.3.6.

A un nudo ¢ se le dice nudo décil si es ambientalmente isotépico a un poligono simple cerrado en R2, es decir
t = K donde K es un nudo formado por una unién finita de segmentos de recta, lo cuales seran llamados
aristas, cuyos puntos extremos seran los vértices del nudo. Se le llama nudo salvaje al nudo que no es décil.
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Un ejemplo de nudo salvaje puede encontrarse en [5]. A partir de aqui, se hablard inicamente de los
nudos ddciles.

Cuando se quiere describir un nudo, hacerlo en 3 dimensiones es complicado, por lo que para determinar
la informacién de un nudo por lo regular se hace uso de una proyeccién de este a un plano E C R?, asf pues,
este escrito se enfocard en proyecciones regulares las cuales se definen a continuacion.

Definicién 1.3.7.
Sea E C R3 un plano y sea p : R3 — E la proyeccién en dicho plano, entonces para un nudo € se dice que
p(€) es una proyeccién regular si existe A C p(€) que cumple los siguientes puntos:

» Si para toda a € A se tiene que p~!(a) contiene mas de un punto en €, entonces A = {Py,..., P,} es
finito, inico y [p~(P;)| = 2 para cada i € {1,...,n}.
= Ningin vértice v € £ cumple que p(v) € A.
Si un nudo ¢ posee una orientaciéon entonces a la proyeccién regular de ¢ dotada de una orientacion heredada

del nudo se le llama diagrama de nudo.

Observacién 1.3.2.
Dado que se decidi6 trabajar unicamente con nudos ddciles, es decir, nudos ambientalmente isétopicos a un
poligono simple cerrado entonces tiene sentido considerar el vértice de €.

La proyeccién regular de £ no determina al nudo, pero si en cada punto P € A se marca la linea de cruce
dentro de dicha proyeccién regular entonces el nudo se puede reconstruir a partir de su proyecciéon, asi pues,
se presenta a continuacién algunos de los ejemplos de nudos méas comunes, los cuales estan representados
por sus proyecciones regulares.

Ejemplo 1.3.1.
Algunos de los nudos méas conocidos son:

(1) El nudo trivial, que es una circunferencia y estd representado por:

(2) El nudo ocho, el cual estd representado por:
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(3) El nudo trébol, el cual esta representado por:

Se quisiera dar ahora un invariante topoldgico asociado a los nudos con base en su complemento en la
esfera S2, para ello se da la siguiente definicién.

Definicién 1.3.8.
Sea £ un nudo, se define el grupo del nudo como G(€) := m1(S® — €).

No es dificil observar que S® — £ es arcoconexo, por lo que por la proposicién 1.2.7, el grupo fundamental
de este espacio es invariante bajo la eleccién del punto base.

Un resultado ya conocido es que el toro S' x S posee dos generadores tal como se puede visualizar en
la siguiente figura.

Considerando dichos generadores se da la siguiente definicién.

Definicién 1.3.9.
Un nudo térico T'(a, b) es una curva cerrada simple en la superficie de el toro S* x S! tal que su nimero de
interseccion con el generador p es |a|, su nimero de interseccién con el generador v es |b| y ademads |al, [b] > 2.

Para identificar un nudo térico, segun la definicién 1.3.9, basta saber cuantas vueltas da pasando por en
el generador p del toro y saber cuantas vueltas da pasando por el generador v del toro.

Se muestra a continuacién como se da esto con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.3.2.
Sea el nudo térico T'(2,3), segin la definicién 1.3.9, este nudo da 2 vueltas pasando por p y da 3 vueltas
pasando por v.

Esto se representa en la siguiente figura.

Asi pues, de aqui es facil ver que este nudo es equivalente al nudo trébol.

Es importante mencionar este tipo de nudos pues en la secciéon 3.3 se hablara de su relacién con el
producto simétrico del circulo, el cual se definird en el siguiente capitulo. Ahora que ya se ha presentado el
concepto de nudo térico, se quisiera saber cual es su grupo de nudo, para ello se tiene el siguiente resultado
cuya prueba puede verse en [3, proposicién 3.28, pdg. 47].

Proposicion 1.3.1.
Si T(a,b) es un nudo térico entonces su grupo de nudo tiene una presentacién dada por (u,v : u®v=?).

En base a la proposicién anterior, se puede dar un resultado que clasifica a los nudos tdricos, esto se
expresa a continuacién en el siguiente teorema cuya prueba se encuentra en [3, teorema 3.29, pag. 48].

Teorema 1.3.1.
T(a,b) =T(da',b') siysolosi(a,V) es igual a alguno de los siguientes pares: (a,b), (b,a), (—a, —b), (—b, —a).
El grupo de nudo es un invariante al momento de estudiar la teoria de nudos, pero cabe notar que el

hecho de que dos nudos tengan grupos isomorfos no es suficiente para determinar que dichos nudos son
equivalentes. Esto se verd a continuacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.3.
La imagen espejo del nudo trébol, asi este nudo esta representado por la siguiente figura.

Este nudo no es equivalente al nudo trébol (vedse [14, ejemplo 2.2.3, pdg. 16]) pero al calcular su grupo de
nudo, siguiendo [14, ejemplo 2.4.18, pdg. 32], resulta que ambos nudos tienen la misma presentacién, la cual
estd dada por {(a,b: a® = b?).
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CAPITULO 2

SOBRE EL K—E/SIMO PRODUCTO
SIMETRICO

En topologia general, dado un espacio topolégico X, existen muchas maneras de construir un nuevo es-
pacio topoldgico. Por ejemplo, cuando se considera el conjunto potencia, al pedirle que sus elementos sean
cerrados, se puede formar un nuevo espacio que resulta ser topoldgico, el cual es la base de la teoria de
hiperespacios.

Dentro de la teoria de hiperespacios, para cada n € N se tiene un hiperespacio particular llamado n-ésimo
producto simétrico, el cual se estudiard en este capitulo.

2.1. Hiperespacios y los productos simétricos

Los hiperespacios son estudiados mediante los subconjuntos cerrados de ciertas familias de un espacio
topolodgico, por lo que en esta seccién se vera como se le asigna una topologia a la coleccién de conjuntos
cerrados y que relaciones tienen con el espacio topoldgico del que provienen.

Lo escrito dentro de esta seccién proviene principalmente de [10].

Como primer paso, se dard una notacion para indicar una coleccién especial de subconjuntos cerrados de
un espacio topolégico.

Notacion 2.1.1.
Sea X un espacio topoldgico no vacio, se denota por

CL(X)={ACX:A#0y Aescerrado en X}.

Dado que se estd hablando de espacios topoldgicos, se quisiera dotar de una topologia al conjunto CL(X),
para ello se da la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1.
Si (X, 7) es un espacio topoldgico, se le llamara topologia de Vietoris para CL(X), denotada por 7y, a la
topologia mas pequena para CL(X) tal que:

i) {AeCL(X): ACU} € 1y, paracada U € 7,
ii) {A € CL(X): AC B} es cerrado en la topologia 7y si B es cerrado en X.

Tomando en cuenta la topologia de Vietoris, se procede a continuacién a dar la definiciéon de hiperespacio.
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Definicién 2.1.2.
A cualquier subespacio no vacio de (CL(X), 7y ) se le llamara hiperespacio de X.

Ya que se tiene la definicion de hiperespacio, se quisiera ver de manera explicita a los abiertos dentro
de la topologia de Vietoris, para ello se deberd construir una base para dicha topologia, pero antes se da la
siguiente notacién.

Notacion 2.1.2.
Si X es un espacio topolégico y S1,...,5, € X con n € N, se denota como

(Sl,...,Sn>:{AECL(X):AQ US’iyAﬂSj#@paracadaje{l,...,n}}.

i=1

Dado esto, se da la siguiente proposicién que construye una base de forma explicita para la topologia de
Vietoris.

Proposicion 2.1.1.
Si (X, 7) es un espacio topoldgico entonces By := {(Uy,...,U,) : U; € 7 paracadai € {1,...,n} y n € N}
es una base para Ty .

Demostracion: Sean U un abierto en X y B un cerrado en X.
Por la definicién 2.1.1, se tiene que

i) {AeCL(X): ACU} = (U), que es abierto en 7y;
ii) {AeCL(X): ACB}=CL(X) - (X,X — B), que es cerrado en 7y.

Con esto, 7y es la minima topologia para CL(X) tal que (U) y (X,U) son abiertos en CL(X), para cada
U € 7. De lo anterior, S := {(U) : U € 7} U{(X,U) : U € 7} es una subbase para 7y .

T
De esta forma, se define S* := ﬂ z;:x; € SyreN,, acontinuacién se probara que S* = [y .
i=1

n n
Sea (Uy,...,U,) € By, en este caso se tiene que (Uy,...,U,) = <U Ui> n ﬂ(X, U;) y como se tiene que
i=1

i=1
<U Ui> AX,U1),...,({X,Up,) € S entonces (Uy,...,U,) € S*.
i=1

Ahora, se observa que S C Sy, si se prueba que la intersecciéon de cualesquiera dos elementos en By es un
elemento de Sy entonces se tendria que S* C (y, por tanto se probard eso a continuacién.

Sean (Uy,...,U,), (W1,...,Wy,) € By, entonces para los conjuntos U = UUi yW = U W; se probard
i=1 j=1

que <U17,Un>ﬁ<W1,,Wm>:<U1ﬂVV,,UnﬁW/,UﬂWl,,UﬂWm)

SiAe (Uy,....,Up) N (Wy,...,Wp,) entonces ACUNW y ANU; # 0 # ANW, para toda i € {1,...,n}

y para toda j € {1,...,m}, asi que AN(U; NW) # 0 # AN (W; NU) para toda i € {1,...,n} y para toda

je{l,...,m}, portanto A € (U1 NW,..., U, NW,UNWy,...,UNWp,,).

C:=

Si ahora A € (U1 NW,..., U, "W, UNW1,..., UNW,,) entonces A C U(WﬂUi)U Unw;))=Unw,
i=1 j=1

ademds como se tiene que AN(U;NW) C ANU;, AN(W,;NU) CANW; y AN(U;NnW) #0#An(W,;NU)

entonces se tiene que ANU; # 0 # ANW; para toda i € {1,...,n} y para toda j € {1,...,m}, por tanto

AE<U1,...,Un>ﬂ<W1,...,Wm>. [ |

Con la proposicion 2.1.1, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 2.1.3.
A los abiertos (Uy,...,U,) € By se les llamardn Vietéricos.
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Con los resultados anteriores, es posible estudiar a los hiperespacios de manera mas explicita a través de
sus abiertos bésicos, es decir, de sus Vietéricos.

Ahora, ya que se tiene el concepto general de hiperespacio y como esté construida la topologia de Vietoris,
se procede a definir el producto simétrico.

Definicién 2.1.4.
Sean X un espacio topolégico Th y n € N, al conjunto F,,(X) := {4 C X : 1 < |A| < n}, donde |A| denota
la cardinalidad de A, se le llamara el n-ésimo producto simétrico de X.

Observacién 2.1.1.

Dado que X es T3, entonces los conjuntos unipuntuales {x} C X son cerrados, por tanto F, (X) C CL(X)
para cada n € N y al incluir la topologia de subespacio inducida por la topologia de Vietoris en F,,(X), se
tendria que el n-ésimo producto simétrico de X es un hiperespacio de X por la definicién 2.1.2 donde sus
abiertos bésicos, considerando la proposicién 2.1.1, serfan de la forma (Us,...,U,) N F,(X) con U; abierto
en X para cada i € {1,...,r}.

A continuacidn, se daran algunos resultados clésicos sobre los productos simétricos, para ello se supondra
a partir de aqui que se estd trabajando con un espacio topolégico T7 para que el n-ésimo producto simétrico
tenga sentido.

Teorema 2.1.1.
X Z1p F1(X)

Demostracion: Se define
fi X — FRX)

Claramente f es biyectiva.
Si U es un conjunto abierto en X, no es dificil observar que f(U) = (U) N F1(X) el cual es un abierto en
F1(X) por la observacién 2.1.1, por tanto f es una funcién abierta.

Por otra parte, nuevamente considerando la observacién 2.1.1, si (Uy, ..., U,)NF1(X) es un abierto en F; (X),
n

(U, U) N F(X)) = ﬂ U; el cual es un abierto en X y asi, f es continua.
i=1
Dado que se tiene una funcién biyectiva, continua y abierta, entonces f es un isomorfismo en Top. |

Se da ahora un resultado que garantiza la arcoconexidad del n-ésimo producto simétrico, dicho resultado
serd muy importante en la siguiente seccién.

Teorema 2.1.2.
Si X es arcoconexo, entonces F),(X) es arcoconexo para toda n € N.

Demostracion: Seann € Ny {z1,...,zs},{y1,...,yr} € Fn(X),seobservaquel < s <nyl <k <n,sin

pérdida de generalidad se supone que s < k. Si s < k, se definen los puntos x; = x5 para cadai € {s+1,...,k}
y de esta forma se tiene que {z1,...,zs} = {x1,..., Ts, Tst1,. -, T}
Como X es arcoconexo, para cada j € {1,...,k} existe a;; : I — X una funcién continua tal que o (0) = x;

y a;(1) = y;. Se define
a: I — Fo(X)
t — {ai(t),...,ax(t)}.

Es facil ver que la funcién « esta bien deﬁnida

Ahora, se afirma que para cualquier U1, LU N EL(X) conJunto abierto arbitrario en F,,(X), entonces
k r
“L(Uy,...,U)NFy(X)) = ﬂ ) (Ui) ]| |, en efecto, para probar la afir-
j=1 i=1 \j=1

macion anterior se mostraran ambas contenc10nes
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Siteat({(U,...,U)NFE,(X)) entonces {ay(t),...,ar(t)} = a(t) € (Uy,...,U,) con k < n, por la nota-

cién 2.1.2 se tiene que {a1(t),...,ax(t)} C U Uiy {a1(t),...,ax(t)} NU; # 0 para cada i € {1,...,7}. De
i=1

lo anterior se tiene que para cada j € {1,...,k}, o;(t) € U U; v a su vez, para cada i € {1,...,r} existe
i=1

T
je{l,...,k} tal que o;(t) € U;. Asi para cada j € {1,...,k}, t € a;l UUi y para cada i € {1,...,r}
i=1

k r
existe j € {1,...,k} tal que t € a; L(Uy), es decir t € ﬂ a;l (U UZ-> yte ﬂ U cfl ,
i=1

=1 =

k k
por tanto t € ﬂ oz; U 04;1 (U:)
o i1
k ’ r r
Site ﬂaj—l(UU) n
i=1 =

j=1
y para cada i € {1,...,r} existe j € {1,...,k} tal que t € aj_l (U;), asi para cada j € {1,...,k},
T

H'C:r

ks
entonces para cada j € {1,...,k}, t € ozj_l <U Ui>

a; (t) € UUi y para cada ¢ € {1,...,r} existe j € {l,...,k} tal que «; (t) € U,;. De lo anterior,
i=1

{a1(t),...,ax(t)} C U Uiy {oa(t),...,ap(t)} NU; # 0 para cada i € {1,...,r}. Por la notacién 2.1.2 se

i=1
tiene que a(t) = {a1(t),...,ar(t)} € (Uy,...,U,) y dado que k < n entonces «(t) € ((Uy,...,U,) N F,(X)),
es decir t € a7t ((Un,...,U,) N F(X)).

Por la afirmacién anterior se tiene que a! ((Uy, ..., U,) N F, (X)) es un abierto en I por la continuidad de ca-
da aj, por tanto « es continua, ademas se tiene que a(0) = {x1,..., 2} = {z1,..., 2} ya(l) = {y1, ..., yx},
por tanto F,,(X) es arcoconexo. |

2.2. Otra cara de F,(X)

Como se vio en la seccidn anterior, la topologia de Vietoris brinda una estructura de espacio topoldgico
al producto simétrico, sin embargo esta estructura es un poco complicada al momento de estudiarlos, por
tanto se quisiera encontrar una topologia més simple que sea equivalente a la topologia de Vietoris.

Lo escrito en esta seccién proviene principalmente de [17].

Como primer paso, se dard la siguiente estructura de espacio topoldgico la cual es mas intuitiva al
momento de trabajar con los productos simétricos, dicha estructura se da en la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1. R
Sea X un espacio topolégico T7, para cada n € N se define F},(X) como un cociente del espacio X tal que
se identifica cada n-tupla (x1,...,2,) € X™ como sigue

(X1, yxn) ~ Wiy ooy yn) <= {21, ;20 ={Y1,- .-, Un}

Asi, se considera también a g, : X™ — F,(X) como la funcién cociente asociada al espacio F,(X), por
tanto, cuando se hable de esta topologia cociente, simplemente se escribird 7, .

Es facil ver que ﬁn(X ) con la topologia cociente de la definicién anterior y F,,(X) con la topologia de
Vietoris, como conjuntos, son isomorfos, por tanto se quisiera comprobar que las topologias son equivalentes,
para esto se presenta el siguiente teorema cuya prueba se encuentra en [6]

TAeorema 2.2.1.
(Fn(X)qun) ZTop (Fu(X),7v).
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Como consecuencia del teorema 2.2.1, es posible estudiar a los productos simétricos desde el punto de
vista de la topologia de Vietoris, o bien, como un cociente del espacio X™, por tanto, se puede trabajar con
cualquiera de las dos segtin convenga. A partir de aqui, se escribird F,,(X) para referirse al n-ésimo producto
simétrico de X, sin importar cual de las dos topologias anteriores tenga.

Esta topologia cociente ya mencionada es 1til al momento de estudiar a los productos simétricos de los
espacios topoldgicos de los cuales ya se tiene un modelo en especifico, tal es el caso del intervalo cerrado I,
o bien el circulo unitario S, de los cuales se hablars con mayor profundidad més adelante.

Se procede a probar la funtorialidad del producto simétrico, comenzando con la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2.
Sea h : X — Y un morfismo en Top, se define la funcién inducida al n-ésimo producto simétrico dada por

F.(h): Fo.(X) — F.(Y)
{z1,...,z} — {h(x1),...,h(z)}.

Dado que {z1,...,2;1} € F,,(X) entonces 1 <! < ny por tanto {h(z1),...,h(z;)} tiene cardinalidad a lo
més [, por lo que {h(x1),...,h(x;)} € F,(Y), es decir, se tiene que la funcién F), (h) estd bien definida.

Se quisiera observar ahora como se relaciona la funcién anterior con los abiertos basicos de los productos
simétricos con la topologia de Vietoris, por tanto se da el siguiente lema.

Lema 2.2.1.
Sih: X — Y es un morfismo en Top, entonces para cada abierto (Wy,..., W,.) N F,(Y) se tiene que
Fu(h) Y (Wi, .o, W) 0 B (V) = (1 (W), .., AL (W,)) ) F(X).

Demostracion: Sea A € F,(h)~ ((Wq,...,W,) N F,(Y)), entonces existe B € (W1,...,W,) N F,(Y) tal
que F,(h)(A) = B, como en particular A € F,,(X) y B € F,(Y) se puede tomar A = {z1,...,2,,} ¥
B=A{yi,...,ytcon1 <l <n, 1<l <m,ya; #xj,y; #y; sii#j.

Ahora, por como se define F,,(h), se tiene que {h(x1),..., h(x;,)} = {y1, ..., Y1, }, de aqui se tiene que para cada

te{l,...,li} existe j € {1,...,l2} tal que h(x;) = y;. Asi también, dado que {y1,...,y,} C U W, entonces
i=1

para cada s € {1,...,l2} existe m € {1,...,r} tal que ys € W,,, por tanto, en particular para j € {1,...,l2}

existe p € {1,...,7} tal que h(z;) = y; € W). De lo anterior se tiene que para cada t € {1,...,l;} existen

s
je{l,...., bt ype{l,...,r} tales que z; € h='(y;) C h= (W,), por lo que {z1,...,2;,} C U B (W5).
i=1

Ademés, como {y1, ...,y } "Wy # 0 entonces para cada t € {1,...,r} existe s € {1,...,l2} tal que y, € W,
y dado que {h(z1),...,h(z1,)} = {y1,...,y1,} entonces para cada i € {1,...,lo} existe j € {1,...,];} tal
que h(z;) = y;, por tanto, en particular para s € {1,...,ls} existe p € {1,...,l;} tal que h(z,) = ys € W,.
De lo anterior se tiene que para cada t € {1,...,r} existen s € {1,...,la} vy p € {1,...,1;} tales que
x, € h™(ys) € h=I (Wy), por lo que {x1,...,2;, } Nh™! (W) # 0 para cada t € {1,...,7}.

Por todo lo anterior se concluye que A = {z1,...,2;,} € (R=Y(W1),...,h Y (W,)) N F,(X).

Ahora, sea C € (h=*(Wy),...,h=(W,)) N F,(X), considerando C = {z1,...,2:} con 1 <t <ny z; # z;

T
si i # j, como {x1,...,2¢} C U h~=Y(W;), entonces para cada j € {1,...,t} existe [ € {1,...,r} tal que
i=1
z; € h=1(W)). De la definicién de imagen inversa, para cada j € {1,...,t} existe y; € W; tal que h(z;) = y;.
T

Tomando D = {yi,...,y}, es facil observar que F,,(h)(C) =D € F,(Y)y D C U Wi, y como también

i=1
se tiene que {z1,...,2,} Nh™Y(W;) # 0 para cada i € {1,...,7}, entonces para cada i € {1....,r} existe
z; € h=Y(W;), de aqui se tiene que y; = h(z;) € h(h=*(W;)) C W;, por lo que D N'W; # () para cada
i€ {l,...,r}, por tanto D € (Wy,... W) N F,(Y), y asi C € F,,(h)"Y(W1,...,W,) N F,(Y)). [ |

Se probara ahora la funtorialidad de los productos simétricos en el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.2.
Mediante los productos simétricos se obtiene para cada n € N un funtor F,, : Top — Top tal que

= A cada objeto X en Top se le asigna F,(X) en Top.
s A cada morfismo f: X — Y en Top se le asigna F,(f) : Fj,(X) — F,(Y) en Top.

Demostracion: Por el lema 2.2.1 se tiene que la preimagen de un abierto en F,,(Y) bajo F,(f) es un
abierto en F,(X), entonces F,(f) es continua para cada n € N, es decir, F,(f) es un morfismo en Top.
Por tanto, solo basta comprobar los siguientes puntos de la definicién 1.1.3.

s Para 1x : X — X, se tiene que F,,(1x) ({z1,...,21}) = {1x(21),...,1x(x;)} = {z1,..., 2}, es decir
Fo(lx) = 1p,(x)-

s Para f: X — Y y g:Y — Z morfismos en Top, de la definicién 2.2.2 se tiene que
Eo(go f)({aa, .. sa}) ={(go f)(x1),.... (go f)lz)} ={g(f(21)), ... 9(f (1))}
= Fu(g){f(@1), ... f(@))}) = Fu(g)(Fu(f) ({21, -, 21}))
= (Fulg) o Fu(f)) ({21, - 2u})
por tanto Fy, (go f) = F,(g) o F,.(f).

Ya que se tiene la funtorialidad de los productos simétricos, entonces se quisiera ver si dicho funtor
preserva isomorfismos, lo cual se observara en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3.
Sih:X — Y es un isomorfismo en T'op entonces Fy,(h) : F,(X) — F,(Y) es un isomorfismo en T'op para
cada n € N.

Demostracion: Es consecuencia directa del teorema 2.2.2 y de la proposicién 1.1.1. |

Ahora bien, se quisiera ver como se relaciona el funtor del producto simétrico con la homotopia de la que
se hablé en la seccién 1.2, lo cual se mencionard en el teorema presentado a continuacién.

Teorema 2.2.4.
Si f,¢g: X — Y son morfismos en Top tales que f ~ g, entonces F,(f) ~ F,(g) para cada n € N.

Demostracion: Dado que f ~ g, entonces existe una homotopia H : X x I — Y tal que Hy = f y
H, = g, ademé&s como H es un morfismo en Top entonces F,,(H) : F,,(X x I) — F,(Y') es un morfismo en
Top, es decir, F,,(H) es continua para toda n € N.

Ahora, para cada n € N se define

Gn: Fo(X)xI — Fo(X x 1)
({$17"~axl}vt) — {(xl’t)a“-v(xlat)}

Es facil ver que Gt (U x Ay,..., U, x A)NFy(X x 1)) = ((Uy,...,U,) N Fp(X)) x ﬂ A; | donde U;
=1

es un conjunto abierto en X y A; es un conjunto abierto en I para cada i € {1,...,r}. En efecto, si
A€ GP((Up x Ay,...,U. x A) N F(X x I)) entonces existe B € (U x Aq,...,U, x A.) N Fu(X x 1)
tal que Gp(A) = B, como A € F,(X)x Iy B € F,(X x I) se puede tomar A = ({z1,...,21,},t) y
B = {(ylatl)a""(ylzvtlz)} conl<l <n,1<lp<n,ywz# Lj, (Yirts) # (yj7tj) sii# J.

Ahora, por como se define G, se tiene que {(z1,t),..., (zi,,t)} = {(y1,t1), ..., (Y, t1,)}, de aqui que l; = Iy
y ademas existe o : {1,...,I1} — {1,...,[1} tal que (2,(;),t) = (yi,t;) para cada i € {1,...,[1}.

Por la igualdad anterior se tiene que ¢t = t; para cada i € {1,...,l1} y ademas se tiene que z,(;y = y;, como
B e (Uy x Ay,...,U,. x A,) entonces {(y1,t1), ..., (Y1, t1,)} NU; X A; # (0 para toda i € {1,...,r}, de aqui
que para cada i € {1,...,r} existe (y;,t;) € U; x A;, asi se tiene que z,;) = y; € Uy y t = 1; € Ay, por lo

-
que t € ﬂ A;.
i=1
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Por otra parte, dado que {(y1,%1),..., (¥, t1,)} = B C U(Ul x A;) entonces para cada (y;,t;) existe
i=1
i€ {l,...,r} tal que (y;,t;) € U; x A;, asi que para cada y; existe i € {1,...,7} tal que x4 ;) = y] e U,
T
concluyendo asi que {x1,...,2;,} C U U;. De que {z1,...,2;,} € (Uy,...,.U)NE,(X) y t € mAi se
i=1 i=1

concluye que A = ({z1,..., 2, },t) € ((Ur,...,U.) N Fp(X)) X (ﬂ Ai>.

AhorasiV e ((Uy,...,U) N ﬂ A; ) entonces considerando V' = ({z1,...,z5},t) con1 < s<n
Y T # xj si1 # j, de aqui se define W = {(;vl, t),...,(zs, 1)}, se observa que W e F,(X)xIyG,(V)=W,
como {z1,...,xs} € (Uy,...,U) N F,(X) entonces {x1,...,25} C UU vy {z1,...,xs} NU; # O para to-

da i € {1,...,r}, de aqui, para cada z; existe i € {1,...,r} tal que xj € U; y para cada k € {1,...,r}
existe ,, € Uy, y como t € A; para toda | € {1,... ,r} entonces para cada (x;,t) existe i € {1,...,r}
i

tal que (z;,t) € U; x A; y para cada k € {1,...,r} existe (z,,,t) € Uy X Ag, por tanto W C U (U; x Ay)
i=1

y WnU; x 4;) # 0 para toda i € {1,...,r}, asi W € (Up x A;1,...,U, x A,) N F,(X x I) y entonces

VeGH((Up x Ay,..., U, x A) N Fu(X x 1)).

Ahora, como Gt (U x Ay,...,Up x A)NE (X x I)) = ((Uy,...,U.) N <ﬂ A; ) es un abierto

en F,(X) x I entonces G,, es continua, por tanto para cada n € N se define H" := F,,(H)oG,, que claramente
es continua y ademas se cumple que

Hn({mlv"'7xl}70) = {H($1,0)7...,H($l, )} = {f($1),7f(l‘l)} :Fn(f) ({.7;17...,1'[}), y

H" {z1,...,21},1) ={H(z1,1),..., H(x;, 1)} = {g(x1),...,9(x1)} = Frn(g) {z1,...,21}).

Por tanto H™ es una homotopia tal que Hy = F,,(f) v H* = F,,(g), concluyendo que F,(f) ~ F,(g). |

Con el teorema 2.2.4 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2.1.
Si h: X — Y es una equivalencia homotépica entonces Fy,(h) : F,(X) — F,(Y) es una equivalencia
homotodpica para cada n € N.

Demostracion: Si h : X — Y es una equivalencia homotdpica entonces existe g : ¥ — X tal que
goh~1xyhogn~~1ly, asi por el teorema 2.2.4 se tiene que F,,(goh) ~ F,,(1x) y F.(hog) ~ F,(1y).
Ahora por el teorema 2.2.2 se tiene que Fy,(goh) = F,(g) o Fi(h), F,(hog) = Fu(h)o Fig), Fn(1x) = 1g,(x)
y Fu(ly) = 1g,(v), por lo que Fy,(g) o Fy(h) ~ 15, (x) y Fu(h) o F,(9) ~ 15, (v), por tanto, se concluye que
Fo(h): F,(X) — F,(Y) es una equivalencia homotdpica para cada n € N. |

Otro resultado consecuente del teorema 2.2.4 y que relaciona a la homologia con los productos simetricos
es el siguiente.

Corolario 2.2.2.
Sih: X — Y es una equivalencia homotépica entonces (H,, o Fy,)(h) : (Hp 0 F)(X) — (Hpm o F)(Y) es
un isomorfismo en Grp para cada n € N y para cada m € NU {0}.

Demostracion: Es consecuencia directa del corolario 2.2.1 y el corolario 1.2.1. |
El corolario 2.2.2 dice que si se tienen espacios homotdépicos entonces es posible clasificar a sus productos

simétricos mediante su homologia, aunque no se tuvo que el funtor del producto simétrico induzca isomor-
fismos, por el corolario 2.2.1 se tiene que el producto simétrico es invariante bajo la relacion de homotopia.
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2.3. Algunos modelos de F5(X)

Ya que se conoce que son los productos simétricos y algunas propiedades de estos, dado k € N se quisiera
conocer si existe algin modelo que diga de forma explicita quien es el k-ésimo producto simétrico de algiun
espacio X, esto se tendré si es posible encontrar un espacio topolégico Y tal que Fi(X) =qp,, Y.

Cabe aclarar que por el teorema 2.1.1 el modelo para los productos simétricos de orden 1 viene siendo
el mismo espacio en cuestion. Para entender mejor como se construyen dichos modelos en esta seccién se
estudiardn los modelos de F5(X) para el intervalo cerrado I = [0, 1] y el circulo unitario S?.

Lo escrito en esta seccién proviene principalmente de [10].

Modelo de Fy(I).

Se define la funcién
f: F(I) — R2

(a,b) —s (“2“’ b— a|) .

Es fécil ver que f es inyectiva. En efecto, si se supone que f({a,b}) = f({a’,V'}) para {a, b}, {a’,0'} € F>(I),
.., [a+b a +b
entonces por definicién — |b—al | =

5 |b" — a'| |, en particular se tiene que [b—a| = |b' —d/|. Sin

a+b o+

pérdida de generalidad suponiendo que a < by a’ < ¥, entonces b—a = b’ —a’. Dado que

2
decir a+b = o’ +¥', al sumar ambas igualdades se tiene que 2b = (b—a)+ (a+b) = (V' —a’)+ (o' + V') = 2V,
de aqui que b =¥’ y en consecuencia a = a’, probando asi que {a,b} = {a’,b'}.

, es

Es facil ver que f es continua y por lo tanto, considerando

o B — f(F(D))
{a,b} — f({a,0}),

se tiene que f’ es un isomorfismo en Top.

Se concluye que F5(I) 2 f(Fy(I)), dicho espacio estd representado por la siguiente figura.

Y

Fi(I) z

Se puede observar que Fj(I) visto dentro de F5(I) estd representado por el conjunto A := {(z,0) : x € I},
pues f~1(A) son todos los conjuntos de la forma {a,a} con a € I.
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Modelo de Fy(S').

Para este modelo, se considera el isomorfismo S* =r,, 1/{0,1} que por el teorema 2.2.3 se tiene que
Fy(SY) =1, F2(1/{0,1}), por lo que sélo es necesario construir un modelo para F»(1/{0,1}) y de esta forma,
se puede tomar (1/{0,1})? representado en I? por la siguiente figura.

[\
?

S
7

Donde, por la relacién 0 ~ 1, las lineas rojas estan identificadas entre si y también las lineas azules entre si.

De esta manera, aplicando al espacio anterior el cociente de la definicién 2.2.1 se tiene que (z,y) ~ (y, )
para cualquier z,y € I, por tanto para cada punto por arriba de la diagonal que une a los puntos (0,0) y
(1,1) se relaciona con un punto por debajo de la misma diagonal, lo cual se representa en la siguiente figura.

Y

Como los puntos arriba de la diagonal estdn determinados por A = {(z,y) : 0 < x <y < 1}, por el cociente
y dado que no hay otra identificacién que se pueda realizar, F»(S!) es la siguiente figura.

Donde las lineas naranjas deben estar identificadas entre si ya que (0,2) ~ (x,0) ~ (z,1) por las identifica-
ciones del cociente de la definicién 2.2.1 y de la identificacién 0 ~ 1.

1 1
Ahora bien, trazando una linea auxiliar desde el punto 35 al punto (0,1) se tiene que

P

En la figura resultante, al identificar las lineas purpuras se obtiene la banda de Mdoebius.

Por tanto, el modelo de F5(S!) es isomorfo a la banda de Moebius en la categorfa Top.
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CAPITULO 3

EL K-ESIMO PRODUCTO SIMETRICO
DEL CIRCULO

En el capitulo 2, se hablé sobre unos objetos particulares dentro de la teoria de hiperespacios, los produc-
tos simétricos. Estos objetos en su mayoria son estudiados por la topologia general de conjuntos y aunque
se han obtenido muchos resultados, estos han sido dificiles de manejar.

Desde que Raoul Bott en 1952, usando los conceptos de topologia algebraica, consiguié refutar un resul-
tado importante sobre el producto simétrico del circulo unitario S! que se conocia desde 1949, se ha buscado
usar los mismos conceptos para analizar a los productos simétricos.

Tomando lo anterior como motivacion, en este capitulo se aplicaran los resultados del capitulo 1 en el
k-ésimo producto simétrico del circulo, asi como los resultados consecuentes que impliquen el saber el tipo
de homotopfa y la homologfa de Fj(S*).

3.1. Homotopia y homologia de F(S')

Ya que se tiene el concepto de producto simétrico de la definicion 2.1.4, se quisiera obtener el tipo de
homotopia y de homologia de los productos simétricos del circulo unitario S! para que de alguna forma sea
posible clasificar estos espacios topolégicos y obtener informacién adicional sobre los mismos.

Lo escrito en esta seccién proviene en su mayorfa de [17].

Por el teorema 1.2.5 y el corolario 1.2.2, dado que uno de los objetivos de esta seccion es calcular los
grupos de homologia del producto simétrico del circulo, sélo basta construir una estructura de A-complejo
para cada FJ(S') con k € N, asf que se procede a construir dicha estructura.

Del mismo modo en el que se consideré el modelo de Fy(S') de la seccién 2.3, como consecuencia del
isomorfismo S' 2 1/{0,1} y del teorema 2.2.3, para cada k € N estudiar el k-ésimo producto simétrico de
St sera equivalente a estudiar el espacio Fy(I/{0,1}). Asf pues, para usar el cociente de la definicién 2.2.1,
se considera (I/{0,1})* como un cociente del espacio I* dentro de R*.

Como primer paso, es facil ver que para k = 3, para cualquier o : {1,2,3} — {1,2,3} se tiene que
(71, 22,23) ~ (To(1), To(2); To(3)), POT lo que sin pérdida de generalidad es posible tomar los puntos (z,y, z)
de la forma 0 <z <y < z < 1 tal como se hizo en el modelo de FQ(Sl).
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El conjunto de puntos {(z,y,2) : 0 <z < y < z < 1}, visto desde diferentes dngulos, estd representado
por las siguientes figuras.

Este conjunto de puntos ordenados se puede generalizar, lo cual da la siguiente definicion.

Definicién 3.1.1.
Para cada k € N se denota por A* a el conjunto

{(z1,...,21) eR*: 0<z; <...<ap <1} C I~
De la figura anterior se observa que A2 es un 3-simplex dentro de R donde este 3-simplex estd determi-
nado por el conjunto [vg, v1, v2,v3] con vy = (0,0,0), v; = (0,0,1), vo = (0,1,1) y v3 = (1,1,1).
Esto se generaliza en el siguiente lema.

Lema 3.1.1.
Para cada k € N, el conjunto A* es el k-simplex [vg, v1, .. ., v;] dentro de R* donde v; = (0,0,...,0,1,1,...,1)
—— ——

(k — i)-veces i-veces

para cada i € {0,1,...,k}.

k
Demostracion: Sea x € [vg, vy, ..., V], por la notacién 1.2.6 se tiene que x = Ztivi, ahora bien, dado
i=0
que v; = (0,0,...,0,1,1,...,1) entonces t;u; = (0,0,...,0,¢;,¢,...,%), y por tanto se considera que
—_———— —— —_——— ———
(k — i)-veces  i-veces (k — i)-veces i-veces
k
x = (tg btk +th—1,... .tk + - +t1) = (21,...,2) con z; = Z t; para cada j € {1,...,k}, de esta
i=k+1—j
forma es facil ver que x1 < x5 < ... <z, asi nuevamente por la notacién 1.2.6 se tiene que 1 =t >0y
k
que T = Zti =1 -ty < 1, por tanto, se concluye que z € A*.
i=1
Ahora, si z € Ak7 por la definicién 3.1.1 entonces & = (21,...,2%) con 0 < 7 < ... < 23 < 1, es
Jj+1 J J
facil ver que (z1,...,2%) = (1,Y1,-..,Yp—1) CON Y; = in — Zazl =z + Z($i+1 — x;) para cada
i=1 i=1 i=1
j € {1,...,k — 1}. Definiendo ¢ := z1 y ty—; = w;41 — x; para cada i € {1,...,k — 1}, se tiene que
j k k k k
Yj = Zotk_i = ; 'th asi ¢ = (tkntk:—l +tk,...,§ti) = 2(0,0,...,O,ti,ti7...,ti) = ;tWh ademads
= =R = "= (k — i)-veces i-veces =
k
t; > 0 para cada i € {1,...,k}, por tanto como Zti = xy se define ty := 1 — xp > 0, teniendo asi que
=1
k k
thi =lyx= z;t“”” con esto se concluye que x € [vo,vl, ... ,vk]. -
1= 7=
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Dado que los conjuntos A* son k-simplex, tiene sentido hablar de la cara i-ésima de este k-simplex, lo

cual se verd en el siguiente lema.

Lema 3.1.2.
Las caras del k-simplex [vg,v1, ..., vx], de la definicién 3.1.1, estdn dadas por
(00, 1, -+ s vk) = { (21, .., 28) € A¥ sy, = 1}
[V0, . Dy o] = {(x1,... ) € AF iy = a0} paracadai€ {1,...,k—1};
[Vo, ... ve_1,0k] = {(z1,...,21) € A¥ 1 2y = 0}.

Demostracion: La prueba se dara por igualdad de conjuntos en cada caso, teniendo asi lo siguiente.

k k
= Sea x € [Up,v1,...,0x], por la definicién 1.2.16 se tiene que z = thvj con th =1yt; >0 para
j=1 j=1
k
cada j € {1,...,k}, por la prueba del lema 3.1.1 se tiene que x = (1, ...,x)) € A¥ con z; = Z ti,
i=k+1—j
k
asi xp = Zti =1, porlo que x € {(21,...,71) € AF : 2 = 1}.
i=1
Ahora, si se toma z € {(1,...,2%) € A¥ : 2;, = 1}, nuevamente por la prueba del lema 3.1.1 se tiene
k k

que T = Z t;v; con T = Z t; y como xj = 1, por la definicién 1.2.16 se tiene que x € [0g, vy, - - . , Vk].
i=1 i=1

» Seai € {1,...,k — 1} arbitrario y sea = € [vg,...,0;,...,vk], por la prueba del lema 3.1.1 se tiene
k

k k
que ¢ € AF ademds zy_; = Z tr Y Thg1—i = Ztr = Z tr, asi xx—; = Tp+1-4 y por tanto
r=t

r=i+1 i r=i+1
r#i

€ {(x1,...,71) € A¥ 1 2y = 241} Ahora, si se toma x € {(z1,...,71) € A* 1 1) = Tpy1i}s
k
nuevamente por la prueba del lema 3.1.1 se tiene que = = thi con ty_; = T;y1 — x; para cada
i=0
i€ {l,...,k—1}, de aqui que t; = xp41-; — x—; = 0 pues xy_; = XTg+1—i, por lo que se puede
k k

considerar x = thvj, ademsds es claro que th =1lycadat; >0, por tanto = € [vg,..., U, ..., Ukl
=0 =0
J#i J#i

» Sea z € [vg,...,Vk_1,0k), por la prueba del lema 3.1.1 se tiene que x € A* ademds, se tiene que

k—1 k—1
x = Ztivi = <O7tk1,---7zti>, de aqui que z; = 0 y por tanto = € {(z1,...,z;) € A¥ : 2; = 0}.
i=0 i=1

Ahora, si se toma x € {(x1,...,2) € A¥ : 11 = 0}, nuevamente por la prueba del lema 3.1.1 se tiene
k k—1
que r = Z tiv; y que 1 = t, como por hipétesis se tiene que x; = 0, se puede considerar x = Z tiv;
i=0 i=0
k—1
donde es claro que th =1y cada t; > 0, por tanto x € [vg, ..., Vk_1, Uk).
i=0
|

Ya que se tiene como son las caras del k-simplex A*, se introduce esta notacion.

Notacion 3.1.1.
Para cada k € N, las caras del k-simplex A* se escribirdan como:

d;A* = [vo,...,0i,...,vx] paracadaie {0,1,...,k}.
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Ahora bien, se quisiera ver como el cociente de la definiciéon 2.2.1 y el cociente que relaciona 1 ~ 0 en
1/{0,1}, acttan sobre los k-simplex A¥ y ademds, se desearfa saber si estos cocientes determinan un modelo
para F(S1).

Primero se da la siguiente definicion.

Definicién 3.1.2.
Para cada k € N, se define el cociente en A* dado por

q" A — (I/{0,1})*
(@1, esa) — ([l [2])
Donde [z;] es la clase de x; segin la relacién en I/{0,1} para cada i € {1,...,k}.

Considerando la definicién anterior, se da el siguiente lema.

Lema 3.1.3.
Para cada k € N, el espacio cociente fj,(A*) con f, := qx o ¢* determina un modelo para Fy(S!).

Demostracion: Dado que Fy(1/{0,1}) = F}(S*) por el teorema 2.2.3, solo basta probar que se cumple
fx(A¥) = F(I/{0,1}), la cual es una igualdad de conjuntos.
Dado que f; : A¥ — F},(I/{0,1}) entonces fi(A*) C F},(I/{0,1}) asf solo basta probar la otra contencién.
Sea A € Fy(1/{0,1}), se puede considerar A = {[z1],...,[x]} con 1 < < k y [x;] # [zj] si i # j. Co-
mo [z1],...,[zi] € I/{0,1} y todas estas clases son distintas, es posible considerar [z;] = z; para cada
i € {1,...,1}, por lo que para estos puntos, existe una permutacién o : {1,...,1} — {1,...,1} tal que
0<z,1)<... <o) <1, asise define B = (2,(1), -+, To(1), To(l)s - - - » To(1)), €8 claro que B € AF v ademés

—_——

(k —1)-veces

fx(B) = A, concluyendo asi que A € f;,(AF). ]

Observacién 3.1.1.

Como consecuencia del lema anterior, se tiene que Fj(S') no posee ningtin n-simplex, con n > k, en su
descomposicién simplicial, y ademas F(S*) se puede descomponer simplicialmente en un tnico k-sfmplex
dado por AF.

Observacién 3.1.2.
Si (z1,...,7;) € intA* entonces 0 < 21 < --- < xp < 1, por tanto, si (z1,...,2%), (Y1,...,ys) € intA* tales
que fr(x1,...,2%) = fr(y1,-..,yx) entonces es facil observar que (z1,...,z5) = (Y1,.-.,Yk)-

De lo anterior se deduce que las clases de equivalencia en fy(intA) estdn determinadas unicamente por
su representante, por lo que sélo queda analizar como actia el cociente anterior en cada cara del k-simplex,
para ello se da el siguiente lema.

Lema 3.1.4.
Se cumple que f(dgA') = fi(d1A'), ademés para k > 2 se cumple que fk(doAk) = fk(dkAk) y que
fe(diAF) = fi.(d; A¥) para cada i, € {1,...,k — 1} con fi := g o ¢*.

Demostracion: Dado que por el lema 3.1.2 se tiene que doA! = [0y, v1] = {1} y d1A! = [vg, 01] = {0},
como 0 ~ 1 es facil ver que fi(doA') = f1(dyAY).
Se probara entonces el enunciado para k > 2.
Sea B € fi(doA¥), asi existe (x1,...,2x) € doA* tal que fy(x1,...,2x) = B, entonces por el lema 3.1.2
se tiene que zj = 1, de aqui que B = {[z1],...,[zk-1], [1]} = {[z1],- .-, [zk-1],[0]} y ademads se tiene que
{[xl]v ey [xkfl]v [O]} = fk(ovmla s axkfl) con (Oaxlv s 71.]671) € dkAka por lo que B e fk(dkAk)
Ahora, si se toma B € fi(dpA¥), entonces existe (1, ...,zx) € dpA* tal que fi(z1,...,7x) = B, nuevamente
por el lema 3.1.2 se tiene que x1 = 0, de aqui que B = {[0], [z2],...,[zx]} = {[1],[z2], .-, [zk]} v ademds
{[1], [z2)s-- -, [zx]} = fr(z2, .. 2k, 1) con (xa,..., 2k, 1) € dgA¥, por lo que B € fi(doA¥).
Para probar la segunda igualdad bastard probar que fi(d; A¥) = fi(d; A¥) parai € {2,...,k— 1} arbitrario.
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Sea B € fi,(d1AF), asi existe (z1,...,2%) € diA* tal que fi(z1,...,2,) = B, entonces por el lema 3.1.2
se tiene que w; = wy_1, de aqui se define (y1,...,yr) € A* tal que x; = y; para j € {1,...,k —i}y

y; =xj_1 para j € {k+1—1i,...,k}, asi es facil ver que fr(y1,...,yx) = {[z1],...,[zk=1]} = B y ademds
Yk—i = Th—i = Yes1—i, por lo que (y1,...,yx) € d; A¥, se concluye asi que B € fi(d; AF).

Ahora, si se toma B € fi(d;A*), entonces existe (x1,...,x1) € d;A* tal que fi(z1,...,2,) = B, nuevamente
por el lema 3.1.2 se tiene que x_; = Trpi11_4, de aqui se define (yi,...,yx) € A* tal que T; = y; para
je{l,...;k—i},yj=xj1 paraj e {k+1—14,...,k—1} y yr = xx, no es dificil observar que se cumple
que fr(y1,---uk) = {[x1],- -, [@r—i], [Trr2—i],- .., [2k]} = B y ademds yr_1 = x = yg, por lo que se tiene
que (yi,...,yk) € diA* y se concluye que B € fi(di A¥). [ ]

Se introduce ahora la siguiente proposicién que determina como se relacionan los (k — 1)-simplex AF~1
y dek dentro del cociente fi, para cada j € {1,...,k — 1}.

Proposicion 3.1.1.
Si k > 2 entonces f—1(A*"1) y fx(d;A*) son el mismo conjunto, para cada j € {1,...,k —1}.

Demostracion: Del lema 3.1.4 se tiene que fi,(dyA*) = --- = fi.(dr_1 AF), por tanto para probar el enun-
ciado solo basta probar que fy_1(A*¥ 1) = fi(dr_1A*) como conjuntos.
Si x € fr_1(A*1) entonces existe (z1,...,75_1) € A*"! tal que fy_1(w1,...,2x_1) = , asi se define
(1,21, .., Tp—1) € dpg_1 A¥71 y es claro que fe(z1,21,.. ., 2p-1) = {[v1], .-, [2r—1]} = fom1 (@1, T01),
por tanto x € fi(dx_1A*). Andlogamente se prueba que fi(dr_1AF) C fr,_1(A*1). [ |

Ya que dgA* y dip A* son (k—1)-simplex, se da la siguiente notacién que describe a las caras de los simplex
mencionados anteriormente.

Notacién 3.1.2.
Para k > 2, se escribiran:

d; (doA¥) = [0o,v1,..., 0111, ..., 0] = do (di414¥)  paracadai€ {0,1,...,k—1},

d; (dkAk) = [Vgy. ey Vi vy Vg1, Uk = d—1 (dl-Ak) para cada i € {0,1,...,k—1}.
Tomando en cuenta la notacién anterior, se da el siguiente resultados.

Proposicion 3.1.2.
Para k > 2, se cumple que fj (di (doA’“)) = f (dj (doAk)) = f (d,« (dkAk)) = f (dS (dkAk)) para cada
i,5,r,s €{0,1,...,k —1}

Demostracion: Para k = 2, como consecuencia del lema 3.1.2 entonces dg (doA?) = [0p, 01, v2] = {(1,1)},
d1 (doAQ) = [17671}1,’6\2] = {(1, 1)} = do (d2A2) y d1 (dgAQ) = [1}0,17\1,172] = {(0,0)}, y dado que 0 ~ 1 es facil
observar que f2 (do (doA2)) = f2 (d1 (doAQ)) = f2 (d() (d2A2)) = f2 (dl (dgAZ))

Sik > 2, para probar la igualdad solo basta probar que fx (dg (dOAk)) = fr (dl- (doAk)) parai € {1,...,k—1}
arbitrario y fx (dl (doAk)) = fi (dl (dkAk)) para l € {0,1,...,k — 1} arbitario.

En efecto, si B € [ (do (doA’“)) entonces existe (x1,...,2k) € do (doAk) = dy (dlAk) C d1 A* tal que
fe(z1,...,z) = B, como consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que zy = 1 y ademds por la prueba del
lema 3.1.4, existe (yi,...,yx) € dir1A4* tal que fu(w1,...,78) = fr(y1,---,Yx) ¥ Yr = ) = 1, por tanto
(yh o ,yk) € dy (dH_lAk) =d; (doAk) y asi B = fk(yla . 7yk) € fk (dl (doAk))

Asi también, si B € fj (di (doAk)) entonces existe (z1,...,25) € d; (doAk) = dy (di+1Ak) C dip1 AF tal
que fr(x1,...,2,) = B, como consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que zy = 1 y ademds por la prueba
del lema 3.1.4, existe (y1,...,yx) € diA* tal que fu(z1,...,7%) = fe(yi,...,Yx) ¥ Yr = o1 = 1, por tanto
(Y1, uk) € do (d1AF) = do (doA*) y ast B = fi(y1,...,yk) € fr (do (doA¥)).

Por lo anterior, se tiene que f (do (doAk)) = fr (di (doAk)) para i € {1,...,k — 1} arbitrario.

Ahora, si B € f (dl (doA’“)) entonces existe (21,...,xx) € d (doAk) C doA* tal que fi(zy,...,21) = B,
como consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que zj_1_; = x;—; donde xo = 0, y por la prueba del lema 3.1.4,
existe (y1,...,yx) € dpA¥ tal que fi(z1,...,25) = fu(y1,.-.,yk) y ¥; = yj+1 paracada j € {1,...,k—1}, asi
Yk—| = Th—1—] = Th—| = Yk+1—1, POr tanto (y1,...,yx) € d; (dkAk) yasi B= fi(y1,..-,yx) € fx (dl (dkAk)).
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Si B € fi (dl (dkAk)) entonces existe (x1,...,x) € d; (dkAk) C dpA* tal que fi(z1,...,2x) = B, como
consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que xj_; = x;4+1-; donde xx41 = 1, y por la prueba del lema 3.1.4, existe
(Y1, yk) € doA* tal que fr(x1,...,2%) = fr(y1,---,Yr) ¥ ¥; = xj41 para cada j € {1,...,k — 1}, asf
Yk—1—1 = Th—] = Tk+1—1 = Yk—1, POr tanto (yl, o ,yk) € d; (doAk) yasi B = fk(yla c.. ,yk) € fr (dl (doAk)) .
Por lo anterior, se tiene que f (dl (doAk)) = fr (dl (dkAk)) para l € {0,1,...,k — 1} arbitrario. [ ]

Existe un razonamiento analégo al de la observacién 3.1.2 pero para el simplex dy A, el cual se presenta
en la siguiente observacién.

Observacién 3.1.3.
Si (21,...,71) € intdgA* entonces 0 < 1 < --- < a1 < a1, = 1, asi, si (x1,...,2), (Y1, -, yx) € intdy A"
tales que fi(z1,...,2%) = fr(y1,...,yr) entonces es facil observar que (21, ...,2%) = (Y1,.- ., Yk)-

A continuacién, se da un resultado similar al de la proposicién 3.1.1 pero ahora para las caras del simplex
doAF en el siguiente enunciado.

Proposicién 3.1.3.
Para k > 2, se cumple que fr_1 (doAk*I) v fr (do (doAk)) son el mismo conjunto.

Demostracion: Si B € f_1 (doAk_l)7 existe (x1,...,75_1) € doA*! tal que fr_1(z1,...,25_1) = B,
como consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que 7, = 1, asi se define (yi,...,yx_1,1) € dogA* tal que Y =x;
para cada j € {1,...,k — 1}, de aqui que yx—1 = k-1 =1y fu(y1,-.-,Yk-1,1) = fe—1(x1,...,2x_1), por
tanto (yl, ey Yk—1, 1) € dy (dOAk) yasi B = fk(yh ey Yk—1, 1) € fr (do (doAk))

Ahora, si B € fj (do (doAk)) entonces existe (z1,...,2x) € do (doAk’l) tal que fx(x1,...,25) = B, como

consecuencia del lema 3.1.2 se tiene que z_; = zp = 1, asf se define (y1,...,yr_1) € A*~! tal que Yj = T
para cada j € {1,...,k—1},de aqui que yp—1 = 2k—1 =1y fe—1(¥1,..-,ys—1) = fr(x1,...,2x), por tanto
(y1,... ye—1) € do A" Py asi B= fr_1(y1,...,Yu-1) € fu—1 (doAF71). |

Se da ahora una definicién para empezar a construir la estructura de A-complejo de Fj(S?1).

Definicién 3.1.3.

Sea k > 2, para cada j € {1,...,k} se define 07 : A7 — F},(S*) tal que o7 (z) := ¢4 (¥/ (f; (¢))) para cada
z € AJ, se define también 0¥ : dgA' — F;,(S*) tal que o%(z) := ¢y, (i' (f1 (z))) para cada z € dpA', y
para cada r € {1,...,k — 1} se define también 7" : dg A" — Fj,(S) tal que 7" (z) := @) (i"* (fj41 (2)))
para cada z € dgA"™!, donde para cada k > 2, ¢, : Fx(1/{0,1}) — Fx(S') es un isomorfismo y para cada
le{l,...,k}, i : F(1/{0,1}) < F}(1/{0,1}) es la inclusién natural.

Con esta definicién, se da ahora el siguiente resultado.

Lema 3.1.5.
Para k> 2, A (Fk(S’l)) :={00,0%, 0,70 : 1 <i <k — 1} es una estructura de A-complejo para F},(S?).

Demostracion: Por como se construyen las funciones o°, 0%, o, 7 para cada i € {1,...,k — 1}, segin la

definicién 3.1.3, se observa que se cumplen los puntos (1) y (4) de la definicién 1.2.18.

Por la observacién 3.1.2 se tiene que 07 |;, 45 es inyectiva para cada j € {1,...,k}, y por la observacién 3.1.3
se tiene que 0 ;14,415 7" |intd, A~+1 son inyectivas para cada r € {1,...,k — 1}, entonces por lo anterior se
cumple el punto (1) de la definicién 1.2.18.

Por el lema 3.1.4 y la proposicién 3.1.1, se tiene que para cada j € {2,...,k} ycadai € {1,...,j — 1}, la
restriccién O'j|diAj es la funcién o/~1. Por el lema 3.1.4, para cada j € {2,...,k} se observa que las restric-
ciones 0|4, 45 ¥ oj\dej son la funcién 7771, y ademds las restricciones o4, 41 y 0']g, 41 son la funcién o°.
Por la proposicién 3.1.2 y la proposicién 3.1.3, para cada j € {2,...,k — 1} y cada i € {0,...,j} se tiene
que la restriccion 77 |4, 45+1 es la funcién 7771, y ademds las restricciones 71|, 41 y 7! |4, 41 son la funcién o°.
Por todo lo anterior se cumple el punto (3) de la definicién 1.2.18.

Como se cumplen todos los puntos de la definicién 1.2.18,se tiene que A (Fk(Sl)) es una estructura de A-

complejo para Fy(S?). |

Teniendo ya una estructura de A-complejo para Fj(S!) se construird el complejo de cadena asociado a
F(S') con el siguiente lema.
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Lema 3.1.6.
Para k > 2, el complejo de cadena asociado a FJ,(S') estd dado por las funciones:
8y 1 Zo¥ — Zo* 1 @ Z7F ! que estd determinada por el vector columna

Dk:1+(2—1)‘c { —21]

Parai € {2,...,k — 1}, 8; : Zo' ® Z1* — Zo'~1 © Z1'~"! estd determinada por la matriz

Di:1+(71)2’ [ —21 (1)}

junto con 81 : Zo' @ Zr' — Zo° siendo estd la funcién 0.

Demostracion: Dado que en un complejo de cadena sus funciones son morfismos de Z-modulos, sélo bastar
ver como estos evalian a los generadores, sea o’ para j € {2,...,k} arbitrario.
J
Por definicién, 9;(c’) = g (=1)"0|jvo,...,57,...,v;)> ¥ tal como se vio en la prueba del lema 3.1.5, las caras

r=0
O'j‘[fow.’vj], Jj|[v0w@.] corresponden a 777! y las caras 0j|[vo’m,a’m’y].] para cada r € {1,...,j — 1} corres-
j—1
ponden a 07~1, por lo tanto 8;(07) = 7771 + z:(—l)raj_1 + (=1L
r=1
-1 i1 -1 i1 j ;
1 1 1 —1)7
Como Z(_l)r =5 (Z )" Z ) (Z(—l)r - Z(—l)r> = —% y ademds se tiene
r=1 r=1 r=1 ) r=1 r=2 )
i—1 1 1+ (=17 j 1+ (=1) i—1 i—1 ;
que 701 4 (=1)I7iTt = 279 5 , entonces 9;(0”7) = — (=o7~' +2777") donde estd expre-
sién corresponde a Dy cuando k = j y a la primer columna de la matriz D; cuando j € {2,...,k—1}.
Se considera 7 para i € {2,...,k — 1} arbitrario.

i

Asi, por definicién, 9;(r%) = Z(*l)rTq[vo,.--,ﬂ,---,w]’ de aqui que, tal como se vio en la prueba del le-

r=0
ma 3.1.5, se tiene que para cada r € {0,...,i}, las caras 7’|y, . 77,...»;) corresponden a 7'~ !, por lo que
i i i-1 ; ;
; i , . ) i 14 (1) .14 (1)
B;(t") = go(—l) 771 de aqui que ;(_1) = 1+;(_1) +(-1)=1- # +(=1) = #

1+ (=1)"

por lo que Bi(Ti) = 70=1 donde estd expresién corresponde a la segunda columna de la matriz D;.

Por tanto se tiene que 8y estd determinada por Dy y para cada i € {2,...,k — 1} 9; estd determinada D;.
Por tltimo, por definicién 04 (') = 01|[@7U1] — O'1|[UO7171] y o1(th) = T1|[@7U1] — T1|[v07,§1], as{, dado que por la
prueba del lema 3.1.5, las caras al|[@7vl], 0'1|[v0’171], T |[170,U1], T |{vo,53] corresponden a oY, entonces se tiene
que 81(0') =0’ =" =0y 01(r") = 0° — 0" = 0, por tanto, se concluye que 0 es la funcién cero. [ ]

Con el lema anterior, se procede ahora a calcular los grupos de homologia de Fj(S!).

Teorema 3.1.1.
Para cada k € N, los grupos de homologia de F}(S') son isomorfos a los de S, la esfera unitaria dy-

k
dimensional donde dj = 2 {2-‘ — 1 donde [-] es la funcién mayor entero.

Demostracion: Para k = 1, por el teorema 2.1.1 se tiene que F;(S!) 22 S, con esto se tiene que F;(S1)
y S! tienen el mismo tipo de homotopia y por el corolario 1.2.1, se tiene que H, (Fy(S')) = H,(S') para
cada n € NU {0} teniendo asf el enunciado. Para k > 2, se nota del lema 3.1.6 que para ¢ impar se tiene que

D; =0y para i par el determinante det(D;) = —1 entonces en este caso existe la inversa de D,;.

Dado que D; ' = ————Adj(D;) = —Adj(D;) donde Adj(D;) es la matriz adjunta que es una matriz de

det(D;)
2 x 2 con entradas en Z, entonces es posible definir una funcién inversa para 9; cuando i es impar.
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Asi, por el lema 3.1.6 que 91 = 0 entonces para i € {1,...,k — 1} se tiene que d; = 0 si i es impar y que &;
es un isomorfismo si i es par, por tanto como consecuencia H;(Fy(S')) =0 parai € {1,...,k — 2}.

Ahora, es claro que S es arcoconexo, entonces por el teorema 2.1.2 se tiene que F(S*) es arcoconexo y por
la proposicién 1.2.8 se tiene que Ho(Fy(S')) = Z.

Por ultimo, dado que d, =k — 1 si k es par y di, = k si k es impar, se analizan estos dos casos.

o ker Bk_l 0

= Si k es impar entonces @, = 0y 8j_1 es un isomorfismo, por lo que Hy_;(S') = Tmd. ~ 0 =~ (.
m 9y,
, ., 1 ker 9, &
Asi también, dado que 841 = 0 entonces Hp(S") = ———— X ker 8y = Zo" 2 Z.
Im ak+1
» Si k es impar entonces 8,1 = 0y 8x(c%) = —o"! + 27571 donde se tiene que ker 8, = 0, como

también 81 = 0 se tiene que Hy(S') = 0, y como se tiene que Im 8, = Z(—c*~! + 27%~1) entonces
Hy 1 (S") = ker 8,1  Zo" '@ Zrh ! o Z(—ok=1 4+ 27F"1) @ Z7F-1

— - Im 3, Z(—okl 427kl T Z(—ok—1 4+ 27F-1)
Con lo anterior, por el segundo teorema de isormorfismos para grupos (véase [7, teorema 5.9, pag. 25])

Z(—ok=1 4+ 27F"1) @ Z7F-1 /i
3 1 [a¥) Y

se satisface que Hy_1(S") & Z(—oF—1 5 a1 = ey
Zrk—1
—— = Zrt =7,

Dado que Z(—kal + 27”“71) N Z7%=1 = 0 entonces Hk,l(Sl) o
En conclusién, los grupos de homologfa para Fy(S!) estdan dados por

1\ ~ 7 sin € {O,dk}7
Hn(Fk‘(S )) - { 0 en otro caso.

Donde estos son los grupos de homologia para S% (ver [8, corolario 2.14, pag. 114]) teniendo asi el resultado.
[ |

Se observa ahora que, con la descomposicién simplicial de F(S*) del lema 3.1.5 es posible dotar a este es-
pacio de una estructura de CW-complejo considerando sus n-esqueletos para cada n € Z como los n-simplex
presentes en su estructura de A-complejo, ya que dichos n-simplex son isomorfos en T'op al disco cerrado D™.

Teniendo en cuenta lo anterior, se da el siguiente lema.

Lema 3.1.7.
Para cada k > 3, Fj,(S!) es simplemente conexo.

Demostracion: Como ya se ha visto, dado que S! es arcoconexo por el teorema 2.1.2, Fj(S!) es arcoco-
nexo, por tanto, basta probar que su grupo fundamental es trivial.
Considerando el 2-esqueleto de F(S') al cual se le llamard X2 := o2 U 72, por como se representé este
espacio en las figuras de las caras de F3(S!) no es dificil observar que X? se puede contraer a un punto, es
decir 71(X?2) = 0. Ahora, por el teorema 1.2.7 la inclusfon X2 < Fj(S') da que m1(X?) 2 w1 (F)(S)), por
lo tanto 71 (F)(S')) = 0. |

Ya con este lema, se procede a dar los siguientes resultados consecuentes que otorga el conocer los grupos
de homologia y el grupo fundamental del k-ésimo producto simétrico del circulo.

Corolario 3.1.1.
Fy(S1) tiene el tipo de homotopia de la esfera S%.

Demostracion: El resultado es claro para k € {1,2} pues por el teorema 2.1.1 se tiene que Fy(S!) = S?
y por el modelo de F5(S1) de la seccién 2.3, F»(S?) es isomorfo a la banda de Mdebius, la cual tiene el tipo
de homotopfa de S* ya que S! es un retracto por deformacién de la banda de Mdebius (véase [8, pag. 2]).
Ahora, para k > 3, por el lema 3.1.7 se tiene que Fj(S!) es simplemente conexo, por el teorema 3.1.1 se
tiene que H;(Fy(S')) = 0 para cada i € {2,...,d), — 1}, entonces por el corolario 1.2.3 se tiene que F(S!) es
(dg — 1)-conexo, asi, por el teorema 1.2.6 se tiene que g, (Fj(S1)) = Hy, (F(SY)).
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Por el teorema 3.1.1, Hy, (Fy(S')) = Z, entonces por lo anterior 74, (F(S')) = Z, asf, en base a la defini-
cién 1.2.6, se considera a ¢ : S% — F}(S1) como un representante del generador del grupo g, (Fx(S')).
Ahora bien, tomando [w] como el generador de 74, (S%) es facil observar que [¢ o w] es el generador de
74, (F(S1)), por lo que la funcién inducida qﬁi’“ : wa,, (S™) — w4, (F(SY)) de la definicién 1.2.12 es un
isomorfismo. También, por el teorema 1.2.6 aplicado a S% se tiene que mg, (S%) = Hy, (S%) = Z y de esta
forma se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

i
Ha, (§%) —— o Hy, (F(SY))

1R
IR

o3
Tdy, (Sdk) — = Ty (Fk(Sl))
Del diagrama anterior se tiene que ¢% : Hy, (S%) — Hg, (Fi(S')) es un isomorfismo, ademds dado que
H;(S%) = 0 = H;(Fy(S')) para cada j € N — {d)} entonces ¢ : H;(S%) — H;(Fj,(S')) es un isomor-
fismo. Se observa que ¢0 : Hy(S%) — Hy(Fy(S')) también es un isomorfismo pues ambos espacios son
arcoconexos, y por la prueba del proposicion 1.2.8, estos espacios son los generadores de sus grupos.
Por tanto, se tiene que ¢ : S% — F}(S1) induce un isomorfismo ¢? : H,,(S%*) — H,,(F(S!)) para cada
n € NU{0}; como S% y Fy(S') son CW-complejos entonces por el teorema 1.2.8 se tiene que ¢ es una
equivalencia homotépica, asi, por la definicién 1.2.4, S% y F(S') tienen el mismo tipo de homotopia. M

El siguiente resultado lo presenté Raoul Bott en 1952 (véase [2]), siendo este es de gran importancia ya
que di6 un modelo correcto para F3(S1) y refuté el modelo presentado por Karol Borsuk en 1949 (véase [1]).

Teorema 3.1.2.
F3(SY) =1, S3

Demostracion: Por [4, lema 5.2, pag. 2620], se tiene que F3(S!) es una 3-variedad. Ademds F3(S!) es
compacta pues A* es claramente compacto y fr = qx o ¢" es una funcién continua, teniendo asi que F3(S*')
es una 3-variedad compacta que en particular es una 3-variedad cerrada.

Ahora por el lema 3.1.7, F3(S!) es simplemente conexo, asi, dado que el teorema de Perelman-Poincaré dice
que la tnica 3-variedad cerrada y simplemente conexa es S3, se concluye que F3(S') 27, S3. ]

3.2. Analizando el espacio Fj(S') — F},_5(S1)

El objetivo principal de esta seccién es obtener un anélisis general sobre el grupo fundamental del espacio
Fr(SY)— Fr_2(S1), y asf, usar lo que se obtenga en esta seccién y relacionarlo con la teorfa de nudos, para ello
se hard uso de la seccién anterior considerando la descomposicién simplicial que tiene Fi(S!) y realizando asf
una nueva estructura al producto simétrico para que con ello se de, por el teorema de Seifert-Van Kampen,
una presentacién del grupo fundamental del espacio que se quiere analizar.

Lo escrito en esta seccién proviene en su mayorfa de [17].

Se procede a dar a los k-sfmplex A* una nueva estuctura con respecto a una de sus caras, lo cual ayudard
a poder aplicar mejor el Teorema de Seifert-Van Kampen, para ello se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1.
Para cada k € N, se define la funcién dada por

hk : dkAk x I — AF
(ao,...,ak_l,t) — (xl,...,a:k),
donde para cada i € {1,...,k} se tiene que z; = a;—1 + (1 — ag_1)t.

52



CAPITULO 3. EL K-ESIMO PRODUCTO SIMETRICO DEL CIRCULO

Dado que cualquier (ag,...,a5-1) € dip AX cumple que 0 = ag < a1 < ... < ap_1 < 1, es facil ver que
0<x <...<zp <1, porlo que hi es una funcién bien definida y claramente es continua, para cada k € N.

A continuacién, se probara que con la funcién hy, se tiene una nueva forma de analizar los k-simplex A*,
para ello es necesario dar la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.1.
La funcién hy, : diA* x I — AF es sobreyectiva para cada k € N.

Demostracion: Sea (z1,...,xy) € AF arbitrario, de aqui se tienen dos casos:

» Sizy; =0y x, = 1 entonces se define (ao, . . .,ax—1,1) tal que a; = z;41 para cadai € {0,...,k—1}, asi,
como 0 =21 <...<ap=1entonces 0 =ag<a; <...<ap_1=1,asf (ag,...,ax_1,1) € dp A* x I.
Se observa que hg(ag,...,ax-1,1) = (ag,...,ax—1) = (1,...,Tk).

» En cualquier otro caso, se define (ag,...,a;—1) tal que a; = x;41 — x1 para cada i € {1,...,k — 1}

x . [

yt= ﬁ Es facil ver que ag = 1 — 1 = 0 y ademads, dado que 0 < z1 < ... < xp < 1,
— T Tq

entonces 0 < a7 < ... < agp_1 < 1, asi también, como se tiene 0 < x7; < 1 — x + 1 entonces
€T l—2,+x .

< ! < k L =1, es decir 0 < ¢ < 1, por tanto (ag,...,ap_1,t) € dpA¥ x I.
1—ap +21 1—ap +21
Se observa que hg(ag,...,ax—1,t) = (z1,...,Tk)-
En ambos casos se tiene que hj es sobreyectiva. |

Usando la proposicién anterior, la definicién 3.2.1 y la funcién cociente fi, = qi o ¢* que se consideré en
el lema 3.1.3, se tiene el siguiente cociente para dy A% x I.

Definicién 3.2.2.
Para cada k € N, se define la funcién cociente dada por

q - di AR x T — Fp(1/{0,1})
(ao,al, L. ,ak_l,t) — {[ao + (1 — ak_l)t], ceey [ak_l + (1 — ak_l)t}}

donde ag = 0 y [z] denota a la clase de = en I/{0,1}.

Dado que ¢, = fi o hy, entonces la funcién anterior es continua, estd bien definida y ademds cumple que
q), (drA* x I) = Fy(1/{0,1}), por lo que se tiene una nueva forma de poder obtener el k-ésimo producto
simétrico de S!.

Ahora bien, ya que el objetivo es calcular el grupo fundamental del espacio Fj(S') — Fi_o(S!) para

k > 3, por el teorema 2.2.3 se tiene que F,,(S') = F,,(1/{0,1}) para cada n € N entonces, para el espacio
F(1/{0,1}) — F,_2(I/{0,1}) se construirdn los abiertos necesarios para aplicar el teorema 1.2.3.

Como primer paso, se quisiera estudiar el espacio Fy(I/{0,1}) — Fr_1(I/{0,1}), ya que este es uno de
los conjuntos necesarios para estudiar el grupo fundamental de Fj(I1/{0,1}) — F_2(I/{0,1}), por tanto se
da a continuacién el siguiente lema.

Lema 3.2.1.
Para k > 2, Fj(I/{0,1}) — Fj_1(1/{0,1}) = q;, ((int dxA*) x I).

Demostracion: Sea k > 2 arbitrario y sea {by,...,b} € ¢ ((int dgA*) x I), por definicién existe
(0,¢1,...,cp-1,t) € (int dgA¥) xI tal que q;,(0,c1,. .., cp—1,t) = {br,..., b}, asi (0,c1,...,cp—1) € int d A"
Se afirma que 0 < ¢; < ... < cp_1 < 1, en efecto, si ¢; = 0 entonces (0,c¢1,...,cr_1) € [Vo, .-+, Vp_2, V%1, 0],
sic; = cipq paraalgini € {1,...,k—2} entonces (0,¢1,...,Cr_1) € [V0, -+, Uh_1_iy--,Vk_1,0) ySicr_1 =1
entonces (0,¢1,...,cx—1) € [0y, v1,...,Vk—1,Uk], los tres casos se tienen como consecuencia del lema 3.1.2.
Asi, ya que es facil ver que [vg,...,0;,...,V%—1,0k] = 5;-“ C 9dy A* para cada j € {0,...,k — 1}, entonces si
pasa alguno de los tres casos anteriores se tendria que (0,cy,...,cx_1) € ddiA¥ lo cual no es posible.
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Entonces para {[y1],...,[yx]} = ¢.(0,c1,...,cr—1,t) donde, segin la definicién 3.2.2, y1 = (1 —cx_1)t y
yj =cj—1+ (1 —cp—1)t para j € {2,...,k}, como 0 < ¢y <....<cp—1 <1 setendria que [x;] # [x;] sii # j
y asi {bl, ey bl} = q}c(O,cl, cee ,Ck_l,t) = {[yl], ey [yk}} S Fk(I/{O, 1}) - Fk_l(I/{O, 1})

SiA{[bi],..., (]} € Fr(1/{0,1}) — Fr—1(I/{0,1}), entonces | = k y [b;] # [b;] si ¢ # j, asi por como se define
la relacién de equivalencia en I/{0,1} entonces se puede considerar [b,] = b, para cada r € {1,...,k}, por
tanto, como {b1,...,bi} = {by(1),...,boy} cono: {1,... .k} — {1,...,k} alguna permutacién que cumple
que by(1) < ... < by(). Se define ast (0,c1,...,ck—1,t) tal que ¢; = by(i41) — bo(1) Para i € {1,...,k —1}
L N
1= bs) + bo(1)
se tiene que (0,c¢q,...,ck—1,1) € (int dkAk) x I, ademds por la definicién 3.2.2 no es dificil observar que
0,0, ¢1, ... cr—1,t) = {bo(1)s - - -, bo(iy } = {b1, ..., b}, por lo tanto {[b1], ..., [b]} € g ((int dxA*) x I). W

y que t = , no es dificil observar que 0 < ¢ < ... < ¢,—1 < 1 y t € I, por tanto

Para cada n > 2, algo importante que se puede observar del espacio F,,(1/{0,1}) — F,,_1(I/{0,1}) es que
tiene el mismo tipo de homotopia del circulo unitario S', la idea es construir un retracto por deformacién a
un lazo basado en un punto distinguido, esto se puede ya que la cara diA* es un espacio convexo.

Primero conviene destacar un punto particular en el cual se aplicara la convexidad que tiene la cara d, A*,
para ello se da la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. ) L1
Para cada k > 2, se define el punto by = (0, PERRE ;) d AF.

La importancia de by, radica en como se comporta bajo la convexidad de dp A* y en que, como se vera méas
adeltante, con este punto se construye el generador del grupo fundamental de F,,(I/{0,1})— F,,_1(1/{0,1}).

Por ejemplo, para k = 3 se considera primero que en la cara dz A3 es posible construir un segmento que
une a cada punto de dsA> con el punto bs, esto se puede observar en la siguiente figura.

De esta forma, se tiene un retracto por deformacién determinado por la siguiente homotopfia:

h3: (int d3A3) xI — int ds A3
(0,a1,a2,s) +— (0,a1,a2)(1 —s)+ sbs.

Esta homotopia se puede extender al espacio d3A3 x I como sigue:

H?: ((int d3A3) xI) x I —» (int d3A3) x I
(Ova'lanvta S) — (h3(07a17a275)7t) .

Con lo anterior se ha construido una homotopia para el espacio (int d3A3) x I y entonces, por el le-
ma 3.2.1, para construir una homotopfa en F3(I/{0,1}) — F»(I/{0,1}) bastarfa con que la homotopia H?
induzca una homotopia en el cociente g}, ((int d3A®) x I).

Para ello, para cualquier k > 2 se analizard cémo son las identificaciones en el cociente g, ((int dkAk) x I ),
por tanto se empieza dando la siguiente observacion.
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Observaciéon 3.2.1.

Sea ¢ = (0,¢1,...,ck-1) € int dxAF, y sea q.(c,t) = {[z1],...,[2]} donde z; = ¢;_1 + (1 — cx_1)t para cada
je{l,...,k} y co = 0. Como por la prueba del lema 3.2.1 se tiene que 0 < ¢; < ... < ¢x—1 < 1 entonces
es facil ver que 0 = 21 < ... < zp < lsiysblosit=0,0<2 <...<z, <lsiysélosite (0,1)y
0<z1<...<zp=1siysblosit=1.

Para explicar mejor los siguientes resultados se da la siguiente notacion.

Notacién 3.2.1.
Para cada punto = € dyA* x I, se denota por T a la clase de = bajo el cociente qj.-

Lo planteado anteriormente ayuda a probar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.2.
Para cada k > 2, si z € (int dAF) x (0,1) entonces = = {z}.

Demostracién: Sea x € (int dyA*) x (0,1) y suponiendo que existe b = (0,b1,...,by—1) € dy A" tal que
q,(z) = q},(b,t) para algin ¢ € I, por el lema 3.2.1 se tiene que b € int dj A*.
Considerando x = (a, s) donde a = (0,ay,...,ax_1) € int d,A¥ y s € (0,1), por la definicién 3.2.2 se tiene

que q).(z) = {[z1],..., [zx]} donde z; = aj_1 + (1 — ar_1)s para cada j € {1,...,k} y ap = 0, de la misma
forma se tiene que g, (b,t) = {[v1], ..., [yx]} donde y; = bj_1 + (1 —by_1)t para cada j € {1,...,k} y by =0,
por tanto {[x1],..., [zk]} = {ln],-- -, [yx]}-

Por la observacion 3.2.1 se tiene que 0 < z; < ... < xp < 1, entonces por la igualdad anterior se tiene que
y; & {0,1} para cada j € {1,...,k} y como b € int dy A* se tiene que 0 < y; < ... < yx < 1, de aqui es f4cil
observar que x; = y; pues los puntos estdn ordenados y todas las clases son distintas.

Por de lo anterior a; = b; para cada i € {1,...,k — 1} y ademds t = s € (0,1), por tanto x = (b, t). |

Con la proposicién anterior se tiene como se identifican los puntos del espacio (int dyA*) x (0,1) en
el cociente ¢, se observa a continuacién que pasa con las identificaciones del cociente g}, en el espacio
(int dkAk) x {0} y en el espacio (int dkAk) x {1}, asi pues para obtener dichas identificaciones, en principio
se da la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3.
Para cada k > 2 y cada t € I, si z € (int dyA*) x {t} entonces z N (dy A" x {t}) = {z}.

Demostracion: Sit € (0,1) el resultado se tiene por la proposicién 3.2.2.
Ahora, sea x € (int dkAk) x {1} y suponiendo que existe b = (0,by,...,bx_1) € di A" tal que ¢, (z) = ¢}, (b, 1),
por el lema 3.2.1 se tiene que b € int diA* y como consecuencia de esto, por la observacién 3.2.1 se tiene
que 0 <y <...<yp=1donde y; =bj_1 + (1 — by_1) para cada j € {1,...,k} y by = 0. Considerando

r = (a,1) donde a = (0,ay,...,a,_1) € int di, A*, por la definicién 3.2.2 se tiene que g}, (z) = {[z1], ..., [zx]}

donde z; = aj_1 + (1 — ax—1) para cada j € {l,...,k} y ap = 0, de la misma forma se tiene que
/ _ s . . o

@, (0,1) = {[v1], ... [yxl}, y por hipétesis se tiene {[z1], ..., [zx]} = {{al. .-, [vs]}-

Por la observacién 3.2.1 se tiene que 0 < z1 < ... < 7} = 1, entonces x; = y; pues los puntos estdn ordenados
y todas las clases son distintas, de aqui a; = b; para cada i € {1,...,k — 1} y por tanto z = (b, 1).

Por ultimo, six € (int dkAk) x {0}, suponiendo que existe b = (0,b1,...,bx_1) € dpA¥ tal que g, () = ¢} (b,0)
y considerando = = (a,1) donde a = (0,ay,...,ax_1) € int d;, A*, entonces por la definicién 3.2.2 se tiene
que {[0], [b1],...,[br=1]} = ¢,(b,0) = ¢, (z) = {[0],[a1],...,[ak—1]}, asi pues, como por el lema 3.2.1 se
tiene que b € int dyA¥ y por la prueba del mismo lema se tiene que 0 < a; < ... < ap_; < 1y que
0<by <...<bg_1 <1, es ficil ver que a; = b; para cada i € {1,...,k — 1}, por tanto z = (b,0). [ ]

Siguiendo con las identificaciones del cociente g}, en el espacio (int diA*) x {0} y en (int dxA*) x {1},
se da la siguiente definicién que serd de ayuda en los resultados posteriores.

Definicién 3.2.4.
Para cada k > 2, se define la funcién dada por

O - dkAk — dkAk
(0,&1,...,ak_1) — (0,$1,...,1‘k_1),

donde x; = a;—1 + 1 —ax_y paracadai € {1,...,k—1} y ap = 0.
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Observacién 3.2.2.
Es facil ver que oy estd bien definida y ademads, si se define

Yk - dkAk — dkAk
(Oabla"'abk—l) — (anlv'“ayk—l)a

donde y; = bjy1 — by paracadai e {1,...,k—1} y by = 1.
Se tiene entonces que oy, (Yx(a)) = a y que & (0x(a)) = a para cada a € dp A, y por tanto oy, es biyectiva.

Observacion 3.2.3.

Sia=(0,ai,...,a5_1) € int dyA* entonces 0 < a1 < ... < ax_; < 1, asi como ox(a) = (0,21,...,74_1) ¥
vi(a) = (0,91,...,Yk—1) donde x; =a;_1 +1—ag_1,y; =aj4+1 —ay paracada j € {1,...,k—1}, a0 =0y
ar =1, entonces 0 < 1 < ... <1 <1ly0<y; <...<yg—1 <1, porlo que de la prueba del lema 3.2.1
se concluye que o (a),vx(a) € int dy AF.

La funcién oy es muy util para el objetivo de esta seccion, esto se sustenta con la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.4.
Sea k > 2, asf para cada a € dA* se tiene que q,(a,1) = g}, (o (a),0) y ¢, (a,0) = g} (7x(a), 1).

Demostracion: Sea a = (0,ay,...,ar_1) € dy AF arbitrario y se considera ag = 0.

Entonces por la deﬁnicién 3.2.4 se tiene que ox(a) = (0,21,...,25-1) =z tal que z; = aj_1 +1 —ax—1
para cada j € {1,. — 1}, por tanto como consecuencia de la definicién 3.2.1 y la definicién 3.2.2 se
tiene que ¢;(a,1) = fk(hk(a 1)) = fulz1, ... zi—1,1) = {[z1],. .., [Tr=1],[1]}, ¥ de esta forma también se
tiene que q;(x,0) = fr(hg(z,0)) = fiu(0,z1,...,25-1) = {[0],[z1],...,[zr—1]}, claramente se cumple que
{[z1],- -, [xk=1], [1]} = {[0], [x1], ..., [zr—1]} ¥y por tanto se tiene el resultado.

Ahora, si se toma 'Yk( ) =y, por lo probado anteriormente, ¢;,(y, 1) = ¢, (0% (y),0) y por la observacién 3.2.2,
o1(y) = or(vk(a)) = a, esto concluye el resultado. ]

Con la proposicién anterior es posible describir como son las identificaciones del cociente gj, en los espacios
(int d A*) x {0} y (int dxA*) x {1}, lo cual se describir4 en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1.
Para k > 2, si a € int dy A* entonces (a, 1) = {(a, 1), (0x(a),0)} v (a,0) = {(a,0), (vx(a),1)}.
Demostracién: Ya sea que z € (int diA¥) x {1} o que z € (int diA*) x {0}, por el lema 3.2.1 se tiene
que T C (int dkAk) x I y dado que por la proposicién 3.2.2 se tiene que = N ((int dkAk) x (0, 1)) =0, de
aqui que Z C (int dA¥) x {0,1} y por tanto T = (Z N ((int drA*) x {0})) U (z N ((int dpA*) x {1})).
Ahora, si a € int dyAF entonces por la proposicién 3.2.4 se tiene que (a,1) = (ox(a),0) y se tiene que
(a,0) = (v (a), 1), ademas por la proposicién 3.2.3 se tiene que (vx(a), 1)N((int dpA¥) x {1}) = {(vk(a), 1)},
(ok(a),0) N ((int drA*) x {0}) = {(ok(a),0)} v (a,r) N ((int drA¥) x {r}) = {(a,r)} para r € {0,1}, se
concluye que (a, 1) = ((ox(a), 0) N ((int d4%) x {0}))U({@, 1) N ((int dyA*) x {1})) = {(,1), (ox(a), 0)}

v aue (2,0) = ({@,0) N ((int dxA*) x {0}) ) U (@), 1) N ((int dxa®) x {1})) = {(a,0), (e(@), D}, m

Como ultimo paso para ya construir una homotopia que se comporte bien bajo el cociente ¢, se da la
siguiente proposicién, esta es una propiedad de la funcién oy, la cual serd tutil para resultados posteriores.

Proposicion 3.2.5.

Para cada k > 2, cualquier n € {2,...,k} y para cualesquiera [zg,...,Zn_1], [Y0,--sUn—1]s [205--+»2n—1]
(n — 1)-simplex tales que oy(x;) = y; vy 'yk(xz) = z; para cada 2' € {0,...,n — 1}, se satisface que si
T = Z t;x; € [xo,...,2Tn_1] entonces oy (x Z tiyi v ve(x Z tiz;.

i=0

117 .,a:f Y, v = (0, y},...,yf‘l) tales que para cada ¢ € {0,...,n — 1},

o (i) = yi, entonces y! = 2" +1—2F71 con 20 = 0 para cada i € {0,...,n—1} ycada j € {1,...,k—1}.

Demostracion: Si z; = (0,
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n—1 n
Tomando ahora x = Ztixi arbitrario, as{ se tiene que x = (0,2151'%1, ceey Ztﬂf—l), por la de-
— ; ;
’ n—1 )
finicién 3.2.4, ox(z) = (0,v1,...,v5-1) donde v; = Ztixfl +1 - Ztixf_l con ¥ = 0 para cada
i=0 i
1€{0,...,n—1} y paracada j € {1,...,k — 1},
n—1 n—1 . n—1 n—1 n—1 )
Dado que Zti = 1 entonces v; = Ztimfl + Zti - Ztﬂffl Zt A L I Ztiyf, y
i=0 i=0 i=0
n—1
por tanto se concluye que ok (z) = (0,v1,...,05-1) (0 Z tzyl R, Z tzyf 1) = Z tiyi.
Ahora, por la observacién 3.2.2 se tiene que z; = ak(yk(xl)) = ak(z,j para cada @ € {0,...,n — 1}, asi
n—1 n—1
para z = Zt zi, por lo que se probé anteriormente se cumple que o (z Z tix; = x y de nuevo por la
=0 =0

observacién 3.2.2, v, (x) = v (op(2)) = 2z = Z tiz;. =

Retomando ahora la homotopia H?3, usando la misma notacién que en la proposicién 3.2.2 se define la
siguiente funcion:
H3 . a4 ((int d3A3) X I) xI — 4 ((mt d3A3) X I)
(Z,s) — a4 (H?’(x, s)) )

Es fécil ver que si T € ¢4 ((int d3A®) x (0,1)) entonces H? est4 bien definida por la proposicién 3.2.2.
Ahora bien, dado que h3(a,s) € int dz A3 para cada s € 1, entonces por el corolario 3.2.1 se puede observar
que (h3(a s),1) = {(k*(a, 5),1), (03(h3(a,s)),0)} y (h3(a,s),0) = {(h3(a,s),0), (vs3(h3(a,s)),1)}, y por la
proposicién 3 2 5 se tiene que o3(h3(a,s)) = h3(03( ),8)y 73(h3(a s)) = h3(73( ), 8).

Si T € ¢4 ((int d3A3) x {0}) al considerar z = (a,0) se tiene que g5 (h3(a,s),0) = g5 (h3(y3(a),s),1) y si
7 € ¢4 ((int d3A®) x {1}) al considerar = = (a, 1) se tiene que g5 (h*(a, s),1) = ¢4 (h3(03(a), s),0).

De esta forma se tiene que H? est4 bien definida en todos los casos y ademas, es facil observar que es continua.

Continuando con el retracto por deformacién para F5(I/{0,1}) — F»(I/{0,1}), dado que {b3} x I es un
retracto por deformacién de (int dkAk) x I por la homotopia H?, entonces por como se definié H?> se tiene
que ¢4 ({b3} x I) es un retracto por deformacién de ¢4 ((int dpA*¥) x I).

Se quiere probar que ¢4({b3} x I) es la imagen de un lazo basado en un punto, y ademés ese punto tiene
una correspondencia biyectiva a las raices complejas de 2% 4 1, por tanto primero se da la siguiente notacién.

Notacién 3.2.2. 5
Para cada k € N, se denota a ry := {[%] :5€{0,... k- 1}} € F(1/{0,1}) — Fx_1(1/{0,1}) como el

conjunto de isomorfismos de todas las raices complejas del polinomio ¥ — 1.

Esta notacién tiene sentido ya que cada elemento en 7, por el isomorfismo 1/{0,1} = S, es isomorfo a
una raiz compleja, de aqui se da el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2.
Para cualquier k > 2, ¢.(bg,0) = ¢.(bg, 1) y con esto g, ({bx} x I) es la imagen de un lazo basado en 7.

Demostracion: Dado que o (by) = by, por la proposicién 3.2.4 se tiene que gj,(bi,0) = g, (bk
Es facil ver que qj,(bx,0) = 1, = ¢.(bg, 1), y como por la proposicién 3.2.2 se tiene que (b, t)
€ (0,1), entonces se concluye que g;,({bx} x I) es la imagen de un lazo basado en 7.

7

1).
{(bk, )} si
]

Teniendo en cuenta lo anterior, tiene sentido dar la siguiente definicién.
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Definicién 3.2.5.
Para cada k > 2, se define la biyeccién dada por

(6770 I — q}c({bk}xl)
t — 5. (bg, t).

Al a cual se le llamard el LAZO BASADO EN LAS RA{CES COMPLEJAS DE zF — 1 = 0.

Tomando en cuenta la definicién anterior se concluye que ag(I) es un retracto por deformacién de
& ((int s A%) x I) = Fy(1/{0,1}) - Fa(I/{0.1}).

El retracto por deformacion anterior se puede generalizar para cualquier k£ > 2 haciendo un procedimiento
analogo al caso k = 2, y dado que un retracto por deformacién determina una equivalencia homotoépica, con
esto se puede calcular el grupo fundamental del espacio Fy(I/{0,1}) — F,_1(1/{0,1}).

Se probard lo que se ha mencionado anteriormente con el siguiente lema.

Lema 3.2.2.
Para cada k > 2, my (Fx(I/{0,1}) — Fr—1(1/{0,1}),7%) = {[ak])-

Demostracion: Sea k > 2, como la cara dj A¥ es un espacio convexo, se tiene un retracto por deformacién
determinado por la siguiente homotopia.

hk : (il’lt dkAk) x I — int dkAk
(07(117 e ,ak,l,t) — (0, ay, ..., ak,l)(l - t) + tby.

Esta homotopia se puede extender al espacio dyA*¥ x I como sigue.

H*: (it deA¥) x 1) x I — (int deA¥) x I
(0,a1,...,a5—1,t,8) > (hk(O,al,...,ak,l,s),t).

A su vez, considerando la notacién 3.2.1, con la homotopia H* se define la siguiente funcién:

H* . qs. ((int dkAk) X I) xI — gq ((int dkAk) X I)
(T, s) — a5, (Hk(x,s))

SiTeq, ((int dkAk) x (0, 1)) entonces H* estd bien definida por la proposicién 3.2.2.

Ahora bien, dado que h*(a, s) € int dy A* para cada s € I, entonces por el corolario 3.2.1 se puede observar
que (h*(a,5),1) = {(h*(a,s),1), (ox(h*(a,5)),0)} v (h*(a,s),0) = {(h*(a,s),0), (yx(h*(a,5)), 1)}, y por la
proposicién 3.2.5 se tiene que o (h*(a, s)) = h*(ox(a),s) y vi(h*(a,s)) = bk (v (a), s).

Si 7 € g}, ((int dyA*) x {0}) al considerar x = (a,0) se tiene que gq},(h*(a,s),0) = ¢, (h*(x(a),s),1) y si
7 € q), ((int diA*) x {1}) al considerar x = (a, 1) se tiene que g}, (h*(a, s),1) = g}, (h*(ok(a), s),0).

De estd forma se tiene que H* est4 bien definida en todos los casos y ademads es continua.

Por tanto, ya que H* da que {by} x I es un retracto por deformacién de (int dkAk) x I, entonces por
como se define H*, se observa que el conjunto ay(I) = ¢, ({bx} x I) es un retracto por deformacién de
q), ((int diA*) x I) = F,(1/{0,1}) = F,—1(1/{0,1}). Por la proposicién 1.2.3 se tiene que la inclusién natural
J:(ar(I), k) = (Frp(1/{0,1}) — Fr—1(1/{0,1}), 7)) es equivalencia homotépica y por la proposicién 1.2.6,
Ju rm (o (D), ry) — m (Fr(L/{0,1}) — Fx—1(I/{0,1}),7%) es un isomorfismo.

De aqui que 7y (EFx(I1/{0,1}) — Fr—1(L/{0,1}),r%) = 71 (a(I), 7)) = ([ax]) y por como se construye ju
segiin la definicién 1.2.12 se tiene que 71 (Fi(I/{0,1}) — Fr—1(I/{0,1}),7%) = {[j o ax]) = {[ax])- [ ]

A continuacion, se construird otro conjunto con el cual ya serd posible aplicar el teorema de Seifert-van
Kampen, ya que estos conjuntos determinaran abiertos con los cuales se podra aplicar dicho teorema.

Para lograr esto, se empezara dando la siguiente definicién.
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Definicién 3.2.6.

Para cada k > 2 y considerando dy A¥ = [vg, ..., vx_1, 03], para cada i € {0,...,k — 1} se definen
k._ ~
A»L' = [bk7vi+17 ceoy UVk—1,%0, ... 7’02'717(0]6]7
8 = by, v; 1, T
i = [Dk, Vg1, oo V1,05 - -, Vi1, Dk

Con la definicién anterior, es posible hacer una divisién para la cara d,A* separando dicha cara en otros
simplex que incluyan al punto by, estds separaciones servird para definir los espacios abiertos que seran
necesarios para poder aplicar el teorema 1.2.3.

Por ejemplo, para k = 3 la cara d3A? se puede dividir como sigue.

3
U1 50

V2

&3

Vo

Tomando en cuenta la figura anterior, se puede dividir el espacio d3 A3 x I como sigue.

]

Considerando la divisiéon anterior se define un espacio particular que serd de gran importancia para el
objetivo de esta seccién.

Definicion 3.2.7.

k—1
Para cada k > 3, se define a Ny como el conjunto dado por g, (U (int Af U 55) X I).
i=0

La importancia del espacio definido anteriormente radica en que el espacio Fj,—1(I/{0,1})—Fy_2(1/{0,1})
es un retracto por deformacién de Ny, esto es posible pues 6 es retracto por deformacién de A¥ para cada
i€{0,...,k— 1} y con esto se tendrd un isomorfismo entre sus grupos fundamentales.

Para lograr esto, como primer paso serd ttil conocer como actia el cociente gj, en (int AFU 55) x I, por

tanto, se empieza dando el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3.
Para k > 2, siz € Af entonces oy (z) € A¥ | ysiz € AF entonces oy (r) € AF | paracadai € {1,...,k—1}.
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Demostracion: Es facil ver que ox(vg) = vkr—1 y que og(v;) = v;—1 para cada i € {1,...,k — 1}.
Ademds por el corolario 3.2.2 se tiene que ok (by) = bg, y como por la proposicién 3.2.5 se satisface que si
x € Af = [by,v1,...,V5_1, k), entonces o (x) € [by, Vo, ..., Vk—2, 0k = AF_| y paracadai € {1,...,k—1},
siz e Af = [bk, Vit1, -+, Vk—1,00,- .-, Vi—10k| entonces og(x) € [br, Vi, ..., Vp—1,00, - ., Vi—2, U] = Afﬁl. [ |

Con este resultado, se puede dar la siguiente observacién.

Observacién 3.2.4.
Denotando oy := ¢ cuando k > 2 esté implicito, por el corolario 3.2.3 es facil observar que si x € Aﬁ_l
entonces o7 () € Aﬁ_l_j para cada j € {0,...,k — 1} y por la prueba de la proposicién 3.2.5 también se
tiene que o*(z) = .
k—1
Con los resultados anteriores, se puede probar que gj, (U int 611-“ es un retracto por deformacién de Ny
i=0
tal como se verd més adelante, ahora bien, para probar que Ny yv Fj_1(I/{0,1}) — Fr_2(I/{0,1}) tienen
grupos fundamentales isomorfos, es importante analizar como son las identificaciones en el cociente ¢, del

k—1
espacio U (int 6¥) x I, para ello se dan los siguientes resultados.
i=0
Lema 3.2.3.
Para k >3, Fy_1(1/{0,1}) — Fy_»(1/{0,1}) = ¢}, ((int 6F) x I) para cada i € {1,...,k — 1}.
Demostracion: Sean k > 3 arbitrario y {b1,...,b} € qj ((int (55) X I), por definicién de imagen de una
funcién existe (0,c1,...,cp—1,t) € (int 55) x I tal que ¢,(0,¢1,...,ck-1,t) = {b1,...,b;}, de aqui se tiene
que (0,¢1,...,cp_1) € int 6% y dado que se considera i € {1,...,k — 1}, se tienen dos casos:

» Siie{l,...,k— 2}, como es facil ver que 6¥ = [vg, ..., ¥;,...,vk_1, 0k entonces cx_1_; = cr_;, y dado
que (0,¢1,...,ck—1) estd dentro del interior de un simplex, por la prueba del lema 3.2.1 se tiene que
0<ecr <...<Chpo1—i=Ch—i <...<cp—1 <1, porloque para g, (0,c1,...,ck—1,t) = {[z1],..., [zx]},
donde 1 = (1 —ck—1)t y z; = ¢j—1 + (1 — cxy—1)t para j € {2,...,k}, se tendrd que se cumplird que
0<zy <...<Zhoy =Thoig1 < ... <xp <1,asl [wp_] = [Xp—it1] y para j,r € {1,..., k} — {k — i}
se tiene que [z;] # [z,] si j # r, concluyendo que {b1,...,b;} = q,,(0,c1,...,cu—1,t) = {[z1],..., [zx]}.

» Sii=k—1, como es facil ver que 6f | = [vo,v1,...,Vk_2,05_1,0k] entonces ¢; = 0, y dado que
(0,¢1,...,cx—1) estd dentro del interior de un simplex, tal como se vio en la prueba del lema 3.2.1
se tiene que 0 = ¢;1 < ¢2 < ... < ¢g—1 < 1, por lo que para ¢, (0,c1,...,cx—1,t) = {[z1],..., [zx]},
donde 21 = (1 —¢cp_1)t y ©j = ¢j—1 + (1 — ¢cp—1)t para j € {2,...,k}, se tendrd que se cumplird
que 0 < 21 = x93 < ... < ), < 1, asi entonces [x1] = [z2] y para cada j,r € {2,...,k} se tiene que
[z;] # [x,] si j # r, concluyendo que {b1,...,b} = ¢.(0,¢1, ..., ch—1,t) = {[z1], ..., [zx]}-

En los dos casos anteriores se tiene que {by,...,b;} = {[z1],..., x|} € Fr—1(1/{0,1}) — F_o(1/{0,1}),
concluyendo asi que gj, ((int 6¥) x I) C Fr_1(1/{0,1}) — Fj,—2(1/{0,1})

Ahora, si {[b1],...,[b]} € Fr—1(L/{0,1})—Fr_2(I/{0,1}), entonces | = k—1y [b;] # [b;] sii # j, asi por como
se define la relacién de equivalencia en I/{0,1} se puede considerar [b,] = b, para cadar € {1,...,k—1}, por

tanto, como {by,...,b;} = {bs1),--.,bo-1)} con o : {1,....,k =1} — {1,...,k — 1} alguna permutacién
que cumple que by (1) < ... < by(r—_1), se consideran los siguientes casos:

» Siie{l,....,k—2},seda (co,...,cx1,t) € dA* x I con ¢; =by(j+1) —bo) sij €10,.... k—1—1i},

.. . ba 1 .
¢ =bey)y —boysije{k—i,....k=1}yt= lfbg(k_a))erg(l)’ setiene 0 < c; < ... <cp_o2<1
Con Cg_1—; = Cx—4, por tanto (cop,...,cp—1,t) € (int 55) x I y por la definicién 3.2.2 se cumple que
q;(co, Cly.-- ,Ck_l,t) = {bo(l)a ey bo’(krfl)} = {bl, ceey bl}, por tanto {[bl}, ey [bl]} S q;c ((int (Sf) X I)
» Sii=k—1,sedefine (0,0,c1,...,cx2,t) € dA¥*x I donde ¢; = bo(j+1)—boy Parai € {1,...,k—2}y
bo
t ) ;senotaque 0 < cp <...<cp_o<lyasi (070,01,...7ck,2,t)€(in‘5 (5,@71)><I.

1= b1y + bo1)
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Ademis por la definicién 3.2.2 se tiene que ¢;,(0,0,c1,...,ck—2,t) = {bo), .-, bo—1)} = {b1,..., b1},
por lo tanto {[b1],..., [b]} € ¢; ((int 6F_,) x I).

De lo anterior se concluye que Fj,_1(I/{0,1}) — Fr—2(1/{0,1}) C ¢}, ((int 6%) x I). ]

Para el conjunto 6§ x I se tiene una caracterizacién especial dada por el siguiente lema.

Lema 3.2.4.
Para cada k > 3 y cada t € I, se cumple que g}, ((int 65) x {t}) = Cy € Fr—1(1/{0,1}) — Fr—2(1/{0,1})
donde CY es el conjunto

{z1,...,xp_1} € Fr—1(1/{0,1}) — F._2(I1/{0,1}) : existe un dnico r € {1,...,k — 1} tal que =z, = [0]}.

Demostracion: Sean k > 3, t € I arbitrarios y sea {b1,...,b} € g}, ((int 65) x {t}), por definicién de

imagen de una funcién existe (0,¢y,...,cp_1,t) € (int 55) x {t} tal que q}.(0,c1,...,cx—1,t) = {b1,..., b }.

Como (0,¢1,...,cx1) € int 6F y dado que 6§ = [oo,v1,...,vk_1,0%], entonces c,_1 = 1, asi pues, co-
mo (0,¢1,...,ck—1) estd dentro del interior de un simplex, tal como se vio en la prueba del lema 3.2.1 se
tiene que 0 < ¢1 < ... < ¢g—2 < ¢x—1 = 1, por lo que para ¢, (0,c1,...,ck—1,t) = {[z1],..., [zx]}, donde
21 =(1—ckr_1)t=0yx; =cjo1+(1—cr_1)t =cj_1paraj € {2,...,k},setendraque 0 =1 < ... <z} =1,
asi [z1] = [0] = [1] = [z1] y para cada j,r € {1,...,k — 1} se tiene que [z;] # [z,] si j # r, concluyendo que
{b1,..., b} =q.(0,c1,...,cp—1,t) = {[z1], ..., [zx]} € Ch.

Ahora, si {[b1],...,[l)]} € Ck, entonces | = k — 1, [b,] = [0] para algin r € {1,...,k — 1} y [b;] # [b;]
si ¢ # j, as{ por como se define la relacién de equivalencia en I/{0,1} entonces [bs] = bs para cada

s €{l,...,k—1}, por tanto, como {b1,...,b;} = {bg1),---,bg—-1)} cono:{1l,....;k—1} — {1,..., k—1}
alguna permutacién tal que 0 = by (1) < by(2) < ... < by(r—1), se define (0,c1,...,cp2,1,t) € dpAF x {t}

donde ¢; = by(j41) para j € {1,...,k —2} y t € I es arbitrario, asi 0 < ¢; < ... < g2 < 1y
por tanto (0,c1,...,ck—2,1,2) € (int 6§) x I, ademds, dado que por la definicién 3.2.2 se satisface que
q}c(O, Cly...,Ck—2, l,t) = {b0(1)7 ceey bo(k—l)} = {bl, ey bl}, por tanto {[bl], ey [bl]} S q;c ((int 55) X {t}) |

Ya que se tiene como son las identificaciones en el cociente ¢}, se quisiera analizar como son las clases de
equivalencia de los elementos dentro de los espacios (55, para ello se da la siguiente observacion.

Observacion 3.2.5.

Recordando que cada (0,ay,...,a5_1) € int 6;“ cumple que 0 < a1 < ... < Ap—1-¢ = Op—; < ... < ap_1 <1
siie{l,....k=2},que0=a; < ...<ap1<lsii=k—1lyquelO<a; <...<ap-1=1s1i=0
entonces:

» Para cualquier i € {1,...,k—1},siz € (int (55) x (0, 1), siguiendo la prueba de la proposicién 3.2.2 se
tiene que 7 N (6¥ x (0,1)) = {x}.

» Para cualquier ¢ € {0,...,k — 1} y cualquier t € I, si © € (int 55) x {t}, siguiendo la prueba de la
proposicién 3.2.3 se tiene que T N (6F x {t}) = {z}.

= De la prueba del corolario 3.2.4 se tiene que para cualquier t € I, si (0,¢1,...,¢,—1) € int 5§ entonces
q,.(0,¢1,...,cp—1,t) = {[z1], ..., [xk]} donde x; = ¢;_1 para cada j € {1,...,k} y co =0, y de aqui se
deduce que si b € int 6§ entonces (b, ) N ((int 65) x I) = {b} x I.

Con la observacién anterior, es facil obtener un cédlculo réapido del grupo fundamental de Cy, el cual se
expondra en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4.
Para cualquier k& > 3 se tiene que m1(Cy) = 0.

Demostracidn: Para cualquier punto x € (int Y ) x {t}, se cumple que {x} es un retracto por deformacién
de (int 65) x {t}. Se le llama H a la homotopia que induce el retracto por deformacién anterior.
Se define la siguiente funcion.

o (e af) () x T — g ((mt a8) x {0)
(Z, s) — q). (H(z,s)).
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Por la observacién 3.2.5, se tiene que H est4 bien definida, es continua y ademds {¢(z)} es un retracto por
deformacién de g, ((int 6(’)“) X {t}) = C}%, es decir, C}, tiene el tipo de homotopia de un punto y por tanto
T (Ok) =0. [ ]

Para finalizar con el andlisis de las identificaciones en (int AF U6F) x I, se da la siguiente observacién.

Observaciéon 3.2.6.
De la proposicién 3.2.2, el corolario 3.2.1 y la observacién 3.2.4, si x € (int Af) x I entonces TN(A¥ xI) = {x}
para cada i € {0,...,k — 1}.

Con los resultados anteriores y usando la funcién ¢ de la definicién 3.2.4, es posible probar que el espacio
Fr_1(1/{0,1}) — F,_2(I/{0,1}) es un retracto por deformacién de Ny, lo cual se cumple para cada k > 3. Se
probard esto a continuacién y ademas que dicho retracto mencionado anteriormente implica un isomorfismo
entre sus grupos fundamentales.

Proposicion 3.2.6.
Para k Z 3, s (kal(f/{o, ].}) - Fk,Q(I/{O7 1}),7%,1) = 1 (Nk,kal).

Demostracion: Sea k > 3 y se define la homotopia dada por

hF : (int AF L UsE 1) xI — int A¥_ UsF_ |
k—1 k—1 .
0
toby + th’l)j,h S — (1 — S)tobk + Z (tj + Skl) Vj—1-
Jj=1 i=1
Ahora, para cada i € {0,...,k—1}, por la observacién 3.2.4 para cualquier a € intA¥ | USY | se cumple que
o'(a) € intA¥_, U 6k _; v para cualquier a € intAF | . UGF_| . se tiene que o*~!(a) € intAF_, UK.
Para cada i € {0,.. — 1} tiene sentido definir las siguientes homotopias como sigue,

hf (mtAk - zUék 1 Z)><I — mtAk 1 ZU5’“7 1—4
(a,s) — o (hk( ))

Las funciones anteriores estan bien definida, es continua y ademas con esto se tiene que int 6% es un retracto
por deformacién de int A¥ U 6%, lo cual se cumple para cada i € {0,...,k —1}.
De aqui, es posible extender las homotopias anteriores como sigue,

HF: ((int Af_,_,U6F ) xI)xT — (int AF_, U8, ) x1
(a,t,s) — (hf(a,s)ﬁ).

Con esto se tiene que (mt 5k - z) x I es un retracto por deformacién de (mt Ak 1-; U 5k 1 l) x I, por
tanto, para cada ¢ € {0,...,k — 1} se define una homotopia en el cociente ¢;, de la siguiente forma,

HF g (o A, USF_ ) xI) x T — g ((int Af_,_;U6F_,_;) x I)
((a,t)7s) — Qk(sz(aﬂt?S))'

Por la observacién 3.2.6, se observa que las funciones anteriores estan bien definidas, por tanto, se da una
homotopia general construida a base de las homotopias HF la cual est4 dada por,

k—1 k—1
Uq}c((int AFUSH) xI)xT — L_JqfC ((int AFUF) x 1)
=0 i=0
((a,t)“s) — I?jk ((a,t),s) sia € int A’LH U 5’;717j.

Se observa que la funcién anterior esta bien definida y es continua, pues, por como se definieron las homotopias

h% y la proposicién 3.2.4 es posible ver que a* | (it A%, Ju&,’; )0 xT = H* | (ot AFUSE ) x{1))xT

para cada j € {1, k= 1}y By (o ap_ost_)xgon)nr = H¥log (e agoss)x 1)) xr-
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k-1 k—1
Ademds, como Ny = g, (U (int Af U 65) X I) = U T ((int Af U 55) X I), entonces con la homotopia
i=0 i=0

k—1 k—1
H* es facil observar que . (U (int 65) X I) = U . ((int (55) x I) es retracto por deformacién de Nj.

i=0 i=0
Ahora bien, por el lema 3.2.3 se satisface que Fj,_ 1([/{0 1}) Fr_2(1/{0,1}) = g, ((int 6¥) x I) para ca-
dai € {1,...,k — 1} y por el lema 3.2.4, g, ((int &) qu ((int 6§) x {t}) = U Cy = C}, donde
tel tel
k—1
Ok € For (1/40,1)) — Fya(I/{0,1}), por tanto, | J g ((int 6) x I) = Fur(1/{0,13) — Fy_a(I/{0,1}) es
=0

retracto por deformacion de Nj.

Por la proposicién 1.2.3, j : (Fi—1(1/{0,1}) — Fj— 2(1/{0 1}),7%-1) = (Ng,rrp—1) es equivalencia homot6pi-
cay por la proposicién 1.2.6, ju : m (Fp—1(I1/{0,1}) — Fy—2(L/{0,1}), rx—1) —> 71 (N, Tk—1) €s un isomor-
fismo. u

Algo importante que notar del espacio N, es que es un conjunto abierto, su unién con el espacio
Fi(I/{0,1}) — F,—1(I/{0,1}) d4 el espacio Fj_1(I/{0,1}) — Fx_2(I/{0,1}) y su interseccién con el mis-
mo espacio Fy(1/{0,1}) — Fy_1(I/{0,1}) es arcoconexa, por lo que se cumplen todas las hipdtesis necesarias
para usar el teorema de Seifert-van Kampen, asi se probara lo que ya se ha mencionado anteriormente.

Proposicién 3.2.7.
Para k > 3, (Fx(I/{0,1}) — Fr—1(I/{0,1})) U Ny = F(I/{0,1}) — Fr,_2(I/{0,1}).

k—1 k—1
Demostracién: Como ((int dkAk) X I)U(U (int AF U 5f) X I) = ((int dkA]C x 1)U <U (int 5’“ X I)

i=0 =0

k—1 k-1
entonces g}, ((int dkAk) x 1) U g, (U (int Ak U 65) X I) = ¢ ((int dkA x 1) Uq, ( (int (5k ),
i=0 i=0
por tanto, del lema 3.2.1 se tiene que Fj,(I/{0,1}) — F—1(I/{0,1}) = g}, ((int dzA*) x I) y por la prueba
k—1

de la proposicién 3.2.6, entonces g, U (int 55) xI| =Fr_1(1/{0,1}) — Fy,_2(I/{0,1}), se concluye que

(F(1/{0,1}) = Fe—1(1/{0,1})) U N :i:E)Fk(I/{Oa 1}) = Fe—1(1/{0,1})) U (Fe-1(1/{0,1}) = Fi—2(1/{0, 1})).
Por lo tanto (Fy(I/{0,1}) — Fy_1(1/{0,1})) U Ny, = Fi(1/{0,1}) — Fy_o(1/{0,1}). n

Se define a continuacién otro conjunto particular que también serd importante en resultados posteriores.

Definicién 3.2.8. i
-1
Para cada k >, se define a N| como el conjunto dado por g, (U int Af X I).

i=0
La importancia del conjunto anterior se puede observar facilmente con la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.8.
Para k > 3, (F(1/{0,1}) — Fx_1(1/{0,1})) " N = N;, y ademés Nj, es arcoconexo.

k—1 k—1
Demostracién: Se observa que ((int dkAk) xI)N (U (int Ak U 65) X I) = U (int 55) x I, asi en-
i=0 i=0

k—1 k—1
tonces ¢}, (((int dpA¥) x I) N <U (int A¥ UGF) x I)) = q}, (U (int 0F) x I), por tanto, al considerar

i=0 i=0
el lema 3.2.1, a la definicién 3.2.7 y a la definicién 3.2.8, se satisface la siguiente igualdad de conjuntos

k—1
(Fy(1/{0,1}) = Fiea(I/{0,13)) N N = d} (U (int AY) x I)-

=0
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Como para cada i € {0,...,k— 1} se cumple que (int Af) x I es arcoconexo, por el corolario 3.2.3 y la pro-

posicion 3.2.5, g (Af_; x {0}) = q,(AF x {1}) v qi. (A%, x{0}) = ¢},(A¥ x {1}) para cada j € {1,...,k—1}
k-1

y como gj, <U (int AF) x I) C q;, ((int dyA¥) x I) = Fy,(1/{0,1}) — Fx_1(1/{0,1}), entonces N}, es arco-

CONEXO. =0 |

Teniendo esto en cuenta, como el objetivo de esta seccidén es aplicar el teorema de Seifert-van Kampen
al espacio Fj(1/{0,1}) — F,_2(I/{0,1}), se quisiera obtener informacién sobre el grupo fundamental de N},
y resulta que N}, tiene el mismo tipo de homotopia del circulo S 1

Como primer paso, para probar lo que se menciond, se da la siguiente definicién.

Definicién 3.2.9.
Sea k > 3 y considerando = € int A’gfl, entonces para cada i € {0,...,k — 1} se define la biyeccién

g I — q, ({o'(2)} x )

t — q. (0" (x),t).
Por la observacion 3.2.4 y por como se definen los caminos ¢;, la concatenacion g *- - -x&5_1 tiene sentido,
ademds este es un lazo basado en ¢} (z, 0), por tanto es posible dar la siguiente definicién.

Definicién 3.2.10.
Sea k > 3 y considerando T € Nj, tal que 7 = {(z,0), (¢*"1(x),1)} para algin = € int AF |, se define
€k = €0 * -+ * £x_1 como el lazo basado en T.

Observacién 3.2.7.

Dado que la funcién o*~! cumple que o*~1(o(2)) = o¥(z) = = y o(c* 1 (2)) = o*(x) = = entonces por
la observacién 3.2.2, 071 = 4 y de esta forma tiene sentido considerar a T = {(z,0), (c*"1(z),1)} si
T € int AZ_I.

Considerando el lazo de la definicién 3.2.10 y realizando una prueba similar a la de la proposicién 3.2.6
se calcula el grupo fundamental del espacio N, lo cual se hara en el siguiente lema.

Lema 3.2.5.
Para k > 3 se tiene que m;(N},) = ([ex]).

Demostracidn: Por la proposicién 3.2.8 se tiene que N}, es arcoconexo, considerando arbitrariamente un
punto T € N}, donde T = {(x,0), (6" 1(z),1)} tal que = € int A} _,, de esta forma como A¥_, es convexo,
para cada i € {0,...,k — 1} se define:

Rt (int Allzqﬂ') xI — int A’,jflii
(a, s) — o' ((1—s)o" " (a) + sz).

Ahora, se extienden las funciones anteriores al espacio (int A’gflii) x I como sigue:

H':o ((int ARy ;) xI) x I — (int AR, ) x T

(a,t,s) — (h*(a, s),t).
Se observa que para cada i € {0, ...,k — 1}, las funciones anteriores son homotopias con las cuales se tiene
que {o* ()} x I es un retracto por deformacién de (int Af,l,i) x I, por tanto, para cada i € {0,...,k— 1}

se define una homotopia en el cociente g;, de la siguiente forma:

g (e A, ) x D)% T — g (e Ak, )« 1)
((a,t),s) — q;g(sz(a'atvs))

Considerando la observacién 3.2.6, no es dificil observar que las funciones anteriores estan bien definidas y
son continuas.
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Se observa también que &;(I) = ¢}, ({7 (;—1)} x ) es un retracto por deformacién de g}, ((int AF_;_;) x I)
para cada i € {0,...,k — 1}, lo cual es consecuencia de como se definieron las homotopias anteriores.
Por tanto se da una homotopia general construida a base de las homotopias H? la cual estd dada por

U mt Ak X I) xI — L_J 1nt Ak )
= =0
(W, ) —  HY (W, 8) si a € int A§—1—j-

Se observa que la funcién anterior estd bien definida y es continua debido a la definicién de las homo-
topias h , de la proposicién 3.2.4 se tiene que H| L((me AF )< {oy)xT = quk((mt AE_)x{1})xT para cada

JEL =1y Hly (e s )ioy)xr = Hlog ((ine as)x )
k—1 k-1

Ademds, como N}, = ¢}, (U (int AF) x I> = U q), ((int A¥) x I) entonces con la homotopia H es facil
i=0 i=0

ver que ex(I) = (g9 * - - - * €x—1)(I) es retracto por deformacién de NVj..

Por la proposicién 1.2.3, j : (ex(I),T) — (IV],,T) es equivalencia homotépica y por la proposicién 1.2.6,
J# ™ (ex(1),T) — m1 (N, T) es un isomorfismo, de aqui que m (N}, T) = 11 (ex(1),T) = ([ex]), por como
se construye jx segun la definicién 1.2.12 se tiene que m (N}, T) = ([j o ex]) = ([ex])

Ya que se calculf el grupo fundamental del espacio IV}, lo que sigue a continuacién es analizar algunas
propiedades respecto al lazo €, para ello se tiene el siguiente lema.

Lema 3.2.6.
Para cualquier k > 3, e, ~ (az)*.

Demostracion: Dado k > 3 arbitrario y considerando la homotopia H* que se construyo en la prueba del
lema 3.2.2, se define para cada i € {0,...,k — 1} la siguiente homotopia dada por:
H: IxI — q((int dpA*) x 1)
(t,s) +— HF (e:(), s).

De aqui, se observa que la homotopia anterior cumple que ﬁé(t) =¢g(t)y ﬁl(t) = ay(t), es decir €; ~—i a.

—H
Por tanto se tiene que e, =g % - % €1 X Qg * -k Q = (ak)k. |

Por el lema 3.2.1 se tiene que my (Fy,—1(I/{0,1})—Fr_2(1/{0,1}),rx—1) = ([ag—1]), entonces una pregunta
natural que surge es que puntos del cociente de (int 6{“) x I corresponden al espacio a1 (1), y ademds como
por el corolario 3.2.4 se tiene que 71 (Cy) = 0 entonces se quisiera saber como actian las identificaciones del
cociente g}, en el espacio (int (5(’)“) x I, por tanto, se da la siguiente observacién.

Observacion 3.2.8.

k—2
Para bk—l = (O,k_l7,k_l> se define b271 = (bk_l,l), blkc:% = (O,bk_l) y b271 = (O,xl,...,xk_1)
m m—1
para cada r € {1,...,k — 2} tal que x,, = 77 baram e{l,....k=1—-7r}yay, = 7 Para

m € {k—r,...,k— 1}, de aqui, para cada i € {0,...,k — 1} se observa que b} _, € int &*.

Asi pues, por la observacién 3.2.5 y el lema 3.2.3, de manera andloga a la prueba del lema 3.2.1 se tiene que
ap—1(I) = q,({bi_,} x I) para cadai € {1,...,k—1}.

Por ltimo, siguiendo la prueba del corolario 3.2.4 se tiene que qx({b9_, x {t}) = {rk—1} es un retracto por
deformacién de Cy, para cualquier ¢ € I y por tanto se puede considerar al espacio ¢, , (1) = ¢},({b2_,} x I)
como un retracto por deformacién g ((int (5’5) X I) = C}, donde ¢,, , es el camino constante en r;_; dado
por ¢, ,(t) = ¢, (bY_,,t) para cada t € I.

Con el resultado anterior, se analiza a continuacion la relaciéon que tiene el lazo ai_1 y el lazo g, tal
como se hizo en el lema 3.2.6, con el siguiente lema.
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Lema 3.2.7.

Para cualquier k > 3, e ~ (ag_1)* L.

Demostracion: Dado que int AF | Uk | . es convexo, para cada i € {0,...,k — 1}, considerando
z € int A¥_| tal que €;(0) = g}, (c°(x),0), se define la siguiente funcién dada por

wi: I — int AF | Uk .
s > (1—s)oi(z)+sbp_17%

De aqui, para cada i € {0,...,k — 1} se define la siguiente homotopfa dada por

Hi: IxI — q;((intﬁﬁflfiU@’iqfi)XI)
(s,t) — @, (i(s),1) -

Ahora bien, por la observacién 3.2.6 es facil ver que cada H' estd bien definida y es continua, ademés
cumple que Hi(t) = e;(t) y Hi(t) = q}(i(1),t) = g, (bf~17% ). Asi, por la observacién 3.2.8 se tiene que
HE7Yt) = ¢ () y Hi(t) = ap_1(t) sii € {0,...,k — 2} para toda t € I, es decir, se concluye que
Epo1 N Cry, YV Ei 2oy siie€{0,....k—2}.

Por tanto se tiene que € =€ * - % €1 X Qp_1 * - ¥ Qp_1 ¥ Cpp_, = (Oék—l)k_1~ u

Para finalizar esta seccién, considerando todos los resultados anteriores se procede a calcular el grupo
fundamental del espacio Fy(S!) — Fy_2(S1), esto se hard en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1.
Para cada k > 3, m (Fi(S") — Fr—2(S')) tiene una presentacién dada por (o, 8 : o = 1),

~

Demostracion: Por el teorema 2.2.3 se tiene que F,(S') = F,(1/{0,1}) para cada n € N, enton-
ces para tener una presentacién del grupo 1 (Fj(S') — Fy—2(S')) sélo basta dar una presentacién para
m1 (Fr(I1/{0,1}) — Fx—2(I1/{0,1})), se considera los espacios Fj(I/{0,1}) — F_1(I/{0,1}) y Ny.

Dado que (int di AF ) x I es un conjunto abierto y arcoconexo, gj, es funcién abierta y ademads por el lema 3.2.1

se tiene que F,(1/{0,1})— Fr—1(1/{0,1}) = g, ((int dy A*) x I), entonces como ya se han estudiado las iden-

tificaciones en ¢}, ((int dyA*) x I) anteriormente, no es dificil observar que Fy(1/{0,1}) — Fy—1(1/{0,1}) es
k—1

abierto y arcoconexo, asi también, como U (int Af U 51’“) x I es un conjunto abierto y arcoconexo, y ¢, es
i=0

funcién abierta, entonces por la definicién 3.2.7 y como también ya se han estudiado las clases de equivalencia

k—1

del cociente g}, en Ny, es facil ver que Ny = g, U (int Af U (5;“) X I) abierto y arcoconexo.

=0
Ademas, por la proposicién 3.2.7, (Fi(I/{0,1}) — Fr—1(1/{0,1})) U Ny, = F(1/{0,1}) — F,_2(I/{0,1}) ¥
por la proposicién 3.2.8 se tiene que (Fy(1/{0,1}) — Fy_1(1/{0,1})) N Ny = Nj. es arcoconexo, por otra
parte, por el lema 3.2.5 también se tiene que w1 (V) = ([ex])

Teniendo lo anterior en cuenta, se cumplen todos los requisitos para aplicar el teorema 1.2.3, por tanto
m (Fr(1/{0,1}) = F—1(1/{0,1})) * m1 (Ni) .
71 (Fr(L/{0,1}) — Fx_2(1/{0,1})) & - — . Por la proposicién 1.2.7
N((ig(c)jn(c) =" : c € Np))

se considera my (Fy(1/{0,1}) — F—2(1/{0,1})) = m1 (Fx(I/{0,1}) — Fy,—2(I/{0,1}),7%), por el lema 3.2.2 se
tiene que 1 (Fr(1/{0,1}) — Fy1(1/{0, 1)) = 74 (Fy(I/10,1}) = Fi_1(1/{0, 1}), 7¢) = (]}

Asi, nuevamente por la proposiciéon 1.2.7, la proposicién 3.2.6 y de nuevo por el lema 3.2.2 se puede con-
siderar m1(Ny) = 71 (Ng,ri—1) = m (Fr—1(1/{0,1}) — Fr.—2(I/{0,1}),7x-1) = {[a—1]), asi considerando a
o (Fr—1(1/{0,1}) — Fr—2(I/{0,1}),r4—1) — m1(Nk,7k—1) como el isomorfismo construido en la pro-
posicién 3.2.6, es facil observar que ¢([ag—1]) = [ax—1], teniendo asi que 71 (N, rp—1) = {[ar—1]).

Ahora bien, al considerar a las inclusiones naturales iy : Nj, < Fy,(1/{0,1}) — Fr—1(1/{0,1}), j1 : N}, = Ny,
in : Fr(1/{0,1}) = Fp1(1/{0,1}) — Fi(1/{0,1}) = Fr—2(1/{0,1}), jo : N = Fi(1/{0,1}) = Fr—2(1/{0,1}),
como Fy(I/{0,1}) — Fr_2(I/{0,1}) es arcoconexo, pues de la prueba de la proposicién 3.2.7 este espacio
es la imagen bajo ¢}, de un conjunto arcoconexo, es posible tomar wq, ws, ws, los cuales son caminos en

Fio(1/{0,1}) = Fy—2(1/{0,1}) tales que wy(0) = rj, = w3(1), wi(1) = rj—1 = wa(1), w2(0) = £(0) = w3(0).
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De aqui, se tiene que (j2)u([an—1]) = [w1 * ag—1 * W1| := B, (i2)x([ox]) = [ k] =« y denotando e := [ex],
se cumple que 7y (Fy(1/{0,1}) = Fie—o(I/{0,1}) 2 (0, B) /N ({1 ()i () - ) = (a, B rig(e) = ju(e).

Por el lema 3.2.6 se tiene que €5 ~ (a)*, entonces se observa que (i1)4(e) = [w3 * sk * w3] [a]* = oF ) asf
por el lema 3.2.7 se da que g5 ~ (- 1)k ! también se da que (j1)z(c) = [ Wy * €}, % Wa] = [oe_1]F L.
Como iy proviene de ¢ = i201; entonces z#( g) = (i2)#((t1)x(e)) = (¢ 2)#( B) = ((i2) #(a))* = oF, y como jy
proviene de j = js o ji, entonces ju(c) = (j2)#((j1)#(€)) = (j2) g ([ax—1]*"") = (@ 2)#([0%71])’“_1 =p'a

3.3. Una relacién especial entre F;(S') y F3(S1)

Por el teorema 3.2.1, para cada k > 3 se tiene que el grupo fundamental de F(S') — F,_o(S!) estd da-
do por {(a, 3 : aF = p¥~1) y por la proposicién 1.3.1 esta presentacién esté asociada al nudo térico T'(k, k—1).

Cuando se restringe el hecho anterior al caso k = 3, por el teorema 3.1.2, F3(S') 27,, S y por el
teorema 1.3.1, T'(2,3) = T'(3,2), es decir el nudo trébol segin el ejemplo 1.3.2; entonces lo més natural es
pensar que Fy(S!) visto dentro de F3(S') es equivalente al nudo trébol.

A continuacién, se da la siguiente observacién.

Observacién 3.3.1.

Por el teorema 2.1.1, S 27, F1(S'), denotando a este isomorfismo como 1 : S* — Fy(S*), al isomorfismo
del teorema 3.1.2 como ¢ : F3(S') — S? y considerando la inclusién natural i : Fy(S') < F3(S1), se tiene
que f:=@poioy : S — S es una funcién continua e inyectiva, asi por la observacién 1.3.1 se concluye
que f es un nudo.

De la observacién anterior, la inclusién natural i : F1(S') < F3(S!) es un nudo salvo isomorfismo, asf
para referirse a este nudo simplemente se dird que es el nudo F;(S*

Como F;(S*) dentro de F3(S*) tiene la misma presentacién del nudo térico T'(3,2), es decir que sus gru-
pos de nudo son isomorfos, es tentador a concluir que F;(S') = T'(3,2) pero al considerar el ejemplo 1.3.3,
el tener grupos de nudo isomorfos no es suficiente para concluir la equivalencia.

Una manera con la cual se podrfa probar la equivalencia del nudo F(S') y el nudo T'(3,2) es usar un
teorema de Waldhausen (el cual se encuentra en [3, teorema 3.15, pag. 40]) pero para ello hay que introducir
el concepto de meridiano y de longitud de un nudo, los cuales pueden consultarse en [3, definicién 2.6, pag. 19].

Una prueba de la equivalencia de estos nudos se da en [17, apéndice A, pdg. 22], pero para ello se debe
introducir el concepto de divisién de Heegaard, el cual puede consultarse en [3, definicién 3.20, pag. 42].

En este trabajo ya no se desarrollé con mayor profundidad la equivalencia de los nudos Fy(S!) y el nudo
trébol ya que, como se puede observar de las lineas anteriores, esto se sale de los objetivos de la tesis.
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CONCLUSION

Esta tesis que se ha desarrollado abord6 una variedad de resultados sobre el producto simétrico del circu-
lo realizando un analisis desde otra perspectiva y haciendo uso de una poderosa herramienta, la topologia
algebraica.

En el capitulo 1, se empezé dando los conceptos y resultados clésicos sobre la teoria de categorias, la
homologia y homotopia de espacios topoldgicos asi como otra drea de las matematicas que también tiene sus
bases en la topologia algebraica, la teoria de nudos.

Posteriormente en el capitulo 2 se hablé de la teoria de hiperespacios haciendo énfasis en los productos
simétricos, de aqui se estudié a los productos simétricos de un determinado espacio topolégico X desde el
punto de vista de un cociente del espacio producto X* tal como se describe en la definicién 2.2.1, esto ayudé
a dar resultados que hicieron mas fécil analizar las propiedades de Fj,(S*).

Ya en el capitulo 3, se calculé la homologia y en consecuencia de esto, la homotopia del producto simétri-
co del circulo, el cual en el corolario 3.1.1 se dice que Fj(S!) es homotépicamente equivalente a la esfera
S donde d, = k — 1 si k es par y d, = k si k es impar. Dentro del mismo capitulo se calculé el grupo
fundamental de Fy(S') — Fj_o(S!) haciendo uso del teorema de Seifert-van Kampen, donde se probé que
este espacio posee una presentacién similar al grupo de nudo del nudo térico T'(k — 1, k), tal como se vio en
el teorema 3.2.1. Por tltimo, usando la presentacién mencionada se vio la relacién que existe entre Fy(S?t)
visto dentro de F3(S!) y el nudo trébol.

Como se ha visto a lo largo de este trabajo, los resultados anteriores son una muestra de como la topologia
algebraica ayuda en otras areas de las matematicas, que en este caso fue de gran ayuda para probar algunos
resultados de los productos simétricos, existen otras herramientas que de igual manera brindan resultados
tutiles sobre los hiperespacios por ello es importante seguir desarrollando teorias que sean de utilidad en
futuros descubrimientos.
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