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Resumen

El presente trabajo de investigacion tiene como objetivo disefiar una secuencia
didactica que permita a los alumnos del Telebachillerato num. 100 Carlos OIlmos,
ubicado en el ejido Vicente Guerrero de Salto de Agua, Chiapas de las etnias Ch'ol y
Tseltal, construir la relacion entre la perspectiva gréfica y analitica del concepto de
derivada de una funcion a través de la construccién de una gréfica en GeoGebra, se
parte de la siguiente hipotesis: plantear una situacion didactica apoyada en software
dinamico especializado representa un método novedoso y atractivo para los alumnos a
través del cual ellos lograran construir la relacién entre la derivada de una funcién y la
grafica de su pendiente, y dibujar el lugar geométrico de la derivada de una funcién a

partir del analisis de su razén de cambio.

Esta inquietud surge de la necesidad de atender la desconexién que existe en la
matematica escolar, entre el aspecto analitico y la perspectiva gréafica de la derivada de
una funcion y su relacién con la pendiente de la recta tangente a un punto. Para
abordar el problema de investigacion se consider6 la componente social de la
construccion del conocimiento matemético a traves de la Socioepistemologia, mientras
gue la secuencia didactica se disefié con Ingenieria Didactica a partir del andlisis de los
programas de estudios de la materia de matematicas en el bachillerato, asi como del
estudio epistemoldgico de la recta tangente a una curva. Para hacer la secuencia
didactica mas atractiva y facil de realizar se creé un video tutorial que permite que cada
estudiante construya en GeoGebra la gréfica de la derivada de una funcién, para que
posteriormente los alumnos a través de una serie de preguntas puedan construir el

conocimiento esperado.

La secuencia didactica se aplico en febrero de 2024, en el Telebachillerato
mencionado a los 13 estudiantes del area de fisico matematico, los cuales estuvieron
participativos y entusiasmados por la forma en la que se utilizé la tecnologia en el aula

de matematicas, algo poco comun para ellos.

A partir de los resultados obtenidos se concluye que GeoGebra puede ser una

excelente opcién para plantear situaciones didacticas que involucren prediccion vy



célculo diferencial, pues permite visualizar aspectos relevantes del tema. Asi pues,
utilizar este programa en conjunto con la secuencia didactica ayudo a los alumnos a
identificar cambios en la variacion de la tangente de una curva y asociarlo con el valor
numérico y cambiante de la pendiente de la recta tangente que se desplaza por la
curva sobre un punto de ella. Ademas, esta secuencia permitid que los estudiantes
fueran capaces de identificar a la grafica de la derivada de una funcién con la grafica
gue describe el valor de la pendiente de una recta tangente a dicha curva y conciliar la
perspectiva gréfica, analitica y geométrica de la concepcion de derivada. Ademas se
abrid la posibilidad para el desarrollo de una secuencia didactica que se preocupe por

desarrollar la concepcion de derivada como razén de cambio.



Capitulo I. Introduccién

Es comun en la matematica escolar que alumnos de semestres avanzados de
bachillerato aprendan a derivar funciones y a calcular sus valores maximos y minimos a
través de los distintos algoritmos y formulas, sin embargo es un fenébmeno comun que a
pesar de contar con esta habilidad procedimental para resolver dichos problemas,
muchas veces estos alumnos no logran comprender la relacion que existe entre la
derivada de una funcion y la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto, y
como estas se relacionan con la razon de cambio. Se suma a este conflicto, las
dificultades para construir las graficas de las derivadas a partir de las funciones

primitivas.

Precisamente el problema que motiva a la presente investigacion surge de la
dificultad que tienen los alumnos para relacionar los diferentes aspectos que conlleva el
concepto de derivada en el proceso de ensefianza-aprendizaje, siendo la perspectiva
analitica la comunmente adoptada, mientras que se deja de lado aquella relacionada
con la perspectiva grafica en la que se asocia a la derivada con la pendiente de la recta
tangente a una curva. Del mismo modo, se han relegado aquellos aspectos en los que
segun la naturaleza del problema se exige la interpretacion de la primera, e incluso una

segunda derivada de una funcién y la interrelacién existente entre ellas.

Con esta tesis se pretende que los alumnos puedan unificar la perspectiva
grafica y analitica del concepto de derivada a través de una secuencia didactica
apoyada con geometria dinamica con la finalidad de que construyan paso a paso la
grafica de la derivada de una funcion de manera geométrica y dinamica. Estas
actividades seran guiadas por el profesor y con el apoyo de éste y en plenaria se
contestaran una serie de preguntas encaminadas a la construccion del concepto de

derivada.

Con las actividades se trabajara, ademas, un acercamiento a la gréafica de la
derivada de una funcion, para que los alumnos realicen un analisis del comportamiento
grafico de las magnitudes involucradas e interpreten la relacion que tiene la variacion

de dichas magnitudes con el comportamiento de la grafica de la derivada. En resumen,
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la presente investigacion se desarrolla en la rama de las matematicas denominada
célculo diferencial, especificamente se centra en la construccion del concepto de
derivada a través del uso de herramientas tecnoldgicas para la construccion de

conocimiento, en particular del software de uso libre llamado Geogebra.

En el capitulo |1 se describe el problema de investigacion, del cual surge el
interés para realizar esta tesis. Se presentan las ideas e inquietudes con relacion a la
dificultad que exhiben los alumnos para construir el concepto de derivada y a su vez
relacionarla con la interpretacion geométrica de la nocién de razon de cambio, también
se mencionan las investigaciones que dan sustento teorico a estas ideas y se enuncian

los objetivos que persigue esta investigacion.

El capitulo 1l describe al marco teorico de la investigacion que contiene a la
teoria que aportara el punto de vista, es decir, la perspectiva desde la que se aborda al
problema de investigacion. Se presenta a la Socioepistemologia y a sus aspectos mas
importantes. También se describen las categorias de analisis que incluyen por un lado
a la tecnologia en la matematica escolar y a la derivada vista como razén de cambio,
incluyendo los aspectos epistemolégicos de la recta tangente que es un punto medular

de esta vision.

En el capitulo Ill se encuentra la metodologia de investigacion, en donde se
describen las acciones, herramientas, y elementos necesarios para recabar y analizar
la informacion. Por un lado se describen los componentes mas relevantes del esquema
metodoldgico propuesto por Gisela Montiel Espinoza y Gabriela Buendia Avalos, que
tendra el papel de marco metodologico y por otro lado se detalla a la ingenieria
didactica que es la herramienta con la que se disefi0 la situacion didactica y a través de

la cual se obtuvieron los resultados de la presente investigacion.

El capitulo IV contiene el planteamiento de los resultados obtenidos,
especificamente la discusién y analisis pertinentes que emanan de la situacion

didactica planteada.



Finalmente en el capitulo V se presentan al lector los resultados definitivos y que
han permitido validar los supuestos de investigacion y cumplir con los objetivos
planteados al inicio de esta investigacion. Asi también, se hace particular hincapié en
como dichos resultados han contribuido al redisefio del discurso matematico escolar.

Planteamiento del Problema

La derivada como razén de cambio es un concepto que para los estudiantes de
nivel medio superior ha sido dificil de asimilar, por lo que generalmente; a pesar de
contar con la habilidad algebraica para encontrar la derivada de una funcion, ésta no
puede relacionarse e interpretarse como una herramienta que permite encontrar la
variacion instantanea de un fenbmeno. Ademas, se debe tener en cuenta que la nocién

de derivada de una funcion involucra distintos aspectos ademas del analitico:

la nocién de derivada de una funcién es un concepto fundamental del
célculo. ElI concepto de derivada conlleva diversos aspectos: su
perspectiva grafica, como pendiente de la tangente a una curva; su
perspectiva analitica, como limite del cociente incremental; su caracter
puntual o global —es decir, en intervalos- y, segun exija la solucién de una
determinada tarea, se pueden utilizar aspectos que relacionan a f, y .
(Sanchez et al., 2008, p. 269)

En este sentido, diversos estudios: Artigue et al. (1995), Dolores (1996), Serna
(2007) y Sanchez et al. (2008), han puesto en evidencia la dificultad de relacionar los
aspectos anteriormente mencionados en el proceso de ensefianza-aprendizaje, siendo

la perspectiva analitica la comunmente adoptada.

Por ejemplo Sanchez et al. (2008), comenta que aunque los alumnos son
capaces de realizar algunos calculos de derivadas y de resolver algunos problemas
basicos, ellos presentan dificultades para lograr una comprension satisfactoria de los

conceptos y métodos de pensamiento que conforman el centro del analisis matematico.

Artigue et al. (1995) sefialan que, aunque se puede ensefiar a los alumnos a

realizar de manera mas o menos mecanica algunas operaciones referentes al calculo
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diferencial, hallar la derivada de funciones, calcular la pendiente de la recta tangente a
determinada curva, y a resolver algunos problemas estandar de calculo, hay
dificultades para que los jovenes logren una comprension satisfactoria de los conceptos
y métodos de pensamiento que conforman el centro del analisis matematico de este

campo de estudio. Estos estudios puntualizan que:

frente a las dificultades encontradas, la ensefianza tradicional y en
particular la ensefanza universitaria, aun si tiene otras ambiciones, tiende
a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo y a
evaluar en esencia las competencias adquiridas en este dominio. (Artigue
et al, 1995, p. 97).

Como advierten los autores, este fenGmeno crea un eterno retorno en el proceso
de ensefianza aprendizaje del célculo diferencial. Puesto que se posiciona a la parte
algoritmica como objetivo de la ensefianza porque es lo que se evalla, por tanto, los

alumnos es lo que consideran esencial.

Sanchez et al. (2008) mencionan la investigacion de Ferrini-Mundy y Graham
(1994), en donde analiza la dificultad que presentan los estudiantes al intentar esbozar
la grafica de la derivada de una funcion a partir de la grafica de la funcién (de f a f’).
Ademas, analizan la investigacion de Habre y Abboud, los cuales mencionan que el
andlisis sobre la manera en como los estudiantes coordinan los modelos de

representacion permite concluir que:

e Los estudiantes pueden considerar a los contextos graficos y
algebraicos como modos separados donde se aplican algoritmos

sin relacion para resolver problemas.

e Los estudiantes de calculo construyen sus conexiones, influidos

por su experiencia previa.

e Hay grandes inconsistencias entre  representaciones,
particularmente items procedimentales y comprension de

conceptos. (Sanchez et al., 2008, p. 277)



Investigadores como Dolores (1996) y Serna (2007) sefalan la dificultad que
presentan los alumnos para apropiarse y comprender efectivamente el concepto de
razén de cambio y su relacion con la derivada, mucho menos logran dar cuenta del uso
e importancia que representa su aplicacion en la vida cotidiana. Este contexto
remarcan la importancia de una resignificacion del concepto de razon de cambio asi
como de la necesidad de realizar una propuesta que redisefie el discurso matematico
escolar, para que; los alumnos puedan construir su conocimiento con respecto a la
razon de cambio y logren relacionar de manera exitosa dicho concepto con el de

derivada.

En este sentido es correcto afirmar que los ejercicios de calculo diferencial
descontextualizados referentes a la derivada que privilegian la perspectiva analitica y
no atienden la naturaleza fisica de la cual se desprende su concepcién como razén de
cambio, no contribuyen a que los alumnos construyan adecuadamente el concepto de
derivada, como botdn de muestra la investigacion efectuada por Asiala et al. (1997)
encontrd6 que los estudiantes que siguieron un curso experimental (en el cual se
enfatiza la relacion entre lo gréfico y lo analitico) tuvieron mas éxito en construir un
esquema del concepto de derivada a través de la coordinacion entre los modos graficos
y analiticos, que los que habian seguido cursos tradicionales de calculo. Lo que sefiala
la importancia de ayudar a los estudiantes a construir los conceptos de razén de
cambio y derivada de una funcion a través de relaciones funcionales entre lo gréfico y
lo analitico a fin de cubrir la perspectiva gréfica, analitica y el caracter puntual o global

del concepto de derivada mencionado anteriormente por Sanchez et al. (2008).

Es por ello que esta investigacién parte de la siguiente hipétesis: Plantear una
situacién didactica apoyada en software dinamico especializado representa un método
novedoso y atractivo para los alumnos a través de la cual ellos lograran construir la
relacion entre la derivada de una funcion y la grafica de su pendiente, y dibujar el lugar

geomeétrico de la derivada de una funcion a partir del analisis de su razon de cambio.



Justificacion

Como se ha mencionado anteriormente con este estudio se pretende atender la
desconexion que existe en la matemética escolar, entre la nocion de derivada de una
funcion y cdmo esta se relaciona con la pendiente de una recta que representa una
medida de la raz6n de cambio, se busca pues que los alumnos puedan unificar la
perspectiva grafica y analitica del concepto de derivada a través de una secuencia
didactica apoyada con geometria dindmica. Este proyecto aportard al campo de estudio
del célculo diferencial informacién necesaria para el redisefio del discurso matematico

escolar.
Objetivo General

Para dar direccion a la presente investigacion y proporcionar al lector la vision
general de lo que se ha planteado lograr, se presenta el objetivo general:

Disefiar una secuencia didactica a través del abordaje de problemas modelados
con Geogebra para que los alumnos de sexto semestre del area de fisicos matematicos
del Telebachillerato nam. 100 Carlos Olmos, ubicada en el ejido Vicente Guerrero,
perteneciente al municipio de Salto de Agua, Chiapas, identifiquen la relacién existente

entre la derivada de una funcion y la gréfica de su pendiente.
Objetivos Especificos
Los objetivos especificos son:

e Describir el contenido tematico de la asignatura de Matematicas en el
Telebachillerato estatal.

e Analizar la forma en como ha sido abordado el concepto de razén de cambio en
el contexto escolar.

e Elaborar un videotutorial en el que se explique paso a paso el proceso para
elaborar la gréfica de la raz6n de cambio a partir de una funcién a través del

software de uso libre denominado GeoGebra.



e Disefiar actividades en software especializado denominado GeoGebra, para que
el alumno trabaje con modelacion y graficacibn como herramientas para la
construccion del concepto de derivada

e Mostrar a través del trabajo con la secuencia didactica disefiada, como la
modelacion de problemas fisicos con software especializado favorecen a la

construccion del concepto de derivada de una funcién.
Antecedentes

Una de las principales limitaciones que tienen los docentes del area de las
matematicas para llevar a cabo su practica profesional es el tiempo del que disponen
con los alumnos en el salon de clases para abordar las situaciones problemas que
incentivaran a estos ultimos a construir su conocimiento. En este sentido autores como
Jiménez y Jiménez (2017) sefialan a la tecnologia como una herramienta interesante
gue puede abonar en positivo a la practica docente para que las clases se tornen mas
interesantes y amenas. Esto privilegiara el desarrollo de estrategias que permitiran que

el estudiantado se apropie de los conceptos matematicos y construya su conocimiento.

Al respecto, diversos estudios como Carrillo (2012), Elias (2013), Inzuna (2014),
Jiménez y Jiménez (2017) sefialan las bondades de utilizar herramientas tecnologicas
en el aula, agregando una larga lista de beneficios de su uso en clase, entre las que se

pueden destacar las siguientes:

- Las clases se tornan mas interesantes y llevaderas para el alumnado.

- Estimulacion visual para los estudiantes.

- Posibilidad de manipulacién dinamica de parametros matematicos.

- Ayudan a trascender las limitaciones de la mente porque permiten relacionar
los distintos efectos que causan las variaciones de parametros en graficas de
ecuaciones.

- Ahorro considerable de tiempo.

Para esta investigacion se ha elegido como herramienta tecnoldgica al software

denominado GeoGebra, por su uso libre, puede descargarse de manera facil y gratuita;



es una plataforma muy versatil, ya que puede usarse en computadoras, celulares,
tabletas, navegadores de internet; su interfaz es muy facil de entender y muy intuitiva,
pues posibilita el uso de esta por usuarios que no estan familiarizados con este tipo de

herramienta.

A pesar de todos estos beneficios, no debe perderse de vista que un recurso
muy importante es la imaginacidon que el docente tenga para disefiar situaciones
didacticas que permitan abordar los distintos temas de estudio, y coOmo estas
situaciones sean presentadas a los alumnos para que ellos interactien con ellas y

entre pares para crear su conocimiento.

En lo concerniente al tema de investigacion de este estudio, Esqueda (2014)
sefiala que las nociones de razén de cambio no son privilegiadas en los programas de
estudio, asi mismo encuentra que la forma de construir la razon de cambio por
estudiantes universitarios en el area de la ingenieria es a través de representaciones
gréficas, y sefiala la importancia del conocimiento del origen epistemolégico de la razén
de cambio. Por lo que posteriormente en el Capitulo Il, en el apartado referente al
estado del arte se abordara al tema de razén de cambio, desde su perspectiva historica
y epistemoldgica sin dejar de advertir lo que se sefiala en investigaciones tales como
Serna (2007) y Hernandez (2015), en las que se destaca la importancia de relacionar la

nocién de derivada con la de razén de cambio.



Capitulo Il. Marco Teérico

Los investigadores tienen un trabajo equiparable al de un detective que va en
busca de pistas que lo conduzcan al origen o al inicio de una cuestion, a la solucién de
un problema o a la explicacion de un fenémeno. Asimismo, como menciona Daros
(2002), “Investigar significa in vestigia ire, esto es, ir tras los vestigios o huellas:
investiga quien ve las huellas pero no a quien las realiza, y las sigue para llegar al

causante de esas huellas” (p. 73).

Para Daros (2002), una investigacion tiene su origen en la inquietud, en una
curiosidad no resuelta, de un tema sin respuesta, en una dificultad. Dicho en otras
palabras, es ante un problema que surge la necesidad intrinseca de investigar. Asi
pues, como menciona dicho autor, la investigacion consta de cuatro fases generales: el
problema, el marco tedrico, el disefio metodolégico y la realizacién de lo planificado.
Con respecto al problema, menciona que es el inicio del proceso de investigacion, en
esta fase debe delimitarse concretamente lo que se va a estudiar y plantearse los

objetivos perseguidos. En cuanto al marco tedérico sefiala que son:

las ideas (teorias e hipoétesis) con las cuales supuestamente el problema
adquiere un sentido. El marco tedrico consiste en asumir una teoria que
sirva de marco de referencia a todo el proceso de investigacion,
enlazando el problema con la metodologia propuesta y empleada para
buscarle una solucion. (Daros 2002, p. 76)

Sin embargo para elegir este punto de vista o perspectiva de investigacion, es
necesario considerar la naturaleza del problema. Es pertinente sefialar que la presente
investigacion pertenece al ambito educativo y en primera instancia se preocupa por la
construccion del conocimiento matematico, por lo tanto la teoria que fungira como
marco de referencia para esta investigacion debe satisfacer la vision que el
investigador tiene acerca de la generacion y transmisibn de conocimiento,

especificamente del matematico.



Con respecto a la construccion de conocimiento Yojcom (2013) sefala que es a
través de la interaccion con otras personas como Se construye y estructura el
conocimiento. Y que estos conocimientos comunes de los distintos miembros que
conforman un grupo social son la base sobre la cual se cimienta el saber cientifico de
una comunidad. En definitiva, y en relacion a un contexto determinado, se considera
tanto al saber y al conocer actividades comunitarias. Se puede advertir al contexto
social y cultural como elementos importantes en la generacion de conocimiento, asi
como también es posible notar que se considera como una actividad que se realiza en

conjunto y no de manera aislada en la psique de un individuo.

El aprendizaje que realizan los seres humanos se ve afectado directamente por
el contexto cultural y las interacciones sociales en las que se desarrolla. Vygotski
(1979) hace énfasis en las cualidades Unicas que tiene el ser humano como especie,
especificamente en el modo en que es capaz de cambiar y realizarse en los distintos
contextos historicos y culturales en los que se desarrolla y que se hallan
intrinsecamente en la vida en sociedad exclusiva de la especie humana. Destaca pues,
gue la construccion del conocimiento no se da como un proceso individual, sino que es
a través de la interaccién del sujeto con su medio, entendiendo como medio al

componente social y cultural de un lugar.

Es por éstas razones por las que para la presente investigacion se ha escogido a
la Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa (en adelante TSME) como la
teoria que fungird como marco de referencia y desde la cual se analizara el problema
de investigacion. Pues ella “se ocupa del estudio de fendbmenos didacticos ligados al
saber matematico asumiendo la legitimidad de toda forma de saber, sea este popular,
técnico o culto, pues considera que ellas, en su conjunto, constituyen la sabiduria
humana” (Cantoral et al., 2015, p.91). A continuacion se describirdn sus aspectos mas

importantes.

El Marco Teorico de la presente investigacion contemplara ademas de la teoria

de referencia, las categorias de analisis que incluyen por un lado a la tecnologia en la
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matematica escolar y a la derivada vista como razdn de cambio, incluyendo los

aspectos epistemoldgicos de la recta tangente que es un punto medular de esta vision.
La Socioepistemologia

Muchos consideran que las matematicas constituyen un universo abstracto cuyo
desarrollo esta alejado de la realidad social de cada época y que su desarrollo es
independiente del devenir general de la historia. Sin embargo, la misma historia es la
gue se ha encargado de demostrar que si hemos aprendido a conocer y dominar el
universo que nos rodea es gracias en parte, a las mateméticas. Precisamente la

palabra griega Matematicas significa: “Aquello que se puede aprender”.

Las matematicas han ayudado al desarrollo y avance de la sociedad, pero
ésta ayuda ha sido mutua, y la vida e interaccion social han sugerido el
avance de ella. Los conceptos, operaciones, teoremas e incluso métodos
de demostracion importantes fueron sugeridos por situaciones vy
fendmenos reales. La mateméatica nacié de nuestras experiencias en el
mundo fisico. (Kline, 2007, p. 88)

Es decir que el saber matematico ha surgido fuera de la escuela, en la
cotidianeidad de la vida en sociedad. Cantoral (2013) sugiere, por lo tanto, que su
introduccién a las aulas ha imperado una serie de modificaciones que afectan al saber
en su estructura y manera de funcionar, asi como también, afectan las relaciones que

estos saberes fomentan entre los estudiantes y los docentes.

La Socioepistemologia nhace como respuesta a la necesidad intrinseca de indagar
las formas del pensamiento matematico, y como éstas son susceptibles a su
socializacion y utilizacion de manera efectiva en la vida cotidiana. Del mismo modo, no
debe dejarse de lado que la forma en como se transmite el conocimiento esta
compuesta por practicas de ensefianza (la accién didactica en: el salon de clases, en el
seno de la familia, en la comunidad, etc.) y que esto a su vez es inherente a la difusion
social del conocimiento. Es por ello que no debemos considerar una didactica de las

matematicas que se centre solamente en el objeto y no considere a los alumnos, como
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tampoco debe considerarse a la didactica sin tener en cuenta el contexto sociocultural,
la discusion pues, debe trasladarse del objeto hacia las practicas (Cantoral et al.,
2015).

Dicho esto, es importante precisar que la Socioepistemologia nacié en México a
finales de la década de los ochentas y pronto se extendio por Latinoamérica. El objetivo
gue persigue es el de explorar formas de pensamiento matematico, que aparece no
solo dentro de la escuela, sino en otros aspectos de la vida de los estudiantes; que
puedan difundirse socialmente y encaminarlos a su uso correcto por los individuos
(Cantoral, 2016).

La Teoria Socioepistemoldgica sugiere que el conocimiento no nace solo,
no se genera en un vacio, sino que nace de la interaccion de varios
factores como el cultural, el temporal y las necesidades que en su
momento hacen posible el desarrollo de nuevos conocimientos, es decir
gue en un entorno social especifico se desarrollan conocimientos que son
impulsados por el contexto que prevalece en el momento. (Jonap4, 2017,
p. 50-51)

Es precisamente por ello que es de gran importancia no dejar de considerar al
componente sociocultural en la construccion del conocimiento matematico. El
acercamiento socioepistemoldgico es de caracter sistémico puesto que considera a los
saberes matematicos como parte de un todo, que a su vez son situados porque surgen
en un momento y en un espacio determinado. “La Socioepistemologia plantea el
problema de la construccién social del conocimiento matematico desde un punto de
vista sistémico. Asume al saber como la construccion social del conocimiento”
(Cantoral, 2013, p. 180). Y atiende dicha construccion de conocimiento desde tres ejes:
la problematizacion del saber, la practica social y la caracterizacion del funcionamiento

del modelo de construccién social.

Sostenemos que ante la cuestion teorica general de como construimos

nuestros sistemas conceptuales, la Socioepistemologia contesta,
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invariablemente, en tres planos, no secuenciados temporalmente, pero

articulados conceptualmente:

- El primer plano de respuesta trata sobre la naturaleza misma del saber.

Su problematizacion.

- El segundo plano se ocupa de la practica social como normativa de la
actividad humana y como base de la construccion de nuestros sistemas

conceptuales, sus mecanismos funcionales.

- El tercer plano, el de las articulaciones teodricas, es el que estamos
impulsando mas recientemente y se apoya sobre la gran diversidad de
evidencia empirica acumulada. A este nivel, la teoria se ocupa de
caracterizar el funcionamiento del modelo de construccion social del
conocimiento mediante dialécticas parciales del modelo. (Cantoral, 2013,
p.180)

Ademas la Teoria Socioepistemoldgica se sustenta a través de cuatro pilares

fundamentales. El primero de ellos es conocido como:

- Principio de normatividad de las practicas sociales, y sostiene que ellas son la
base sobre la que se construye el conocimiento.

- El principio de racionalidad contextualizada, explica como el contexto
condiciona la forma en como un colectivo de individuos construye
racionalmente su conocimiento y su uso es condicionado por él.

- Cuando el conocimiento es usado, éste se afianza, y adquiere un valor y
significado propio relativo al grupo desde el que surgid, a esto se le conoce
como relativismo epistemologico, y es el tercer principio sobre el que se
sostiene la Teoria Sociepistemologica.

- El dltimo principio, llamado de resignificacion progresiva, sostiene que el
conocimiento esta en constante evoluciéon y reconstruccién a través de la

interaccién con los diversos contextos en los que se encuentra inmerso el
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colectivo de individuos, lo que dotara al conocimiento de nuevos significados
(Cantoral et al., 2015).

Asi pues, la Socioepistemologia rechaza a los saberes como un constructo
aislado, pues parte del entendimiento de que el conocimiento se construye socialmente
y que adquiere sentido, relevancia y pertinencia a través del uso que se le da en una
comunidad especifica dentro de cierto contexto cultural y social (Jonapa, 2017, p. 52).
Este componente social, que se encuentra inmerso en la construccion del
conocimiento, es incorporado al tridngulo didactico que solo contemplaba las relaciones
de profesores, alumnos y conocimiento. De esta manera y como puede verse en la
figura 1, la TSME considera cuatro dimensiones articuladas, y que al mismo tiempo
sostienen una relacién transversal entre si (Yojcom, 2013), con el objetivo de ayudar en

el desarrollo del pensamiento matemético (Montiel, 2005).

Figura 1

Dimensiones de la Socioepistemologia

DIMENSIONES DE LA
SOCIOEPISTEMOLOGIA

CONSTRUCCION
SOCIAL DEL
CONOCIMIENTO

DIDACTICA

Nota. Adaptado de La Epistemologia de la Matematica Maya: una construccion de
conocimientos y saberes a través de practicas (p. 51) por D. Yojcom, 2013.
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Ademas, la Socioepistemologia contempla como componente fundamental y
base del conocimiento a las practicas sociales. “Asumiremos a la practica social como
normativa de la actividad humana, mas que como una actividad humana reflexiva o la
reflexion sobre una practica” (Cantoral et al., 2014, p.98). Su importancia radica en que
ellas permiten, a través del sustento que proveen y la direccion que ofrecen, la
construccion social del conocimiento matematico (Cantoral et al., 2014). A continuacion

se describira a la practica social y los elementos que la componen.
La Practica Social

Asi como las letras son las unidades que componen a las palabras, la practica
social es el nexo que compone, vincula y da sentido a la Teoria Socioepistemoldgica en
la Mateméatica Educativa. En este sentido Cantoral et al. (2014), define a las practicas
sociales como “la base y orientacion en los procesos de construccion del conocimiento,
se constituyen, por asi decirlo, como las generadoras del conocimiento” (p. 99).
Entender lo que significa la practica social es comenzar a develar las entrafias de la
TSME.

La préactica social puede entenderse como una consecucion de actividades, que
en su conjunto norman el comportamiento humano (figura 2). Estas practicas sociales
son las responsables de articular la construccion social del conocimiento (Cantoral et

al., 2014). Para ello, dichos principios se articulan uno detras de otro tal que:

se pasa de la “accion”, directa del sujeto (individual, colectivo o histérico)
ante el medio en tres acepciones: material (entorno), organizacional
(contexto), social (normativo), esto se organiza como una “actividad
humana” situada socioculturalmente, para perfilar una “practica” (iteracién
deliberada del sujeto y regulada por el contexto); dicha practica cae bajo
la regulacion de una “practica de referencia” que es la expresién material
e ideoldgica de un paradigma (ideoldgico, disciplinar y cultural), la que a
la vez es normada mediante cuatro funciones por la “practica social”

(normativa, identitaria, pragmatica y discursiva—reflexiva). (p. 99)
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Este proceso interrelacionado permite explicar el proceso de construccion
del sujeto a su vez como individuo, como colectivo y como sujeto historico
(Cantoral et al., 2014).

Figura 2

Anidacién de préacticas

Préctica social

Practica de referencia

Practicas

Actividades

Acciones

Nota. Adaptado de “Socioepistemologia, matematicas y realidad” (p. 99), por Cantoral

et al., 2014, Revista Latinoamericana de Etnomatematica, 7 (3).

La practica social no es una mera accion del sujeto a un objeto, y menos una
actividad aislada. Al respecto Camacho (2006) sefiala que “la frase practica social se
refiere a la actividad del ser humano sobre el medio en el que se desenvuelve [...]
[dando] sentido a los problemas fundamentales de la ciencia, sometiéndolos a las

complejas relaciones entre ellos y su entorno” (p. 133).

Las acciones que los seres humanos ejercen sobre el conocimiento de manera
directa y consciente resultan en cambios en el contenido de los objetos. Hablando en el
marco de la solucion de problemas matematicos, se puede distinguir a las practicas
sociales como manifestaciones llevadas a cabo por individuos con la finalidad de
resolver problemas matematicos, como un “conjunto de acciones voluntarias que,
intencionalmente, desarrolla el individuo para construir conocimiento” (Arrieta et al.,
2003, p. 418).
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La practica social ha sido caracterizada por medio de actividades sujetas
a condiciones de un contexto particular, contexto que a su vez es
determinado por las practicas de referencia. Esto ha llevado a identificar
los fendmenos, los problemas, las circunstancias y las herramientas
asociados al conocimiento matematico involucrado en ambitos no
escolares, pues es ahi donde nace y se usa dicho conocimiento. (Montiel
2005, p. 102)

Sin embargo para lograr que un saber se consolide no basta solo con las acciones

determinadas por el sujeto sobre él.

Dentro de la teoria Socioepistemoldgica, se afirma que para consolidar un
saber es necesario que los conocimientos sean afectados por acciones
deliberadas, actividades que se realizan dentro de un actuar en comun y
en consecuencia, se dice que esas actividades se institucionalizan, es
decir se establecen y se consolidan como un saber grupal, precisamente
entran en juego las practicas de referencia que son el medio a través de
las cuales el saber se institucionaliza. Estas préacticas de referencia pasan
a formar parte de lo que se le denomina practicas socialmente
compartidas las cuales pasan de generacién en generaciéon. (Jonapa,
2017, p. 62)

Se reconoce pues a la practica social como reguladora, que norma la actividad
humana, de la que surge el conocimiento matematico y que ademas dirige su
construccion. En la presente investigacion el saber que se busca problematizar es el
concepto de derivada como razén de cambio y para ello se toma como base a la
practica social de prediccion.

A continuacion se profundiza en la practica de prediccion, debido a la relevancia

de ésta para la presente investigacion.

17



La Practica Social de Prediccion

Centrandose en la préactica social de prediccion, no se puede ignorar a Montiel
(2005), quien sefala que ésta préactica ha sido utilizada cominmente por diversos
investigadores para tratar objetos matematicos que surgen o toman su caracter
matematico en el estudio del movimiento y del cambio, es por tal motivo que tal practica

se amalgama a la nocion de derivada vista como razén de cambio:

El estudio del cambio sirve para entender sus efectos en diversos
fendmenos, pero este interés se deriva de la necesidad de predecir,
inherente al ser humano. Ante la incapacidad de poder adelantar el
tiempo para observar los resultados de los acontecimientos, se han
desarrollado diversas herramientas basadas en el estudio del cambio
para lograr anticipar el comportamiento de sistemas complejos, de tal
modo que la idea de prediccion se vuelve una herramienta fundamental
en el desarrollo y construccion de algunos resultados y conceptos
matematicos. (Cantoral, 2013, p. 202-203)

De esta manera es como se ha encontrado intimamente relacionado con el
célculo a la préactica de prediccion. En este sentido Caballero (2015) advierte que
“la practica social del Praediciere, entendiéndola como normativa de la actividad
humana en la busqueda por la prediccion, favorece el desarrollo de las ideas del
Célculo” (p. 2). Ademas, el autor sefala que la prediccion exige, para prever los
resultados o consecuencias de un fendmeno a través de comparaciones y

estimaciones, el estudio de aspectos variacionales de manera imperativa.
Estado del Arte

Se ha dividido este apartado en dos, el primero trata sobre la tecnologia y su uso en
la Matematica Escolar, mientras que en el segundo apartado se aborda el concepto de
razon de cambio (derivada), incluyendo los aspectos epistemologicos de la recta

tangente.
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Tecnologiay Matematica Escolar

Historicamente los medios tecnoldgicos no son herramientas propias de la
mayoria de la generacién de docentes actual, porque no tuvieron acceso a ella durante
su formacion académica y profesional, esto debido a que fue hasta la década de los
setenta que aparecieron las primeras computadoras personales, las cuales constaban
con poca capacidad de memoria y baja velocidad. Ademas, su implementacion en el
aula obviamente presupone un esfuerzo extra por parte de los docentes, quienes tienen
que enfrentarse a distintas dificultades, desde problemas técnicos propios del uso de
dichas tecnologias, hasta sus propias limitaciones en cuanto a dominio y conocimiento
de ella. Y es que una de las grandes restricciones de la ensefianza matematica es el
tiempo del que se dispone para explorar las caracteristicas de los distintos sistemas de
representacion de los objetos matematicos en el dia a dia del quehacer docente. Por lo
que “el profesor debe buscar estrategias para hacer sus clases mas interesantes y
amenas, la tecnologia puede ser una buena herramienta para el desarrollo de la

construccion del conocimiento matematico” (Jiménez y Jiménez, 2017, p. 3).

Ademas, la tecnologia aplicada a la ensefianza matematica aporta una notable
ventaja contra la ensefianza tradicional de las matematicas, debido a que permite
manipular de manera dinamica los distintos sistemas de representacion, al mismo
tiempo es visualmente estimulante para los alumnos. Para efectos de la presente
investigacion se entiende por ensefianza tradicional a aquella que no ocupa a la
tecnologia como una herramienta cognitiva, Pea (1987, citado en Inzunza, 2014) define
una herramienta cognitiva como cualquier medio que ayuda a trascender las
limitaciones de la mente, en el pensamiento, el aprendizaje y las actividades de

resolucion de problemas.

Las herramientas tecnoldgicas permiten relacionar los distintos efectos que
causan las variaciones de parametros en graficas, para comprender las principales
caracteristicas de los tipos de funciones, lo que eventualmente se traducira en la
capacidad para predecir el comportamiento grafico de las funciones, la relacion entre la

grafica de una funcién y su representacion algebraica asi como la posibilidad de
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relacionar un tipo de grafica con un fenédmeno fisico real. Por ejemplo el software
GeoGebra “permite que el usuario sea participe en la construccion de su propio
conocimiento al interactuar con las diferentes componentes y representaciones”
(Insunza, 2014, p. 4). Dicho software destaca por ser gratuito y poseer un entorno
intuitivo que permite su uso y aprendizaje con facilidad, ademas de estar disponible
para ser utilizarlo en computadoras, Smartphones y Tablets, mismas que representan
herramientas tecnoldgicas atractivas de las cuales puede valerse el profesor para

utilizar en el salén de clases.

Para la incorporacion de estas herramientas tecnoldgicas al &mbito educativo es
necesario cumplir con varios requisitos para que el proceso de ensefianza aprendizaje
sea lo mas exitoso posible. Una de ellas es la formacién del docente con respecto a
estas herramientas tecnoldgicas, puesto que debe ser capaz de utilizarlas, poseer
conocimientos y habilidades que le permitan usar a su favor dichas herramientas, pues
lo importante no es la tecnologia en si, sino cdmo el docente se vale de dichas

herramientas para facilitar la construccién del conocimiento de sus alumnos.

Otro requisito importante es la disposicion de medios fisicos y virtuales para
utilizar estas herramientas tecnoldgicas, ademas de tener la habilidad de manejar los
problemas que se deriven de su uso. Y finalmente, tener la conciencia del nivel de
conocimiento tecnoldgico del que disponen los alumnos ya que esto guiard
indudablemente la actuacion del docente. Desde esta perspectiva, se debe considerar

que,

para implementar el uso de la tecnologia para producir el aprendizaje
requiere de la implementacion de una nueva pedagogia donde el
estudiante debe ser involucrado y motivado a expresar sus opiniones, a
responder preguntas de manera libre y establecer colaborativamente
estrategias de resolucién para los problemas planteados (Moreira, 2003,

citado en Jiménez y Jiménez, 2017, p. 4).

Segun Elias (2013, p. 17) “las metodologias asociadas al uso de las TIC en el

aula de matematicas comparten entre si el hecho de fomentar que los estudiantes
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experimenten, manipulen, corrijan, conjeturen, etc.” Todo con un ahorro considerable
de tiempo con respecto a los métodos tradicionales de enseflanza de matematicas y
con un nucleo dinamico e interactivo, lo que no solo capta la atencion de los jévenes
por ser un método novedoso, sino que permite llevar la enseflanza matematica a un
nuevo contexto, en el cual los conceptos abstractos de la matematica se materializan y
el alumno puede manipularlos y experimentar con ellos. El mismo autor sefiala que la
educacion matematica apoyada en herramientas tecnolégicas tiene influencias
positivas en dicho proceso de ensefianza-aprendizaje: por ejemplo favorece la
interaccidon con los objetos matematicos y permite la materializacion de dichos
conceptos, incluso los mas abstractos. Mejora el analisis e interpretacion de datos y
parametros por parte del alumnado y muestra su versatilidad para incorporarse a
distintas areas del conocimiento matematico, de ésta manera permite que el alumnado
pueda utilizar distintos sistemas de representacion para analizar un concepto 0 un
ejercicio matematico y a partir de ello tomar decisiones y escoger el mejor camino para

solucionar dicho problema.

En esta investigacion se retoma el uso del GeoGebra como una herramienta que
facilitara la construccion del concepto de derivada, a través de actividades disefiadas

para tal fin y en las cuales la modelacion y graficacién se consideran indispensables.
GeoGebra una Herramienta para la Ensefianza de Célculo.

Ensefiar mateméaticas supone de muchos retos, los relativos a la naturaleza del
saber mismo, los cognitivos, didacticos y sociales. Esta investigacion esta centrada en
el uso de la tecnologia como un recurso didactico pero también con una herramienta

cognitiva, sin embargo,

hay que tener en claro que la tecnologia es una herramienta, y no quita al
docente la responsabilidad de realizar sus secuencias de actividades y
sobre todo la elaboracion de estrategias didacticas, es decir que, aunque
el profesor realice la integracion de las TICs en la produccion y
comprension de conocimientos matematicos, debe mantener una actitud

de reflexion, para que los alumnos empiecen a dominar el ogro de las
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ciencias y dejen de catalogar a las matematicas como el area

inalcanzable y dificil de aprender. (Jiménez y Jiménez, 2017, p. 10)

GeoGebra es una herramienta libre de costo en la cual se pueden modelar
calculos de tipo algebraico y geométrico. Favorece el pensamiento matematico de los
alumnos y los ayuda a aumentar su nivel de comprension de conceptos matematicos

por la representacion geométrica atractiva.

Entre las bondades que se pueden dilucidar de GeoGebra es la facilidad con la
gue se puede operar, su interfaz es muy intuitiva y simple y para las generaciones de
alumnos que han crecido utilizando tecnologias de todo tipo, representa un método
novedoso puesto que convencionalmente la matematica es ensefiada de manera

algoritmica privilegiando las operaciones abstractas para su comprension.

GeoGebra no es solo geometria (Geo) al menos como su nombre indica
también es algebra (Gebra), aunque en la realidad, es mas, es analisis y
también estadistica; en definitiva, GeoGebra supone una excelente
opcion para hacer unas matematicas dindmicas sobre todo en los niveles
educativos de Primaria, Secundaria y también Bachillerato. (Carrillo,
2012, p. 2)

GeoGebra no tiene un sentido exclusivo como plataforma para trabajo en la
ensefanza, sin embargo una de las virtudes del programa recae en la gran variedad de
opciones que podemos encontrar en €él, ya que no solo se limita entre, otras cosas
acciones, a dibujar o construir, sino que también es capaz de incorporarse a
investigaciones, analisis e experimentaciones en el campo de las matematicas (Catrrillo,
2012).

Proporciona estrategias diferentes para plantear los ejercicios, ademas la
posibilidad de introducir pardmetros y modificarlos en tiempo real, mientras que
podemos apreciar las repercusiones graficas y geométricas de dicho estudio lo que
facilita la exploracion dinamica de dichas situaciones. Esto compromete al docente a

proponer situaciones en las que el alumno recurra a la gama de posibilidades que
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brinda el andlisis y estudio a través de GeoGebra, para que pueda anticipar los
resultados y proponer a partir de este conocimiento, soluciones a los problemas que se

le presenten en el cotidiano (Jiménez y Jiménez, 2017).

Una de las ventajas que proporciona Geogebra recae en la facilidad en la que puede

accederse a él,

aparte de ser un software gratuito, también se puede instalar en
dispositivos moviles, como tabletas y celulares; ademas de que existe una
version que se ejecuta sobre los navegadores mas conocidos de internet,
existen multiples estudios que muestran a este recurso tecnolégico como
una herramienta que permite el desarrollo del pensamiento matematico,
ya que solo se pueden realizar graficos, sino también analisis estadisticos
como describe la investigacion que realizdé Inzunsa (2014). (Jiménez y
Jiménez, 2017, p. 11)

Las situaciones didacticas y el modo de trabajarlas dependeran de los docentes,
sin embargo GeoGebra permite a través de su dinamismo, incluso hasta en los
ejemplos mas simples, introducir nuevos conceptos o investigaciones sin complicar
técnicamente al ejercicio. Se pueden plantear actividades que requieran cierto trabajo
de manipulacion de los objetos, es decir, variar parametros que permitan reconocer las
relaciones entre ellos. Ademas GeoGebra permite visualizar, gracias a su exactitud y a
la forma de representar los objetos, la posibilidad de animar las construcciones y
realizar acercamientos y analizar ciertos detalles, conceptos o relaciones que en otras

circunstancias de trabajo no se lograrian advertir (Carrillo, 2012).

Como se comentd anteriormente, en la practica profesional de la docencia, el
tiempo es un recurso limitado y la velocidad con la que se puede trabajar en GeoGebra
permite dedicar mas tiempo al disefio de situaciones, que suponen una parte

importantisima del proceso ensefianza-aprendizaje.
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Raz6n de Cambio

Desde la época antigua el ser humano se ha preocupado y ocupado en
fendmenos de cambio, puesto que nuestro mundo estd inmerso en constante
movimiento. Se ha interesado en un principio por el cambio de la posicién del sol, la
luna y las estrellas y su relacion con la sucesion del dia y la noche y cdmo estos se
conectan con las estaciones del tiempo y por supuesto con los procesos de produccion
agricola, por ejemplo. Los aportes de las civilizaciones mesopotamicas, “en particular la
babilénica (2000 A.C. a 600 A.C.), constituyen las referencias conocidas mas antiguas
sobre el estudio de fendmenos de cambio y de la determinacion de leyes cuantitativas

a través de tablas de representacion” (Esqueda, 2014, p. 93).

En la investigacion titulada Razon de Cambio: Un estudio para analizar su
construccion a través de las graficas generadas por el modelo de llenado de recipientes
de Esqueda (2014) menciona que la civilizacibn griega también se interes6 en
fendmenos que involucraban cambio, mas por interés intelectual que préactico, sin
embargo sus aportaciones fueron relevantes al sentar las bases de los conceptos de
razon geométrica. Tales de Mileto hacia el afio 585 A.C. hizo estudios acerca de las
proporciones, sentando la génesis de la matematizaciéon de las comparaciones entre

medidas geométricas de segmentos (Esqueda, 2014).

Sin embargo, los avances mas importantes y que originaron un analisis mas
profundo al pensamiento matematico y lo orientaron en una direccion diferente a la
seguida por los griegos, se dieron en esta época (1250-1492), hacia la primera mitad
del siglo XIV, cuando los matematicos del colegio de Mentdn, se propusieron predecir,
utilizando herramientas matematicas, el valor de una magnitud fisica que esta
cambiando, como la fuerza que actia sobre un moévil que se desplaza por un camino
inclinado. La relacién entre la matematica y la fisica dio origen a una nueva ciencia: la
cinematica, que se constituyd con base en el calculo (Renddn, 2009). En esta nueva
relacion se encuentran conceptos como el de razén de cambio que son indispensables
de ser analizados, sobre todo si se consideran los resultados de la investigacion

presentados por Serna (2007, p. 36):
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desde el plano grafico, en la construccion de la nocién de derivada es
importante que el alumno le dé un significado a la pendiente como una
razén de cambio; por lo que no es correcto que sea utilizada solamente

como una férmula.

Al respecto de esta concepcion de la nocion de derivada en Vidal (2012, citado en
Hernandez, 2015), se menciona que la razén de cambio se entiende como la medida
del cambio de una variable con respecto a otra y que un ejemplo de ello es la
pendiente, la cual se define como la razon de cambio entre la altura con respecto a la
distancia horizontal. En el mismo sentido para Rendon (2009) la razén de cambio es un
cociente incremental o de diferencias, en donde el cociente es el cambio o la diferencia
en el eje y dividido por el respectivo cambio en el eje x. Cuando este cociente resulte
ser el mismo, entonces la razon de cambio es constante, y en otro caso, la razén de

cambio es variable.

Hablar del concepto de razon de cambio y de derivada implica conocer
previamente aspectos geomeétricos asi como historicos epistemolégicos de la recta
tangente. No obstante serd necesario conocer los problemas que se presentan en la
concepcioén del concepto de derivada, la forma en que construyen los alumnos dicho

concepto, y estudiar un enfoque de la ensefianza aprendizaje de dicho concepto.

Aspectos Epistemolégicos de la Recta Tangente. A finales del siglo IV a. C.,
Euclides present6 en los elementos de la Geometria los resultados relativos a la
tangente al circulo, y definid la tangente como: se dice que una recta es tangente al
circulo cuando lo toca y prolongada no lo corta. Con el descubrimiento de las secciones
conicas en pleno siglo lll a. C., los gedmetras griegos, en especial Apolonio de
Pérgamo, idearon meétodos particulares para el trazo de sus tangentes basandose
solamente en las propiedades geométricas de éstas curvas. Fue asi como Apolonio
logr6 extender a las coénicas la concepcién de tangencia que Euclides habia establecido
para el circulo. Sin embargo con dichas definiciones se encontraron problemas al tratar

de aplicar los métodos euclidianos a otra clase de figuras geométricas (Lehman, 2002).

25



En esta concepcion euclidiana habria que considerar por tanto tres aspectos
importantes, primero; la naturaleza de la tangente, puesto que seria considerada como
un lugar geométrico, segundo; sobre la significacion que le impone la palabra “tocar”,
puesto que tocar y cortar no es lo mismo. Y el siguiente aspecto a considerar, es el
hecho de que la definicion de tangente exige que la recta no vuelva a tocar a la curva
en ningun otro punto (Lehman, 2002). Y es que no se puede perder de vista que esta
concepcion euclidiana de recta tangente impone ciertas limitaciones para su aplicacion
en curvas distintas a circulos, y por su puesto a su introduccién en la matematica
escolar, pues los problemas fisicos contextualizados exigiran curvas con caracteristicas

geométricas distintas.

Si bien es cierto que el desarrollo de la geometria analitica aclara la relacion
entre las curvas y las ecuaciones, y el hecho de que de las ecuaciones de dos
variables pudiera resultar un sinnimero de posibilidades de curvas para las cuales el
concepto euclidiano de curva no pudiera ser concebido (Lehman, 2002). No fue hasta a
mediados del siglo XVII que nuevos métodos fueron estudiados por Descartes, Fermat
y otros, quienes se preguntaron ¢Como se determina la tangente en un punto
determinado, donde la curva y el didmetro coinciden, si se concibe la tangente como
una recta que toca, pero no corta a la curva? (Cruse y Lehman, 1982). De esta
pregunta surge una idea clave de esta investigacion, pues entender los primeros
intentos de construccién de tangentes a curvas permite conocer, analizar y adaptar
estos mecanismos de construccion a la matematica escolar a través de situaciones

didacticas contextualizadas.

Una de estas ideas claves se desprende de lo que en 1638, Pierre Fermat, en su
método para hallar maximos y minimos, propone como una solucién novedosa (que
mas adelante se estudiara en esta investigacion) para el problema de las tangentes
usando ideas muy cercanas al concepto de infinitesimales. (Cruse y Lehman, 1982). En
dichos trabajos Fermat encuentra, por asi decirlo, la idea clave de lo que
posteriormente sera la derivada, y de la cual puede desprenderse un método de
construccion de la recta tangente a una curva capaz de reproducirse en Geogebra y

gue puede abonar a la asimilacion del concepto de derivada como razén de cambio.
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Por supuesto sin perder de vista que la derivada de una funcién puede expresarse
como la ecuacion para hallar la pendiente de una recta tangente a dicha curva en
cualquier punto, dicha pendiente puede significar un sinnimero de magnitudes, por
ejemplo: area minima de una caja, volumen maximo de un recipiente, velocidad
instantanea de un objeto etc. y es por ello que el problema de encontrar tangentes a
curvas ha ocupado interés de muchas personas a lo largo de la historia matematica y
se han ideado numerosos métodos para construir tangentes a ciertas curvas

especiales.

A continuacion se describiran algunos métodos de construccion de tangentes

gue fueron utilizaron a través de la historia.

Construccion de tangentes a través de la historia. Como se sefald
anteriormente, uno de los aspectos fundamentales para la construccion de la

concepcion de derivada es el aspecto geométrico-grafico de la derivada.

Se sabe que dicha concepcién tiene como base a la pendiente de la recta
tangente a un punto de la curva dada, por lo tanto cobra sentido e importancia estudiar
la construccion de tangentes a través de la historia, para tener un panorama completo
del origen de lo que hoy en dia se conoce como un algoritmo matematico abstracto que

abona a la presente investigacion

Construccion de tangentes por los Gedmetras Griegos. Los antiguos
gedmetras griegos tenian una forma de construir tangentes a la parabola. Después del
circulo, la pardbola es una de las curvas mas sencillas que puede encontrarse en la
matematica escolar, dicha curva esta compuesta de todos aquellos puntos del plano
gue estan equidistantes a un punto fijo llamado foco y a una recta fija denominada
directriz de la parabola (Cruse y Lehman, 1982). En la figura 3 pueden apreciarse los

elementos que componen a la parabola.

Puede resumirse el método griego de dibujar tangentes a una parabola en tres
pasos. Primero debe suponerse que T representa un punto a través del cual se quiere

hacer pasar una recta tangente. Se llama P a un punto sobre el eje focal de la
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parabola, colocado en la interseccion de dicho eje con la recta perpendicular a este que
parte desde el punto T. La presente demostracion del método griego para dibujar

tangentes estd basada en lo descrito por Cruse y Lehman (1982):

Figura 3

La parabola

DIRECTRIZ

PARABOLA

‘\J’E‘RTICE

Nota. La figura muestra los elementos mas importantes de una parabola. Adaptado de
Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 14), por A. Cruse, y M.

Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

A continuacion se traza una circunferencia de radio igual a la distancia existente
entre el vértice V de la parabola y el punto P, haciendo coincidir el centro de la
circunferencia con el vértice de la pardbola. Como puede notarse en la figura 4, esta
circunferencia toca al eje focal en dos puntos, uno de ellos es el punto P mientras que

al otro seréa llamado punto Q (Cruse y Lehman, 1982).
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Figura 4

Trazo de circunferencia de Radio P

PARABOLA

{; VERTICE p
T

1 2 3 4 ] [

RECTA TANGENTE

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 15), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Finalmente se dibuja una recta que una los puntos T y Q, dicha recta es la recta
tangente a la pardbola en el punto T, tal y como puede verse en la figura 5 (Cruse y

Lehman, 1982).
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Figura 5

Construccion de la tangente a la parabola

PARABOLA

VERTICE

RECTATAMGENTE

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de célculo] (p. 15), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Este procedimiento para trazar tangentes inventado por los griegos, aunque
efectivo, es limitado pues se basa en las propiedades geométricas de la parabola, por

lo que solo es valido unicamente para este tipo de curvas.

El Método de Descartes. No fue sino hasta después de la invencion de la
geometria analitica, al final del siglo XVII, que se hizo un progreso unificado,
significativo y tangible en el método para encontrar la recta tangente a una curva. René
Descartes se esforzo por crear un procedimiento uniforme por medio del cual fuera
posible encontrar las tangentes a una curva sin importar la naturaleza geométrica de
esta. Y aunque hoy sabemos que no fue del todo exitoso en tal objetivo, el método que
ided, hoy conocido como el método de las raices iguales fue un acercamiento
importante e ingenioso que significé un gran avance en la solucion del problema de las

tangentes a curvas (Cruse y Lehman, 1982).
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El método de Descartes de las raices iguales parte del supuesto de que una
recta secante toca a una curva en dos puntos, uno de ellos conocido y que al mismo
tiempo representara al punto de tangencia. Mientras que del otro punto se desconocen
las coordenadas. Estos dos puntos sobre la curva representan las dos intersecciones
de la recta secante y la curva en cuestion, con el punto conocido se plantea la ecuacion
de la recta secante dejando como incognita obviamente a la pendiente de dicha recta.
La ecuacion de la curva en funcién de la variable independiente se iguala a la ecuaciéon
de la recta que también esta en funcion de la variable independiente pero al mismo
tiempo, se encuentra como incognita a la pendiente de la recta. A continuacion, para
resolver la ecuacién encontrada; se procede a dar paso a la consideracion mas
interesante del método de Descartes: debido a que se desea encontrar la recta
tangente a la curva, se supone entonces que la recta y la curva sélo se tocan en un
punto, por lo que la resolucién de dicha ecuacion se hace con esta consideracion como
eje central del método, lo que resulta en el hallazgo de la pendiente de la recta

tangente a la curva (Cruse y Lehman, 1982).

Por simplicidad se demostrara el Método de Descartes de las raices iguales en
una pardbola y = x? y el punto de tangencia serd el (2, 4). Cabe sefalar que la

siguiente demostracion esta basada en Cruse y Lehman (1982):

Asi como sefialan Cruse y Lehman (1982), primero se considera la ecuacion de
una recta cualquiera que pasa por el punto (2, 4), sin embargo el valor de la pendiente

al momento es desconocido, por lo que solo se dejara expresado:
y—4=m(x—2)

Dicha recta se puede considerar como una recta secante que ademas de pasar
por el punto (2, 4) también pasa por un punto arbitrario P(X, y), tal como puede

observarse en la figura 6 (Cruse y Lehman, 1982).
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Figura 6

Trazo de recta secante sobre parabola

A=(24)

{zy)

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 25), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Para determinar las coordenadas (x, y) de los puntos de interseccion con la
parabola Cruse y Lehman (1982) indican que se igualan y resuelven las ecuaciones de

manera simultanea:
y—4=m(x—2)...(1)
y=x2...(2)
Se sustituye el valor de (2) en (1):
x> —4=m(x—-2)
Se acomodan los términos:
x> —mx+(2m—-4)=0
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Lo que resulta en una ecuacion de segundo grado, que puede resolverse usando
la férmula general del algebra para hallar los valores de “x” que en este caso
representa a las abscisas de los puntos en donde la secante corta a la curva Cruse y

Lehman (1982).

m + J(—m)? — D) (2m — &)
x= 2

O Simplemente:

m++vVm?2 —8m + 16
2

X =

Asi pues Cruse y Lehman (1982) hacen notar que los signos + significan que
entre la pardbola y la recta hay dos puntos de corte, y es ahi donde la genialidad de
Descartes cobra relevancia, puesto que él propone, basado en la suposicién de que la
recta es una tangente en realidad y que por lo tanto solo existe un punto en donde se
toca la recta y la curva por lo que se obliga a que la solucién en lugar de tener dos
valores de x solo tenga uno, puesto que la recta tangente soélo toca a la parabola en un
punto, esto se logra haciendo que el discriminante de la ecuacién sea igual a cero, por
lo que solo habra una solucion simultdnea para la ecuacion de la recta y la parabola. Lo

que se traduce como:

Jm?—8m+16=0

Descartes entendié que cuando las ecuaciones de la recta y la parabola tuvieran
una sola solucién simultanea: (2, 4), esto significaria que la recta es tangente a la
pardbola. Y al resolver la ecuacion y hallar que ambas raices eran iguales Descartes

concluyo que habia encontrado la pendiente de la tangente (Cruse y Lehman, 1982).

Resolviendo entonces la ecuacion dentro del radical como lo sefialan Cruse y
Lehman (1982), se obtiene que m = 4. Y para este valor de m obviamente se tiene que

las dos raices de la ecuacion de segundo grado del principio son iguales.

Finalmente la ecuacion de la tangente buscada estara dada por:
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y—4=4(x-2)
y=4x—4

El método de Descartes también trabaja con otras curvas distintas de la
parabola, como circunferencias o cualquier otra curva que pueda ser representada por
una ecuacion de segundo grado, de ahi su relevancia. Sin embargo falla para todas las
curvas descritas por ecuaciones de tercer grado. En su tiempo, el método de Descartes
represento un verdadero adelanto en el tema. Y sus ideas fueron pronto retomadas por

otro matematico del siglo XVII: Pierre Fermat.

El Método de Fermat. Pierre Fermat logré desarrollar un método exitoso donde
Descartes fallé, y pudo resolver el problema de las tangentes, encontrando una forma

de determinar sus ecuaciones para cualquier tipo de curva (Cruse y Lehman, 1982).

Fermat basé su método en la idea que se presenta a continuacién. Asi como lo
describen Cruse y Lehman (1982), en una curva se trazan dos puntos, T y P, tales que
por ellos se pueda hacer pasar una recta, que por las condiciones de trazo sera una
secante, puesto que pasa por los dos puntos antes mencionados tal y como puede

verse en la figura 7.

Figura 7

Secante a una curva

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 32), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Puede suponerse que el punto P se mueve a lo largo de la curva de tal suerte
gue se acerca a la posicion del punto T, Fermat se dio cuenta que cuando esto sucede
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la recta secante se aproxima a la posicion de una recta tangente hipotética trazada

sobre el punto T tal y como puede apreciarse en la figura 8 (Cruse y Lehman, 1982).

Figura 8

Secante que tiende a Tangente

\,\Rﬁ/

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 33), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Esta ingeniosa idea, apoyada en las herramientas proporcionadas por la
geometria analitica abre la puerta a la solucion del problema de trazar rectas tangentes

a cualquier tipo de curva (Cruse y Lehman, 1982).

A continuacion se presenta un ejemplo extraido de Cruse y Lehman (1982) del
método de Fermat. Sea la curva y = x? y el punto de tangencia sera el (2, 4). Indicando
como punto P a un punto de la curva cercano a T, teniendo coordenadas (w, v) como

se muestra en la figura 9.
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Figura 9

Recta secante sobre parabola

T=(2,4)

o
fur, )

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 33), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

Lo que se busca es la recta tangente a la curva en el punto T, y se sabe que su

ecuacion puede expresarte en término de x y m de la siguiente manera:
y—4=m(x—2)

Donde m representa a la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de
tangencia, sin embargo de principio se considera que la recta es secante y esta

determinada por los puntos P y T, por lo que su pendiente esta determinada por:

v
Pendiente PT = ——
w—2
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Segun lo que sefialan Cruse y Lehman (1982), el punto P pertenece a la
parabola, sus coordenadas (w, v) deben satisfacer la ecuacion de la parabola y = x?2,
por lo que dicha ecuacion puede reescribirse como v = w?, de igual manera, la

ecuacion de la pendiente puede expresarse como:

w? —4

Pendiente PT =
w—2

De esta manera se reemplaza el valor de v y la pendiente de la secante queda
expresada so6lo en término de w, que representa la abscisa del segundo punto donde la
secante corta a la tangente. Cuando el punto P se mueve a lo largo de la curva, hacia
el punto T, entonces su primer coordenada w, se aproxima al valor de 2. Si w=2 la
funcion se indetermina puesto que la divisibn por cero no esta definida, por lo que
alternativamente se busca la solucion utilizando factorizacion algebraica (Cruse y
Lehman, 1982).

wl—4 (w+2)(w-2)

Pendiente PT = =
endiente p— p—

~ Pendiente PT =w + 2
— Pendiente PT = 4

Lo que significa que el valor de la pendiente de la recta cuando el punto P se
aproxima al punto T es de 4, la aproximacién a la que se hace referencia es tan
infinitamente cercana, que significa que la recta secante tiende a una recta tangente,
por lo que de este modo se halla en realidad la pendiente de la tangente a la curva en
el punto T, lo que puede apreciarse en la figura 10 (Cruse y Lehman, 1982).
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Figura 10

Parabola y su tangente hallada con el método de Fermat

Nota. Adaptado de Lectures on freshman Calculus. [Lecciones de calculo] (p. 33), por

A. Cruse, y M. Lehman, 1982, Fondo Educativo Interamericano, S. A.

A continuacion se puede ver al método trabajar sobre una funcién cubica para un
punto tangente general T(X,y), es decir qué se encontrara la formula general para hallar

pendientes a una curva cubica.

y=x°

Para esto se sigue los mismos pasos utilizados en el ejemplo anterior: Se

plantea en primer lugar la ecuacion de la pendiente de la recta secante:

v—y
w—x

Pendiente PT =
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La funcion y = x3 puede expresarse como: v = w3 y sustituirla en la ecuaciéon de
la pendiente PT:

w3 — x3
Pendiente PT =

w—-X
El limite de dicha pendiente cuando w se aproxima a x sera la pendiente de la
recta tangente a la curva, sin embargo se debe realizar un tratamiento algebraico para
gue la funcion no se indetermine:
w3 —x3

Pendiente PT =
w—x

w—x)(W? + wx + x?)

w—-X

Pendiente PT =

Pendiente PT = (W? + wx + x?)
Si w se aproxima infinitamente a x se tiene que:
Pendiente PT = (x? + x * x + x?)
Pendiente PT = m(x) = 3x2

Puede concluirse rapidamente que se ha hallado la ecuacion para calcular la
pendiente a una curva de la forma y = x3, en cualquier punto (x, y) ademas de probar
que el método de Fermat funciona en donde aun los métodos anteriores fallaron, y

siembra la idea clave para la invencion del Célculo diferencial (Cruse y Lehman, 1982).

Ademas en este método se ilustra de manera practica y muy clara cémo se
encuentra ligado el concepto de pendiente de una recta tangente a una curva y su
relacion con la derivada de dicha funcion, por lo que para el presente estudio se partira
de esa idea y sera a través de la geometria dinamica que se construira la grafica de la

derivada de una funcién a partir de la pendiente de una recta tangente a dicha curva.
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Capitulo Ill. Metodologia

Como se menciond en el apartado correspondiente al marco tedrico, para la
presente investigacion se ha elegido a la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica
Educativa para fungir como el marco de referencia desde el cual se analizara el
problema de investigacion, pues dicha teoria se ocupa de estudiar aquellos fendbmenos
relacionados con la construccion social del conocimiento matematico. Sin embargo aun
esta pendiente presentar al lector la metodologia que se utilizard para obtener la
informacion que servira de soporte al presente estudio. Para ello, no se puede dejar de
considerar a Cantor (2002) pues menciona que resulta conveniente trabajar con
distintos tipos de paradigmas metodoldgicos para estudiar una realidad social. Asi
mismo en su estudio Certezas en jaque. Un estudio sobre los alcances de la
inseguridad, aborda las ventajas de utilizar a los enfoques cualitativos y cuantitativos de
forma tal que ambos enfoques coexistan y se complementen el uno al otro en las

investigaciones sociales.

Es importante precisar lo que se entiende por estos enfoques, de acuerdo con
Lafuente y Marin (2008), la investigacion podra ser cualitativa o cuantitativa segun la
naturaleza de las variables. Una investigacion cuantitativa se ocupa de la observaciéon
de variables numéricas concretas susceptibles a tratamiento estadistico, mientas que

una investigacién cualitativa trabaja con datos descriptivos.

Al respecto de la metodologia para una investigacion Cea D’Ancona, (1999);
Cortés et al. (1996), Gallart, (1992), en Cantor (2002), sefialan que escoger una
estrategia de investigacion implica elegir los métodos y el tipo de informacion con el

gue se trabajara. Es decir que se establecen:

cuales son los aspectos del problema a investigar que seran abordados y
de qué manera se intentara dar cuenta de los mismos. Esto significa que
la decisién acerca del tipo de informacion con el cual operar tiene lugar
desde el mismo momento en que comienza a delimitarse el objeto de
estudio. (Cantor, 2002, p. 3)

40



Por lo anteriormente expuesto, se considera a la metodologia como una
parte medular de cualquier investigacion, que no solo debe proveer los datos
para su andlisis, sino que debe ajustarse perfectamente al tipo de estudio que
se realiza. Para esta tesis, la metodologia debe considerar que el conocimiento
matematico se forma a través de la interaccion social del individuo con sus
pares y que dicha construccion se ve alterada por el contexto social y cultural

en donde se lleva a cabo.

Asi pues, para la presente investigacion se ha escogido al Esquema
Metodolégico elaborado por Gabriela Buendia y Gisela Montiel, pues como
menciona Cantoral (2013), es un ‘“intento genuino por organizar
metodoldgicamente el asunto de las investigaciones en el programa

socioepistemologico” (p. 168).

En este esquema, las autoras exponen que la epistemologia de
practicas puede organizarse a través de un esquema general perfectible.

Considerando los siguientes aspectos:

Conocimiento situado: atiende a las circunstancias y a los escenarios
socioculturales particulares, caracterizadndolo como el fruto de las

interacciones entre epistemologia y factores sociales.

Produccién de objetos de conocimientos: Las acciones del individuo
responden a su pertenencia a un grupo social, a su presencia en
escenarios especificos y a la influencia de diversas instituciones. (Jonapa,
2017, p. 74)

Dicho esto, debe sefalarse que para la presente investigacion también se utilizara
a la Ingenieria Didactica como metodologia para el disefio de la situacion problema. Es
decir que se utilizaran metodologias que son complementarias entre si, ya que por un
lado se hara uso del esquema metodologico que esta orientado a las investigaciones

cualitativas, y por otro se utilizara a la ingenieria didactica que arrojara datos a traves
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del disefio de una situacion didactica, partiendo de un andlisis preliminar del fenémeno

de estudio.

Es importante senalar que “la combinacién de perspectivas metodoldgicas
diferentes para abordar distintas aristas de un mismo fenémeno, [...] [permite] combinar
diferentes niveles de analisis: lo macro y lo micro, lo sincrénico y lo diacrénico, lo
subjetivo y lo estructural, entre otros pares dicotdmicos” (Cantor, 2002, p. 12). Para la
concrecion de los diferentes propdsitos de la investigacion es necesario que ambas
perspectivas metodoldgicas sean complementarias, ya que es a través de ello que se
vuelve posible una investigacion mas a fondo. Como menciona Cantor (2002) la
triangulacion metodoldgica permite obtener de manera mas amplia y profunda, el
conocimiento ligado al objeto de analisis. Es importante enriquecer los andlisis
cualitativos con analisis cuantitativos, lo que permitird a posteriori conocer de manera

mas integral al fenémeno en cuestion.

A continuacion se describira mas a detalle ambas metodologias y la forma en que se

aplicaran en el presente estudio.
El Esquema Metodolégico

Como se menciond anteriormete, la metodologia que se utilizard para el
presente estudio sera el Esquema Metodolégico para la investigacion
socioepistemoldgica propuesto por Gisela Montiel Espinoza y Gabriela Buendia Avalos
(Figura 11). Dicha Metodologia hace uso de un cuerpo tedrico pero se apoya en la
experimentacion para validar los resultados. Este esquema busca concordar con una
serie de supuestos iniciales de la Socioepistemologia, como por ejemplo que estudia la
construccion social del conocimiento, es decir, de un conocimiento situado abordando
su caracterizacion como el producto de las interacciones entre epistemologia y factores
sociales. “La investigacion socioepistemologica confiere a la actividad la funcion de
producir objetos de conocimiento” (Cantoral, et al., 2006 citado en Montiel y Buendia,
2012, p. 62), mientras reconocemos que las acciones del individuo estan directamente
relacionadas y con base a una pertenencia social, a su participacion en distintos

escenarios y a la influencia que tienen sobre él diversas instituciones, sin olvidarnos
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gue es un ser social por naturaleza y que por tanto piensa y actla en consecuencia
(Montiel y Buendia, 2012).
Figura 11

El esquema metodologico
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Nota. Tomado de Un esquema metodoldgico para la investigacion socioepistemologica:
Ejemplos e ilustraciones por G. Montiel y G. Buendia, 2012, en Metodologia en
matematica educativa: visiones y reflexiones (p. 63), por A. Rosas, y A. Romo, 2013,

Lectorum.

En consecuencia, interesa identificar aquello que norma la actividad humana, lo
qgue en la teoria epistemolégica se conoce como practica social, de la que surge el
conocimiento matematico y norman la construccion del conocimiento matematico, “se
hace necesario reconocer su manifestacion a través de sus usos en distintos
escenarios” (Montiel y Buendia, 2012, p. 63). Una vez identificada, se procede a
plantear la problematica de estudio.

Para enmarcar una problematica o un fendmeno didactico en la
Socioepistemologia, se debe problematizar el saber de manera explicita. Toda vez que
haya sido enmarcada la problematica se debe plantear las preguntas de investigacion
como una forma de acercarse a ella. “Con el propédsito de conocer, comprender y

explicar procesos de construccion y transmision del conocimiento matematico, la
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Socioepistemologia emprende un analisis de corte epistemolégico” (Montiel y Buendia,
2012, p. 67).

Después de plantear el problema y una vez definidas las preguntas de
investigacion, asi como los objetivos, se procede a realizar revisiones y los analisis
pertinentes basados en las practicas y en los usos del saber, ademas de lo que
caracteriza la naturaleza del saber mateméatico y como se logra apropiarse de estos
saberes a través de sus significados contextualizados y de su transmision (Montiel y
Buendia, 2012, 2013).

Estas revisiones pueden realizarse desde una o varias dimensiones que se
articulan entre si. Cada una de estas revisiones implica un tipo de investigacion, e

imperan métodos especificos para la obtencién de datos.
Momento: Epistemologia de Practicas

El primer momento del esquema metodoldgico es la epistemologia de practicas,
resultado de un analisis socioepistemolégico que “pretende formular una explicacion
acerca de la problematica educativa en cuestion o dar una vision alternativa con
relacion al fendmeno didactico que se estudia; pero, ademas, sera la base para

cualquier intervencion didactica” (Montiel y Buendia, 2012, p. 72).
Situacion Problema

A continuacién, en el esquema metodolégico tenemos a la situacién problema, la
cual debe dar cuenta de la significacion del conocimiento matematico. Podemos
entender a una situacién problema como una estructura o conjunto de elementos y
condiciones de un fendbmeno o preguntas que generen una problematizacién y sean el

instrumento que permita el desarrollo de acciones en el sistema didactico.

El papel que tiene una situacion problema para resignificar y revisar asi el
rol de las practicas en el fendmeno didactico [...] exige que en su disefio y
en lo que se busque con ella [...] se empleen herramientas metodoldgicas

adecuadas a cada caso. (Montiel y Buendia, 2012, p. 76)
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Es decir, se debe elegir adecuadamente las herramientas mediante las cuales se
realizard la recoleccion de datos para la presente investigacion, ya que estas
herramientas metodologicas marcaran el camino por el cual se conducira el estudio.
Para este caso, se hara dicha recoleccion de informacion a través de una situacion

problema, disefiada mediante ingenieria didactica.
Hacia la Construccion del Conocimiento
Y finalmente, el dltimo momento hacia la construccion del conocimiento:

una situacion problema da cuenta de la resignificacién del conocimiento
matematico. Si consideramos que esta resignificacion busca referirse a la
construccion del conocimiento mismo en la organizacion del grupo
humano, normado por lo institucional, tendr& que considerarse
plenamente al escenario y las condiciones institucionales para proponer,
por ejemplo, la reorganizacion de la matematica escolar. (Montiel y
Buendia, 2012, p 77)

Es importante sefialar que para esta investigacion sera necesario considerar la
naturaleza epistémica de la derivada, misma que se ha sefialado anteriormente para
esta situacion didactica en particular, asi como la intencionalidad de las actividades que

se disefiaran para lograr la construccion del saber en cuestion.

Elementos Claves de la Investigacion

Esta investigacion surge como respuesta a la necesidad de incorporar a la
ensefianza del calculo diferencial un enfoque tecnoldgico sobre la razén de cambio a
través de fendmenos fisicos con Geogebra, esto apoyado en la practica social de

prediccidén acufiada en la Socioepistemologia.

La metodologia elegida para esta investigacion es el esquema metodolégico de
Buendia y Montiel (figura 12) que ya se ha descrito anteriormente, resaltando que la
recoleccion de la informacion sera a través de una situacion problema disefiada en el

marco de la ingenieria didactica, que a su vez permitira el analisis de los mismos. A
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continuacion se describiran los elementos claves del esquema metodoldgico al tiempo

gue se relacionan con los concernientes a esta investigacion.

A partir del esquema metodolégico anterior se estructura la investigacion,

reconociendo cada momento de él como se muestra a continuacion:
Problematica

La ensefianza convencional de calculo, entendiendo como convencional aquella
gue no se apoya en elementos tecnologicos, dista mucho de facilitar el proceso de
ensefianza aprendizaje y abonar a la concepcion del concepto de derivada comparada
con aquel enfoque en el que si se privilegia la tecnologia como herramienta cognitiva
en la utilizacion de problemas fisicos contextualizados a la realidad del alumno. Se
propone por lo tanto una serie de situaciones apoyadas en Geogebra como medio para
lograr que el alumno logre un aprendizaje significativo de la razéon de cambio y su

relacion con la derivada de una funcion.

La presente investigacion se llevard a cabo con alumnos del 6° semestre del
Telebachillerato nim. 100 Carlos Olmos, ubicado en el ejido Vicente Guerrero,
perteneciente al municipio de Salto de Agua, Chiapas. Especificamente se trabajara
con los 13 alumnos que pertenecen al area de fisicos matematicos. Del total de
estudiantes, 9 son hombres y 4 mujeres, todos de ascendencia indigena, hablantes
como primeras lenguas: tzeltal y chol. Dicha investigacion se realizara a principios del
semestre par del ciclo escolar 2023-2024, y la puesta en escena de la situacion

didactica constara de 2 sesiones de 2 horas cada una.
Situacion Problema

Debe tenerse en cuenta que el disefio de la situacion didactica representa un punto
clave de esta investigacion, puesto que sera la herramienta que se utilizara para la

obtencidn de la informacién, y sobre la cual partira el andlisis.

El papel que tiene una situacion problema para resignificar y revisar asi el

rol de las practicas en el fendmeno didactico [...] exige que en su disefio y
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en lo que se busque con ella [...] se empleen herramientas metodoldgicas

adecuadas a cada caso. (Montiel y Buendia, 2012, p. 76)

Dicho disefio, como se mencioné anteriormente sera realizado a través de la

ingenieria didactica, a continuacion se describe dicha metodologia.
Ingenieria Didactica

La recoleccion de datos pertinentes a esta investigacion sera realizada a traveés
de una situacion problema apoyada en Geogebra. Dicha situacion problema sera
diseflada en concordancia con el marco de la ingenieria didactica, que sera la
herramienta que permita resignificar y revisar el rol de las practicas en la problematica
educativa, sin dejar de lado el cuerpo tedrico del que se apoya el Esquema

Metodoldgico propuesto por Montiel y Buendia.

En el campo de la didactica de las matematicas surgié en los afios ochenta la
nocion de ingenieria didactica. Denominada de esta manera por la similitud con el
trabajo ingenieril, en el que el conocimiento cientifico propio de la disciplina se somete

al control cientifico (Artigue et al., 1995).

La ingenieria didactica esta caracterizada por un esquema experimental basado
en el proceso de creacion de una situacion didactica, que comprende desde su
concepcion, hasta su analisis posterior. También se caracteriza por el registro en que

se ubica y las formas de validacion con las que se asocia (Artigue et al., 1995).

A continuacién se describe la metodologia de la ingenieria didactica,
distinguiendo las cuatro fases que componen a su proceso experimental. La primera de
ellas es el analisis preliminar, la fase nimero dos se refiere a la concepcién y al analisis
a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria, la tercera fase corresponde a la

experimentacion y la cuarta y Gltima fase, es la de analisis a posteriori y evaluacion.
Los Andlisis preliminares

Los andlisis preliminares constituyen la primera fase de la metodologia de la

ingenieria didactica. En dicha fase se tienen en consideracion cuerpos teoricos,
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conocimiento previo y el analisis de ciertas concepciones epistemoldgicas y didacticas.
“La fase de concepcién se basa no solo en un cuadro tedrico didactico general y en los
conocimientos didacticos previamente adquiridos en el campo de estudio, sino también

en un determinado ndmero de analisis preliminares” (Artigue et al., 1995, p. 38).

A continuacion se enlista los que Arigue et al. (1995) sefiala como los analisis

preliminares contemplados con mayor frecuencia:

e EIl andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza.
Que basicamente se centra en analizar el contenido desde su origen y el tiempo
gue le ha tomado esa formulacion, es decir que este analisis se centra en el
concepto mismo.

e El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos. Que es donde se analiza al
concepto desde la forma en que se ensefa, es decir la bibliografia utilizada, los
programas institucionales, etc.

e EI andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucién. Es decir que se analizan las
caracteristicas de los sujetos a los que se va a dirigir el concepto, lo que
podriamos categorizar como el diagnostico del grupo al que vamos a dirigir
nuestra metodologia

e El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion
didactica efectiva. Que basicamente se refiere a distinguir las restricciones que
se oponen al desarrollo de los cuadros matematicos, desde la dimensién

epistemoldgica, cognitiva y didactica.

Dichos andlisis se llevan a cabo sin perder de vista cudles son los objetivos que
persigue la investigacion. Asi pues la presente investigacién se centra en analizar la
nocion geomeétrica y grafica de la derivada desde su origen, cOmo surge su concepcion
y evolucion asi como el tiempo que le ha tomado formularse como tal. También se
describira la forma de ensefianza tradicional en el nivel de Telebachillerato estatal, y la

bibliografia existente para tal fin. Se realizar4 un diagnéstico de los sujetos sobre los
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gue se centra la presente investigacion, para determinar las dificultades existentes para

la apropiacion del concepto sefialado.
Andlisis a Priori

En esta fase de la metodologia de la ingenieria didactica es donde se realiza el
disefio de la secuencia didactica. “En esta segunda fase, el investigador toma la
decision de actuar sobre un determinado namero de variables del sistema no fijadas

por las restricciones” (Artigue et al., 1995, p. 42).

Este disefio de secuencia didactica debe describirse puntualmente, por ejemplo
definir cual sera la terea a realizar, el tiempo en que se llevara a cabo, el rol docente,
variables, posibles errores, etc. Apoyado desde luego en el andlisis preliminar descrito
anteriormente. Esto permite que el proceso de validacion de dicha metodologia
comience desde su propia concepcion, ya que como se mencioné anteriormente, el

disefio propio de la situacion didactica toma en consideracion a la primera fase.

Una de las originalidades de la metodologia de la ingenieria didactica [...]
reside en el modo de validacién que es en esencia interna. Desde la
misma fase de concepcién se empieza el proceso de validacion, por
medio del andlisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria,
directamente ligada a la concepcién local de esta ultima. (Artigue et al.,
1995, p. 44)

Se analiza lo que un estudiante podria aprender de esta situacion didactica,
tomando en consideracion lo que es posible que realice dado sus acciones, decisiones,
etc. (Becerra et al., 2018).

Experimentacion y Analisis a Posteriori

En la tercera fase, la situacion didactica es implementada, es decir, la secuencia
didactica es presentada a los sujetos de la investigacion con la finalidad de que
interactden con ella, y a través de esta herramienta metodoldgica se puedan registrar

diversos tipos de datos. Una vez obtenidos estos datos, se continda con la cuarta fase
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de la ingenieria didactica, que es el andlisis de los datos obtenidos. Después de la fase

de experimentacion:

sigue una de andlisis a posteriori que se basa en el conjunto de datos
recogidos a lo largo de la experimentacion, a saber, las observaciones
realizadas de las secuencias de ensefianza, al igual que las producciones
de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se completan con
frecuencia con otros obtenidos de la utilizaciébn de metodologias externas,
como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos,
aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante su

transcurso. (Artigue et al., 1995, p. 48)

Este andlisis a posteriori se trata del contraste entre el andlisis a priori, y la
experimentacion, es decir lo que se plante6 y lo que se ha obtenido. La
consonancia de este contraste sera lo que le dara validacion a la metodologia,

esto en concordancia con los objetivos de investigacion (Becerra et al., 2018).
Disefio de la secuencia didactica

Como se menciond anteriormente, el proceso experimental de la Ingenieria
Didactica se compone de cuatro fases articuladas entre si: la primera de ellas es el
analisis preliminar que contempla al conocimiento previo, se describe la forma en como
ha sido tratado, las caracteristicas de los estudiantes y las restricciones existentes para
llevar a cabo la secuencia; la fase nimero dos se refiere a la concepcion y al analisis a
priori de la situacién didéctica, es donde se realiza el disefio; en la tercera fase se lleva
a cabo la experimentacion, se presenta pues la situaciéon a los alumnos para que
interactden con ella. Y como fase final, se realiza el analisis a posteriori y la evaluaciéon

en donde se contrasta lo esperado con lo obtenido (Esqueda, 2014).
Fase de planeacion. Andlisis preliminares

En esta fase del proceso se tratan principalmente tres dimensiones: en primera
instancia se centra en la didactica, es decir en el andlisis de los planes y programas de

estudio del Telebachillerato estatal; la cognitiva que se asocia a los procesos de
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construccion del conocimiento de los alumnos y finalmente la dimension histérica

epistemologica, que se refiere a aquella relacionada con el saber en cuestion.

Programas de estudios

El Telebachillerato en Chiapas, subsistema de educacion media superior del
estado al cual pertenece el Telebachillerato num. 100 Carlos Olmos, opera con el
marco curricular comun (MCC) para la educacion media superior (EMS) desde 2009 a
partir de la reforma integral de la educacién media superior (RIEMS), sin embargo para
el ciclo 2023-2024 se comienza un cambio en la EMS a través de la introduccion de un
nuevo marco curricular coman para la educacién media superior (NMCCEMS), como

parte del enfoque propuesto por el proyecto de la Nueva Escuela Mexicana (NEM).

Actualmente el Telebachillerato en Chiapas funciona con ambos marcos
curriculares, al MCC de la RIEMS le quedan adn un par de afios puesto que ha
comenzado su etapa de liquidacién el presente ciclo escolar 2023-2024, al mismo
tiempo que ha comenzado su implementacion el NMCCEMS de la NEM.
Lamentablemente este Ultimo aln continla en etapa de construccién y no estan
disponibles los programas de estudios de la materia de matematicas de los semestres
tres, cuatro, cinco y seis, por lo que es imposible conocer el tratamiento que tendra la
materia de mateméticas durante los semestres avanzados. Para la presente
investigacion, bastara con el analisis de los programas de estudios de la materia de
matematicas en el MCC de la RIEMS, puesto que es el que esta actualmente en
operacion en los semestres avanzados, sin embargo esto no excluye que el analisis
realizado pueda ser usado como punto de partida para el disefio de la propuesta
educativa para el contenido mateméatico del NMCCEMS en los semestres faltantes.

El marco curricular comun basado en competencias es uno de los ejes que
comprende la propuesta de la RIEMS disefiada en 2008, el segundo eje es el que
define y regula las distintas modalidades de la EMS, mientras que el tercero plantea la
mejora de la educacion a través de la gestion y mejoramiento de infraestructura y

profesionalizacion docente asi como el libre transito entre subsistemas. Finalmente el
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cuarto eje esta relacionado con la certificacion nacional complementaria como

busqueda da la identidad compartida por todos los subsistemas de EMS (Razo, 2017).

A continuacion, en la figura 12 se presenta el mapa curricular correspondiente al
Telebachillerato estatal de Chiapas. En dicha figura se puede apreciar las materias
correspondientes a cada semestre, tanto del tronco comun como las de los ultimos
semestres que corresponden a las de asighaturas de especialidad. Posteriormente se
analizaran los programas de estudio de la materia de matematicas para rastrear las
concepciones relacionadas al tema de investigacion y de esta manera poder

delimitarlo.
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Figura 12

Mapa curricular del Telebachillerato en Chiapas (RIEMS)

PRIMER _ SEMESTRE SEGUNDO SEMESTRE TERCER  SEMESTRE CUARTO  SEMESTRE QUINTO _ SEMESTRE SEXTO SEMESTRE
ASIGNATURA HIC ASIGNATURA HIC | __ASIGNATURA | HIC ASIGNATURA HIC ASIGNATURA HIC ASIGNATURA HIC
MATEMATICAS | 518 MATEMATICAS 11 518 | MATEMATICAS Il | 5/8 MATEMATICAS IV 518
QUIMICA | 518 QUIMICA 11 518 FISICA 518 FISICA il 518
BIOLOGIA | 36 BIOLOGIA II 406 GEOGRAFIA 4% | ECOLOGIAYMEDIO | 376
ETICAY VALORES T | 36 | ETICAY VALORES 11| 376 FILOSOEIA 6
ESTRUCTURA
INTRODUCCION A LAS HISTORIA DE ] HISTORIA UNIVERSAL METODOLOGIA DE LA
CIENCIAS SOCIALES | /6 | HISTORIA DE MEXICO1 | 3/6 MEXICO I 316 SGC'GE;%"I'EQ'C"‘ DE | 36 CONTEMPORANEA 316 INVE STIGACION 34
TALLERDE LECTURAY | 4/6 | TALLERDE LECTURAY | 4%6 | LITERATURA 36 LITERATURA Il 36
INGLES I 36 INGLES Tl 36 INGLES 11l 36 INGLES IV 36
INFORMATICA T 36 INFORMATICA Tl 36
HUMANIDADES ¥ CIENCIASOCIALES
PSICOLOGIA | 36 PSICOLOGIATI 76
DERECHO | 36 DERECHO 1 376
CIENCIAS DE LA e CIENCIAS DE LA e
COMUNICACION | COMUNICACION II
ETIMOLOGIAS
T 306 SOCIOLOGIA 36
QUIMICO — BIOLOGICO
TEMAS SELECTOS DE | 5, | TEMAS SELECTOSDE |
QUIMICA | QUIMICA I
TEMAS SELECTOS DE | - | TEMAS SELECTOSDE | .
BIOLOGIA | BIOLOGIA Ii
CIENCIAS DE LA SALUD | | 36 | CIENCIAS D"E LA SALUD | 46
PROBABILIDAD ¥
e ADISTICA 316 | CALCULO DIFERENCIAL | 3/6
ECONOMICO-ADMINISTRATIVO
ECONOMIA | 6 ECONOMIATI 76
ADMINISTRACION T 36 | ADMINISTRACIONT | 376
CONTABILIDAD | 76 CONTABILIDAD Ti 76
PROBABILIDAD Y PROBABILIDAD Y
ESTADISTICA | 306 ESTADISTICA Il 36
FISICO — MATEMATICO
CALCULO DIFERENCIAL | 3/6 | CALCULOINTEGRAL | ,.
TEMAS SELECTOS DE | | TEMAS SELECTOS DE
FISICA | FISICA Il 36
TEMAS SELECTOS DE
ey 36 DIBUJO 36
PROBABILIDAD ¥ - PROBABILIDAD Y ”
ESTADISTICA | ESTADISTICA Il
FORMACTON Ve FORMACION i FORMACION . FORMACION e
PARA EL TRABAJO PARA EL TRABAJO PARA EL TRABAJO PARA EL TRABAJO
ACTIVIDADES 2 ACTIVIDADES " ACTIVIDADES . ACTIVIDADES 2 ACTIVIDADES " ACTIVIDADES "
PARAESCOLARES PARAE SCOLARESS PARAE SCOLARES PARAE SCOLARES PARAESCOLARES PARAE SCOLARESS
ORIENTACION " ORIENTACION " ORIENTACION 5| ORIENTACION EDUCTAIVA |, ORIENTACION 2 ORIENTACION "
EDUCATIVA EDUCATIVA EDUCATIVA EDUCATIVA EDUCATIVA
30046 3046 3046 30046 30046 30146

Nota. Tomado de Mapa curricular del Telebachillerato en Chiapas, por Departamento de educacion terminal y telebachillerato, https://es.scribd.com/document/464172365/MAPA2-CURRICULAR-RIEMS
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Como puede apreciarse en la figura 12, el mapa curricular que propone la
RIEMS esta dividido en dos partes. Los primeros cuatro semestres corresponden al
tronco coman del bachillerato, mientras que los dos ultimos pertenecen al area de
especialidad, llegados a este punto los alumnos deben elegir entre las cuatro opciones
de formacion terminal: humanidades y ciencias sociales, quimico biolégico, econémico
administrativo y fisico matematico. En los seis semestres de duracion del bachillerato
cambian la cantidad de materias llevadas por los alumnos pero las horas y los créditos
permanecen constantes a lo largo de toda su duracion. ElI mapa curricular

anteriormente descrito es puesto en escena desde el 2009 junto con la RIEMS.

A partir del ciclo 2008-2009 la Direcciéon General del Bachillerato (DGB)
incorporé a sus planes de estudios los principios rectores plasmados en la RIEMS que
tiene como proposito principal fortalecer y consolidar la identidad de este nivel
educativo en todas sus modalidades y subsistemas. Se propone proporcionar
educacion de calidad, que ademas sea pertinente y de importancia para el alumno,
para que este sea capaz de relacionar a través de su propio contexto a la escuela y su
entorno. Ademas dicha reforma pretende a través del MCC facilitar el transito de los

alumnos entre los distintos subsistemas que imparten EMS. (SEP, 2010a).

Para lograr lo anterior la RIEMS propone hacerlo a través del MCC que esta
basado en el logro de desempeiios terminales y desarrollo de competencias. Dicho
enfoque educativo permitira “establecer en una unidad comun los conocimientos,
habilidades, actitudes y valores que el egresado de bachillerato debe poseer” (SEP,
2010a, p. 4). Se entiende por competencia a la “capacidad de movilizar recursos
cognitivos para hacer frente a un tipo de situaciones, con buen juicio, a su debido

tiempo, para definir y solucionar verdaderos problemas” (SEP, 2010a, p. 4).

Dentro de las competencias a desarrollar se encuentran las genéricas,
disciplinares y profesionales. Las primeras son aquellas que permiten al alumno influir
en su entorno a través de su comprension, le proporcionan la capacidad de hacerse
cargo de su propio aprendizaje y favorecen el desarrollo de relaciones con los que

convive durante este proceso. Las competencias disciplinares estan divididas en
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basicas y extendidas. La competencias basicas se refieren a los conceptos minimos
necesarios de cada campo disciplinar para que los alumnos sean capaces de
desarrollarse en los distintos contextos en los que esta inmerso en su vida cotidiana,
mientras que las extendidas indican la profundidad esperada segun la trayectoria
académica elegida por los alumnos. Finalmente las competencias profesionales
preparan al estudiante para desempefiarse en el campo laboral y profesional para que

tengan mayores posibilidades de éxito (SEP, 2010a).

A continuacion, se analizaran los programas de estudios autorizados de la
asignatura de matematicas en sus diferentes semestres en los que se identificara el
tratamiento que se le ha dado en la matematica escolar al desarrollo de las
concepciones necesarias para construir el concepto de derivada a través de los

distintos semestres.

Programa de Estudios de Matematicas |. La asignatura de matematicas |

pertenece al campo disciplinar de matematicas, el cual tiene la finalidad de:

propiciar el desarrollo de la creatividad y pensamiento I6gico y critico
entre los estudiantes, mediante procesos de razonamiento,
argumentacion y estructuracién de ideas que conlleven al despliegue de
distintos conocimientos, habilidades, actitudes y valores, en la resolucion
de problemas matematicos que en sus aplicaciones trasciendan el ambito
escolar. La finalidad de la asignatura de Matematicas | es la de permitir al
estudiante utilizar distintos procedimientos algebraicos para representar
relaciones entre magnitudes constantes y variables, y resolver problemas
de la vida cotidiana. (SEP, 2010a, p. 5).

A continuacion en la figura 13 se veran los bloques que componen al programa
de la asignatura de matematicas I, en donde se puede notar su fuerte contenido
algebraico, que ademas es un recordatorio de lo visto en la educacion basica. Se
advierte que en el blogue Il del programa aparece el tema de razones, el cual es
importante por su relaciéon con el tema de estudio, ya que conceptualiza a la razén

como concepto matematico, mismo que es necesario para la comprensién de la
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derivada como razon de cambio. Se entiende como razéon a aquella relacion que se
establece entre dos cantidades comparables entre si, ya sea a través de una diferencia
(raz6n aritmética) o como un cociente (razén geométrica) misma que asociada a la
variacion lineal en primer instancia, y sienta las bases para la comprensién y posterior
utilizacion de la variacion no lineal, como la clave del entendimiento de la derivada de

una funcion.

Al analizar los objetos de aprendizaje del bloque II, asi como los desempefios
esperados por el alumno al finalizarlo se logra advertir que se espera que el alumno
sea capaz de utilizar modelos de variacion proporcional, ademas de utilizar el concepto
de razén. En la figura 14 puede apreciarse dichos desempefios esperados y los

objetivos de aprendizaje del bloque antes sefialado.
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Figura 13

Bloques que componen al programa de la asignatura de Matematicas |

DISTRIBUCION DE BLOQUES

Los bloques que componen el programa de la asignatura son:

Bloque | Resuelves problemas aritméticos y algebraicos
Bloque Il Utilizas magnitudes y nimeros reales

Blogue Ill Realizas sumas y sucesiones de numeros
Bloque IV Realizas transformaciones algebraicas |
Bloque V' Realizas transformaciones algebraicas ||
Bloque VI Resuelves ecuaciones lineales |

Blogque VIl Resuelves ecuaciones lineales |l

Bloque VIII Resuelves ecuaciones lineales IlI

Bloque IX Resuelves ecuaciones cuadraticas |

Bloque X Resuelves ecuaciones cuadraticas |l

Nota. Tomado de Programa de estudios de matematicas | (p. 8), por Secretaria de Educaciéon Publica, 2010a,
http://www.cobaev.edu.mx/docentes/riems/PRIMER_SEMESTRE/MATEMATICAS-I.pdf

La materia de matematicas |, ubicada en el primer semestre consta de diez bloques, los primeros tres se
relacionan con la aritmética y en menor medida, con la transicion hacia lo algebraico. La segunda parte del curso se
centra en algebra, en primera instancia en ecuaciones lineales para posteriormente cerrar con aquellas de segundo

grado.
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Figura 14

Desempefios y objetivos de aprendizaje del estudiante al concluir el bloque II

MATEMATICAS |

Bloque Nombre del Blogue Tiempo asignado

Il UTILIZAS MAGNITUDES Y NUMEROS REALES 6 horas

Desempenos del estudiante al concluir el blogue

Ubica en la recta numérica nameros reales y sus respectivos simétricos.

Combina calculos de porcentajes, descuentos, intereses, capitales, ganancias, perdidas, ingresos, amortizaciones, utilizando distintas representaciones, operaciones y propiedades
de numeros reales.

Utiliza razones, tasas, proporciones y variaciones, modelos de variacion proporcional directa e inversa.

Construye modelos aritméticos, algebraicos o graficos aplicando las propiedades de los numeros reales.

Objetos de aprendizaje Competencias a desarrollar

Numeros reales: representacion y Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y
operaciones. variacionales, para la comprension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

Tasas Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

Razones

Explica e interpreta los resultados abtenidos mediante procedimientos matematicos y los contrasta con modelos establecidos o
Proporciones y situaciones reales.

Variaciones Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para determinar o estimar su comportamiento.
Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente, las magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos
que lo rodean.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientificos.

Asume una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro de distintos equipos de
trabajo.

Privilegia el dialogo como mecanisma para la solucion de conflictos.

Nota. Tomado de Programa de estudios de matematicas | (p. 15), por Secretaria de Educacion Publica, 2010a,
http://www.cobaev.edu.mx/docentes/riems/PRIMER_SEMESTRE/MATEMATICAS-I.pdf

Entre las competencias a desarrollar destaca una que para la presente investigacion resulta interesante, ya que se
espera que el alumno analice las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural y a través de dicho

analisis sea capaz de determinar o estimar su comportamiento, una habilidad necesaria para el calculo diferencial.
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Programa de Estudios de Matematicas Ill. A continuacion se analiza el
programa de estudios de la materia de matematicas Ill ubicada en el tercer semestre
del mapa curricular, la cual pertenece al tronco comun del subsistema (SEP, 2011a). El
contenido principal del tercer semestre involucra a la rama de las matematicas que

relaciona a la geometria y al algebra: La geometria analitica.

Esencialmente lo que la geometria analitica proporciono fue una manera
de fusionar la geometria ordinaria con el algebra, de manera que
problemas de una disciplina pudieron ser traducidos en problemas
correspondientes a la otra. La base de esa traduccion fue la identificacion
de puntos con parejas ordenadas de numeros y de rectas o curvas con

ecuaciones algebraicas apropiadas. (Cruse y Lehman, 1982, p.21)

El nacimiento de la geometria cominmente se le atribuye a Rene Descartes,
filosofo, matematico y fisico Francés; por el apéndice La geométrie incluido en su
Discurso del Método. En la matematica escolar la geometria analitica se encuentra
ubicada en el tercer semestre, y en ella se sientan las bases para la comprension de
elementos y concepciones necesarias para el proceso ensefianza aprendizaje de la

derivada.

Un buen fundamento en Geometria Analitica del espacio es de gran valor
para estudios posteriores de Matematicas. Por ejemplo, un estudio
razonado de interseccién de superficies y curvas en el espacio sera una
gran ayuda para la comprension de muchos temas de Calculo

infinitesimal. (Lehman, 2002, p.6)

Por tanto se analizara el programa de estudios de la materia matematicas Il de
bachillerato, y como puede notarse en la figura 15 se encuentra distribuida en siete

bloques con el afan de facilitar la formulacién y resolucién de situaciones didacticas.
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Figura 15

Blogues que componen al programa de la asignatura de Matematicas Il

MATEMATICAS III

DISTRIBUCION DE BLOQUES

Esta asignatura esta organizada en siete bloques, con el objeto de facilitar la formulacion y/o resolucion de situaciones o problemas de manera integral en cada uno, y de garantizar el
desarrollo gradual y sucesivo de distintas competencias en el estudiante. Los siete bloques para esta asignatura son los siguientes:

Blogue I Reconoces lugares geométricos.

En este bloque el alumnado alcanzara desempenas que le permiten reconocer las caracteristicas matematicas que definen un lugar geométrico.

Blogue Il Aplicas las propiedades de segmentos rectilineos y poligonos.

En este bloque el alumnado alcanzard desempencs que le permiten explorar las posibilidades analfticas para realizar calculos meétricos de segmentos rectilineos y poligonos.
Blogue I1I' Aplicas los elementos de una recta como lugar geométrico.

Bloque IV Utilizas distintas formas de la ecuacion de una recta.

En los blogues 11y IV el alumnado alcanzard desempenos que le permiten realizar un estudio de las propiedades geométricas de la recta y de sus posibilidades analiticas.
Bloque V' Aplicas los elementos v las ecuaciones de una circunferencia.

En este bloque alumnado alcanzard desempenos que le permiten realizar un estudio de las propiedades geométricas de la circunferencia y de sus posibilidades analiticas.
Blogue VI Aplicas los elementos vy las ecuaciones de la parabola.

En el blogue el alumnado lograra desempenos que le permiten realizar un estudio de las propiedades geométricas de la pardbola y de sus posibilidades analiticas.

Blogue VII' Aplicas los elementos y las ecuaciones de la elipse.

En el bloque el alumnado lograra desempenos que le permiten analizar las caracteristicas de elipses e hipérbolas y se destacan los casos con ejes paralelos a los ejes cartesianos.

Nota. Tomado de Programa de estudios de matematicas Il (p. 8), por Secretaria de Educacién Publica, 2011a,
http://cobaev.edu.mx/docentes/riems/TERCER_SEMESTRE/MATEMATICAS-III.pdf

En los bloques lll y IV aparece la linea recta, desde sus caracteristicas y elementos como lugar geométrico, hasta
sus distintas formas y aplicacion. Sin duda representa una oportunidad de dirigir una situacion que involucre fenbmenos

con magnitudes cambiantes en el tiempo, ademas de asentar las caracteristicas geométricas y como se relacionan con
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sus objetos algebraicos para su posterior desarrollo en el calculo diferencial. Asi pues, en la figura 16 pueden apreciarse

los aprendizajes esperados del bloque 1.

Figura 16

Desempefios y objetivos de aprendizaje del estudiante al concluir el bloque Il

MATEMATICAS 111

Bloque

Nombre del Blogue Tlempo asignado

I APLICAS LOS ELEMENTOS DE UNA RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO 10 horas

Desempefios del estudiante al concluir el bloque

Reconoce la recta como lugar geométrico.

Reconoce la relacion entre el angulo de inclinacion y la pendiente de una recta.
Aplica los elementos de una recta como lugar geométrico en la solucion problemas y/o ejercicios.

Objetos de aprendizaje

Linea recta
Definicion
Pendiente y dngulo de inclinacion de una recta
Angulo formado por dos rectas
Condiciones de paralelismo y
perpendicularidad.

Competencias a desarrollar

Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus pasos contribuye al alcance de
un objetivo.

Construye hipotesis y disena y aplica modelos para probar su validez.

Utiliza las tecnologfas de la informacion y comunicacion para procesar e interpretar informacion.

Elige las fuentes de informacion més relevantes para un propdsito especifico y discrimina entre ellas de acuerdo a su relevancia y
confiablidad.

Define metas y da sequimiento a sus procesos de construccién de conocimientos.

Propone la manera de solucionar un problema y desarrolla un proyecto en equipo, definiendo un curso de accion con pasos
especificos.

Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera reflexiva.

Asume una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro de distintos equipos
de trabajo.

Nota. Tomado de Programa de estudios de matematicas Il (p. 8), por Secretaria de Educacion Publica, 2011a,
http://cobaev.edu.mx/docentes/riems/ TERCER_SEMESTRE/MATEMATICAS-III.pdf
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Puede notarse en la figura 16 que el concepto de pendiente de la recta esta
anclado al angulo de inclinacion de la misma, sin embargo dicha pendiente puede y
debe relacionarse a través de problemas que representen fenémenos fisicos no solo al
angulo de inclinacion, sino como una manera de permita adentrarse en el tema de
razon de cambio, como una continuacion de lo sefialado en el bloque II del programa

de estudios de la materia de matematicas I.

Programa de Estudios de Mateméticas IV. Para el cuarto semestre, en la
materia de mateméticas IV, la principal finalidad es la de desarrollar en los estudiantes
habilidades, conocimientos y actitudes en relacion con la comprensiéon y aplicacion de
funciones, en los distintos campos de estudio, como lo son el campo de las ciencias
naturales, el econémico administrativo y las ciencias sociales. Logrando lo anterior a
través del conocimiento de los distintos tipos de funciones contempladas en el

programa y sus caracteristicas (SEP, 2011b).

El programa de estudios de esta materia que puede verse en la figura 17 esta
conformado por ocho blogues en los que se establecen las caracteristicas que definen
a cada tipo de funcion, no sin antes diferenciarlas de las relaciones. Ademas se
estudian los distintos tipos de representacion de las funciones, desde los enunciados
gue dan origen a las funciones, tablas de valores que representan la relacion entre las
variables, parejas ordenadas, conjuntos, graficas de lugares geométricos, etc.
Posteriormente se trabaja con las caracteristicas de cada funcion, reconociendo
patrones graficos, propiedades geométricas, soluciones, identificacion de dominios y
rangos y la respectiva explicacion de su comportamiento, esto es muy importante para
el alumno, puesto que este acercamiento y manipulacion de las funciones permite que
las conozca y se vaya familiarizando con ellas, de tal suerte que pueda encontrarle
sentido y utilidad a las funciones matematicas, mismas que puede encontrarse o el

mismo plantear a través de su cotidiano.
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Figura 17

Bloques que componen al programa de la asignatura de matematicas IV

MATEMATICAS IV

DISTRIBUCION DE BLOQUES

El programa de Matematicas IV estd conformado por ocho blogues gue se enuncian con una redaccion dirigida a los estudiantes a continuacion:

Blogue | Reconaces y realizas operaciones con distintos tipos de funciones.

En este blogue se establecen las caracteristicas matematicas que definen las relaciones entre dos magnitudes enfatizando las de caracter funcional.

Blogue Il Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas.

En este blogue se distinguen y describen diferentes tipos de funciones matematicas, asi como operaciones y trasformaciones algebraicas y/o geométricas.

Blogue Ill Empleas funciones polinomiales de grados cero, uno y dos.

En este blogque se determinan las situaciones de un modelo de cero, uno y dos grados, empleando criterios de comportamiento de datos.,

Blogue 1V Utilizas funciones polinomiales de grado tres y cuatro.

En este blogue se reconocen patrones gréficos, se describen propiedades geométricas y se obtienen soluciones de ecuaciones factorizables.

Blogue ¥ Utilizas funciones factorizables en la resolucion de problemas.

En este blogue se efecttia un andlisis comparativo de las funciones polinomiales hasta grado cuatro profundizando en el andlisis de las caracteristicas de los modelos lineales y cuadraticos, y se

desarrollan procedimientos numéricos, algebraicos y geométricos para la obtencion de los ceros polinomiales, los cuales se definen como los cortes de la gréfica con el eje “x" y las raices son las
soluciones de |a ecuacion asociada.

Blogue VI Aplicas funciones racionales.
En este blogue se revisan las funciones Racionales y la existencia de posibles asintotas.
Blogue VI Utilizas funciones exponenciales y logaritmicas.

En este blogue se obtienen valores de funciones exponenciales y logaritmicas, asimismo se aplican dichOs valores para modelar y resolver problemas.
Blogue VIII Aplicas funciones periodicas.

En este blogue se estudian las funciones exponenciales, logaritmicas y periodicas.

Nota. Tomado de Programa de estudios de matematicas IV (p. 8), por Secretaria de Educacion Publica, 2011b,
http://www.cobaev.edu.mx/docentes/riems/CUARTO_SEMESTRE/Matematicas-1V.pdf

El bloque | es introductorio, se sientan las bases de funciones y relaciones, se describen sus caracteristicas para
gue a través de ese conocimiento los estudiantes logren describir situaciones de su entorno. El bloque Il continta con el

conocimiento y explicacion de esos tipos de funciones y se adentra poco a poco a las funciones inversas.
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A través de los siguientes blogues se profundiza en los demas tipos de
funciones, polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas y periodicas, como se
puede apreciar a continuacion. En este semestre es importante, dentro de las
caracteristicas de las funciones, sentar las bases del andlisis de las funciones, sobre
todo en la clasificacion que involucra la representacion grafica de las mismas y su
forma de crecimiento, que el alumno sea capaz de conectar el tratamiento de la funcién
desde su representacion en forma de tabla, hasta el analisis pertinente de continuidad,

dominio, rango, crecimiento, etc.

Programa de Estudios de Calculo Diferencial. Al llegar al quinto semestre los
alumnos eligen un area de formacién para cursar el ultimo afio. El calculo diferencial se
encuentra en el area de fisicos matematicos en su quinto semestre, mientras que
aparece en sexto semestre para el area de quimicos biol6égicos. La asignatura de

Célculo diferencial:

tiene como finalidad analizar cualitativa y cuantitativamente la razén de
cambio instantdneo y promedio, lo que permitira dar soluciones a
problemas del contexto real del estudiante al facilitarle la formulacion de
modelos matematicos de problemas financieros, econémicos, quimicos,
ecoldgicos, fisicos y geométricos. Una segunda finalidad es la resolucién

de problemas de optimizacion. (SEP, 2010b, p. 5).

Un problema constante en la ensefianza del calculo diferencial ha sido su alta
carga algoritmica, mecanizada y descontextualizada. Con este programa de estudios
se busca darle un nuevo enfoque en el cual el estudiante construya su propio
conocimiento a partir de la resolucién e interpretacion de problemas pertenecientes a
Su propio contexto y que ademas sean de interés para él. Se parte de la resolucion de
limites de funciones, y la transformacion de problemas cotidianos en ejercicios
algebraicos para posteriormente transitar por el trabajo con fendbmenos que involucren
razones de cambio. Finalmente se trabaja con las aplicaciones comunes de la
derivada. En la figura 18 puede verse el programa de estudios completo de la materia

de célculo diferencial.
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Figura 18

Blogues que componen al programa de la asignatura de Célculo Diferencial

CALCULO DIFERENCIAL PROGRAMA EN VALIDACION

DISTRIBUCION DE BLOQUES

BLOQUE I. ARGUMENTAS EL ESTUDIO DEL CALCULO MEDIANTE EL ANALISIS DE SU EVOLUCION, SUS MODELOS MATEMATICOS Y SU RELACION CON HECHOS REALES.
En este blogue el estudiante se ubica y conace los antecedentes historicos de la rama de las Matematicas y como su nacimiento ha contribuido a los grandes avances ds la humanidad.

BLOQUE II. RESUELVES PROBLEMAS DE LIMITES EN SITUACIONES DE CARACTER ECONOMICO, ADMINISTRATIVO, NATURAL Y SOCIAL .

Se busca que el estudiante resuelva problemas sobre limites en las ciencias naturales, economico-administrativas y sociales: mediante el analisis de tablas, graficas y aplicacion de las propiedades de
los limites

BLOQUE I1l. CALCULAS, INTERPRETAS Y ANALIZAS RAZONES DE CAMBIO EN FENOMENOS NATURALES, SOCIALES, ECONOMICOS, ADMINISTRATIVOS, EN LA AGRICULTURA, EN LA
GANADERIA Y EN LA INDUSTRIA.

En este bloque se estudiara la razon de cambio promedio e instantanea, el cambio de posicion de un objeto en el tiempo y la interpretacion geométrica de la derivada.

BLOQUE V. CALCULAS E INTERPRETAS MAXIMOS Y MINIMOS SOBRE LOS FENOMENOS QUE HAN CAMBIADO EN EL TIEMPO DE LA PRODUCCION, PRODUCCION INDUSTRIAL O
AGROPECUARIA.

Se trabajara sobre la obtencion de méaximos y minimos absolutos y relativos y coma ellos influyen en el éxito o fracaso de las producciones empresariales, industriales, agricolas y en el
comportamiento de los fenamenas naturales.

Nota. Tomado de Programa de estudios de calculo diferencial (p. 8), por Secretaria de Educacién Publica, 2010b,
http://www.cobaev.edu.mx/docentes/riems/FORMACION_PROPEDEUTICA/5_SEMESTRE/calculo-diferencial.pdf
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Logra apreciarse que aun en un nuevo enfoque de ensefianza del calculo diferencial se
opta por la resolucion de limites de funciones, sin embargo en el bloque 1l se pretende
que el alumnado trabaje tanto con la interpretacion geométrica de la derivada como con
la nocién de razon de cambio, dos aspectos importantes para la construccion del

concepto de derivada.

Construccion del Conocimiento. Esta dimensidbn ha sido descrita
anteriormente en el marco de la Socioepistemologia, por lo que no sera necesario

reescribirla.

Estudio Epistemoldégico de la Recta Tangente. Esta dimension ha sido

descrita anteriormente en el estado del arte, por lo que no sera necesario reescribirla.
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Capitulo IV. Resultados y discusion

El disefio de la situacion a partir del analisis preliminar que contempla el estudio
de los planes y programas de la materia; la descripcion de la construccion del
conocimiento por parte de los alumnos y el andlisis epistemoldgico de la recta tangente
es un primer resultado obtenido en esta investigacion, la aplicacion de dicha secuencia
y su andlisis es un segundo resultado, a continuacion se detalla dicho disefio asi como

Su puesta en escena y los resultados obtenidos.
Fase de disefio. Analisis a priori

En esta parte del proceso experimental se construye la secuencia didactica. Se
define el rol del investigador, la tarea a realizar por los alumnos, tiempos, variables, etc.
El objetivo fundamental es determinar de qué manera las elecciones realizadas por los
sujetos de estudio posibilitan controlar su conducta y lo que ella representa (Esqueda,
2014). Es decir que esta fase se sustenta en plantear una serie de hipotesis que seran

contrastadas en la fase de analisis a posteriori.

La secuencia didactica se ha planteado para estar compuesta por tres
actividades. En la primera actividad, se propone que los alumnos realicen en GeoGebra
la grafica de una funcién siguiendo un video tutorial que el investigador ha elaborado

para tal fin y que puede encontrarse en: https://youtu.be/udnMCOkn5p0. En este video

se encuentran los pasos a seguir para construir la gréafica de la derivada de una funcién
utilizando geometria animada, en donde a través del valor de la pendiente de la recta
tangente a un punto animado de una curva, se puede visualizar la grafica de la

derivada de una funcion.

Acto seguido se modela y anima una ecuacion abstracta para analizarla a través
de preguntas guias planteadas por el investigador. Con ello se busca que el alumno
desarrolle procesos de razonamiento matematico que le permitan vincular la
informacion obtenida producto del andlisis de la grafica y el concepto previamente
estudiado de razon de cambio. Asi pues se pretende que el alumno obtenga

informacion a partir de la representacion grafica de una funcién y de su derivada y que
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esta informacion le sirva para construir su propia resignificacion del concepto de

derivada.

Finalmente, los alumnos deberan trazar la gréfica de la derivada de una funcién

sin realizar ningun calculo ni conocer las ecuaciones de dichas funciones.

Secuencia didactica.

En esta actividad los alumnos deben seguir un video tutorial para construir una

grafica que permita visualizar el lugar geométrico de la derivada de una funcion f(x) a

través de la animacion de un punto cuya ordenada representara el valor de la

pendiente de la recta tangente a un punto de f(x). La actividad a realizar se describe a

continuacion:

|. Con apoyo del tutorial para la sesién de hoy, construye la grafica de la derivada
de una funcion cubica f(x). El video Derivada de una funciéon se encuentra en el
siguiente enlace: https://youtu.be/udnMCOkn5p0, y debe utilizarse como guia
para realizar lo siguiente:

Trazala curva f(x) = x3

Sobre ella traza un punto A que pueda deslizarse sobre la curva

Traza una recta tangente g a la curva f(x) en el punto A.

En la interseccién de la tangente g y el eje Y coloca un punto B.

Sea el nUmero m, tal que m sea la razén de la diferencia de ordenadas entre
la diferencia de abscisas de los puntos Ay B.

Sea el punto C, cuyas coordenadas sean la abscisa del punto A, y cuya
ordenada sea el numero m; (x(A), m).

Activa el rastro del punto C y anima el punto A

Il. Una vez hecho esto, responde las siguientes preguntas:

1. ¢Qué forma dibuja el rastro del Punto C?
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2. ¢Qué sucede con el numero m conforme el punto A transita por la curva?
¢ Tiene un valor constante?

3. Coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en x = —0.5. ¢ Cuél es el
valor del nimero m para este caso? ¢Cual es la ecuacion de la recta
tangenteg? ¢yparax =—-1,x=0,x =1, x = 3?

4. ¢Qué puedes concluir acerca del numero my el término lineal de la ecuacion
de la recta tangente g, cudl es la relacion que guardan entre si ambos
términos?

5. ¢Qué representa el nimero m?

6. ¢Qué representa el lugar geométrico trazado por el punto C?

7. Sea f’(x) = 3x? la derivada de la funcion. Trazala en Geogebra y contesta
las siguientes preguntas: ¢Qué forma tiene su grafica? ¢Qué relacion tiene
con el rastro marcado por el punto C? ¢ Qué puedes concluir al respecto?

8. Evalta f’(—0.5), coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en
x = —0.5. Observa el valor de la pendiente de la recta g, ¢Qué puedes
concluir al respecto?

Una vez realizadas las actividades y resueltas las preguntas planteadas con la guia del

docente, se puede proseguir analizando otros tipos de funciones.
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lll. Analizando la geometria de la funcion f(x), dibuja la gréfica de la funcién f'(x).

a) Sea la siguiente gréafica de una funcion f(x)

Dibuja la gréafica que corresponde a su derivada f'(x)
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b) Sea la siguiente gréfica de una funcion f(x)

Dibuja la gréafica que corresponde a su derivada f'(x)
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c) Sea la siguiente grafica de una funcién f(x)

Dibuja la gréafica que corresponde a su derivada f'(x)
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Fase de experimentacion

Esta fase se encuentra integrada por tres aspectos: el primero de ellos es la
puesta en escena de la secuencia didactica, que es donde se realiza la aplicacion de la
actividad propuesta siguiendo los pasos descritos para tal fin; el segundo se refiere a
los estudiantes, la descripcion del grupo de estudio; y en el Ultimo ese considera a la
dinAmica a utilizar, es decir, el papel que desempefiardn tanto alumnos como

investigador (Esqueda, 2014).
La puesta en escena, los alumnos y la dindmica a seguir.

Se realiz6 la puesta en escena de la secuencia didactica el dia 12 de febrero de
2024, en el ejido Vicente Guerrero, perteneciente al municipio de Salto de Agua,
Chiapas, particularmente a los estudiantes del sexto semestre grupo C, que
corresponden a 13 alumnos del area de fisicos mateméticos del Telebachillerato nim.
100 Carlos Olmos. Se consideraron dos horas para la aplicaciéon de la secuencia, de
donde se obtuvo evidencia escrita y fotografica, esto con pleno consentimiento del

alumnado.

Debido a que la secuencia didactica se apoya en el uso de la tecnologia, fue
necesario utilizar la sala de computo de la escuela. Previamente se instalé en cada
computadora el software GeoGebra version 6.0. A manera de precision es importante
mencionar que la secuencia didactica también ha sido probada para la version 5.0 del

programa.

Como se menciond anteriormente el programa puede ser utilizado en
smartphones y tablets, sin embargo se opt6 por ocupar computadoras para este
ejercicio porque resulta conveniente aprovechar el tamafio del monitor para el analisis
grafico, ademas es mas comodo el uso de teclado y mouse para el trazo e introduccion

de informacién a GeoGebra.

En cuanto a la organizacion del alumnado, como puede apreciarse en la figura
19, cada participante tomd una computadora para realizar la construccion del ejercicio

en GeoGebra de manera individual, sin embargo no se aplicé restriccion alguna para
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apoyarse entre compaferos y resolver las dudas de uso y captura de datos en el
programa. Esto fue benéfico, puesto que entre pares se apoyaron para resolver sus
dudas con respecto al manejo del programa aunque el video tutorial es claro y el
programa muy intuitivo, ademas se contdé en todo momento con la guia del docente
para completar las instrucciones de la primera parte de la secuencia didactica. Es
importante recalcar que la toma de fotografias fue realizada con estricto consentimiento
de los alumnos, y que en todo momento se protegieron sus identidades y su derecho a
la privacidad.

Figura 19.

La dindmica de trabajo

Nota. En la imagen se muestra la dindmica de trabajo utilizada en la secuencia

didactica.

Durante la construccion del ejercicio en GeoGebra el estudiantado se mostrd
muy interesado a pesar de los obstaculos que encontraron para construir la secuencia,
cuando tuvieron una dificultad con el uso del programa recurrieron al compafiero mas
cercano para aclarar su duda, y en segunda instancia levantaron su mano para obtener
asesoria del docente. Entre los errores mas comunes se hallaron aquellos relacionados
con la introduccién de los datos al programa ya que en algunas computadoras estaba

oculta la barra de herramientas del software utilizado, también hubo confusion para
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elegir los iconos que hacian referencia a los objetos matematicos a construir y es que
cabe mencionar que para todos en la sala fue la primera vez que tuvieron un
acercamiento con el programa de modelado matematico. También es importante
puntualizar que solo un alumno cuenta con laptop, por lo que el Unico contacto que ha
tenido la mayoria del grupo con una computadora ha sido en el contexto escolar, esto
fue muy evidente ya que cerca de la mitad de alumnos tuvieron dificultades con el
manejo del mouse, en cuanto a falta de practica, por lo que fue complicado para ellos
mover los puntos sobre la curva, o realizar graficamente la colocacién de los objetos
matematicos. Sin embargo, a pesar de estas dificultades todos los alumnos lograron
construir con éxito la secuencia en GeoGebra y estuvieron muy interesados en dicha
actividad ya que no es comun para ellos que en la materia de mateméticas se utilice

este tipo de herramientas digitales para las clases.

En la segunda parte de la secuencia didactica el alumnado contest6 una serie de
preguntas a partir del andlisis de la grafica que construyeron en GeoGebra. En este
momento de la secuencia didactica los alumnos estuvieron concentrados en lo que
construyeron en la computadora, sin embargo hubo necesidad de recordarles algunos
conceptos basicos de matematicas, como por ejemplo los elementos que componen al
plano cartesiano, y los elementos que conforman a una pareja ordenada que define a
un punto en el espacio. También fue necesario hacer un breve repaso de lo que es la
pendiente de una recta y lo que representa su inclinacion y direccién. En esta etapa los
estudiantes se mostraron cualitativamente mas desenvueltos en sus participaciones, en
la opinibn del investigador, debido a la confianza ganada por concluir

satisfactoriamente la primera etapa de la secuencia.

Finalmente se les pidié que trazaran la gréafica de la derivada de una funcién sélo
estudiando su geometria. Para esta actividad final, los alumnos realizaron su trabajo de
manera individual y la interaccion entre pares fue practicamente nula, pues todos

estuvieron muy concentrados y atentos en el dibujo.
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Resultados y discusion de la Aplicacion de la Secuencia Didactica.

La presentacion de los resultados y la discusion de la puesta en escena de esta
investigacion se ha realizado en lo que en Ingenieria Didactica se conoce como: fase
de validacion, en donde se realiza una confrontacion entre las hipétesis propuestas en
el andlisis a priori y lo obtenido en el analisis a posteriori. Para clarificarlo, el andlisis a
priori se ha categorizado de la siguiente manera: conocimientos y habilidades, es decir
lo que los alumnos deben de tener como parte de su conocimiento previo a la situacion;
las intenciones did4cticas, lo que el investigador pretende conseguir con la secuencia y
las consideraciones previas que contemplan aquello que se quiere lograr y aquello que
puede considerarse como una dificultad para conseguirlo. En el caso del andlisis a
posteriori se contemplan los resultados de la fase experimental, obtenidos a través de
la interaccion de los alumnos con la secuencia didactica. Para mayor claridad en la

confrontacién, se han elaborado las siguientes tablas basadas en Esqueda (2014):

Cabe mencionar que se pidié a los alumnos analizar lo que construyeron en
GeoGebra, y a partir de dicho analisis contestaran las preguntas presentadas al lector
anteriormente.

Tabla 1.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori. Pregunta uno.

Confrontacion: Andlisis a priori y a posteriori

Descripcién del ejercicio. Pregunta nimero uno.

1. ¢Qué forma dibuja el rastro del Punto C?
Para contestar esta pregunta los alumnos deben de animar el punto A y analizar
la forma que toma la trayectoria descrita por el punto. Se persigue que los
estudiantes aprecien que se trata de una parabola.

Analisis a priori Andlisis a posteriori

Conocimientos y habilidades: Que los alumnos sean | En esta pregunta todo
capaces de interpretar el lugar geométrico de una | el estudiantado

funcién. Ademas de utilizar la modelacion y graficacion | coincidié que la gréfica
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para interpretar la forma que describe el rastro del
punto C.

Intenciones didéacticas: Con la finalidad de que los
alumnos relacionen la grafica obtenida con la de la
derivada de una funcion, se busca que los alumnos
reconozcan el tipo de grafica que describe el punto C.
Consideraciones previas: Se espera que los alumnos
logren identificar la forma del rastro que se obtiene
cuando el punto C transita por la curva f(x), sin
embargo si los alumnos no tienen claro la forma que
tienen las ecuaciones cuadraticas podrian presentar
dificultad para identificar el tipo de grafica que se dibuja,
el docente debe asegurarse previamente que los

alumnos poseen este conocimiento.

descrita por el rastro
gue dibuja el punto C al
realizar su movimiento

es una parabola. Se

observa que los
alumnos interpretaron
al lugar geométrico

trazado por el punto C
como el de una
ecuacion de segundo
grado. También
advirtieron que dicho
movimiento esta
relacionado con el que

realiza el punto A.

Nota. En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta numero uno de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).

Tabla 2.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori. Pregunta dos.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta nimero dos.

2. ¢Qué sucede con el numero m conforme el punto A transita por la curva?

¢, Tiene un valor constante?

Para contestar esta pregunta los alumnos deben analizar el valor del nimero m

conforme el punto A transita por la curva. Se persigue que los estudiantes

concluyan que el valor de m es variable.

Analisis a priori

Analisis a posteriori

Conocimientos y habilidades:

construir e interpretar modelos matematicos. Deben

Capacidad para | En

las respuestas

obtenidas a esta pregunta
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tener la capacidad de analizar las relaciones entre
dos o mas variables. Ademas ser capaces de
interpretar graficas para la obtencion de conclusiones
referentes a su comportamiento, estas habilidades
estan contempladas en el programa de estudios.
Intenciones didacticas: A través del analisis de la
curva y de los parametros algebraicos presentes en
GeoGebra, los alumnos concluyen que el niumero m
es variable y su variacion esta relacionada con el
movimiento del punto A sobre la curva.
Consideraciones previas: Se espera que los
alumnos logren identificar el comportamiento del
namero m a través de la observacion de la gréafica en

la que modelaron el ejercicio.

se encontr6 que los
alumnos sefialaron que el
valor del nimero m es
variable y que éste varia
en relacion al movimiento
del

respuestas se

punto A. Entre las
pueden
leer: “Aumenta conforme

el punto A va pasando por

la curva’, el valor
cambia”, “su valor es
positivo”, “Su valor

aumenta hasta pasar por
A, luego disminuye vy

vuelve a aumentar”.

Nota. En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta dos de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).

En la pregunta nimero dos, seis estudiantes notaron un cambio en la forma en

la cual “crece” la curva, como botén de muestra entre las respuestas obtenidas

mostradas en la figura 20 se destaca: “su valor aumenta hasta pasar por A, luego

disminuye y vuelve a aumentar”, lo que permite advertir que el estudiante ha notado

gue hay un punto de inflexion en la curva f(x). Cuando el punto Ay la recta tangente g

pasan por el origen, aunque se mantienen positivas, la razon de cambio decrece para

posteriormente seguir aumentando, este es un aspecto del problema que ha sido

posible advertirse gracias a GeoGebra, que como sefala Carrillo (2012), permite

visualizar ciertos detalles y relaciones que de otro modo no seria posible.

78



Figura 20.

Respuestas a preguntas uno y dos

1. 2Qué forma dibuja el rastro del Punto C2

o\ o Novabo\ex
\ N v

2. 3Qué sucede con el nimero m conforme el punto A fransita por la
curvaz gliene un valor-constante?

AUmen XS contTovme o\ Condle B

AT MR e gV A YoV \a coxvo

1. 3Qué forma dibuja el rasiro del Punto C?
una  farchola

2. 3Qué sucede con el nimero m conforme el punto A transita por la
curva? zTiene un valor constante? |

Ote & PO VLewR ¢ Sncvementar Yo ave nforme
er Puntd A Be Qeve e Punko M inceneata J
& Ponhwo

Nota. En la imagen se muestra dos ejemplos de respuestas realizadas a las preguntas

uno y dos de la secuencia didactica.

Como pudo apreciarse en la figura 20, los estudiantes restantes percibieron que
el nimero m varia con relacion al desplazamiento del punto A sobre la curva, sin
embargo no notaron cOmo esta naturaleza cambiante de la tangente tiene al mismo
tiempo un cambio en su variacion, es importante destacarlo puesto que de esta
observacion podria desprenderse la idea clave de razon de cambio. Puesto que a
pesar de que el crecimiento es positivo, es decir que la magnitud continda en aumento,
ese aumento no es constante, sino que hay un decrecimiento en la manera en la cual
“crece”, para posteriormente volver a aumentar. Para lograr el alcance que se pretende
con esta pregunta, serd necesario reformularla con tal que el alumno pueda

preguntarse no so6lo si es variable o constante, sino cOmo es esa variacion.
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Tabla 3.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori. Pregunta tres.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta numero tres.

3. Coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en x=-0.5. ¢Cual es el

valor del numero m para este caso? ¢Cual es la ecuacion de la recta

tangente g? ¢ Y para x=-1, x=0, x=1, x=37?

Los alumnos analizan el valor del nimero m conforme el punto A transita por la

curva en puntos especificos. Se persigue que los estudiantes concluyan que el

valor de m se correlaciona con la posicién de la abscisa del punto A, y que dicho

ndmero se encuentra presente en la ecuacion de la recta tangente a la curva.

Analisis a priori

Analisis a posteriori

Conocimientos y habilidades: Los alumnos deben
tener la capacidad de analizar las relaciones entre
dos 0 mas variables para identificar la relacién entre
el comportamiento de una variable con respecto a
otra.

Intenciones didéacticas: A través del analisis de los
pardmetros algebraicos presentes en GeoGebra, el
alumno concluye que el nimero m es variable y su
variacion esta relacionada con el movimiento del
punto A sobre la curva, ademas se espera que los
alumnos noten que la linea tangente guarda una
relacion directa con el valor de m y su posicion
geométrica en la grafica.
Consideraciones previas: Se espera que los
alumnos logren identificar la relacion del nimero m
con la posicion del punto A que transita sobre la
curva. Un posible obsticulo es la precision con la

gue deberan colocar el punto A sobre la curva, ya

La mayoria de los

alumnos lograron

posicionar al punto A en

donde Ilo indicaba la
instruccion. En estos
casos, los alumnos

identificaron tanto el valor
que adquiere el nimero m
como la ecuacién de la
recta tangente. Hallaron
gue al moverse el punto A
sobre la curva, Ila
inclinacion de la recta
tangente se modifica.

En los casos en los que
no lograron realizar la
identificacion de los

valores de los parametros
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que si utilizan el zoom de la computadora muy | antes mencionados, se
alejado puede cometerse un error de colocacion. El | debi6 a un error en la
programa redondea los decimales, y si la colocacién | colocacion del punto A
del valor de la abscisa no es exacta en los puntos | sobre la curva, como se
marcados, en la barra algebraica (que es donde los | menciondé en las
valores de las funciones se presentan, ecuaciones, | consideraciones previas
etc.) pueden haber inconsistencias numéricas que | esta era una posible
afectaran al ejercicio, por lo que el investigador | fuente de error.

debera tener cuidado de que cada alumno realice la

colocacion correctamente.

Nota. En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta tres de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).

Como boton de muestra, en la figura 21 se presentan algunos ejemplos de lo

que se encontré como respuesta.

Figura 21.

Respuestas a pregunta tres.

3. Coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en x = —0.5. 3Cudl es
el valor del nimero m para este caso? zCudl es la ecuacion de larecta
tangente “g"2 sy parax =-1,x=0x=1x= 32

X=-05 m:ow\ 9§ 2 0,y N3

Xz-\  m=: 3.0\ 9s 3.0\ 2 + 2.0\
x= O m: o 9=0
x= \ m=3 3= 3x =2
= 2 =23 53y -0+ 13 i
s .i..x?.\. iadae :‘-\3:4. iir nmmn‘sdél’#(m%?o m v el término lineal de la

3. Coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en x = —0.5. 3Cudl es
el valor del nimero m para este caso? zCudl es la ecuacion de larecta

P £ = =1, x=3%
13::8:3(;;2 g‘ 2 3y para x ; :- ‘O;xm_' 2 x=3=mM=70.9%
Frnion, g ¥-098x)ov Suvzgndief? ool gprlsns
X=0 <=5
S:O;\*O

NS e tie mmnrem Asl niimara m v el término lineal de la

Nota. En la imagen se muestran algunas de las respuestas a la pregunta tres de la

secuencia didactica.
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Como puede notarse en los ejemplos de la figura 21, los alumnos anotaron los
valores del nimero m correspondientes a la posicion del punto A y escribieron las
ecuaciones de la recta tangente g para dicho punto. Nueve estudiantes lograron
advertir desde esa instancia que la posicion del punto A y el valor que adquiere el
namero m estan relacionados, ademas apreciaron visualmente que al mover al punto A
sobre la curva, la inclinacion de la recta tangente también cambia. Como menciona
Elias (2017) el uso de tecnologia en el aula de mateméticas mejora el andlisis e
interpretacion de datos a través de fomentar la experimentacion y manipulacion de
objetos matematicos que de otro modo no habria sido posible. Asi pues con la facilidad
de la manipulacion gréfica de los objetos matematicos y con la oportunidad de ver en
tiempo real la manera en la que también se recalculan los valores del niumero my la
ecuacion de la recta g permitié a los alumnos notar la relacion que guardan entre ellos.
Sin embargo algunos estudiantes no anotaron correctamente lo solicitado debido a que
no entendieron la instruccion. Para mejorar este aspecto de la secuencia didactica se
propone para plantear una tabla en la que el estudiantado vacie los datos solicitados de

manera sisteméatica y organizada reforzandola con un ejemplo.

Tabla 4.

Confrontacién: Andlisis a priori y a posteriori. Pregunta cuatro y cinco.

Confrontacion: Andlisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta nimero cuatro y cinco.

4. ¢Qué puedes concluir acerca del nimero m y el término lineal de la
ecuacion de la recta tangente g, cual es la relacion que guardan entre si
ambos términos?

5. ¢Qué representa el nimero m?

Los alumnos analizan la parte algebraica del programa, especificamente deben
fijar particularmente su atencion en el numero m y la ecuacion de la recta
tangente, se busca que logren identificar que ambos valores son iguales y que el
namero m representa el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva

construida.

Andlisis a priori Andlisis a posteriori
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Conocimientos y habilidades: Los alumnos
deben ser capaces de aplicar los elementos de una
recta como lugar geométrico, ademas de construir e
modelos matematicos mediante la

de

algebraicos, geométricos y variacionales para la

interpretar

aplicacion procedimientos aritmeticos,

comprension y analisis de situaciones reales,
hipotéticas o formales. Estos conocimientos vy
habilidades estan contemplados en el programa de
estudios de la materia de Mateméticas.

Intenciones didé&cticas: Los alumnos concluyen
gue el nimero m corresponde al valor de la
pendiente de la recta tangente a la curva
construida.
Consideraciones previas: Se espera que los
alumnos logren identificar la relacién del nUmero m
con el término lineal de la ecuacion de la recta
tangente, es decir, con la pendiente de la recta. Es
posible que los alumnos se den cuenta de la
igualdad entre los objetos antes mencionados, sin
embargo una dificultad que puede presentarse es la
debilidad en el conocimiento previo referente a los
elementos de una recta como lugar geométrico y
gue no logren relacionar al numero m y al término
lineal de la ecuacion de la recta g con el valor de la

pendiente de dicha recta.

En

instrumentos se encontrd

la mayoria de los

que el estudiantado

identific6 como términos
iguales al ndmero m y al
de la

termino lineal

ecuacion de la recta

tangente. En algunos casos

comentaron que estos
términos son iguales, solo
se le agrega la x”, “que el
valor de m se repite, lo
mismo en la recta g y son
iguales”, “que son términos
iguales”.

En la mayoria de los casos

identificaron al nimero m
como el wvalor de Ila
pendiente de la recta

tangente g a la curva f(x).

Escribieron por ejemplo:
‘representa a la pendiente
de la curva”, “la pendiente,
es la inclinacibn de la
recta”, “es la pendiente de

la curva’.

Nota. En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de
las preguntas cuatro y cinco de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda
(2014).
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En la figura 22, se observa lo que contest6 el estudiantado referente a lo
solicitado en las preguntas cuatro y cinco.

Figura 22.

Respuestas a preguntas cuatro y cinco.

om hearde

4. 3Qué puedes concluir acerca del numero m y el tér.mlno nea

ecuacion de la recta fangente “g", cudl es la relacién que guardan

entre st ambos términos?
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Nota. En la imagen se muestran algunas de las respuestas a las preguntas cuatro y
cinco de la secuencia didactica.

De acuerdo a lo esperado el estudiantado concluyé de manera unanime que el
namero m corresponde al término lineal presente en la ecuacion de la recta tangente g,
esto gracias a la claridad con la que GeoGebra es capaz de presentar y organizar los

datos numéricos y algebraicos de lo que se presenta en la gréfica.

De igual manera, todos los estudiantes sefialaron al nimero m como la
pendiente de la recta tangente. Para contestar esta pregunta no era necesario observar
la grafica, sino que los alumnos tuvieron que recordar los elementos que componen a

una linea recta estudiados en geometria analitica, es decir que tuvieron que hacer uso
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de su conocimiento previo a la situacién, si esto no fuera suficiente, la instruccion para
construir al nUmero m es precisamente la férmula de la pendiente adaptada al lenguaje
del programa, y la nomenclatura “m” también es la habitual para describir a este
concepto matematico. Es decir que el aspecto algebraico no debe despreciarse, y es
necesario sefalar que este conocimiento previo de pendiente debe estar bien
cimentado en los alumnos para llevar a cabo esta situacion didactica. Se sugiere que
previo a esta secuencia didactica se haga una recapitulacion de los temas de pendiente

de una recta, parejas ordenadas, y ecuacion de la recta.

En la figura 23 se presentan algunas de las respuestas obtenidas a las
preguntas seis, siete y ocho. Es interesante sefialar que los alumnos hallaron sus
respuestas apoyados en la observacion de la grafica que construyeron. En las tablas
cinco, seis y siete se presenta la confrontacion de lo obtenido en dichas preguntas.
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Figura 23.

Respuestas a preguntas seis, siete y ocho.

Nota. En la imagen se muestran algunas de las respuestas a las preguntas seis, siete y

ocho de la secuencia didactica.
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Tabla 5.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori. Pregunta seis.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta numero seis.

6. ¢Qué representa el lugar geométrico trazado por el punto C?

Se pretende que a través del analisis que han realizado hasta el momento los

alumnos puedan concluir que el lugar geométrico que describe el rastro del punto

C es resultado de graficar a la pendiente de la recta tangente a f(x).

Analisis a priori

Andlisis a posteriori

Conocimientos y habilidades: Los alumnos
deben ser capaces de analizar las relaciones entre
dos o0 mas variables para identificar la relacion entre
el comportamiento de una variable con respecto a
otra. Ademas, tienen que conocer los elementos de
una recta como lugar geométrico, construir e
interpretar modelos matematicos mediante la

aplicacién de procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y variacionales para la
comprensién y analisis de situaciones reales,
hipotéticas o formales. Estos conocimientos vy
habilidades estan contemplados en el programa de
estudios de la materia de Mateméticas.

Intenciones didacticas: Los alumnos analizan los
parametros que definen al punto C, y aprecian que
la ordenada de dicho punto esta determinada por el
valor del numero m, por lo que concluyen que el
lugar geométrico que describe el rastro del punto C
es resultado de graficar a la pendiente de la recta
tangente a f(x).

Consideraciones previas: Se espera que los

La mayoria de los alumnos
identificaron que el lugar
geomeétrico descrito por el
rastro que deja el punto m
es la gréfica de Ia
pendiente de la recta
tangente g a la curva f(x).

En otros casos se
encontraron respuestas
tales como: “es la grafica
dibujada

efectivamente lo que dibuja

”

por m”,

el rastro del punto C,
representa a las ordenadas
gue toman su valor del
namero m.

También se presentdo la
siguiente respuesta: “es la

pendiente de la curva”.
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alumnos identifiquen a la grafica de la pendiente de
la recta tangente a la curva f(x). Una posible fuente
de error es que los alumnos no recuerden la forma
en que se integran las parejas ordenadas que
definen a un punto en el plano cartesiano, y que por
lo tanto no logren visualizar la forma en como se
construye el punto C, en donde su ordenada
corresponde al valor de la pendiente de la recta

tangente.

Nota: En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta seis de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).

Tabla 6.

Confrontacién: Andlisis a priori y a posteriori. Pregunta siete.

Confrontacion: Andlisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta nimero siete.

7. Sea f'(x)=3x" la derivada de la funcién. Trazala en GeoGebra y contesta las
siguientes preguntas: ¢Qué forma tiene su gréafica? ¢Qué relacion tiene
con el rastro marcado por el punto C? ¢Qué puedes concluir al respecto?

Se pretende que el alumno construya con ayuda de GeoGebra la grafica de la
derivada de la funcion f(x), y que pueda notar que coincida perfectamente con el
lugar geométrico descrito por el rastro del punto C, que para esta altura del
ejercicio, los alumnos deben identificar con la grafica de la pendiente de la recta
tangente a la curva. Lo que se persigue es que los alumnos identifiquen a la
derivada de una funcidon como una medida de la pendiente a dicha curva y que a
su vez pueda relacionarse con la forma en como varian las ordenadas con

respecto a las abscisas (razon de cambio).

Analisis a priori Analisis a posteriori

Conocimientos y habilidades: Los alumnos | La mayoria de los alumnos

deben tener la capacidad de identificar las | coinciden en que la grafica
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caracteristicas mas importantes de la geometria de
los modelos matematicos presentados en el
ejercicio. Ademés de poder relacionar los
elementos que definen a las parejas ordenadas con
lo realizado en Geogebra.

Intenciones didacticas: Los alumnos analizan las
gréaficas descritas tanto por la derivada f(x) y la que
describe el rastro del punto C, y determinan que
ambas son iguales. Por lo que concluyen que el
lugar geométrico que describe el rastro del punto C
es a su vez la gréfica de la derivada de f(x). Que
finalmente representa una medida de cambio entre
las ordenadas y las abscisas de dicha curva.
Consideraciones previas: Se espera que los
alumnos identifiqguen a la gréfica de la pendiente de
la recta tangente a la curva f(x) (la que deja el
rastro del punto C) como la gréfica de la derivada
de dicha funcién. Una posible fuente de error es
gue los alumnos no recuerden la forma en que se
integran las parejas ordenadas que definen a un
punto en el plano cartesiano, y que por lo tanto no
logren visualizar la forma en como se construye el
punto C, en donde su ordenada corresponde al

valor de la pendiente de la recta tangente.

que representa a la
derivada f(x) es también
una parabola. Se identifican
afirmaciones tales como:
‘es una parabola y tienen
una relacién igual al del
punto C, las pendientes
coinciden con la derivada
3x?”, También afirman que:
‘la grafica del punto C es
igual a la derivada de la

funcion 3x>”.

Nota: En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta siete de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).
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Tabla 7.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori. Pregunta ocho.

Confrontacion: Analisis a priori y a posteriori

Descripcion del ejercicio. Pregunta nimero ocho.

8. Evalua f'(-0.5), coloca el punto A tal que su abscisa se encuentra en x=-
0.5. Observa el valor de la pendiente de la recta g, ¢ Qué puedes concluir
al respecto?

Se pretende que los alumnos evallen la ecuacién de la pendiente para x=-5, y
gue encuentre que su valor coincide con el de la pendiente de la recta g, que a su
vez es el mismo que el valor del nimero m, esto sin dejar de observar lo que
implica graficamente la manera en como se comporta la curva f(x) con relacion al
comportamiento de su recta tangente (g). Se busca pues que los alumnos

relacionen la perspectiva grafica, analitica y geométrica de la derivada de una

funcién para que a su vez puedan resignificar la concepcion que tienen de ella.

Analisis a priori

Andlisis a posteriori

Conocimientos y habilidades: Los alumnos

deben tener la capacidad de evaluar
funciones cuadréticas, e identificar la relacion
existente entre variables.

Intenciones didacticas: Los alumnos
evalian f(x) y concluyen que el resultado
coincide con el valor del nUmero m, que a su
vez representa la pendiente de la curva. Se
persigue que los alumnos logren relacionar la
perspectiva gréfica, analitica y geométrica de
la derivada de una funcion.

Consideraciones previas: Debe
considerarse que los alumnos podrian tener
dificultades para evaluar una funcion. Si el

valor obtenido no es el correcto, no lograran

En las respuestas de esta
pregunta se leen en la mayoria de
los casos afirmaciones tales
como: “que tanto lam, la gy la
derivada de la funcion son
iguales, dan el mismo resultado”,
‘derivada es igual que Ia
pendiente y lo mismo que la
tangente”. Los alumnos después
de evaluar la funcion (sustituir los
valores de x en f(x) para obtener
el valor de la derivada en ese
punto) han encontrado que todos
los valores coinciden. El nimero

m que representa a la pendiente
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identificar la perspectiva analitica con la | de la recta tangente, coincide con
gréfica de la derivada. el valor de f(x) evaluada para un
determinado valor de (x). Y esta
informacion se encuentra
expresada en la parte algebraica
de GeoGebra al colocar

graficamente el punto A en el

valor de x evaluado en f(x).

Nota: En esta tabla se presenta la confrontacion del analisis a priori y el a posteriori de

la pregunta ocho de la secuencia didactica. Tabla basada en Esqueda (2014).

Anteriormente se menciond que para construir el concepto de derivada Sanchez
et al. (2008) sefala que se deben considerar sus aspectos graficos y analiticos. Como
pudo apreciarse en la figura 23, los alumnos relacionaron a la grafica de la derivada de
la funcién f(x) con la grafica que describe el rastro del punto C, que a su vez representa
al lugar geométrico de la pendiente de la curva. También fueron capaces de calcular el
valor de f(-0.5) y concluir que dicho valor corresponde al valor de la pendiente de la
curva f(x), que dibuja a la grafica de la pendiente. Es decir que los alumnos relacionan
a la gréfica de la derivada de una funcion con la gréfica de la pendiente de la recta

tangente a la curva.

En cuanto al trazo de la grafica de la derivada de una funcion comprendida en la
actividad 1ll de la secuencia didactica, en donde el estudiantado debié dibujar la
derivada de una funcién analizando Unicamente la geometria de f(x), se halldé lo

siguiente:

Como puede verse en la figura 24, en el inciso a) la mayoria de los alumnos
traz6 una linea recta que parte desde el tercer cuadrante del plano cartesiano, es decir
desde la parte negativa. Dibujaron la linea tal que pasa hasta el tercer cuadrante
positivo. Algunos estudiantes hicieron coincidir el cruce por cero de la recta con el
punto mas bajo de la curva. Sin embargo, también se presentaron respuestas en donde

el cruce por cero se hizo coincidir con el origen del plano cartesiano, esto implica que
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no lograron advertir el valor cero de la pendiente de la recta en el punto minimo de la

curva.

Figura 24.

Graéficas elaboradas en el inciso a) de la parte Il de la secuencia didactica.

Nota: Se presentan algunas respuestas que corresponden al inciso a) de la tercera
parte de la secuencia didactica. Lo que se aprecia es el trazo de la gréfica de la

derivada de f(x).

En la figura 25, se presentan algunas de las respuestas obtenidas para el inciso
b) de la secuencia didactica, puede apreciarse que los estudiantes identifican la gréfica
del comportamiento de la pendiente de la curva f(x), y que algunos se apoyaron sobre

la grafica original para dibujar f(x).
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Figura 25.

Gréficas elaboradas en el inciso b) de la parte Il de la secuencia didactica.

Nota: Se presentan algunas respuestas que corresponden al inciso b) de la tercera
parte de la secuencia didactica. Lo que se aprecia es el trazo de la grafica de la

derivada de f(x).

Para el inciso c), la mayoria de los alumnos presentaron dificultad para trazar la
grafica de la derivada de una funcién, Unicamente 3 alumnos lograron realizar de
manera satisfactoria lo que se pidi6 en la instruccién. En la figura 26 se presenta el tipo

de grafica que con mayor frecuencia aparecio en las respuestas de los alumnos.
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Figura 26.

Gréfica elaborada en el inciso c) de la parte Il de la secuencia did4ctica.

Nota: Se presentan uno de los tipos de respuestas mas comunes halladas en la

situacion didactica, corresponde al inciso c¢) de la tercera parte de la secuencia.

Se aprecian algunas consideraciones que implican que los estudiantes si tienen
nocion de la magnitud positiva y negativa que adquiere la recta tangente a la curva
mientras transita por f(x), sin embargo para dibujar la grafica de la derivada de la
funcion la mayoria del estudiantado no contemplé el momento en que la pendiente de
la recta tangente a la curva tendria el valor de cero. Y se limitaron a repetir, dibujar en
espejo por asi decirlo, la forma geométrica de la curva f(x). Es evidente que el concepto
de razon de cambio no esta claro aun, y es necesario sefalar que aungue los alumnos
identificaron a la pendiente de la recta tangente como la derivada de la funcién aun es
un asunto inconcluso ayudar a los alumnos a construir su relacion con la derivada.
Puesto que para dibujar la grafica de la derivada es imperativo tener claridad en el
concepto de razén de cambio. Como sefialan investigadores como Dolores (1996) y
Serna (2007), los estudiantes tienen dificultad para apropiarse de este concepto y para

relacionarlo con el de derivada. Por lo que la presente investigacion esta limitada a
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ayudar con la relacion de los aspectos graficos y analiticos pero aun esta pendiente el

tratamiento de la razén de cambio a través de la modelacion en GeoGebra.

Esta secuencia debe estar articulada con una situacibn que modele un
fendmeno fisico que involucre a la variacion del crecimiento o decrecimiento de una
magnitud. Por ejemplo el crecimiento de una planta, el llenado de agua de un
recipiente, el enfriamiento de una bebida, o el desplazamiento de un auto, para asi
ayudar a que el alumno construya primero la nocion de razon de cambio y
posteriormente sea posible relacionarla con la concepcién de la derivada de una

funcion.
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Capitulo V. Conclusiones

Este trabajo tiene su origen en la necesidad de atender un problema encontrado
en la matematica escolar: la desconexion entre las perspectivas graficas y analiticas
del concepto de derivada. De ahi la voluntad de disefiar una secuencia didactica que
ayude al estudiantado a construir dicha relacion, con el objetivo de que ellos le

atribuyan un nuevo significado a su concepcion de derivada.

De la presente investigacion se llega a la conclusion general que mediante esta
secuencia didactica apoyada en GeoGebra se logré que los alumnos pudieran unificar
la perspectiva grafica y analitica del concepto de derivada, asi como también fueran
capaces de identificar la relacion existente entre la derivada de una funcién y la gréafica
de su pendiente, por lo que el objetivo general fue alcanzado. A continuacion se
presentan al lector unas observaciones derivadas de esta investigacion:

1. El software de uso libre GeoGebra representa una excelente opcién para el
desarrollo de situaciones didacticas en la asignatura de calculo diferencial,
pues ha demostrado ser un programa facil de usar, novedoso y entretenido
capaz de despertar el interés en los alumnos. Ademas facilita la atraccién del
interés de los estudiantes por el tema, y permite visualizar aspectos en las
situaciones que de otro modo no serian posible, esto con un considerable
ahorro de tiempo.

2. Los alumnos fueron capaces de identificar cambios en la variacién de la
tangente de una curva y asociarlo con el valor numérico y cambiante de la
pendiente de la recta tangente, lo que abre la posibilidad de plantear una
secuencia didactica que recupere esta caracteristica para ayudar a los
alumnos a construir su concepcion de razon de cambio.

3. A través de la secuencia didactica propuesta los alumnos lograron identificar
y relacionar el cambio de la pendiente de la recta tangente a una curva con la
inclinacion que geométricamente asume conforme esta se desplaza a traves

de dicha curva.
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4. Los estudiantes fueron capaces de identificar a la grafica de la derivada de
una funcién con la grafica que describe el valor de la pendiente de una recta
tangente a dicha curva.

5. Los estudiantes lograron relacionar la perspectiva grafica con la analitica de
la derivada de una funcion, es decir que han conseguido relacionar a la
grafica de la derivada de una funcion con la grafica de la pendiente de la
recta tangente a la curva.

6. Los estudiantes pudieron conciliar la perspectiva grafica, analitica y

geométrica de la concepcion de derivada.

La situacion didactica propuesta ayudd a los estudiantes a relacionar de una
manera intuitiva la perspectiva grafica y analitica de la derivada de una funcion; sin
embargo, puede verse claramente la limitacién que esta tiene, ya que en la actividad en
la que los estudiantes debian construir la grafica de la derivada de una funcién no
fueron capaces de realizarla satisfactoriamente, pues para ello es muy importante tener
un conocimiento claro del concepto de razén de cambio de una funcién, que esta

intimamente relacionado con el de la derivada.

Como se mencioné anteriormente la presente investigacion abre el camino para
el desarrollo de secuencias didacticas que se preocupen por la razén de cambio, para
gue esta sea introducida al programa de estudios de manera temprana, para
familiarizar a los alumnos con los fendmenos que involucran cambio variable, por
ejemplo el llenado con agua a recipientes de distintas geometrias, el enfriamiento de
bebidas analizando el cambio de la tasa de disminucién de temperatura con respecto al

tiempo, movimiento y velocidad variable de objetos, etc.

Cabe sefialar que el uso de herramientas tecnoldgicas en la matematica escolar
estd llamado a tener un papel determinante no sélo como una herramienta novedosa
gue motiva a los alumnos, sino que facilita los procesos cognitivos por su poder visual y
predictivo, y por la infinita gama de posibilidades que ofrece de plantear situaciones

didacticas tangibles y significativas para los alumnos.
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Ademas, la situacion didactica puesta en escena se inscribe en un proceso de
retroalimentacion y por lo tanto es susceptible a cambios y mejoras pero se concluye
gue es un buen comienzo que abre la puerta a la resignificacion del concepto derivada

como razon de cambio en alumnos de nivel medio superior.

Actualmente, el programa de estudios de la educacion media superior esta
experimentando una importante modificaciéon, y de momento no esta terminado el
contenido tematico de la materia de matematicas, por lo que la presente investigacion
representa al mismo tiempo una alternativa para plantear lo que todavia se encuentra

pendiente por definir en cuanto al programa de estudios de la materia.
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