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Resumen.

A nivel cudntico, los espacios dos dimensionales presentan propiedades muy interesan-
tes. Ejemplo de esto es el efecto Hall cuantico, que se origina a partir de montar el
efecto Hall clasico en condiciones ambientales més extremas. El efecto Hall clasico sur-
ge del reacomodo de cargas en una placa rectangular de material conductor debido a
la presencia de un campo magnético. Por otro lado, en la teoria de dos dimensiones se
encuentran los anyones. Estas son cuasiparticulas que tienen la peculiaridad de seguir
estadistica fraccionaria, la cual interpola entre las estadisticas Bose-Einstein y Fermi-
Dirac. Los anyones presentan un camino para explicar el efecto Hall cuantico, sumando

a la teoria de Chern-Simons. Todo esto serd abordado en la presente Tesis.
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Introduccion.

En fisica, mayormente tratamos problemas que involucran sistemas que se mueven a
través de las tres coordenadas espaciales, en ocasiones podemos ignorar una de las
coordenadas debido a que el sistema estd moviéndose completamente sobre un plano
o ignorar dos coordenadas, si es que el sistema evoluciona en una linea recta. Sera de
particular interés aqui estudiar espacios dos dimensionales a nivel cuantico, es decir,
particulas que se mueven en un espacio donde el movimiento en la tercera dimensién esta

completamente restringido. Bajo estas condiciones surgen fenémenos muy interesantes.

Uno de estos es el efecto Hall cuantico fraccionario. Pero antes, el efecto Hall clasico
es un fenémeno que surge del reacomodo de cargas en una placa delgada rectangular
de material conductor o semiconductor debido a la interaccion de estas con un campo
magnético que incide de manera perpendicular al plano de la placa. Este efecto per-
mite relacionar la corriente y el campo magnético, con la aparicion de una diferencia
de potencial en el material, en funcion de algunas de las propiedades de composicion y
tamano de este. Este proceso se lleva a cabo en condiciones normales, es decir, a tempe-
ratura ambiente y con campos magnéticos de alrededor de 1 Tesla. Ahora bien, existe
su contra parte cudntica dividida en dos, el efecto Hall cuantico entero y el efecto Hall
cuantico fraccionario, que se originan a partir de montar el experimento en condiciones
mas extremas, es decir, a temperaturas muy bajas de unos pocos kelvins y con campos
magnéticos muy intensos de hasta 30 Teslas. Esto es explicado por la cuantizacion de
Landau hasta el efecto Hall cuantico entero, para después pasar por la funciéon de onda

de Laughlin, la jerarquia de Haldane y la teoria de Chern-Simons.

Aqui es donde la cosa se pone particularmente interesante, porque el reacomodo de
cargas evoluciona al surgimiento de quasiparticulas a partir del movimiento correla-
cionado de muchos electrones en dos dimensiones. Estas quasiparticulas son conocidas

como anyones. La teoria sugiere que tienen caracteristicas tales como seguir estadistica



fraccionaria y tener carga y espin fraccionario. En particular, la estadistica fraccionaria
tiene la propiedad de almacenar mas informacién, ya que al intercambiar dos particulas
ya no solo los puntos inicial y final importan, sino todo el camino. Todo esto se genera
de la restriccién del movimiento en la tercera dimension, ya que altera el intercambio de
particulas indistinguibles. Se pueden clasificar ademés en anyones abelianos y no abe-
lianos, dependiendo del comportamiento de este intercambio. También presentan una
explicacién natural al efecto Hall cuantico fraccionario y la superconductividad de an-
yones, en donde un gas compuesto de anyones se superconduce cuando esté acoplado al

electromagnetismo; en particular, en esta tesis nos enfocaremos en el primer fenémeno.

En el capitulo 1 repasaremos algunos conceptos de topologia que tienen relaciéon con la
estadistica fraccionaria que describe el intercambio de particulas en dos dimensiones. En
el capitulo 2 describiremos la fisica que rige a los anyones y daremos algunos ejemplos.
En el capitulo 3 se hard un repaso de los efectos previos al FQHE y de las formulaciones
que lo explican. Finalmente, en el capitulo 4 aplicaremos la teoria de Chern-Simons al

efecto Hall cuantico fraccionario para obtener algunos calculos y la jerarquia de Haldane.



Capitulo 1
Un mundo en dos dimensiones.

Uno puede apreciar, que vivimos en un mundo con tres dimensiones, basta con tomar
el objeto mas cercano que posea altura. Podriamos decir que una hoja es un objeto
que solo tiene dos dimensiones, ya que el grosor para fines practicos es insignificante.
Pero, eso no es suficiente para considerarlo un objeto de dos dimensiones. Los materia-
les dos dimensionales son aquellos materiales que tienen solo una molécula o atomo de
espesor. Bajo el régimen de tres dimensiones, las particulas encontradas se clasifican en
dos grupos, fermiones y bosones. Los fermiones son particulas que siguen la estadistica
de Fermi-Dirac y cumplen el Principio de Exclusién de Pauli. Un ejemplo de fermiones
son los electrones. Los bosones, por su parte, son particulas que siguen la estadistica
de Bose-Einstein y no cumplen el Principio de Exclusién de Pauli. Ejemplo de ellos son
los fotones. Describen funciones de onda asimétricas y simétricas respectivamente, esto
bajo el intercambio a pares de particulas idénticas. En dos dimensiones las particulas se
comportan de diferente manera manifestando objetos llamados cuasiparticulas, comu-
nes en las teorias realizadas en dimensiones espacio-tiempo 2 + 1, seran descritas mas

adelante.

1.1. Preliminares en topologia.

La topologia a lo largo de los anos ha venido teniendo relevancia en la fisica, siendo
una herramienta til para abrirnos paso a nuevos campos de estudio. Tal es el caso del
efecto Hall cuantico fraccionario. Es por eso que para poder comprender la terminologia

de esta tesis, repasaremos algunos conceptos de topologia empleada en la fisica.



1.1.1. Numero de devanado

Consideremos un solitén en (1+1)-dimensiones espacio-tiempo que tiene condiciones
de frontera periddicas en el espacio, es decir, que se repiten en el espacio. Debido
a esto, podemos deformar la linea espacial hasta formar una circunferencia de radio
R = L/(27), donde L es la longitud total del espacio involucrado. Entonces, la variedad
espacial puede tomarse como la circunferencia S!. Por lo que la variedad espacio-tiempo

es St x R donde R es la variedad temporal.

Definimos la configuracién estética clasica para un campo complejo de la forma ¢(z) =
$oe?@ | donde ¢ es constante y 6(x) € [0,27), como un mapeo de cada punto de la
variedad espacial (espacio base) isomorfa a S', a los posibles valores de la fase 6(x)

(espacio objetivo).

La fase 6(x) esté definida mod 27, por lo que el espacio objetivo es isomorfo a S'. Por

lo tanto, en este caso, las configuraciones clasicas estaticas para ¢ son de la forma

¢St — St (1.1)

que son mapeos del espacio base S! en el espacio objetivo S*. Notemos que es posible
sumar las fases 6(x), entonces también existen aqui configuraciones suaves, es decir que
la posibilidad de adicién nos dice que las asignaciones uniformes de S* en S* forman un
grupo, al menos bajo la suma. Estas aplicaciones suaves se denominan homotopias. Se
dice que si dos mapeos son homotdépicos entre si, o sea que se pueden deformar uno para
obtener el otro, entonces son topoldgicamente equivalentes [1]. Que los mapeos puedan
deformarse suavemente entre si significa que poseen una relaciéon de equivalencia entre
mapeos y pertenecen a la misma clase de equivalencia o clase de homotopia. Esto quiere

decir que las asignaciones pueden ser clasificadas.

Para poder clasificar los mapeos () recurrimos a una cantidad de valor entero llamado
nimero de devanado, definido como el cambio total del campo de fase §(z) en la base

St en unidades de 27,

2T 2T




Se requiere que las configuraciones tengan condiciones de contorno periddicas mod 27w
en S', es decir
O(x+ L) = 0(x) + 27k. (1.3)

Sin perdida de generalidad podemos asignar el valor x = 0 del espacio base, al espacio
objetivo #(0) = 0; se deduce que el nimero de devanado NN es un nimero entero k € Z.
Al ser N un ntimero entero, este no puede cambiar continuamente bajo una deformacion
suave de 0(x), y al no poder cambiar continuamente puede ser usado como invariante
topoldgico para clasificar las configuraciones en clases de homotopia de mapeos de S*
a S!, las cuales son isomorfas a Z por ser N un entero. Esto puede representarse como
71 (S') = Z que establece que estas clases de equivalencia son isomorfas a Z. Entonces,
las clases de homotopia forman un grupo, conocido como grupo de homotopia denotado
en general por 7,(X), donde el subindice indica que la base es S™ y el argumento X
es el espacio objetivo. En particular, en esta tesis nos enfocaremos en el primer grupo
de homotopia que hace aplicaciones de S* a la n-esfera S™, es decir, m;(S™) también

conocido como grupo fundamental.

1.1.2. Vértice y el campo escalar complejo.

En la vida cotidiana es comin que nos encontremos entidades conocidas como vértices,
en los que una regién circular de un fluido gira alrededor de un eje, tal como el remolino
que hace un inodoro al jalar de la palanca. Sucede que objetos similares existen a nivel

cuantico. Describiremos entonces la nocién topoldgica de vortice.

Para empezar, consideremos el grupo unitario U(1) actuando en una teoria con simetria

continua global, cuya accién es

5= [ az* (Glot +Uo)) (1.4

donde el potencial es U(¢) = u(|d|*> — ¢2)? con u > 0 (figura 1.1). Esta accién es

invariante bajo la simetria global U(1),

d(x) — o(x)exp(i). (1.5)

En ese caso, el campo de materia es un campo escalar complejo denotado por ¢(z) € C



y el potencial tiene un minimo en |p(z)| = ¢o.

U()

o

_/ Im ¢

Re ¢

Figura 1.1: Potencial de simetria rota, imagen tomada de [1].

Para tener nuestro vértice cudntico debemos calcular la fase ¢(x) en la que ocurre
un rompimiento espontdneo de simetria U(1). Es posible aproximar dicha fase con
un campo complejo de modulo fijo, lo que es conocido como modelo sigma no lineal.

Parametrizamos el campo complejo con ayuda de dos campos reales, amplitud p(z) y

fase 6(z),
¢(x) = p(x)exp(if(z)) (1.6)

donde la fase 6(z) € [0,27) es un campo de fase compacto o bosén de Goldstone de
U(1) con rompimiento espontdneo de simetria. El bosén de Goldstone es un bosén
que aparece en la teorfa cuantica de campos en modelos donde la simetria ha sido
rota espontaneamente. Por ende esta asociado a generadores de la simetria rota. Una
configuracion de sistema como esta que posee un grupo de simetria compacto, ya sea

global o local, es clasificado por los grupos de homotopia.

Como la simetria U(1) se rompe, suponemos que a grandes distancias la amplitud p(z)

se aproxima a ¢g, es decir

lim p(x) = do (L.7)

|z| =00

donde ¢q es el valor esperado de vacio en la fase de simetria rota. Por lo que la fase

¢(z) de simetria rota es

o(x) = ¢oe®. (1.8)
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Consideremos ahora una circunferencia C'(R) (figura 1.2) con radio R lo suficientemente
grande como para que se pueda aproximar p(x) =~ ¢o. A diferencia de la amplitud p(x)

que estd esencialmente fijada al valor ¢y, la fase 6(x) si cambia en C(R). En este limite

o(z) = ¢poexp(if(z)) con xz € C(R). (1.9)

Por lo tanto, el valor del campo ¢(z) en la circunferencia C'(R) define un mapa de
los puntos C(R) etiquetados por ¢ € [0,27) a los valores de 6 del campo ¢. De la
subseccién anterior, estos no son més que los mapeos S* — S! y como sabemos, estos
mapeos se pueden clasificar por 71(S') & Z, con cada clase identificada por un ntimero
de devanado al que llamaremos vorticidad. La configuracién definida por esta topologia

se denomina vortice.

Figura 1.2: Vértice en dos dimensiones, imagen tomada de [1].

Algo més que agregar es que si la configuracién ¢(x) tiene una vorticidad no nula,
el campo debe desaparecer en algin lugar del interior del circulo con circunferencia
C(R), que de manera conveniente serd el centro. De no hacer esto ¢(z) tendra una
singularidad. La amplitud p(z) debe desaparecer como = — 0 para que los términos de

gradiente en la accién sean lo suficientemente pequenos para que la accién no diverja.

Como ejemplo, supongamos que U(¢p) es de tal manera que la amplitud p(z) ~ ¢o sea
para casi todos los valores de x, excepto dentro de un pequeno circulo de radio a. Aqui
p(x) se desvanece lo suficientemente rapido como para que no haya singularidad, al
precio de una contribucion finita a la accién cortada por el tamano del circulo pequeno.

Por lo tanto, para todos los valores de puntos fuera de |z| > a, podemos establecer

¢(x) = goeap(if(x)) [1].



1.2. Estadistica fraccionaria.

En fisica, la estadistica de intercambio se refiere a la fase que adquiere la funciéon de
onda cuando dos particulas idénticas son intercambiadas. En tres dimensiones estas
estadisticas estan bien definidas y si se tiene un sistema de particulas idénticas siempre
hay manera de que al realizar un intercambio podamos distinguir las particulas. En los
espacios de dimension espacio-tiempo 2+ 1 suceden cosas un tanto anormales, aqui surge
de manera natural la estadistica fraccionaria y uno no puede distinguir el intercambio de
particulas idénticas, lo que representa un problema en la distincién de configuraciones
del sistema. Es necesario construir un espacio de configuraciones para N particulas
idénticas en donde se eliminen aquellas configuraciones que describen el mismo estado

del sistema.

1.2.1. Espacio de configuraciones X" /Sy.

Para construir un espacio de configuraciones para N particulas idénticas que excluya
las configuraciones que describen el mismo estado del sistema, supongamos que X es el

espacio de coordenadas de una particula, y consideremos el punto

xr = (%1,1’2, ...,xN)

que vive en X¥ y cada componente z; € X para i = 1,2,...,N. Tomamos en cuenta
también otro punto z’ que se obtenga de realizar la permutacién P de los subindices 1,

es decir
/

&' = P(x) = (Tp_101), TP-1(2), ---» TP—1(N))-

Usualmente, podriamos decir que el espacio de configuraciones para nuestro proposito
es simplemente X%, sin embargo, debido a que estamos tratando con particulas estric-
tamente idénticas, no podemos distinguir entre los puntos de X que difieren solo en
el orden de las coordenadas de las particulas, como es el caso de los puntos anteriores x
y 2/, y al no haber esta distincién ambos puntos describen la misma configuracién del
sistema. Entonces hemos de identificar dichos estados equivalentes, los cuales pueden
ser descritos por el grupo simétrico Sy, al que llamaremos espacio de identificacion, es
un grupo discreto y finito obtenido de la permutacion de N particulas idénticas. Por

lo que la configuracién real del sistema debe ser X~ /Sy, que se obtiene de quitar los



puntos en X que representan la misma configuracion; estos puntos serdn singulares en
XN /Sy y al excluirlos se podrd determinar si dos particulas han sido intercambiadas o
no [2].

Ahora, tomando a X como un espacio de coordenadas euclidiano R", para esta confi-

guracién XV /Sy se tiene que el centro de masa para N-particulas z1, 79, ..., Ty es
| N
R:N;xiER (1.10)

esta expresion permanece invariante bajo la aplicaciéon de Sy. Entonces, el espacio de

N-particulas se puede escribir como un producto cartesiano de dos espacios, que son:

XN
— =R"xr(n,N) (1.11)
SN

donde r(n, N) se conoce como configuracion relativa y representa n(N — 1) grados de li-
bertad del movimiento relativo de las particulas, que se obtiene de R*™¥~Y identificando

los puntos conectados a través de un elemento de Sy.[3]

1.2.2. Intercambio de dos particulas.

Una vez identificado el espacio de configuraciones en el que se debe trabajar, procede-
mos a estudiar el intercambio de dos particulas, al que definimos como el transporte

adiabatico arbitrario de cada particula a la posicién previa de la otra particula.

Consideremos un sistema de dos particulas (caso N = 2) indistinguibles en las posiciones
1y T2, cuyo centro de masa es R = (r; +12)/2 el cual como sabemos es invariante bajo
permutacién. El sistema es descrito por la funcién de onda (1, 3). El espacio relativo o
configuracion relativa es r(n, 2), donde n es la dimensién del espacio, y esté categorizada
por el vector r = r; — r9, mientras que el espacio de identificacién es r = 0. Como las
particulas son indistinguibles, » y —r = ro — 11 representan la misma configuracion,
asi que podemos identificar » con —r. Entonces debemos tomar el cociente del espacio
por Zs = (1,—1), el cual es un grupo de dos elementos. Ademas, fijamos |r| # 0, de
manera que las particulas no se intersecan. Entonces el espacio de configuracion de dos

particulas idénticas en n dimensiones es



2 n

)5(,—2 = w = P,_1 x (0, 00) (1.12)
donde {0} nos dice que hay que excluir la coordenada relativa r = 0, Zy que r debe
identificarse con —r, (0, 00) se refiere a la recta real sin el niimero 0y F,_; es el espacio
proyectado real de dimensién (n — 1) hacia la direcciéon +7 de r [4]. Para n = 1, Fy
es un punto. Si n = 2, P, es la circunferencia S', la cual no es simplemente conexa.
Esto significa que existen lazos cerrados que no se pueden contraer a un punto. P es

simplemente conexo, es decir cualquier lazo cerrado es reducible a un punto, paran = 3

y representa la esfera S2.

Lo que sigue es proponer la dimensién en la que se intercambiaran estas dos particulas,
por lo que de aqui podemos considerar dos casos: el caso donde los intercambios han
sido arduamente estudiados, que es el de tres dimensiones, y el mas ambiguo y aun

desconocido, el de dos dimensiones espaciales; analicémoslas por separado.

Cuando hay tres dimensiones, n = 3. Claramente, el espacio de configuraciones relativo
es 1(3,2) = P, x (0,00), este espacio representa la superficie de una esfera S? con
los puntos diametralmente opuestos identificados. Vamos a calcular cudl es la fase de
intercambio entre las dos particulas que acumulard la funcién de onda y para ello

identificamos los posibles caminos. Existen tres posibilidades:

(a) Sin intercambios: dejamos sin mover a las particulas, esto es descrito por un
camino cerrado que puede contraerse hasta un punto ((ri(t2),r2(t2)) v genera
una fase trivial con valor de 79 = 1, por lo que no altera la fase de la funcién de

onda asociada al sistema.

Figura 1.3: Movimiento de una particula en (a), imagen tomada de [5].
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(b) Un intercambio: movemos cada una de las particulas desde un punto en la super-
ficie de esfera hasta su punto diametralmente opuesto, lo que causa una fase de
intercambio no trivial n = € debido a que al fijar los dos puntos finales no es

posible reducir este camino a un punto.

Figura 1.4: Movimiento de una particula en (b), imagen tomada de [5].

(¢) Dos intercambios: movemos las dos particulas a un punto diametralmente opuesto
y de regreso, esto se puede ver como un lazo alrededor de la esfera. Este intercam-
bio hace que ambas regresen a su posicion original, haciendo posible que describan
un camino cerrado que se puede reducir continuamente a un punto. Adquiriendo

una fase trivial n> = 1, la misma que en el caso (a).

Figura 1.5: Movimiento de una particula en (c), imagen tomada de [5].

Entonces, las tinicas dos posibles configuraciones finales son (ro(t2), 71(t2)) v ((r1(t2), r2(t2)),
esto significa que las particulas si se intercambiaron en una configuracion y en la otra
no. Aun asi, ya que intercambiar las particulas dos veces equivale a no moverlas, las

configuraciones describen el mismo sistema debido a que las particulas son idénticas.
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Por lo tanto, podemos decir que cuando n = 3 solo son posibles dos tipos de caminos
correspondientes a realizar un intercambio, como en el inciso (b), o ningin intercambio,
como en el inciso (a). En todo caso, las particulas que se mueven a través de la superficie
esférica al lugar diametralmente opuesto y regresan a su posicion original describen
una curva cerrada que se puede contraer continuamente a un punto sin tener que pasar
por algin punto singular, pues para este valor de n el espacio de configuraciones es

simplemente conexo. Aun asi, prestemos especial atencién al caso (c) [5].

Como las particulas se intercambiaron dos veces en (c), las hemos movido en un camino
cerrado y han quedado en el mismo lugar de donde salieron, por lo que el sistema queda
invariante. En tres dimensiones esto es equivalente al lazo trivial. Entonces la funcién
de onda debe ser invariante bajo este doble intercambio. Por lo que la fase acumulada

e?? debe satisfacer la siguiente constriccion:

G(r1,73) = €2 (ry,1s). (1.13)

Recordemos que la fase asignada a un intercambio es n = € y que 7 = € = 1,

% — 41. Esto sugiere que el valor de # debe ser # = nm para algin

por lo que ¢
entero n. Si n es un entero par, decimos que la funcién de onda es simétrica o que es
invariante bajo intercambios y tendremos estadistica bosonica. Si n es un entero impar,
la funcién de onda es antisimétrica y serd multiplicada por un signo negativo cuando se
efectiie un intercambio, entonces tendremos estadistica fermiénica. Entonces n = +1 y
1n = —1 corresponden a las estadisticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac respectivamente.
Finalmente, lo que sucede para este caso, sucede para n > 3, donde el espacio de
configuraciones 7(n,2) es una superficie esférica S"'con los puntos diametralmente

identificados.

Ahora analicemos cuando solo hay dos dimensiones, n = 2. En este caso el espacio de
configuraciones relativo es r(2,2) = P; x (0, 00), este espacio representa la circunferencia
S con los puntos diametralmente opuestos identificados. Analizamos nuevamente los

tres tipos de intercambio posibles:

(a) Sin intercambios: de la misma forma que en el caso anterior en 3D, este intercam-
bio describe un camino cerrado, quiere decir que el punto de llegada coincide con

el punto de partida. Esto es reducible a un punto y genera una fase trivial ny = 1.
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(b) Un intercambio: al igual que en el caso anterior, en 3D, este intercambio es no
contraible por la misma razén de que los puntos finales estan fijos, y tiene una

fase de intercambio no trivial n = €.

(¢) Dos intercambios: a diferencia del caso anterior en 3D, este intercambio resulta

ser no contraible y es posible distinguir entre sentido horario y antihorario.

Nuevamente, nos enfocamos en el intercambio (c), el cual en esta dimensién en general

no es equivalente al lazo trivial, por lo que el sistema no se reinicia. Aqui generalmente

no es cierto que e = e ya que podemos distinguir entre el sentido antihorario y
sentido horario que corresponden a las fases # y —6 respectivamente. Por lo tanto, en
dos dimensiones es necesario especificar como las trayectorias se entrelazan entre si,
ya que no es suficiente especificar la configuracion inicial y final para caracterizar un
sistema, por lo que hay que incluir la evolucién temporal entre los puntos de partida y

llegada.

En esencia, ambos casos difieren en que excluir el origen x = 0 en tres dimensiones
mantiene el espacio simplemente conexo. Por lo que todo camino cerrado que este den-
tro del espacio puede deformarse de forma continua hasta convertirse en un punto;
mientras que para dos dimensiones el espacio no es simplemente conexo. Si z = 0 se
hubiera incluido, entonces en ambos casos el espacio de configuraciones es simplemente
conexo [3]. Este hecho tiene profundas consecuencias cuando cuantizamos un sistema de
particulas idénticas en dos dimensiones, y es la razén de porque es posible definir cami-
nos orientados (sentido horario y antihorario) que serpentean alrededor del origen, un
numero arbitrario de veces contadas. Este nimero ya ha sido identificado como niimero
de devanado N = k € Z, y funciona para etiquetar los diferentes caminos. Entonces la
razén de aparecer de la estadistica fraccionaria es que los puntos que corresponden a la
coincidencia de la posicion de dos o mas particulas son puntos singulares en el espacio

de configuraciones y por esa razon deben ser excluidos.

Entonces, dado que el espacio de configuraciones de N particulas indistinguibles en
dos dimensiones no es simplemente conexo, existen caminos que no se pueden defor-
mar continuamente entre si. Por lo que el intercambio de particulas idénticas de este
espacio tiene la misma estructura que las clases de homotopia de lazos en un espa-
cio de configuraciones, analizada en la seccién anterior. Entonces, para expresar esto

matematicamente, recurrimos a este primer grupo de homotopia o grupo fundamental

T (X).
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Retomando la ecuacién (1.12). Para n = 3

m(Pa X (0,00)) = Zs

que es un grupo de dos elementos (1,—1), lo que nos dice que solo existen dos fases,

correspondientes a las estadisticas halladas en tres dimensiones. Y para n = 2

7T1<P1 X <0, OO)) = 7.
quiere decir que se puede tener cualquier fase en dos dimensiones.

Entonces, para la generalizacion se tiene que para particulas indistinguibles el espacio de
configuraciones es solo (R")Y = R™. .- R" N veces. Pero, para particulas indistinguibles
no hay distincién fisica entre los puntos en (R™")" que difieren entre sf solo en el orden
de los indices de particulas. Asi, de la misma manera que en la subseccién 1.2.1, los
puntos en (R™)" que estén bajo la accién del grupo simétrico de N objetos, Sy, deben
identificarse. Entonces, los puntos diagonales en (R"), A = {r},...,r%,: 7 = rj para
I # J} deben ser excluidos. Por lo tanto, el espacio de configuraciones de N-particulas

en n-dimensiones es

XN (RN A

SN Sn

Ahora, para continuar, debemos encontrar el primer grupo de homotopia de este espacio,
esto es, un problema de topologia algebraica que ya ha sido resuelto con anterioridad
en un articulo matematico que pertenece a otro autor y no serd incluido aqui [6]. En

respuesta a esto, el primer grupo de homotopia esta dado por:

Sy si n=3
m (XY /SN) =

By st n=2

donde Sy es el grupo de permutacién que ya hemos mencionado y By es el grupo de
trenzado de N objetos (es un grupo que contiene a Sy). By acepta una familia de
parametros unidimensionales, los cuales estan etiquetados con 6, mientras que Sy solo

tiene las dos representaciones unidimensionales que ya identificamos anteriormente,
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la idéntica y la que alterna de signo, correspondientes a las estadisticas bosénica y

fermidnica respectivamente.

De acuerdo con la formulacion cuantica de la integral de trayectoria de Feynman, en la
trayectoria de una particula, cada camino que lleve de un punto a otro contribuye con
el factor de peso apropiado. Consideramos una suma sobre todos los caminos continuos
en el espacio de configuraciones conectando el estado inicial z; con el estado final zy.

Es decir, consideremos una transicién de (z1,t1) a (xy,ty), cuyo propagador es

tn
K(xy,ty;z1.t1) Z exp (2/ Ldt> (1.14)
t1

0.a.p.

donde o.a.p. significa “sobre todos los caminos” (over all paths). Sin perdida de gene-
ralidad podemos considerar solo los caminos cerrados, es decir xy = 1, cada uno sera

un lazo cerrado en el espacio de configuraciones.

Como podemos ver en la ecuacién (1.14) la amplitud de transicién es proporcional a la
expresion de la derecha, entonces hace falta una constante de proporcionalidad, la cual
denotaremos como x(f). Esta constante tiene que ver con el factor de peso de cada
camino y debe agregarse debido a que el espacio de configuraciones no es simplemente
conexo, con esto se organiza la suma de todos los lazos en una suma de clases de

homotopia:

Koty ot) = S x(8) 3 eap (z /tN L(q, q)dt) (1.15)

Bem a(t)eps bt

Entonces, realmente en este caso, hay que sumar sobre las amplitudes parciales, cada
una de las cuales es una suma sobre los caminos que pertenecen a una clase de homotopia
distinta. Estas clases de homotopia 3 de caminos que van de x; a xy pueden identificarse
con los elementos de 71 (S™) [7]. Ademas, segiin la mecéanica cuantica se debe cumplir que
el desarrollo temporal total de ¢y a t5 debe tener la misma amplitud que los desarrollos

temporales en los tiempos de ty a t; y de t; a t5 juntos, esto implica que:

X(B1B2) = x(B1)x(B2) (1.16)

esta ecuacién sugiere que x(f) debe ser una representaciéon unidimensional del primer
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grupo de homotopia 7 y tiene como solucién:

X(B) = e, T>602>=0 (1.17)

entonces en dos dimensiones es posible asignar cualquier valor a la fase de intercambio.
Para fines practicos suele asignarse e al intercambio en sentido antihorario y e=% para
el intercambio en sentido horario. Aqui f puede tomar cualquier valor, teniendo como
casos particulares a # = 7, 0 que se relacionan con las estadisticas fermiénica y bosonica,

respectivamente. Se dice que estas particulas obedecen una estadistica fraccionaria [4].

1.2.3. Grupo de rotaciones, flujo magnético y momento angu-

lar.

Se pueden hacer cosas interesantes con los espacios dos dimensionales y el grupo de
rotaciones, como por ejemplo el estudio de la mecanica cuantica de momento angular;
y es que el grupo de rotaciones tiene distinta construccion dependiendo de la dimension
en la que se trabaje. Si estamos en tres dimensiones o mas, el grupo de rotacion es
no-abeliano y los eigenvalores del operador de momento angular estan cuantizados en
unidades de h/2, cuantizacién que se logra considerando el algebra de Lie de rotacio-
nes infinitesimales, que es un algebra no conmutativa. En contraste con esto, en dos
dimensiones el dlgebra es conmutativa y, por tanto, el grupo de rotaciéon es un grupo
abeliano trivial conformado por un solo elemento, el cual conmuta consigo mismo y los
eigenvalores toman un valor arbitrario. Entonces no hay una cuantizacién analoga del
momento angular, ya que la consideracién de rotaciones infinitesimales no cuantiza el

momento angular.

Uno puede pensar en considerar rotaciones finitas. Supongamos la rotacion 27, la cual
deberia actuar dejando invariantes a las cantidades fisicas; en general, esto no siempre
pasa asi. Otro aspecto a considerar es que los vectores estado por si solos no representan
directamente aspectos fisicos, pero al considerar combinaciones lineales de estados, se

puede expresar superposiciones en términos de magnitudes.

Construimos entonces un operador U(27) asociado a la rotacién descrita arriba, cuyo
eigenvalor al actuar sobre un estado es un nimero complejo arbitrario de médulo uno,

digamos A. U(2m) solo requiere la condicién de que el estado caracterizado por un valor
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propio diferente A es ortogonal al estado caracterizado por \. Es decir, como pedimos
que la rotacion generada a través de 27 deje invariante cualquier observable local, los
operadores correspondientes deben conmutar, de manera que ningun observable local

puede conectar estados caracterizados por valores diferentes de \.

Resulta que de cierta manera estos estados existen en mundos completamente diferentes,

decimos que pertenecen a distintos sectores de superseleccion. Dentro de cada sector de

superseleccion, etiquetado por A = €, el momento angular se cuantiza en unidades de
0

h(3= + entero) [8].

Como ejemplo de un modelo con un momento angular fraccional tenemos lo siguiente.
Consideremos una particula con carga ¢ orbitando a distancia r a un solenoide que
se extiende a lo largo del eje z. En primera instancia no fluye corriente a través del
solenoide, por lo que el momento angular orbital de la carga toma valores de multiplos

enteros de h.

Ahora, si una corriente se enciende lentamente en él, la particula sentird un campo

eléctrico. De acuerdo con la ley de Maxwell-Faraday

B OB ,  0¢
j{E~dr—— (‘%dr_ ot (1.18)

donde ¢ es el flujo en el solenoide. Se tiene entonces
fE dr = 21rEy = —. (1.19)

Por lo que el campo eléctrico que siente la particula en la direccién azimutal, es

o
E;,(r)=—(Z xr). 1.20
o) = =52 (2 x 1) (1.20)
Esto da como resultado un torque o cambio respecto al tiempo del momento angular
de la particula cargada. La relacion entre el torque y el cambio, también en el tiempo,

del flujo magnético viene dado por:

dl. - C gNdo
E‘”F_”(qE)__<27r> dt’
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Al resolver la ecuacién obtenemos

49

o’

Al, =

es decir, el cambio total en el momento angular debido al flujo en el solenoide depende
solo de €l en si. Por lo tanto, el momento angular orbital final, luego de que el flujo

corra a través solenoide, se cuantiza en unidades de:

q®
[, =nh——
2m
donde n es un entero no negativo. Si [, es un entero o medio entero, la estadistica sera

la usual, o sea fermiénica o bosonica.

En el sistema que se considera en el ejemplo se tiene un tubo de flujo y una particula
cargada que érbita alrededor del tubo. Este tipo de composiciones en general tendra una
fraccion de momento angular o espin. En el limite donde la distancia entre la particula
cargada y el solenoide se reduce a cero, el sistema puede considerarse como un tnico

objeto compuesto al que llamaremos particula compuesta (flujo-tubo-particula).

Entonces este modelo de un objeto compuesto con momento angular fraccionario puede
considerarse como un modelo fisico de un anyon. Los anyones son una clase de cuasi-
particula que obedece una estadistica fraccionaria y que viven en sistemas planos. Ser