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§ INTRODUCCION

Gran parte de la belleza de las matemadticas se encuentra en las relaciones que se forman
dentro de ella, en sus conceptos, ideas, areas. Una habilidad importante y digna a destacar
entre quienes la estudian y la trabajan es encontrar dichas relaciones y formar a partir de es-
tas nuevas cuestiones. Nada en matematicas estara nunca completo hasta haber agotado todas
sus posibles relaciones, tanto dentro como fuera del area, lo cual es practicamente imposible
segun el conocimiento del mundo siga creciendo. Es un hito importante para los matematicos
encontrar dichas relaciones entre los conceptos que conoce, los nuevos que van aprendiendo y
aquellos que empezaban a olvidar. El conocimiento del mundo y el hecho de vivir en él exige
prestar atencién a cada una de las relaciones que se pueden encontrar o crear, segin sea el caso,
alun cuando esta puedo resultar en algo maravillosamente bueno o terriblemente malo. En este
trabajo se presenta una de estas relaciones entre dos importantes areas de las matematicas, la
Topologia y la Teoria de grupos, que nos permiten contruir una nueva area que se nutre de las
anteriores. Los grupos topoldgicos son un conjunto en donde se combinan de buena manera las
estructuras topoldgicas, dada en la coleccién de subconjuntos del conjunto, y la estructura de
grupo, dada por una operacién entre los elementos del conjunto. La existencia de una de las
estructuras no excluye a la otra si no por el contrario, las propiedades de una de ellas guardan

cierta relaciéon que las complemente entre ellas.

Un grupo es un conjunto con una operacion binaria entre sus elementos, la cual es asociativa
y garantiza la existencia de inversos y un elemento neutro. Se piensa que la Teoria de grupos
tiene su origen de la teoria de nimeros y la Geometria, a manos de grandes mateméaticos como
Euler, Gauss, Lagrange, Abel y Galois. Lagrange en 1770 estudiaba ya al conjunto de permuta-
ciones, sin embargo no considero el producto entre ellos. Para 1799, Paolo Ruffini si trabajé con
el producto de permutaciones sin embargo no mostré interés en la existencia de los inversos ni
del elemento neutro. Fue Galois el primero en utilizar el término ‘grupo’ en matematicas al desa-
rrollar su trabajo en lo que hoy se conoce como la Teoria de Galois, alrededor de 1832, en donde
relacionaba conjuntos asociados a la solucién de ecuaciones con conjuntos de simetria, aunque
utiliza propiedades importantes no logré formalizar el concepto abstracto de grupo. Mas adelan-
te, Cauchy primero y Jordan después, comenzaron a usar el término de grupo para trabajar con

los conjuntos de permutaciones y sus subconjuntos finitos, sin concretar ain el ente abstracto.



Vinieron después intentos por parte de Cayley y Burniside a finales del siglo XIX de dar
una definicién de grupo abstracto, pero dichos intentos resultaron confusos y atin dejaban fuera
conceptos importantes. Kronecker, en 1870, y Henrich Weber, en 1882, presentan las primeras
definiciones historicamente correctas para grupos finitos, siendo que Kronecker exigia en ellos
la conmutatividad y las leyes de cancelaciéon. En su libro, Lehrbuch der Algebra publicado de
1895, Weber menciona la necesidad de exigir la existencia de inversos para casos infinitos, con
lo que se presenta por primera vez la idea de un grupo infinito. Ese mismo afio, S. Lie define un
grupo como un conjunto de transformaciones cerrada bajo una operacion asociativa, que admi-
te un elemento unitario y elementos inversos. Finalmente, la definiciéon axiomatica de grupo se

atribuye a los trabajos de Kroenecker a finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX.

La Teoria de grupos tiene entonces sus inicios entre la relacién del conjunto de permuta-
ciones y solucion de ecuaciones. En el Capitulo 1.1, se presenta un repaso de las definiciones y

propiedades mas importantes de un curso introductorio de la Teoria de grupos.

Un espacio topolédgico es una familia de subconjuntos de un conjunto dado que es cerrada
bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Se piensa que la Topologia tiene su origen al
estudiar el concepto de limite e integral, mediante el metodo de exhauciéon de Arquimedes, ya
que mostrd la necesidad en que se formalizaran estos conceptos, junto al de continuidad, con
la aparicién del andlisis matematico en el siglo XVII pues eran cuestiones que escapaban a la
geometria. En 1679, Leibniz en su libro Characteristica Geometrica estudia propiedades de las
figuras que escapan de las propiedades métricas, entendiendo la necesidad de un analisis estric-
tamente geométrico y lineal en donde se defina la posicién relativa entre los puntos. En 1736,
el problema de los 7 puentes de Konigsberg por parte de Euler representa el primer problema
que da lugar a planteamientos topolégicos y a la denominada Teoria de grafos, en donde la geo-
metria cldsica ya no encuentra soluciones. A partir de este trabajo Euler desarrolla la férmula
de Euler que relaciona los vértices, aristas y nuimero de caras de un poliedro dando inicio a
un estudio mas general de las figuras sin la necesidad de tener una medida involucrada. Poco
después de esto, A. J. Lhuilier en 1813 demuestra que esta propiedad es falsa para sélidos con
asas, convirtiendola asi en el primer invariante topoldgico. En estudios més avanzados sobre
estos temas, en 1865, Mobius publica una descripciéon sobre la banda que lleva su nombre en
donde presenta la propiedad de una tnica cara de la banda en términos de no orientabilidad.
El primero en usar la palabra topologia fue J. B. Listing influenciado por su maestro, Gauss.
Para ese entonces, en 1851 Riemann ya habia estudiado los conceptos de conexidad en las su-
perficies. Para 1882, C. Jordan publica Cours dffnalyse en donde presenta pruebas rigurosas de
resultados topoldgicos sobre curvas en el plano. La idea de conexidad fue la piedra angular de
esta revolucién con trabajos de Listing, E. Betty y H. Poincare.



Otro camino por el cual se desarrollé la topologia es a través de las ideas de convergencia por
parte de B. Bolzano en 1817 al asociar la convergencia con un subconjunto acotado infinito de
nimeros reales. G. Cantor en 1872 introduce en 1872 el concepto de conjunto abiertos, siendo
éste uno de los conceptos clave en toda la teoria. Algunos autores mencionan también que los
conceptos topoldgicos llegan a las matematicas a través del analisis funcional.

Un grupo topoldgico es, en esencia, un conjunto dotado con una topologia y una opera-
cién que lo vuelve grupo, de tal manera que las funciones producto e inversién, propias de la
parte algebraica, sean continuas, siendo éste iltimo un concepto topoldgico. El estudio sobre
grupos topolégicos tiene su origen con los trabajos de Felix Klein acerca de transformaciones
geométricas, y de Sophus Lie acerca de los grupos de transformaciones, que llevan su nombre y
fueron introducidos en 1870. Schreirer trabajé ya con el concepto de grupo topolégico en 1926
y un ano despues, F. Leja en su articulo Sur la notion du groupe abstrait topologique, establece
por primera vez su definiciéon con lo que se afianzé el término y su uso con las aportaciones de
Haar, Pontryagin, Freudenthal y Weil, a medidados de 1930. Los grupos topolégicos cobraron
relevancia a partir de la presentacion de los 23 problemas propuestos por Hilbert en el congreso
de Paris en el afio 1900. Un grupo de Lie es un grupo abstracto que tiene estructura de variedad
diferenciable (Hausdorff) bajo la cual las funciones producto e inversién son diferenciables. El
quinto problema de la lista de Hilbert preguntaba bajo que condiciones se puede asegurar que
un grupo topolégico permite una estructura andlitica que hace de él un grupo de Lie, o en otras
palabras, si se puede establecer el concepto de grupo de Lie sin asumir la diferenciabilidad de
las funciones mencionadas. En el camino a su demostracién, en 1933, A. Haar prueba la existen-
cia de una medida invariante por traslaciones en un grupo localmente compacto, metrizable y
separable. Después, A. Weil demuestra la existencia de tal medida sin la necesidad de la metri-
zabilidad y separabilidad del espacio. Los trabajos de Haar y Weil permitieron definir entonces
una integral invariante bajo traslaciones en grupos localmente compactos lo cual permitié usar
estos conceptos y técnicas del analisis lo cual ayudo a que, en 1952, A. Gleason, D. Montgo-
mery y L. Zippin demostraron el quinto problema que en términos simples, dice que un grupo
topoldgico es de Lie si y sélo si es localmente euclideo, o equivalentemente, si es localmente
compacto y no contiene subgrupos ‘pequenos’, esto es, el elemento neutro posee una vecindad

compacta que no contiene subgrupos no triviales.

Buena parte de la importancia en el estudio de los grupos topoldgicos se encuentra en sus
aplicaciones dentro de las matematicas y en otras areas de estudio, como por ejemplo en el Anéli-
sis Harmonico (conocido usualmente como Anélisis de Fourier), y en el drea de Fisica tedrica
moderna con las simétrias continuas. La presente tesis es de caracter divulgativo, presentada de
una manera que permita el facil estudio de los temas involucrados. La notacién y las ideas son
parte del lenguaje conocido y usado en libros introductorios en las areas de Teoria de grupos,
Topologia y Anélisis matematico. La primera parte se dedica a la recopilacién de resultados

importantes utiles para los capitulos siguientes. Es importante mencionar que se omiten en su



mayoria las demostraciones del primer capitulo pues estas se dan, generalmente, en cursos intro-
ductorios y cualquier estudiante interesado en estos temas las ha visto y trabajado en al menos
una ocasion. Las demostraciones para los resultados presentados y las definiciones dadas en los
capitulos posteriores han sido adaptadas para mantener una hegemonia en cuanto a la escri-
tura y la forma durante todo el texto para el facil entendimiento y fluidez de los temas tratados.

Como objetivo general para los capitulos siguientes, se pretende que el lector entienda y
manipule la informacién tratada aqui con naturalidad al finalizar con la lectura del mismo,
siendo que los temas presentados pueden entenderse como introductorios del area. En este sen-
tido, en el Capitulo 2 se presentan los conceptos y resultados principales alrededor del concepto
de grupo topoldgico que se deducen de manera inmediata de los resultados presentados en el
capitulo anterior. En las primeras 5 secciones se trabajan resultados obtenidos de manera in-
mediata de los resultados de grupos y topologia por separado y en la secciéon 6 se presenta una
estructura como espacio de la que no gozan los espacios topoldgicos pero que se gana a partir de
la estructura de grupo, la cual es denominada estructura uniforme, y que es una generalizacion

de espacios en los que se ha definido la continuidad uniforme.

La teoria de grupos topolégicos puede verse desde dos persepectivas distintas, lo cual de-
termina el desarrollo de la teoria presentada. Una de ellas es verlo como un espacio topolégico
al cual se dota de una operacién que lo vuelve grupo, bajo esta perspectiva el estudio de los
mismos trata de encontrar las propiedades algebraicas de los mismos. La otra perspectiva, usada
en el presente trabajo, es dotar a un grupo de una topologia consistente de tal manera que el
estudio de éstos se centre en las propiedades topolégicas del grupo. De esto, las propiedades
de un grupo topoldgico pueden separarse en sus propiedades como espacios, entre ellas que son
espacio homogéneos y permiten tener una estructura uniforme. Propiedades de sus subconjun-
tos y como estas se mantienen bajo las operaciones de grupo, como lo son los productos de
conjuntos compactos y conexos, y el hecho interesante de que la cerradura de todo subgrupo
es a su vez un subgrupo. Algunas propiedades se encuentran entre sus funciones, como por
ejemplo que las traslaciones e inversiones son homeomorfismos. Por ltimo, es de especial in-

terés las propiedades de sus elementos, resaltando la importancia del elemento neutro del grupo.

En el Capitulo 3, se toma el tema de las acciones de grupo para el caso en que el conjunto
sobre el cual actia el grupo es un espacio topolégico y como afecta su estructura. Lo anterior se
retoma en el Capitulo 4 para cuando el grupo que actia es ademds un grupo topolégico. En este
capitulo, ademds, se presenta la integral de Haar y se rescatan algunas aplicaciones de la misma
dentro del area de grupos topolégicos. Para finalizar, es importante mencionar que lo tratado
en la presente tesis son resultados conocidos por aquellos que trabajan en esta area, salvo por
el orden establecido y la forma de demostrarse que presentan una escritura homogénea la cual
prentende que nuevos estudiantes se familiaricen con los resultados como lo han hecho ya con
las propiedades dadas en Teoria de grupos y Topologia por aparte.



CarituLo I.
s PRELIMINARES

En este primer capitulo se da un repaso por algunas de las definiciones y propiedades im-
portantes dentro de las areas de Topologia y Teoria de grupos. Cualquier estudiante de cursos
introductorios de estas areas reconocera inmediatamente la mayoria de los conceptos aqui des-
critos, por lo que no es necesario escribir la demostracién de éstos encontrandose tales en los

libros que se mencionan més adelante.

Se pretende que la escritura de esta primera parte de la presente tesis sea fluida y funcione
Unicamente como recordatorio de los conceptos y resultados mas importantes y que seran de
gran utilidad en los siguientes capitulos en donde se trabaja directamente a partir de ellos.

La naturaleza misma de los grupos topolégicos permite llegar a ellos a partir de conocimien-
tos béasicos dados en las areas de topologia y dlgebra avanzada, con lo que el presente trabajo
puede entenderse como un curso introductorio de esta nueva area, encontrandose mas adelante
sobre este camino los anillos topoldgicos, dlgebras topoldgicas, etc. Los resultados presentados
en los capitulos posteriores son inmediatos de los presentados aqui, y puede verse esto clara-
mente en la escritura de los mismos y su claro paralelismo.

El presente capitulo se compone de tres secciones entre las cuales pueden distinguirse las
areas de Teoria de grupos y Topologia. Para evitar que el texto sea demasiado extenso se omiten
las demostraciones de la mayoria de los resultados de estos capitulos pero se especifican mas
adelante los textos en donde pueden ser encontradas.

La Seccién 1 esta dedicada a dar una breve introduccion a la Teoria de grupos. Los resultados

aqui citados y las demostraciones de éstos pueden encontrarse en los libros [13], [14] y [15].

En la Seccién 2 se encuentra las acciones de grupos, el cual podria considerarse como un tema
més de la seccién anterior sin embargo, dada su importancia para el Capitulo 3 se le dedica una
seccion propia. Los libros citados para esta seccién corresponden a los mismos libros dados para
la seccién anterior de teoria de grupos, debido a que las acciones de grupos pueden entenderse
como una consecuencia inmediata del Teorema de Cayley, Teorema 1.1.49.



CAPITULO I. PRELIMINARES

En la Seccién 3 se estudian los espacios topoldgicos y sus propiedades méas importantes. Lo visto
en esta seccién sirve como complemento a lo estudiado en la primera parte para el estudio de

los grupos topoldgicos. Los libros citados para esta seccién son [9], [10], [11] y [12].

No se han escrito todas las demostraciones a los resultados dados en el presente capitulo ya
que éstas pueden encontrarse en cursos introductorios de estas dreas a nivel de licenciatura y en
los libros antes mencionados. Las demostraciones que si se dan son destinadas para resultados

de niveles méas avanzados o poco vistos en niveles introductorios.

S I.1. TEORIA DE GRUPOS

Los grupos son una de las primeras y mas importantes de las estrucutras algebraicas por ser
una de las més bésicas pero con una buena cantidad de propiedades que la convierten en objeto
de estudio dentro del algebra moderna. Un grupo se compone simplemente de un conjunto no
vacio junto a una operacién binaria asociativa en donde existe un elemento que deja invariante

a los demads elementos y que sirve como eje central de la operacién.

I.1.1 Definiciéon. Un grupo es un conjunto no vacio G con una operacién binaria deno-
minada generalmente como producto
G x G — G, (g,h) — gh, que satisface:

G1) Asociatividad,
g(hk) = (gh)k, ¥g,h,keC.

G2) Existencia del elemento neutro,

deeG tal que eg = ge =g, VgeG.
G3) Existencia de inversos,

Vge@G, 3¢ cG tal que g¢ =g'g=e.

El grupo G se dice conmutativo, o Abeliano, si para cualesquiera g,h € G se tiene que
gh = hg.

I.1.2 Ejemplo. Sean X no vacio y Biy(X) el conjunto de todas las biyecciones en X, esto
es, Biy(X) := {0 : X — X| o es biyectiva }. Luego, Biy(X) es un grupo con la operacion de
composicion entre funciones, en donde el elemento neutro estd dado por la funcion identidad en
X y el elemento inverso de cada elemento estd dado por la inversa de dicha funcion, denominado
el grupo simétrico de X y denotado por Sx. En el caso en que X es finito, con | X| =n, el
grupo simétrico se denota por Sy, y se denomina el grupo de permutactiones de n elementos.



CAPITULO I. PRELIMINARES

Notacion. La composicién de funciones f o g se denotard como producto, esto es, fg.

1.1.3 Ejemplo. R con la suma usual es un grupo abeliano con neutro 0. La operacion se escribe
como a+ b y el inverso de a como —a.

En la definicién de grupo no se pide que el neutro o los inversos sean unicos, sin embargo
se concluyen de manera natural debido a que la cancelacién, izquierda y derecha, se satisfacen
en todo grupo.

I1.1.4 Teorema. FEn todo grupo G se valen las leyes de cancelacion, esto es, si alguno de xa = xb
0 ax = bx se cumple entonces a = b.

1.1.5 Corolario. Si G es grupo se tienen entonces las siguientes propiedades
i) El neutro es unico.
1) El inverso de un elemento g es unico y se denota por g~*'.
i11) St g€ G entonces (g7')"' =g.
w) Sig,heG entonces (gh)™ =h~'g™".

1.1.6 Definicion. Sea G grupo. Para g € G se definen las potencias de g como sigue:
g’ =e g' =g, yparaneN, g =g"gy g7" = (g7)".

Las leyes de exponentes de los reales son también validas en los grupos.

I.1.7 Teorema. Sean G grupo y g,h € G. Si m,n € N entonces
gmgn — gm+n) (gm)n — gmn — (gn)m

Se pueden operar los subconjuntos de un grupo de la misma forma en que se hace con los
elementos.

1.1.8 Definiciéon. Sean G grupo y A, B C G. Se definen el producto de A y B como
AB :={ab:a€A,beB}, yel inverso de A como A" :={a'eG:acA}.

Si A = {a}, el producto se escribe aB y si B = {b}, se escribe Ab. El producto de n veces
A se denota A™, esto es,

A" ={ay---ap:a;€Ai=1,...,n}.

1.1.9 Teorema. Sean G grupo y A, B C G, se tienen entonces
i) AB=|J Ab= ] aB.

beB acA

ii) (AB)"' = B'A".
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El producto de elementos de un grupo es cerrado, por lo que cada elemento de un grupo

determina una biyeccion del grupo en si mismo.

1.1.10 Definicién. Sean G grupo y x € G fijo. Se definen la traslacién izquierda (bajo
x) como la funcién L, : G — G, dada por g — zg, y la traslacién derecha (bajo x)
como R;:G — G, dada por g — gx.

1.1.11 Teorema. Six yy son elementos fijos del grupo G, se tienen las siguientes propiedades

de las traslaciones.
A) L, y R, son biyecciones.
B) Lyy = LyL, y Ry = Ry Ry.
C) LyR, = R,L,.

Demostracion.

A) Sean g€ Gy h = x7'g. Se tiene L,(h) = Ly(x 'g) = z(xz'g) = g, por lo que L, es sobre. Si
g,h € G son tales que L,(g) = L,(h) entonces zg = xh y por la ley de cancelacién g = h, por
lo que L, es inyectiva.

Anilogamente R, es biyectiva.

B) Si g € G, entonces L,Ly(g) = z(yg). Por la asociatividad en G, z(yg) = (xy)g y por tanto
LyLy(g9) = Lay(g).
De manera similar, R, R.(g) = Ry(9x) = gry = Rayy(9).

C) Si g € G, entonces L,R,(g9) = z(gy). Por la asociatividad en G, z(gy) = (zg)y de donde
Lo Ry(g) = RyLa(g)- 0

Ss I.1.1. SUBGRUPOS

Los subconjuntos de grupos que heredan dicha estructura son de especial interés en la teoria
de grupos. Todo grupo es subgrupo de si mismo visto como conjunto que es contenido en si
mismo por lo que la familia de subgrupos es no vacia.

1.1.12 Definicién. Sean G grupo y H C G. Se dice que H es un subgrupo de G si H es
grupo con la operacién definida en G. Esto se escribe como H < G.

La asociatividad de la operacién se hereda para subconjuntos, por lo que los subgrupos H
de G son aquellos conjuntos cerrados bajo el producto y la toma de inversos lo cual se denota,
en términos de conjuntos, como H> = HH C Hy H' C H.

1.1.13 Definicién. Sea G grupoy A C G.Siee Ay A= A~ se dice que A es un conjunto

simétrico de G.
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Los conjuntos simétricos no son grupos ya que el producto de dos elementos no se encuentra
necesariamente en el conjunto. Sin embargo, los subgrupos son conjuntos simétricos y dado que

son cerrados bajo productos entonces H" C H, para todo n€N.

I.1.14 Ejemplo. R* =R — {0} con el producto usual en R es un grupo, donde 1 es el neutro
y el inverso de un nimero a es é Q* < R*, donde Q* =Q — {0}.

1.1.15 Ejemplo. FEl subconjunto de nimeros complejos C* := C — {0} son un grupo bajo la

multiplicacion compleja con neutro 1 + 0i y, para cada z = x + iy, inverso % = ;212”2

z
27
donde Z es el conjugado complejo de z, es decir, Z = x — 1y.

Y= 271, el conjunto de nimeros comple-

Por las propiedades del médulo complejo Zw =Zzw y z~
jos mddulo 1, St = {z€C : |z| = 1}, forma un subgrupo de C* denominado el grupo circular

de C. A su vez, {1,—1,i,—i} es subgrupo de S*.

Para que un subconjunto del grupo sea subgrupo, necesita entonces que sea cerrada bajo
la operacién y la toma de inversos, ademds de contener al neutro del grupo. Esto se puede
resumir como lo muestra el teorema siguiente, al pedirle simplemente que dados dos elementos
el subconjunto sea cerrado bajo el producto de uno por el inverso del otro.

1.1.16 Teorema. Sean G grupo y H C G. H es subgrupo de G si y solo si gh™ € H, para
cualesquiera g,he H.

La unién de subgrupos no necesariamente es un subgrupo y la interseccién arbitraria de
subgrupos es un subgrupo.

1.1.17 Teorema. La interseccion de cualquier familia J de subgrupos de G es un subgrupo de
G. FEsto es, si H; < G para cada i € J, entonces

ﬂHZ- < G.
cJ

Dado un subgrupo, sus traslaciones bajo los elementos del grupo generan una serie de
subconjuntos especiales y de especial interés.

1.1.18 Definicién. Sean G grupo y H subgrupo de G. Para cada g € GG, el subconjunto
gH = {gh : h€ H} se denomina la clase lateral izquierda de H que contiene a
gy el subconjunto Hg = {hg : h€ H} de G es la clase lateral derecha de H que
contiene a g. En cada caso el elemento g se denomina representante de la clase lateral
gH.

Todo elemento de una clase lateral es un representante de dicha clase. Las clases laterales
no son necesariamente un grupo ya que si G es grupo y H < G entonces para g € G — {e} se
sigue que e ¢ gH. Las clases laterales izquierdas y derechas generan una particién de el grupo
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dadas por las relaciones de equivalencia ~, y ~p, definidas por:

g~rk siysolosi g-'keH,
g~rk siysolosi gk™'€H.

La particién no necesariamente es igual en ambos casos, ya que no todo grupo es necesa-
riamente conmutativo. De que las clases formen una particion se sigue que dos clases distintas

son necesariamente disjuntas.

1.1.19 Teorema. Sea G grupo. Si H es subgrupo de G y g,k € G entonces gH = kH si y solo
si k~'ge H. En particular, gH = H si y solo si g€ H.

Anélogamente, Hg = Hk si y solo si gk™*€ H.

1.1.20 Definicion. Sea G grupo. El subgrupo N de G se dice normal a G, denotado N <G,
si gng~'€ N, para todo n€ N y todo g€ G.

I.1.21 Ejemplo. Sean M(n,R) el conjunto de matrices cuadradas y GL(n,R) := {Ae M (n,R:
det(A) # 0)}. GL(n,R) es un grupo, con el producto usual de matrices con neutro la matriz
tdentidad e tnversos las matrices inversas, denominado grupo general lineal de grado n.
El grupo general lineal no es conmutativo ya que el producto de matrices no lo es.

Si SL(n,R) := {A€M(n,R) : det(A) = 1} se sigue entonces que SL(n,R) < GL(n,R), ya que
el producto y las inversas de matrices con determinante 1 tienen a su vez determinante 1, y se

denomina grupo especial lineal de grado n.
Si Ae SL(n,R) y Be GL(n,R), entonces

1
det(B)

det(BAB™) = det(B)det(A)det(B™') = det(B) =1

es decir, BAB~'€ SL(n,R) por lo que SL(n,R) es normal a GL(n,R).

1.1.22 Definicién. Sean G grupoy H C G. Si g€ G, gHg™" se dice el conjugado de H
respecto de g.

1.1.23 Teorema. Si H es subgrupo de G entonces todos los conjugados de H son también
subgrupos de G. Si N es subgrupo normal de G entonces el unico conjugado de N es N mismo.

N es un grupo normal de G si el tnico conjugado de N es el mismo. Més atn, el siguiente
teorema muestra que un subgrupo es normal si las clases izquierdas y derechas son iguales, de

donde se tienen el mismo numero de clases laterales izquierdas y derechas.

1.1.24 Teorema. Sea N subgrupo de G. N es normal si y solo si gN = Ng para todo g€ @G.

10
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I.1.25 Corolario. Si e es el neutro del grupo G, entonces {e} es el subgrupo normal mds
pequeno de G.

Los subgrupos {e} y G son denominados subgrupos triviales de G.

Ss 1.1.2. HOMOMORFISMO

En general, una funciéon que preserva la estructura dada en un conjunto recibe el nombre
de transformacién. En este sentido, los homomorfismos de grupos son transformaciones entre
grupos ya que preservan la estructura del dominio mediante la relacién de enviar al elemento
neutro del dominio en el elemento neutro del contradominio, y dado un elemento, la imagen de
su inverso es el inverso de su imagen. Si ademas, la funcién es biyectiva, esto es, la funcién envia
a cada elemento a un unico elemento del contradominio y todos los elementos de este tdltimo
tienen una preimagen, se tiene entonces que los grupos son, en esencia, iguales.

I.1.26 Definicién. Una funcién entre grupos ¢ : G — G se dice homomorfismo, o
morfismo de grupos, si para todo g,h€G se tiene p(gh) = p(g9)e(h).

Si ¢ es inyectiva se denomina monomorfismo y epimorfismo si es sobre. Si ¢ es biyectiva
se dice que es un isomorfismo. En el caso en que ¢ es un isomorfismo se dice entonces que

G es isomorfo a G’y se denota por G ~ G'.

1.1.27 Ejemplo. La funcion determinante det : GL(n,R) — R — {0} es un homomorfismo
entre el grupo general lineal de matrices y los reales distintos de cero con el producto usual, esto

por la propiedad de los determinantes dada por
det(AB) = det(A) det(B).

1.1.28 Teorema. Todo subgrupo de G es isomorfo a cada uno de sus conjugados.

Los isomorfismos preservan la estructura entre grupos dada por las respectivas operaciones
por lo que preservan ciertas propiedades entre sus elementos.

I.1.29 Teorema. Si ¢ : G — G’ es un morfismo de grupos se tienen entonces las siguientes
propiedades

A) p(e) =€, donde e, e’ son los neutros de G y G', respectivamente.
B) Sige @G, entonces p(g7") = ¢(g)".

C) SigeG yneN, entonces p(g") = ¢(g)".

1.1.30 Definicién. Sea ¢ : G — G’ un morfismo de grupos. Se define el kernel, o nicleo,
de ¢ como ker o = {g€G : p(g) = €'}, donde €’ es el neutro de G'.

11
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Por el teorema anterior, el kernel de un homomorfismo es no vacio. El kernel ayuda a

determinar si un morfismo es inyectivo.

I.1.31 Teorema. Sea ¢ : G — G’ un morfismo de grupos y €' el neutro de G'. ¢ es inyectivo
si y solo si ker p = {e'}.

El kernel es cerrado bajo productos y toma de inversos dada la propiedad de separacién de
productos del respectivo homomorfismo.

1.1.32 Corolario. El kernel es un subgrupo normal.

Ss 1.1.3. PRODUCTO DIRECTO

En el producto cartesiano de dos conjuntos puede definirse una operaciéon a partir de las
respectivas operaciones de tal forma que éste es un grupo siempre y cuando cada uno de los
conjuntos sea grupo.

1.1.33 Definicion. Dados dos grupos G1 y G2 , a la operacion en G; x Gy dada por
(91,92)(h1, he) = (g1h1, g2h2) se le denomina producto directo de G1 y Ga.

La operacién dada en la definicién anterior estd bien definida pues cada entrada corresponde
con las operaciones definidas en cada grupo factor.

1.1.34 Teorema. FEl producto cartesiano de grupos es un grupo con la operacion producto
directo.

1.1.35 Definicién. Sean G y G2 grupos. El grupo G; x G2 con la operacion producto
directo se denomina grupo producto de G y Gbs.

1.1.36 Ejemplo. El Toro, o Toroide, T := S' x S' es un grupo dado por el producto cartesiano

bajo la operacion dada por el producto directo del grupo circular S*.

Dados dos conjuntos no vacios X; y X, las funciones

s X1 X Xo — X

(21, 22) = x;
1 = 1,2, se denominan proyecciones en la coordenada 1.

1.1.37 Teorema. Las proyecciones sobre el grupo producto de grupos son epimorfismos.

El teorema anterior es vélido para el producto arbitrario de la siguiente manera: si {G,}
una familia arbitaria de grupos, el producto cartesiano [[Go = {(¢a) : 9o € Go} €s un grupo
respecto a la operacién (g,)(ha) = (gaha).

12



CAPITULO I. PRELIMINARES

Ss 1.1.4. GRUPO COCIENTE

Dado un grupo, las clases laterales forman una particiéon del mismo. Tomando cada uno de
estos conjuntos como elementos de la particion, se tiene que las clases laterales forman un grupo
que depende de la operacién dada en el grupo inicial. Mas atin, en el caso en que el subgrupo
es normal se define de manera natural una operacién entre clases laterales de tal forma que el

conjunto cociente es también un grupo.

I.1.38 Definicién. Sean G grupo y H subgrupo de G. Se denotan por G/H al conjunto
cociente de clases laterales izquierdas en G' dada por H, esto es, G/H := {gH : g€ G} y
por G\ H al conjunto de clases laterales en G dada por H, esto es, G\H = {Hg : g€ G}.

Las clases laterales son subconjuntos del grupo, por lo que pueden operarse entre ellos como
si se tratase de elementos del grupo, lo que permite definir un producto sobre las clases laterales.
Si N <Gy g,heG, entonces

NgNh = (gNg ')gNh =gNNh =gNh = g(9-'Ng)h = Ngh.

1.1.39 Teorema. Si N es un subgrupo normal de G, entonces las clases laterales derechas
forman un grupo con la operacion dada por Ng Nh = Ngh.

Demostracion. Sean g, h, k € G, entonces Ng (Nh Nk) = Ng Nhk = Ng(hk) y por la propiedad
asociativa en G se tiene que Ng(hk) = N(gh)k = NghNk = (NgNh) Nk, por lo que la
operacion definida entre las clases laterales es asociativa. Para cualquier g € G, se tiene que
NgNe = Nge = Ng con lo que Ne es el neutro en G/N, y NgNg' = Ngg~' = Ne de donde
Ng" es el inverso del elemento Ng, esto es, (Ng)™' = Ng~'. O

De manera similar, se define el producto en las clases laterales izquierdas como gNhN =
ghN. Para cada clase lateral derecha se tiene una clase lateral izquierda, esto por la funcién
G/H — G\H dada por gH — Hg, por lo que se trabajara solamente con la notacién G/H
para el conjunto de clases laterales y se usara cualquiera de ellos sabiendo que para las clases

laterales, ya sean izquierdas o derechas, se tienen definiciones y resultados analogos.

I.1.40 Definicién. Sea N subgrupo normal de G. El grupo G/N con la operacién dada
por NgNh = Ngh se denomina grupo cociente de G sobre NN.

I.1.41 Ejemplo. Sean a,b€Z yn €N, con n > 2. La congruencia a = b mbdd n (que se
lee: a congruente con b mddulo n) significa que n divide a a —b. Las congruencias generan una

particion de los nimeros enteros. Si a€ Z, sea [a] la clase de a mddulo n, esto es,

[a] ={b€Z:b=a mbd n}
={a+kn:keZ}

13



CAPITULO I. PRELIMINARES

El conjunto Z,, de todas las congruencias mod n, esto es
Zn =A[0],[1],...,[n — 1]}

es llamado el conjunto de enteros médulo n. En Z, definimos la suma mdodulo n dada por
[a] 4+ [b] = [a + b]. Con esta operacion, Z, es un grupo conmutativo en donde [0] es el neutro.

Zy, corresponde al grupo cociente del grupo Z y el subgrupo normal nZ dado por nZ = {nz : z€

Z}.

1.1.42 Definicién. Si G es grupo y N es subgrupo normal de G, se define la funcién
proyeccién natural de G respecto a N como 7 : G — G/N dada por 7(g) = Ng.

Dado que las clases laterales generan una particion del espacio, cada elemento del grupo

pertenece a una clase lateral, es decir, la proyeccion es una funcién sobre.

1.1.43 Teorema. La proyeccion natural, m, de G respecto a N es un epimorfismo tal que
kerm = N.

Demostracion. Sean g,h € G. Dado que Ngh = NgNh se tiene que m(gh) == mw(g)m(h). Por
otro lado, como Ne = N es el neutro en G, w(n) = N para todone Ny Ng# N sig¢ N,
entonces se concluye kerm = N. O

Ss 1.1.5. GRUPO DE TRANSFORMACIONES

En general, como se puede ver en Ejemplo 1.1.2, el conjunto de biyecciones sobre un con-
junto dado forman un grupo con la composicién de funciones. Si el conjunto dado tiene una
estructura, entonces el conjunto de aquellas biyecciones que preservan dicha estructura forman

también un grupo con la composicién, denominado grupo de transformaciones del conjunto.

Para un grupo, su grupo de transformaciones es el conjunto de isomorfismos del grupo en

si mismo.

1.1.44 Teorema. Si G es un grupo y x es un elemento de G, la funcion o, : G = G dada por
pa(g) = zgz~

' es un isomorfismo.

Demostracion. Sea g€ G. Para h = xz~'gx se tiene que p,(h) = g, por lo que ¢, es sobreyectiva.
Por otro lado, ¢, (g) = e si y solo si se tiene que g = z7'ex = e, con lo que @, es inyectiva. Por
ultimo, si g, h € G, entonces ¢, (g)pz(h) = (xgx™")(xha™") = xgha™" = pz(gh), con lo que ¢,

es un homormorfismo. Se concluye entonces que @, es un isomorfismo. O

14
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1.1.45 Definicién. Sea G grupo. Se denomina Automorfismo de (G a todo isomorfis-
mo de G en si mismo, y se denota por Aut (G) al conjunto de todos los automorfismos,
y automorfimo interno a las funciones ¢, : G — G definidas por las conjugaciones

1

x +— xgx~', y se denota por Inn (G) al conjunto de todos los automorfismos internos.

La composicién de isomorfismos es un isomorfismo ya que se preservan la biyectividad y la

operacion.

1.1.46 Teorema. Sea G grupo. El conjunto de automorfismos forma un grupo con la operacion

composicion y el conjunto de automorfismos internos es un subgrupo de €l.

Demostracion. Para todo ¢ : G — G isomorfismo la funcién identidad en G, id¢, es un isomor-
fismo que satisface pidg = ¢ = idg ¢, con lo que idg es el neutro de Aut(G). Ademds, ¢ es
invertible con inversa ¢~ tal que ¢(¢ ' (9)¢ ' (h)) = ¢(v7(9)) e (¢ (h)) = gh = (¢~ (gh)),
de donde ¢ '(gh) = ¢ '(g9)p " (h), es decir, ¢~" es un homomorfismo y por tanto isomorfimo.
De lo anterior, Aut (G) es un grupo.

Sean x,y € Gy @z, py € Inn(G). ¢,-1 es el inverso de ¢, y para todo g € G se tiene que
rpy-1(9) = vy~ 'gyr" = @u-1(g), es decir, pyp,-1 € Inn(G), de donde se sigue Inn(G) <
Aut(G). O

1

1.1.47 Definicién. El grupo de automorfismos de un grupo G con la operacién dada por

la composicién se denomina grupo de transformaciones de G.

Las traslaciones izquierdas (derechas) definidas en un grupo G forman un subgrupo conmu-

tativo de las transformaciones del grupo en si mismo.

1.1.48 Teorema. Sea G grupo. El conjunto de traslaciones forman un grupo con la operacion

COMpPosicion.

Demostracion. Sean z,y € G. Dado que las traslaciones son biyectivas, L,-1 es el inverso de
Lyy LyL,1 = Ly, es una traslacién en G, se sigue que el conjunto de traslaciones es un
subgrupo de Biy(G). O

El siguiente es uno de los resultados mas importantes de la teoria de grupos denominado

Teorema de Cayley.

1.1.49 Teorema. Todo grupo G es isomorfo a un grupo de permutaciones.

Demostracion. Sea v : G — Biy(G) dada por g — Lg. Dado que las traslaciones forman un
grupo y Ly, = LyLy, se tiene que v es un homomorfismo. Cada traslacién viene determinada

por un Unico elemento de el grupo, con lo que = es biyectiva y por tanto un isomorfismo. [
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Las traslaciones definidas en un grupo inducen una traslacién en el grupo cociente y cons-

tituyen un grupo, como en el caso de las traslaciones definidas en el grupo.

I.1.50 Teorema. Sean G grupo, N subgrupo normal de G y G/N el grupo cociente. La funcion
traslacion en el cociente L}, : G/N — G /N, dada por L%(gN) = (xg)N es biyectiva.

El conjunto L* = {L} : x€G} es un grupo, con la composicion, homomorfo a G bajo la funcion
©*: G — L* dada por ¢*(z) = L.

Demostracion. Dado que L) = mLj;, donde L, es la traslacién en G y 7 la proyecciéon na-
tural de G en G/N, entonces L} estd bien definida. Si g1,92 € G son distintos y tales que
L*(g1N) = L%(g2N), entonces (xg1)N = (xg2)N y asi zg1(zg2) ' € N. Luego, zg19,' ¢ €Ny
9195 €x7*Nxz C N, por ser N normal. De lo anterior, gi1g;' € N con lo que g1 N = goN y asi
L% es inyectiva. Claramente LY es sobreyectiva pues L% (z7'g) = gN, para todo gN en G/N.

Dado que las funciones biyectivas sobre el grupo G/N forman un grupo y L;Lz_l = L;y_l se
sigue que L£* es un grupo.
Por tltimo, ¢*(zy) = L}, = L;L; = ¢*(x) o p(y) con lo que ¢* es un homomorfismo. O

S 1.2. ACCIONES DE GRUPO

Dado un conjunto conjunto no vacio y un grupo arbitrario, las acciones del grupo sobre el

conjunto determinan transformaciones del conjunto en si mismo.

1.2.1 Definicién. Sean G grupo y X conjunto no vacio. Se dice entonces que G actia por
la izquierda en X si existe una funcién 6§ : G x X — X, denotada por 6(g, z) = gz, llamada

accién de G en X, que satisface:

Ay) ex =z, para cada x € X y e el neutro de G.

Ay) h(gx) = (hg)x para todo g,heGy z€X.

Si G actlia en X se dice entonces que X es un G-conjunto.

De manera similar se da la accién por la derecha sobre el conjunto X del grupo G como la
funcién 0 : X xG — X, (z,g) = xg que satisface ze = x y (zg)h = x(gh), para todo x € X y todo
g, h€@G. Cada accién derecha determina una accién por izquierda definiendo €' (x, g) = 6(¢g~*, z),
y visceversa. Por lo tanto, se trabajard unicamente con acciones por izquierda, sabiendo que
las definiciones y teoremas dados pueden obtenerse de la misma forma para las acciones por la
derecha.

1.2.2 Ejemplo. Dado un conjunto no vacio X, el grupo de permutaciones Sx actia en X
mediante evaluacion.

I.2.3 Ejemplo. Sea n€N, el grupo general lineal GL(n,R) actia en R™ mediante la multipli-
cacion de una matriz por un vector.
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Toda grupo que actiia sobre un conjunto determina una accién de cualquier subgrupo sobre

dicho conjunto ya que la operacion es cerrada en los subgrupos.

I.2.4 Teorema. Sean X un G-conjunto con accion 0 y H < G, entonces 0|« x es una accion
de H en X.

Los elementos del grupo que fijan al elemento x de un G-conjunto forman un subgrupo de
G: si g, h€G son tales que gxr = = = hx, entonces h™'z = x, y asi (gh™")x = g(h™'z) = gz = =z,
es decir gh™* fija también a los elementos de X.

I.2.5 Definicién. Sean X un G-conjunto y z un elemento de X. G, := {g€G : gz = x}
se dice el grupo de isotropia de =z.

El grupo de isotropia de un elemento x se denomina también el estabilizador de =.

Si A C X se denota por G 4 al subconjunto de elementos de G que fijan a todos los elementos
de A, esto es, G4 :={g€G : ga =a,a € A}. G4 es también un subgrupo de G.

1.2.6 Definicién. Si X es un G-conjunto y S es un subconjunto de G, se define el conjunto
X% de puntos fijos de X respecto a S como todos los puntos = € X tales que gr = x
para cada g€ S, esto es, X° = {z€X : S C G,}.

1.2.7 Definicién. Sea X un G-conjunto. Si x € X, se define la érbita de x como el
conjunto Gz := {gz : g€ G}.

Para cada elemento en el conjunto se tiene un grupo de isotropia asociado por lo que puede
definirse el conjunto cociente a partir de ellos. Esto nos permite dar una relacién entre las clases
laterales en el cociente y los puntos de la érbita dada por el elemento. Mas adelante se mostrara
que las érbitas forman una particién del conjunto

1.2.8 Teorema. Sean X un G-conjunto y x un elemento de X. Existe una biyeccion entre la
orbita de x y las clases laterales de G, en G.

Demostracion. Sea ¢ : Gx — G /G, dada por ¢(gz) = gG5.

© estd bien definida y es inyectiva ya que h, k € G son tales que hx = kx si y sélo si k™ hx = x,
es decir, k~*h e G, y por tanto estdn en la misma clase. Es claro que la funcién es sobreyectiva
y por tanto biyectiva. ]

Puede distinguirse a una accién a partir de las propiedades del grupo de isotropia o de sus
orbitas.
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1.2.9 Definicién. Sea X un G-conjunto. Se dice que la acciéon de G en X es:
- Libre si G, = {e} para todo xr€ X.

- Efectivasi [ G, = {e}.
xeX
. Transitiva si tiene una sola érbita.

En otras palabras, una accién 6 de G en X es libre si todo elemento de G distinto de e mueve
a los elementos de X a otro elemento, es efectiva si el tinico elemento de G que fija a todos los
elementos de X es e y es transitiva si puede llevar cualquier elemento de X en cualquier otro
mediante un elemento de G.

Si para cada elemento de el conjunto el tnico elemento del grupo que lo fija es el neutro

entonces este es el Unico elemento en la interseccién de todas las érbitas.

1.2.10 Teorema. Toda accion libre es efectiva.

1.2.11 Ejemplo. Para el grupo Zs y el conjunto dado por la esfera unitaria S' se tienen las
stguientes acciones:

- La accion generada por la funcion antipoda z — —z, la cual estd dada por

6:7Zy xSt — St
(0,2) — =

(1,2) = —z

La accion es libre ya que el unico elemento que fija a los elementos de la esfera es 0, por
tanto efectiva pero no transitiva ya que para cada z € S* se tiene que su drbita estd dada por
Zaz = {z,—z}. Esto dltimo corresponde con el Teorema I1.2.8, ya que Z3/{[0]} ~ Zz tiene dos
clases laterales.

- La accion generada por la reflexion en el eje real z — Z, la cual estd dada por la funcion

6:7Zy xSt — St
(0,2) — 2

(1,2) — z

La accion no es libre, ya que 1 y -1 son puntos fijos y por tanto el grupo de isotropia de estos
puntos son todo Zs, pero si es efectiva ya que el unico elemento de Zo que fija a todos los puntos
de S™ es el 0. La accion no es transitiva ya que las drbitas son Zgl = {1}, Za(—1) = {-1} y
Zoz ={z,z} para todo z ¢ {1,—1}.
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Una vez que se tiene una accién, se pueden operar elementos del grupo con elementos del
conjunto. Podemos hacer esto mismo entre subconjuntos del grupo y subconjuntos del conjunto

de manera natural.

1.2.12 Definicién. Sea X un G-conjunto. Si H C Gy A C X se define el producto de
H con Acomo HA :={ha:heH,ac A}.
Si g€ G el producto {g}A se denota gA, y si € X el producto H{z} se denota Hzx.

Puede entenderse al conjunto gA como la traslacién del subconjunto A mediante g. En el
caso que para algun g se tenga que gA = A, si esto pasa se dice que g es un elemento absorbente
por izquierda del conjunto A.

1.2.13 Definicién. Sean X un G-conjunto y A un subconjunto de X. Se dice que A es un

conjunto invariante con respecto a la accién dada si GA = A.

Siempre se tiene que A C GA ya que si e es el neutro de GG entonces A C eA, por lo que
para demostrar que un conjunto es invariante basta probar que GA C A. No debe confundirse
la definicién de ser invariante de un subconjunto con la definiciéon de propiedad invariante que
mantienen ciertos grupos: una propiedad de un grupo que se mantiene bajo isomorfismos es

llamada una propiedad invariante.

1.2.14 Teorema. Sea X un G-conjunto. Las orbitas Gx son conjuntos invariantes

Un conjunto es invariante si absorbe los conjuntos gA. Dada esta capacidad de absorcion
de un subconjunto invariante A de X la accién determina una accién de grupo en A.

1.2.15 Teorema. Sean X un G-conjunto y A C X. Para todo conjunto invariante A se tiene
que B|lgx A es una accion de G en A.

1.2.16 Corolario. Las orbitas de un G-conjunto son G-conjuntos.

Ss 1.2.1. ACCIONES SOBRE CONJUNTOS ARBITRARIOS

Sobre un conjunto no vacio cualquiera pueden definirse de manera inmediata ciertas acciones.
Algunos ejemplos de ello son las funciones dadas por el grupo de permutaciones del conjunto y

las funciones que dejan invariante a los elementos del conjunto.

1.2.17 Teorema. Sean G un grupo arbitrario y X un conjunto no vacio. G actia sobre X
mediante la accion 0 : G x X — X dada por (g,x) — gr = x la cual se denomina accion
trivial. En tal caso, X se dice G-espacio trivial.

Demostracion. Sean x,y € X tales que « = y, entonces gxr = gy y por tanto la accién 6 esta
bien definida. Dado que ex = z y g(hx) = x = (gh)z se tiene que, en efecto, 6 es accién. O
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1.2.18 Teorema. Si X es un G-espacio y H es subgrupo de G, entonces la accion de H en
X es trivial.

Demostracion. Sea x€ XH . Si he H entonces ha = = ya que x es un punto fijo de X respecto
a H. ]

1.2.19 Corolario. Si G actia trivialmente sobre X, entonces G, = G, para todo z € X.

Usualmente, si una accién es tal que G, = G, para todo r € X, entonces se dice que la
accion es trivial. Del resultado anterior se sigue que si la accién es trivial entonces para A C X
y x € A, se tiene que gx € A, es decir, las 6rbitas Gz C A.

1.2.20 Corolario. 5@ G actia trivialmente sobre X, entonces
Ga= A, para todo A C X.

1.2.21 Teorema. Sea X un conjunto no vacio. El grupo de permutaciones sobre X actia sobre
el conjunto mediante la funcion 6 : Sx x X — X dada por 0((0,z))ox = o(z), la cual se

denomina Accién natural sobre X.

Demostracion. Sean o,7€ Sx y x,y € X tales que 0 = y = y. Se tienee que o(z) =v(y) y
por tanto 6 estd bien definida. Dado que idx(x) = z y la composicién de funciones es asociativa
se sigue que 6 es accién. O

Podemos notar que la condicién A;) de Definicién 1.2.1 asegura que las acciones son funciones
sobreyectivas, por lo que la funcién constante 6 : Gx X — X, dada por 6(g, z) = x,, con z, € X,

no es una accion.

Ss 1.2.2. ACCIONES DE UN GRUPO SOBRE SI MISMO

La operacion entre los elementos de un grupo pueden ayudar a definir acciones de un grupo

sobre si{ mismo, dando como resultado que un grupo es un G-conjunto de si mismo.

1.2.22 Teorema. Sea G grupo arbitrario, entonces G actia sobre si mismo mediante la funcion
p:Gx G — G dada por pu((g,9')) = g99', denominada accion traslacion izquierda

Demostracion. Sean g,h,g',h' € G, con g = hy g = h/, entonces g¢' = hh/, por lo que la
funcién p esta bien definida y es accién pues eg = g, para toda g € GG, y la operacién en G es
asociativa. O

De manera similar se define la accién traslacion derecha. Las érbitas de G-conjuntos son

entonces G-conjuntos bajo la accién restringida y también bajo las acciones traslacién.

1.2.23 Corolario. Si X es un G-conjunto, entonces G actia sobre las drbitas bajo la accion

traslacion.
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1.2.24 Teorema. La accion traslacion de un grupo sobre si mismo es libre y transitiva.

Demostracion. Sean G grupo y x € G. Si gx = = entonces g = e, con lo que el tnico elemento
de G que fija a = es e y por tanto G, = {e}, es decir, la accién es libre.

1

Sean z,y € G. Si g = yx~' entonces gxr = y, con lo que cualquier par de elementos de G se

encuentran en la misma érbita y por tanto la accién es transitiva. O

La accién traslacién puede definirse también a partir de subgrupos ya que la operacién de
sus elementos es cerrada en el conjunto, lo cual se deduce del Teorema 1.2.4.

1.2.25 Corolario. Todo subgrupo de G actia por traslacion sobre G y la orbita de cada elemento

de G coincide con su clase lateral.

La accion traslacion en el grupo induce también una accién en el conjunto de clases laterales.

I.2.26 Corolario. Para todo subgrupo H de G se tiene que la la funcion 0 : G x G\H — G\H
dada por 6((¢',gH)) = ¢’ gH = (¢'9)H es una accidn transitiva.

1.2.27 Corolario. Sean G grupo y N subgrupo normal de G. Si N actia por traslacion sobre
G, entonces el conjunto de drbitas coincide con el grupo cociente G/N y la proyeccion orbital
coincide con la proyeccion natural del grupo al grupo cociente.

1.2.28 Teorema. Sean G grupo y N subgrupo normal de G. G actia por conjugacion sobre
N, es decir, la funcion p: G x N — G dada por u((g,n)) = gng~' es una accion de G en N,

denominada accidn conjugacion.

Demostracion. Sean g,h€ G y ny,no € N tales que ¢ = h y ny = ng, entonces g~ = h™! y por
tanto gni1g™' = hngoh™', de donde, u estd bien definida.

1

Dado que ene™' =n y hgng 'h™' = (hg)n(hg)~" se sigue que u es accién. O

Ss 1.2.3. ACCIONES SOBRE PRODUCTO CARTESIANO

En los siguientes teoremas se definen acciones sobre el producto cartesiano de G-conjuntos
dados.

1.2.29 Teorema. Si G actia en una coleccion de conjuntos {Xa}een, entonces la funcion
Y : G x [ Xa = [ Xa dada por ¥(g, (za)) = g (za) = (gza) es una accién de G sobre el
acA aEA

producto cartesiano denominada accién diagonal.

Demostracion. Sean g,h € Gy (zqa), (Ya) € [[ Xo tales que g = by (z4) = (Ya), entonces
ZTo = Yo para todo a€ A. De lo anterior, se sigue que (gzo) = (hy,) y por tanto i esta bien
definida.

Dado que (exy) = (za) ¥ g(hzo) = (ghzy), para toda (z4) €[] Xa, entonces ¢ es accién de G
sobre [[ Xq. O
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1.2.30 Teorema. . Si{X,}aen €s una familia de conjuntos tal que cada X, es un G,-conjunto,
entonces la funcién 1 : [[ Go x [] Xa = [ Xa dada por ¢((9a), (za)) = (9a)(%a) = (gaTa)
acA acA

acA
es una accion del producto directo [[ Gy, sobre el producto cartesiano [| Xo denominada Accion

por cordenadas.

Demostracion. Sean (ga), (ha) € [loea Ga ¥ (%), (Ya) € [loea Xao tales que (go) = (ha) ¥y
(o) = (Ya), entonces go, = ha y To, = Yo para toda a € A. Asi, goo = haYa, para toda a €A,
de donde (gaZa) = (ha¥ya), con lo que 1 esta bien definida.

Dado que (eozxa) = (xa) y (ga)(haxa) = (gahaxa) = (gaha)(xa) se sigue que v es acciéon. [

Ss 1.2.4. ACCIONES EN EL CONJUNTO ORBITAL

Las érbitas en un G-conjunto X determinan una particién del conjunto dada por la relacion
de equivalecia en X “pertenecer a la misma 6rbita”: dos elementos z,y € X estan en la misma
orbita si y solo si existe g € G tal que z = gy. En tal caso se tiene el conjunto cociente sobre el

conjunto X dada por las érbitas en X

1.2.31 Definicién. Sea X un G-conjunto. El conjunto cociente dado por las orbitas se
denomina conjunto de 6rbitas, o conjunto orbital, y se denota por X/G, esto es,
X/G = {Gz : x € X}. La proyeccién natural definida sobre el conjunto cociente se dice

proyeccién 6rbital y se denota por 7, es decir, 7 : X — X/G, donde 7(x) = Gz

1.2.32 Teorema. Sea X un G-conjunto. Si la accion es trivial entonces X/G coincide con X .

Demostracion. Dado que la accién es trivial, para cada x € X se tiene Gx = {z} por lo que
cada conjunto unipuntual es una 6rbita, es decir, X/G = {{3:} rreX } Se tiene entones la

biyeccién = — {x} por lo que X/G coincide con el X. O

I.2.33 Teorema. Sea X un G-conjunto. Si la accion es transitiva entonces X/G = {X}.

Demostracion. Si la accion es transitiva entonces el espacio orbital solo tiene una érbita, es

decir, el espacio orbital consta inicamente de un elemento, X. ]

Se tienen de manera natural acciones en los conjuntos orbitales dados por el grupo y por el

grupo cociente.

1.2.34 Teorema. Sean X un G-conjunto y N subgrupo normal de G. La funcion dada por
Y : G x (X/N)— X/N dada por ¢((9,Nz)) = Ngx es una accion del grupo G en el conjunto
orbital X/N.

Demostracion. Sean g,he€ Gy Nx, Nye X/N tales que g = hy Nz = Ny. Como = y y estan
en la misma érbita, existe n€ N de tal manera que y = nz, asi Nhy = Ngnz = N(gng~')gx y
como N < G entonces gng~' € N y por tanto ¢(h, Ny) = Ngx = (g, Nx).

Dado Nex = Nx y Ng(hx) = Nghz se sigue que 1) es accidn. O
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1.2.35 Teorema. Si X es G-conjunto y N es un subgrupo mormal a G, entonces la funcion
¥ : (G/N)x (X/N)— X/N dada por @D((Ng,Nx)) = NgNz = Ngx es una accién del grupo

cociente G/N en el conjunto orbital X/N. Ademds, hay una biyeccion
§: (X/N)/(G/N) = X/G

que satisface En'’n’ = 7, donde m : X — X/G, 7' : X - X/N y =" : X/N — (X/N)/(G/N)
son las proyecciones orbitales, es decir, & es tal que hace conmutar el siguiente diagrama

X T~ X/G

o

X/N —Z(X/N)/(G/N)

Demostracion. Sean Ng, Nh€ G/N y Nz, Ny € X/N tales que Ng = Nh y Nx = Ny. Dado
que g y h estan en la misma clase lateral y, x y y estan en la misma érbita, existen ni,ng € N
tales que h = n1g y y = nax, luego Nhy = Nnjgnox = Ngnsox = N(gnag ')gx. Dado que
gneg~' € N por ser N < G, se tiene ¢)(Nh, Ny) = Ngx = ¢»(Ng, Nx), y por tanto ¢ estd bien
definida.

Sean g, h€G. Como Ng(NhNa:) = NgNhx = Nghx = NghNz y

NeNx = Nex = Nz, para todo z € X, se sigue que 9 es accién.

Sea ¢ : (X/N)/(G/N) — X/G dada por £((G/N)Nz) = Gz, se afirma que ¢ es la funcién que
hace conmutar al diagrama. Si Nz, Ny € X/N son tales que (G/N)Nx = (G/N)Ny, entonces
existe Ng € G/N tal que Nx = NgNy, es decir, Nx = Ngy y por tanto existe n € N tal que
z = ngy. Como ng € G entonces Gz = Gy y por tanto {((G/N)Nz) = £((G/N)Ny), con lo
que & estd bien definida.

Sean (G/N)Nz,(G/N)Ny e (X/N)/(G/N) tales que Gz = Gy, entonces existe g € G tal que
x = gy, de donde Nx = Ngy = NgNy y por tanto (G/N)Nz = (G/N)Ny, es decir, £ es
inyectiva. Para Gz € X/G, es claro que {((G/N)Nx) = Gz y por tanto es sobre. O

Los elementos de X/N son las érbitas Nz, asi (G/N )Nz denota la 6rbita de el elemento Nz
bajo la accién el grupo G/N. El teorema anterior senala que G/N actiia en X/N de manera
que su conjunto de Orbitas estd en correspondencia con las érbitas generadas por el grupo G
actuando en X.

Ss 1.2.5. GRUPO DE TRANSFORMACIONES

1.2.36 Teorema. Sea X un G-conjunto con accion 0. Para cada g€ G, la accion 0 de G induce

una permutacion en X dada por la transicion 6.

Demostracion. Si geG, sea 0, : X — X dada por 0,(x) = gx.

Sean x,y€ X con x =y, entonces gx = gy y por tanto la funcién 6, estd bien definida.

Si x,y € X son tales que gz = gy, entonces y = g 'gr = ex = x por lo que 0, es inyectiva. Si
x = g 'y entonces 0,(z) =y y asf la funcién se sobre. O
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1.2.37 Definicién. Sea X un G-conjunto con accién 6. La transformacién 6, : X — X,

dada por la regla se asignacién x — gr se denomina transicién de X respecto de g.

1.2.38 Teorema. El conjunto de transiciones generado por la accion de un grupo G sobre un

conjunto X es un grupo con la composicion de funciones.

Demostracion. Dado que 84(6(z)) = 04(ha) = (gh)z, para toda z € X, es claro que 040), = Oy,
con lo que la composicién de transiciones es una transicion. La asociatividad es consecuencia
inmediata de la propiedad asociativa de la composiciéon. Por otro lado, para todo g € G y toda
x € X se tiene 0.0,4(z) = O.gx = egr = gx = Oy4(x) y 040.(x) = Oyex = gz = O4(x), de donde
0. es el elemento neutro del conjunto de transiciones. Sea g € GG, entonces para cada x € X se
tiene 0,0, () = g9z = gg-'x =x = 0.y 0,'04(x) = 0,'gx = g' gv = x = 0 de donde y
0

,—1 es el inverso de ;. Por lo anterior, el conjunto de transiciones es un grupo. O

Dado que el conjunto de biyecciones de todo conjunto es un grupo, se tiene entonces que el
grupo de transiciones de un grupo G es subgrupo de su grupo de permutaciones. Todo grupo
G actia sobre si mismo por traslacién y las transiciones corresponden con las traslaciones se
tiene entonces una consecuencia inmediata del Teorema de Cayley, el cual se enuncia en Teore-
ma [.1.49, que dice que toda accién induce un homomorfismo. Ademas, la relacién inversa entre
éstos también sucede, es decir, todo homomorfismo de un grupo en el conjunto de permutaciones
de un conjunto induce una accién una accién del grupo sobre el conjunto.

1.2.39 Teorema. Toda accion de un grupo G sobre un conjunto X induce un homomorfismo del
grupo G en el grupo de permutaciones de X. Conversamente, cada homomorfismo G — Biy(X)

define una accion la cual hace de X un G-conjunto.

Demostracion. Si X es un G-conjunto con accién € entonces para la relacién ©(g) = 6, se tiene
que O(hk) = Op, = 0,0, = ©(h)O(k), por lo que © es un morfismo de grupos.

Por otro lado, dado un morfismo ¢ : G — Biy(X), se define la funcién ¢ : G x X — X como
o(g,x) = go(g)(x) Sean g,h€ Gy z,y € X tales que g = h y x = y, entonces ¢(g) = ¢(h) y
por tanto ¢(g) (m) = ¢(h) (y), con lo que @ esta bien definida. Dado que ¢ es un homomorfismo
se tienen que ¢(e) = idy, donde la funcién identidad de X, idy, es el elemento neutro de Sx.
De lo anterior se sigue que ¢(g, @(h, z)) = ¢(g, p(h)(z)) = ©(9)e(h)(z) = ¢(gh)(z) = ¢(gh, z)
y @le,z) = p(e)(z) = idx(z) = z, por lo que ¢ es una accién de G en X. O

1.2.40 Definicion. Sea X un G-conjunto con accién #. Se denominan homomorfismo
inducido por la accién 6 al homomorfismo © : G — Biy(X) dado por O(g) = 6,
grupo de transformaciones, denotado por la terna (G, X,#), al grupo definido por el
conjunto de transiciones bajo la composicion de funciones y accién inducida por el

homomorfismo ¢ : G — Sy ala accién @ : G x X — X dada por ¢((g,2)) = ¢(g) ().
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Como conscuencia del teorema anterior, se tiene otra representacion de las acciones a través

de homomorfismos.

1.2.41 Definicién. Sean G grupo y X un conjunto no vacio. Se dice que G actia en X si

existe un homomorfismo de grupos ¢ : G — Sx. En tal caso ¢ se denomina accién de G e

X.

1.2.42 Ejemplo. Un ejemplo de lo visto anteriormente esta dado por las matrices. Se sabe del
algebra lineal que toda matriz A tiene asociada una transformacion lineal T, y visceversa, con
lo que la accion de GL(n,R) en R™ puede verse como el homeomorfismo A — Ty.

1.2.43 Teorema. Sean X un G-conjunto con accion 60 y © el homomorfismo inducido por 6.

Se tiene entonces que ker © = [ Gj.
xeX

Demostracion. Sea g€ G. g€ ker © si y solo si 8, = 0., es decir gr = z para toda z € X, de
donde g€ G, para toda x€ X. O

Si la accién es efectiva entonces (| G = {e} y por tanto se tiene el siguiente corolario.
X
1.2.44 Corolario. Sea X un G-conjunto. La accion es efectiva si y solo si el homomorfismo
mducido por la accion es inyectivo.

Si se tiene una accion trivial en un G-conjunto X entonces G, = G, para toda x € X, con lo
que para toda g€ G y toda z € X se tiene que gz = =z, es decir, 8, = 6., por tanto O(G) = {e}.
Asi, la accién trivial es tal que el grupo de transiciones consta de un solo elemento, el neutro.

Una manera de obtener acciones triviales sobre un G-conjunto es mediante el kernel de el

homomorfismo inducido.

1.2.45 Teorema. Sea X un G-espacio con accion 0. St © es el homomorfismo inducido por la
accion, entonces ker © actia trivialmente en X.

Demostracion. Sea K = ker ©. Si g€ K, entonces ©(g) = 6. con lo que §;, = 0. y asi gr ==
para toda x € X. Todo elemento de el kernel fija a los elementos de X, K, = K, y por tanto
0|k xx es trivial. O

Sea z € X. Dado que K actua trivialmente en X se tiene gr = x para toda g € G, es decir, el
tnico elemento de la érbita de x es  misma, por lo que cada conjunto unipuntual {z} es una
Orbita.

1.2.46 Corolario. Sea X un G-espacio. Si © es el homomorfismo inducido por la accion y
K = ker © entonces X/K = X.
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S 1I.3. TOPOLOGIA

Una topologia es una estructura definida sobre un conjunto dado que pretende dar una idea,
en primera instancia, sobre el concepto de proximidad entre sus elementos mediante al definir

ciertas propiedades entre los conjuntos que los contienen.

1.3.1 Definicién. Se X conjunto no vacio. Una topologia sobre X es una familia de

subconjuntos 7 de X que satisfacen las siguientes condiciones
T 1) @, Xer.

72) SeaneN, si Uy, - ,U, €T entonces [ U; €.

=1

m3) Si A C 7, entonces |J U;€eT.
veA

Al conjunto X con una topologia 7 se le llama espacio topolégico.
Los elementos U € 7 se dicen conjuntos abiertos y sus complementos se denominan con-

juntos cerrados.

1.3.2 Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio. Sobre X se definen trivialmente las siguientes

topologias:

A. 71 = {0,X} es llamada topologia indiscreta. El conjunto X con esta topologia se dice
espacio indiscreto.

71 es la topologia mds pequena que puede definirse en un conjunto, en el sentido de inclusion,
es decir, si T es otra topologia para X entonces 11 C 7. () y X son los tinicos cerrados de Tp.
Como los unicos abiertos de X son el conjunto mismo y el conjunto vacio puede entender-
se, informalmente, que sus puntos son todos muy cercanos, es decir, que topoldgicamente son
indistinguibles

B. 7p = P(X), donde P(X) es el conjunto potencia de X, es llamada la topologia discreta
de X y X con dicha topologia se denomina espacio discreto. Todos los subconjuntos de X son
abiertos y cerrados.
Tp es la mds grande de todas las topologias, esto es, si T es una topologia para X, entonces
TC71p.
Como todos los conjuntos unipuntuales son abiertos puede entenderse, informalmente, que sus

puntos pueden separarse entre ellos.

De la definiciéon de conjuntos cerrados se tiene de manera inmediata que la interseccién
arbitraria y la unién finita de cerrados es un conjunto cerrado. Dado la similitud entre el
siguiente teorema y la definicién anterior, y que de uno de ellos se tiene como consecuancia
directa la otra, en algunos casos se toma el teorema como definiciéon de topologia.
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1.3.3 Teorema. Sea X un espacio, se tiene entonces lo siguiente:

A) 0y X son conjuntos cerrados.

n
B) Sea neN, si By,---, B, son cerrados entonces U B; es un conjunto cerrado.
i=1

n Si {Aj}jes es una coleccion de cerrados, entonces ﬂBj es un conjunto cerrado.
jeJ

Ss 1.3.1. BASES

En muchos casos, especificar los elementos de una topologia puede ser muy complicado,
es por esto que se hace uso de colecciones mas pequenas de subconjuntos que definen a una
topologia.

Las bases y subbases son familias de subconjuntos que generan a una topologia de diferentes
maneras a partir de unién de sus elementos en el caso de las bases y de unién de intersecciones
finitas en el caso de una subbase. Mds aun, las subbases son familias mas generales que incluso
son utiles para la construcciéon de bases por lo que puede considerarse a las subbases como el
conjunto més pequenio que genera a una topologia.

1.3.4 Definiciéon. Sea X un conjunto no vacio. Una base para una topologia en X es una
coleccién 8 de subconjuntos de X, llamados basicos, que satisface

p1) Para cada x€ X, hay al menos un elemento B € S tal que z € f.
B2) Sixze BN By, con By, By €3, entonces existe Bs € B con z € By tal que B3 C BN Bo.

Si 3 satisface estas dos condiciones, se define la topologia 7 generada por /[ como sigue:
U C X se dice que es abierto en X, esto es U €7, si para cada x €U, existe B € f tal que
rxeB CU.

Si X es un espacio topoldgico y se tiene una subfamilia de la topologia en X que satisface
las dos condiciones anteriores, es claro entonces que la topologia esta generada por esta familia
de subconjuntos que ademds permite que muchas de las propiedades que se demuestran a partir
de conjuntos abiertos, pueda simplemente demostrarse a partir de estos abiertos basicos.

1.3.5 Ejemplo. Sea E un espacio normado con norma || - ||. El conjunto de bolas abiertas
By ={Br(x) : x€ E,r > 0}, donde B,(x) :=={yeR" : |ly — z|| <r} yr >0, es base para una
topologia 1., en E llamada topologia inducida por la norma.

1.3.6 Ejemplo. R" es un espacio topologico con la topologia generada por la morma usual en
n

R™ dada por ||(x1,...,z,)||*> = (> :p2)%

%
=1
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1.3.7 Ejemplo. Si E es un espacio métrico con distancia d entonces el conjunto de bolas
abiertas, donde cada bola abierta estd dada por By(x) ={y€FE : d(x,y) <r}, es base para una
topologia en E llamada topologia inducida por la métrica.

St E es un espacio normado entonces la norma y la métrica inducida por la norma definen la

misma topologia.

No cualquier familia de subconjuntos de un conjunto no vacio puede ser una base para una
topologia. Una forma mas sencilla para describir a la topologia generada por una base esta dada

en el siguiente teorema.

1.3.8 Teorema. Si 3 es una base para la topologia T sobre un conjunto X, entonces T es igual

a la coleccion de todas las uniones de elementos de 3.

En algunos textos especializados puede encontrarse el teorema anterior como la definicién de
topologia generada por una base y la definicién dada aqui como su equivalencia. En el siguiente
teorema, por el contrario a los casos anteriores, dada una topologia y una familia de abiertos,

se dan las condiciones necesarias para asegurar que es una base para dicha topologia.

1.3.9 Teorema. Sea X un espacio con topologia 7. Si C C 7 es tal que para cada xe X yU €T,

con x €U, existe C€C con x€C C U, entonces C es base para T.

1.3.10 Ejemplo. Sea X = {a,b,c,d} un conjunto con cuatro elementos distintos.

A. La familia ' = {{a,b},{d,c},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d}, X} no es base para alguna
topologia en X, esto pues a pesar de que cubre a todo el espacio y que todas las uniones de
elementos pertenecen a la familia entonces, en caso de existir, la topologia generada seria el
mismo B, sin embargo, {a,b} N {b,c} = {b} no se encuentra en la familia.

B. La familia 71 = {0,{a}, X} es una topologia en X y 1 = {{a}, X} es base para 7.

C. La familia 7o = {0, X, {a}, {b}, {a,b},{a,b,c},{a,b,d}} es una topologia en X y, por su parte,
la familia Bo = {{a}, {b},{a,b,c},{a,b,d}} es base para 5.

Pueden tenerse mas de una base para una topologia y no siempre una familia de conjuntos
que cubre a todo el espacio es base para una topologia. Si tenemos una familia de subconjuntos
que cubren a todo el conjunto, una forma para generar una topologia a partir de esta familia
es, ademas de tomar las uniones como en el caso de las bases, tomar tambien las intersecciones

finitas, con lo que se completan las propiedades para una topologia.

1.3.11 Definiciéon. Sea X un espacio. Una subbase S para una topologia sobre X es una
coleccién de subconjuntos de X cuya union es igual a X.

La topologia generada por una subbase S se define como la coleccion 7 de todas las
uniones de intersecciones finitas de elementos de S.
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1.3.12 Ejemplo. La familia {(a,b) € R : a < b} forman una base para una topologia en
R, llamada la topologia usual en R. Ademds, las familias {{:U ER:z<a}:ac R} Yy
{{xER cx>a}:ac ]R} son subbases para la topolgia usual en R.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de base y subbase, y nos concluye que todo
elemento subbésico es también un elemento basico para una base que genera a la topologia, por
lo que se tiene que toda base es a su vez una subbase para alguna topologia.

1.3.13 Teorema. Sea X un conjunto. S es subbase para una topologia en X si y solo si la

familia de intersecciones finitas de elementos de S es una base para dicha topologia.

Si se tiene un espacio topolégico muchas veces nos interesa saber si cierta familia de sub-
conjuntos es subbase para la topologia definida.

1.3.14 Teorema. La familia S = {S, : So C X} es una subbase para la topologia de el espacio
X siy solo si para cada abierto U de X y cada x € U existen Sqoy,...,5,, €S tales que
x€Se, N---NSy,, CU.

Ss 1.3.2. CONCEPTOS ELEMENTALES

La topologia de un conjunto se define a partir de una familia de conjuntos que satisfacen
ciertas condiciones, sin embargo no siempre se presenta de manera explicita esta familia, como
en el caso de tener bases y subbases. Es por ello que en muchas ocasiones, saber si un conjunto
es abierto o cerrado no siempre es posible en términos de los conjuntos abiertos o cerrados que
ya conocemos. Por esta razén, se vuelve de interés saber identificar estos conceptos en términos

de los elementos del espacio topoldgico y sus propiedades respecto al conjunto en cuestién.

1.3.15 Definicion. Sean X un espacio, A C X y x€ X. Se dice que x es punto interior
de A si existe un abierto U de z tal que U C A, x estd en la cerradura de A si para todo
abierto U de x se tiene que UN A # () y x es punto frontera si para todo U abierto de x
se tiene que UNA#D#AUN (X —A).

El conjunto de todos los puntos interiores de A se llama el interior de Ay se denota por
int(A), la cerradura de A se denota por A y el conjunto de todos los puntos frontera de A
se denomina frontera de Ay se denota por Fr(A)

Para demostrar que un punto es de los definidos anteriores, basta con demostrarlo para
abiertos basicos. El interior y la cerradura de conjuntos preservan la contenencia de conjuntos.

1.3.16 Teorema. Sea X un espacio. Si A, B C X, entonces int(A) C int(B) y A C B.

Los puntos interiores de un conjunto A son elementos del conjunto que quedan completa-
mente contenidos en él, con lo que es facil ver que int(A) C A. De manera similar, todo elemento
del conjunto A interseca a todo abierto que lo contenga, con lo que A C A. Con esto se tienen

las siguientes propiedades.

29



CAPITULO I. PRELIMINARES

1.3.17 Teorema. Sean X un espacio y A C X, se tienen entonces:
A) A es abierto siy solo si A =int(A).
B) A es cerrado siy solo si A= A.

C) Fr(A)=ANX—A = A —int(A).

Para determinar si un subconjunto es abierto, basta mostrar que cada uno de sus puntos es
un punto interior. Existen entonces conjuntos que contienen puntos en su interior pero que no

son necesariamente abiertos.

1.3.18 Ejemplo. En la topologia generada por la norma, se define la bola cerrada centrada en
x €Ll de radio r > 0 como
Br(z):={yek:|ly -zl <r}.

Las bolas cerradas centradas en x y de radio r corresponden a las cerraduras de las bolas abiertas
centradas en x y de radio v, esto es, B .(x) = B,(z) por lo que las bolas cerradas con conjuntos
cerrados de E.

La frontera de la bola abierta son los conjuntos
Se(x) :={yel:|ly -zl =r}
llamada esfera de radio v y centro x.

1.3.19 Ejemplo. En R con la topogia usual, se tienen

int([0,1]) = (0,1), (0,1) =1[0,1] y Fr((0,1)) = Fr([0,1]) = {0, 1}.

1.3.20 Definicion. Sean X espacioy x € X. Un subconjunto A C X se denomina vecindad

de = si x€int(A). Si A es abierto se dice que es una vecindad abierta de x.

Las vecindades de un punto en un espacio son una manera de describir el comportamiento

local de la topologia en cada uno de sus puntos.

I.3.21 Definicién. Sea X un espacio. Una familia de vencindades de x, denotada V(z),
que satisface que para cada vecindad V de x existe V, € V(z) tal que V,, C V, se denomina
base local de z. Si V(x) estd compuesta solamente por vecindades abiertas, se dice que
es una base local abierta de x.

1.3.22 Ejemplo. En R con la topogia usual, se tiene que la familia {(—%, %) : nEN} es una

base local para 0.

Los conceptos de base y base local estan intimamente relacionados, tanto asi que si tenemos
una de ellas puede determinarse la otra.
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1.3.23 Teorema. Sean X un espacio y B una familia de abiertos. B es base para la topologia
en X si y solo si, para cada v € X, la familia V(z) = {B€f : € B} es una base local en x.

Si se necesita demostrar una propiedad a partir de abiertos de un punto, como en el caso de
base para una topologia en donde podia demostrarse una propiedad a partir de abiertos basicos,
basta probar dicha propiedad para los elementos de una base local de abiertos del espacio.

Ss 1.3.3. FUNCIONES CONTINUAS Y HOMEOMORFISMOS

Algunos autores definen a la Topologia como la rama de las mateméticas dedicada al estudio
de las propiedades que se preservan bajo funciones continuas, entendiendo aqui el concepto
intuitivo de la continuidad de una funcién como aquella en la que pequenas variaciones en los

puntos del dominio producen pequenas variaciones en los valores de la funcién.

1.3.24 Definicion. Sea f : X — Y una funcién entres espacios. f se dice continua si para
cada abierto V de Y, el conjunto f~'(V') es abierto en X.

1.3.25 Ejemplo. Todas las funciones polindmicas, racionales y trigonométricas f : R® — R
son continuas, donde R™ y R tienen las respectivas topologias usuales.

1.3.26 Ejemplo. En el conjunto de matrices cuadradas M(n,R), cada matriz A = (a;;) puede
identificarse con un punto de R™ colocando las filas, ordenadamente, una tras otra, mediante
la biyeccion dada por a;; — agi—1ynt;, por lo que se puede dotar al conjunto de matrices con la
topologia usual de R"z, denominada topologia usual para el espacio de matrices.

Si se toma a R con la topologia usual entonces la funcion determinante det : M(n,R) — R es
una funcion continua.

Dado que GL(n,R) = det™' (R—{0}) y SL(n,R) = det~"(1) se tiene que el grupo general lineal

es un subconjunto abierto de el espacio de matrices y el grupo especial lineal es cerrado.

Observacion. En un sentido més estricto, los espacios M (n,R) y R™ son homeomorfos. Esto
debido a que se puede construir una norma en el espacio de matrices a partir de la norma dada
en R". Todas las normas en el espacio de matrices son equivalentes por lo que la topologia
generada son la misma.

Las bases y las subbases son conceptos importantes en la definicién de algunas topologias,
esto pues para determinar la continuidad de una funcién basta probarla para esta familia de

conjuntos.

1.3.27 Teorema. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios. Si 3 es una base para Y, la
funcion f es continua si y solo si f~'(U) es abierto en X para cualquier U € 3. De manera

similar, f es continua si y solo si f~'(S) es abierto en X para todo S en la subbae S.

La continuidad se define a través de conjuntos abiertos, sin embargo dada la relacién en
la definicién del término de conjuntos cerrados, existen equivalencias utiles para las funciones

continuas.
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1.3.28 Teorema. Sea f : X — Y wuna funcién entre espacios, las siguientes proposiciones son

equivalentes:

i) f es continua.

ii) Para cada A C X, se tiene que f(A) C f(A).
ii1) Para cada conjunto cerrado B de Y se tiene que f~'(B) es cerrado en X.

iv) Para cada x € X y cada abierto V con f(x) €V, existe un abierto U, con x €U, tal que
fo)cv.

Si se satisface iv), del teorema anterior, para un punto x € X se dice que f es continua

en .

1.3.29 Corolario. Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios. f es continua si y solo si lo es

para cada punto de x.

1

Sif:X—Yyg:Y — Z son funciones continuas con inversas f~' y ¢g~' respectivamente,

entonces (fog)™' =g 'o f7!, de donde si ambas funciones son continuas y U es abierto de Z,

entonces g~ (U) es abierto de Y y f~*(¢7*(U)) es abierto en X.

1.3.30 Teorema. Sean f: X =Y yg:Y — Z fuciones continuas entre espacios, entonces la

composicion go f : X — Z es continua.

Un tipo de funcién que tiene mucha relacién con el concepto de continuidad es el de funcién
abierta, al estar definida a partir de conjuntos abiertos. De igual manera para las funciones

cerradas.

1.3.31 Definicién. Sea f : X — Y una funcién entre espacios. f se dice abierta si para
cada abierto U de X se tiene que f(U) es abierto en Y. f se dice cerrada si para cada
cerrado B de X, se tiene que f(B) es cerrado en Y.

Ademsds de la continuidad, la composicién de funciones abiertas y cerradas.

1.3.32 Teorema. La composicion de funciones abiertas es abierta y la composicion de funciones

cerradas es cerrada.

Dada la relacién en las definiciones de conjuntos abiertos y cerrados, puede concluirse que
una funcién biyectiva es abierta si y solo si es cerrada. Es 1til mencionar también que para
demostrar si una funcién es abierta basta probar que la imagen de un abierto béasico es un
conjunto abierto, y para probar si una funcién es abierta o cerrada puede hacerse mediante el
uso de el interior y la cerradura de los conjuntos.
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1.3.33 Teorema. Sea f : X — Y funcion entre espacios entonces f es abierta si y solo si
f(int(A)) C int(f(A)), para todo A C X, y f es cerrada si y solo si f(A) C f(A), para todo
AcCX.

Un concepto mas fuerte que el de continuidad y que da la idea de que dos espacios son
esencialmene iguales son los homeomorfismos, funciones biyectivas que son continuas con inversa
continua. Una propiedad que se preserva bajo homeomorfismos se dice que es una propiedad
topoldgica.

1.3.34 Definicion. Sea f : X — Y una funcién entre espacios. Si f es biyectiva y continua,
y la funcién inversa f~! :Y — X es continua entonces f se denomina homeomorfismo y

los espacios se dicen homeomorfos, lo cual se denota por X ~ Y.

1.3.35 Ejemplo. Los nimeros complejos con la norma usual dada por |z| = v/a* + b, donde
z =a+bi, es un espacio topoldgico homeomorfo a R? mediante el homeomorfismo f : C — R?

definido como f(a + bi) = (a,b).

1.3.36 Teorema. Composicion de homeomorfismos es un homeomorfismo.

Las funciones abiertas y ceradas nos dan también una caracterizacién de los homeomorfismos

sin hacer uso de la funcién inversa.

1.3.37 Teorema. Sea f : X — Y wuna funciones biyectiva entre espacios topologicos. Las

siguientes proposiciones son equivalentes
A) f es un homeomorfismo.
B) f es continua y abierta.

C) f es continua y cerrada.
D) f(A)=f(A).

Dos espacios son homeormorfos si son topoldgicamente iguales, es decir, si los abiertos de
uno coinciden uno a uno con los abiertos del otro. Un concepto similar se da en la siguiente
definicién que se refiere al caso en que dos puntos son topologicamente iguales dentro de un
espacio topoldgico, esto es, cuando los abiertos de uno coinciden con los abiertos del otro.

1.3.38 Definiciéon. Sea X un espacio. X se dice homogéneo si para cualesquiera dos puntos
x,y € X existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) =y.

1.3.39 Ejemplo. R con la topologia usual es un espacio homogéneo. Si x,y € R, la funcion
f:R —= R dada por f(z) = z+ (y — x) es tal que f(x) =y y ademds, f es un homeomorfismo
ya que f(Br($)) = B (y).
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Ss 1.3.4. SUBESPACIOS Y ESPACIOS PRODUCTO

Dada una topologia sobre el espacio X, puede definirse a partir de ella una topologia sobre
cualquier subconjunto de X al restringir los abiertos en estos subconjuntos.

1.3.40 Definicién. Sean X un espacio con topologia 7 y Y C X. La coleccion
7y = {UNY : U €7} es una topologia sobre Y y se denomina la topologia de subespacio
o topologia relativa de Y. Con esta topologia, Y se dice subespacio de X.

Todo abierto en la topologia relativa de un subconjunto abierto U de X es a su vez un
abierto en X, es decir, si U es abierto en X, entonces 7y C 7, esto ya que la interseccién finita
de abiertos es un abierto en X.

Dado un subconjunto de X, puede construirse una base para la topologia de subespacio a

partir de una base en X.

1.3.41 Teorema. Sean Y subespacio de X y [ una base para la topologia en X. La coleccion
By :={BNY : BEL} es una base para la topologia de subespacio sobre Y.

Los cerraduras de conjuntos en un subespacio pueden también determinarse a partir de las
cerraduras en el espacio.

1.3.42 Teorema. Sean Y subespacio de X y A C Y. La cerradura de A enY es ANY.

Las restricciones de una funcién continua a un subespacio es también continua.

1.3.43 Teorema. Sean f: X — Y wuna funcidn continua entre espacios y A subespacio de X.

La restriccion de f en A, fla: A—Y, es una funcién continua.

Al igual que en el caso de los subespacios, se tiene una manera natural para construir una
topologia sobre el producto cartesiano a partir de las topologias dadas en cada uno de los
espacios.

1.3.44 Definicion. Sean X y Y espacios topoldgicos. Se denomina topologia producto
sobre X x Y a la topologia que tiene como base la coleccién de todos los conjuntos de la
forma U x V, donde U es abierto de X y V es abierto de Y.

De la definicién anterior se sigue que un subconjunto W del espacio producto X x Y es
abierto relativo a la topologia producto si y solo si para cada (x,y) € W existen U abierto de x
y V abierto de y tales que (U x V) C W.

La topologia producto se define de manera general en el producto arbitrario de espacios y
estd determinada por las proyecciones coordenada.
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1.3.45 Definicién. Sean {X,} una familia de espacios y p, la proyeccién coordenada en la
a-ésima coordenada, para cada «. La topologia generada por la subbase S = JS,, donde

@

So = {p5'(Uya) : Uy es abierto en X, }, se denomina topologia producto, o topologia
de Tychonoff. El producto [[ X, con esta topologia se denomina espacio producto o

[e3

espacio de Tychonoff.

El siguiente teorema nos permite un mejor entendimiento sobre los abiertos en la topologia

producto, esto pues el producto de subespacios coincide con el subespacio producto.

1.3.46 Teorema. Sean X y Y espacios, A C X y B C Y. La topologia producto sobre A x B
coincide con la topologia que A X B hereda como subespacio de X X Y.

Las bases para las topologias de los espacios factores nos aportan una base para la topologia

producto.

1.3.47 Teorema. Sea X XY el espacio producto de los espacios X y Y. Si Bx y By son bases
para la topologia en X y'Y, respectivamente, la coleccion B = {B1 x By : Bi€fx,Ba€ by} es
una base para la topologia producto en X X Y.

En las condiciones del teorema anterior, dado que la imagen inversa de una unién de sub-
conjuntos es la unién de las imagenes inversas de dichos subconjuntos entonces, si se tiene una
base para la topologia del espacio de llegada, para demostrar la continuidad de la funcién basta
mostrar que la imagen inversa de cada elemento bésico es abierta.

1.3.48 Teorema. Las proyecciones en cada una de las coordenadas, m1 : X XY — X y

mo: X XY —Y, son funciones sobre, continuas y abiertas.

Las funciones sobre el producto cartesiano de dos conjuntos estdn determinadas por las
funciones coordenadas cuyas imagenes se encuentran en cada uno de los conjuntos. En caso de
tratarse de espacios topolégicos, la continuidad de una funcién sobre el espacio producto estd

determinada por las funciones coordenadas.

1.3.49 Teorema. Sea f : X — Y XZ una funcion entre espacios dada por f(zx) = (f1 (z), fg(:c)),
donde f1: X =Y, fo: X = Z yY X Z tiene la topologia producto. La funcion f es continua

sty solo si las funciones f1 y fo son continuas.

1.3.50 Definicién. Sea ¢ : X — Y una funcién entre espacios, los subconjuntos ¢='(y)
de X se denominan fibras de Y bajo ¢.
Las fibras de las proyecciones de espacios producto son de la forma {z} XY o X x {y},

donde ze X y yeY.
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Ss 1.3.5. AXIOMAS DE SEPARACION

Los axiomas de separacién que se definen a continuacién sirven en Topologia para poder
distinguir espacios topoldgicos ya que con la simple definicién de la topologia y lo visto hasta
ahora no siempre es posible. Se dicen axiomas de separacién pues implican la “separacion”
de ciertas clases de conjuntos por abiertos disjuntos y son muy utiles en el estudio de ciertos
espacios y sus propiedades.

Por curiosidad, es interesante saber que se les asignan las letras T por la palabra alemana

Trenunngazxiome, la cual se traduce como axioma de separacién.
1.3.51 Definicién. Sea X espacio topoldgico, se tienen las siguientes definiciones llamados
axiomas de separacién en X.

- X es Ty o Kolmogorov si para cualesquiera z,y € X, con x # y, existe U abierto tal que
xeUyy¢U (ox¢Uyyecl).

- X es T} o de Frechet si para cualesquiera x,y € X, con x # y existen abiertos U y V tales
que xeU -V yyeV —-U.

- X es 15 o Hausdorff si para cualesquiera x,y € X, con & # vy, existen abiertos U y V tales
que zeU,yeV yUNV #0.

- X es regular si para B C X cerrado y x € X — B existen abiertos U y V tales que B C U,
xeVyUNV #£0.

- X es T3 si X es Ty y regular.

- X es completamente regular si para B C X cerrado y z€ X — B existe una funcién
continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0y f(B) =1.

- Xes Ty 10 Tychonoff si es 71 y completamente regular

- X es normal si para cada A, B C X cerrados, con AN B = (), existen abiertos U y V tales
que ACU,BCVyUNV =40.

- X es Ty si es 11 y normal.

Algunas equivalencias de los axiomas de separacién estdan dadas en el siguiente teorema.

1.3.52 Teorema. FEn el espacio X se tienen entonces las siguientes propiedades:

i) X es Ty siy solo si para todo x,y€ X con x # y se tiene que m # @
ii) X esTy siy solo silos conjuntos unipuntuales {x} son cerrados.

iii) X es regular si y solo si para V abierto de X yx € V existe U abierto de X tal que x € U
y U CV, es decir, cada punto tiene una base de conjuntos cerrados.

Dada la naturaleza de los axiomas de separacién se tiene que algunos de ellos implican a
otros.
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1.3.53 Teorema. Sea X un espacio, se tiene entonces la siguiente cadena de implicaciones:
Ty = T3 = Hausdorff =T = Tp.

1.3.54 Teorema. Si X es un espacio T y reqular entonces es Hausdorff.

1.3.55 Ejemplo. Los espacios normados con la topologia generada por la norma son espacios
de Hausdorff: Si E es un espacio normado y x,y € E son tales que x # y, entonces ||y —z|| > 0.
Sir = |ly — x| se tiene que Bz (z) N Bz (y) = 0.

Son también espacios normales y regulares.

1.3.56 Ejemplo. Sea X = {0,1}. La familia T = {@,X, {0}} es una topologia en X. El
espacio X con esta topologia es llamado el espacio de Sierpinski. f = {{0}, X} es base
para la topologia de Sierpinski.

El espacio de Sierpinski es Ty pero no es 11 ni Hausdorff, es un espacio normal pero no reqular.

Los axiomas de separacién que se preservan en los subespacios y al tomar producto de dos
espacios con la misma estructura son los axiomas Ty, 17, Hausdorff, Regular, completamente
regular, Tychonoff. Un subespacio de un espacio normal es normal si este es cerrado y el pro-

ducto de espacios normales no es necesariamente normal.

Los axiomas de separaciéon no se preservan bajo funciones continuas, pero si bajo funciones

cerradas. Este resultado se encuentra demostrado en [10], Teorema 1.5.20.

1.3.57 Teorema. La imdgen bajo una funcion cerrada de un espacio Ty, T1,T2,T5, Ty, reqular
o normal preserva el respectivo axioma de separacion.

Ss 1.3.6. COMPACIDAD Y CONEXIDAD

La compacidad y la conexidad son conceptos fundamentales en los espacios topolégicos. Son
propiedades que se preservan bajo funciones continuas entre espacios topoldgicas, es decir, la

imagen de un espacio compacto o conexo es compacto o conexo, respectivamente.

I.3.58 Definicién. Sea X un espacio. Una coleccion A = {Aq}aer de subconjuntos del

espacio X se dice que es una cubierta de X, o que cubre a X, si J Ay = X.
ocl
Si cada A, es abierto, A se dice cubierta abierta de X.

1.3.59 Definicién. Un espacio X se dice compacto si para cada cubierta abierta {Up }ocr de

X existe una subcoleccién finita de {U, }aer que cubre a X, esto es, existen oy, g, ..., an €1

n
tales que |J Uy, = X.
i=1
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A veces es muy nutil trabajar espacios compactos vistos como subconjuntos de un espacio

mas grande.

1.3.60 Definicién. Sean X un espacio y K subconjunto de X. K se dice que es un

conjunto compacto de X si K es un espacio compacto con la topologia relativa de X.

1.3.61 Teorema. Sea X un espacio topoldgico. Todo subconjunto finito de X es compacto.

La compacidad no es una propiedad que se hereda de manera natural, esto es, no todo
subconjunto de un espacio compacto es a su vez compacto.

1.3.62 Teorema. Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son compactos.

No siempre la unién o interseccién de compactos preserva esta propiedad, en el caso de la
unién es cierto para el caso finito.

1.3.63 Teorema. La unidn finita de conjuntos compactos es compacto.

El siguiente teorema es un caso especial del denominado Teorema de Tychonoff, en este caso
restringido a dos espacios, que dice que el producto cartesiano de una cantidad arbitraria de
espacios compactos es compacto.

1.3.64 Teorema. X y Y son compactos si y solo st X XY es compacto, donde X XY tiene la
topologia producto.

La compacidad es una propiedad topoldgica.

1.3.65 Teorema. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios. Si X es compacto,

entonces f(X) es compacto.

1.3.66 Definicion. Sea X un espacio. X se dice localmente compacto si cada uno de
sus puntos tiene al menos una vecindad con cerradura compacta, esto es, para cada x € X

existe U abierto y K subconjunto compacto de X tales que x € U C K.
Ser localmente compacto no es una propiedad que se preserve de manera directa bajo fun-
ciones continuas.
1.3.67 Teorema. Si X es localmente compacto y f : X — Y es una funcion continua y abierta
entre espacios entonces f(X) es localmente compacto.

Si el espacio es compacto entonces cada uno de sus puntos tiene una vecindad compacta.

1.3.68 Corolario. Todo espacio compacto es localmente compacto.

Una separacién de X es un par U,V de conjuntos abiertos disjuntos no triviales de X cuya
unién es X. Existen ciertos espacios en los cuales no puede darse una separacion de ellos.
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1.3.69 Definicién. Sea X un espacio. Un subconjunto C' de X se dice conexo si no existe

una separacién de C. Si C' = X se dice que el espacio es conexo.

La conexidad es también una propiedad que se preserva bajo funciones continuas.

1.3.70 Teorema. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios. Si X es conexo,

entonces f(X) es conexo.

1.3.71 Teorema. Sean X un espacio y A C X conexo. Si B C X es tal que A C B C A
entonces B es conexo. En particular, A es conezo.

1.3.72 Teorema. X y Y son espacios conexos si y solo st X XY es conexo, donde X XY tiene

la topologia producto.

1.3.73 Teorema. Sea X un espacio. La union de una coleccion de subespacios conexos de X

que tienen un punto en comun es conexa.

1.3.74 Definicién. Sea X un espacio. La componente de X, denotada C,, es el subconjunto

conexo de X contiene a .

1.3.75 Teorema. Sea X un espacio. La componente de x es igual la union de todos los conexos

que contienen a x.

1.3.76 Corolario. Las componentes de un espacio X son conjuntos coneros mazximales respecto

a la inclusion.

1.3.77 Corolario. Las componentes de un espacio X son cerrados.

Demostracion. Sea x € X. Como C(z) es conexo, se sigue C(z) es conexo. Dado que C(z) es

maximal, con lo que C(z) C C(z). Asi, C(z) es cerrado. O

1.3.78 Teorema. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios. La imagen de cada
componente de X debe vivir en una componente de Y. Mds aun, si f es un homeomorfimo,
entonces f induce una correspondencia 1 a 1 entre las componentes de X y las de Y donde las

correspondientes componentes son homeomorfas.

Demostracion. Sea x € X. Si f es continua entonces f(C) es conexo y por tanto esta contenido
en la componente que contiene a f(z). Si f es homeomorfismo, es claro que se da la relacién
anterior en ambos sentidos con lo que se tiene la relaciéon entre las componentes de ambos

espacios. ]

Las componentes generan una particion del espacio, donde la relacién que la genera esta

dada por: ‘pertencer a la misma componente’.
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En los espacios normados F, un conjunto A se dice acotado si existe r > 0 tal que A C B,(0).
En estos espacios se tiene una equivalencia para los conjuntos compactos denominado el Teorema

de Heine-Borel.

1.3.79 Teorema. Si E es un espacio normado con la topologia generada por la norma, entonces

un conjunto A C E es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

1.3.80 Ejemplo. Los espacios finitos son compactos bajo cualquier topologia. Todo espacio
indiscreto es compacto y conexo.

1.3.81 Ejemplo. El espacio R con la topologia usual es un espacio conexo y localmente com-
pacto, pero no es compacto. Los intervalos abiertos (a,b) son conjuntos abiertos y conexos.
Los intervalos semiabiertos (a,b] y [a,b) son conjuntos conexos no abiertos ni cerrados. Los
intervalos cerrados [a,b] son conjuntos conexos, cerrados y compactos.

1.3.82 Ejemplo. Como generalizacion de el ejemplo anterior se tiene que R™ con la topologia
usual es conexo y localmente compacto. Las bolas abiertas son conjuntos abiertos y conexos. Las
bolas cerradas son conjuntos compactos y conexos. La esfera es un conjunto conexo y compacto.

1.3.83 Ejemplo. El conjunto GL(n,R) no es compacto ni conexo en el espacio de matrices

con la topologia usual de matrices

1.3.84 Ejemplo. La recta de Sorgenfrey o topologia del limite inferior es la topologia ge-
nerada por la base {[a,b) : a,bER, a < b}.

Sean a,b€R con a < b entonces [a,b),[a,+00), (—00,a) son abiertos y cerrados. La recta de
Sorgenfrey no es compacto, ni localmente compacto, y es totalmente disconezo, esto es, que

la componente conexa de cada punto es €l mismo.

Compacidad en espacios de Hausdorff

Contrario a la idea intutiva que pareciera indicar el Teorema de Heine-Borel, dado en Teore-
ma [.3.79, no siempre existe una relacién directa entre ser compacto y ser cerrado. Para asegurar

que un comjunto compacto es cerrado se necesita tener un espacio de Hausdorft.

1.3.85 Teorema. Todo subconjunto compacto K de un espacio de Hausdorff X es cerrado.

Demostracion. Sea © € X — K, como X es de Hausdorff entonces para cada y € K existen
Uy, y V, abiertos disjuntos tales que x € Uy y y € V. La colecciéon V = {V,, : y € K} es una

cubierta abierta de K, y dado que K es compacto existen y1,...,y, € K tales que K C |JV,.

i=1

Sean U = Uy, y V= UV,. Como cada Uy, y V,, son disjuntos se sigue que U y V son
1=1 =1

disjuntos tales que €U y K C V. Se sigue entonces que z €int(X — K), por lo que X — K es
abierto y K cerrado. O
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1.3.86 Corolario. Si f : X — Y es una biyeccion continua entre espacios, X es compacto y

Y es de Hausdorff entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea U abierto de X. Dado que X es compacto entonces X — U es compacto, y
dado que f es continua entonces f(X —U) es compacto en Y. Por el teorema anterior, f(X—U)
es cerrado en Y y como f es biyectiva se tiene que Y — f(U) = f(X —U) es cerrado. Por tanto
f(U) es abierto y f es una funcién abierta, de donde al ser f biyeccién continua se tiene que f

es homeomorfismo. O

La interseccién arbitraria de compactos no es necesariamente un conjunto compacto, esto

es valido en los espacios de Hausdorff.

1.3.87 Teorema. La interseccion arbitraria de conjuntos compactos en un espacio compacto
es un conjunto compacto.

La propiedad de los espacios de Hausdorff de separar puntos en abiertos disjuntos puede
extenderse a separar puntos de conjuntos compactos debido a la cantidad de puntos finitos

necesarios para cubrir al conjunto.

1.3.88 Teorema. Si X es un espacio de Hausdorff y K un subconjunto compacto de X, entonces
para cada x € X — K existen abiertos U y V' disjuntos tales que xelU y K C V.

Demostracion. Sea x € X. Como X es de Hausdorff entonces para cada y € X con y # x existen
abiertos disjuntos U, y Vj, tales que x € Uy y y € V,. La coleccién ¥V = {V,, : y€ K} es una
cubierta abierta de K, por lo que existen yi,...,y, € K tales que K C JV,,. Los conjuntos

i=1

U=NUy, vy V=LYV, son abiertos disjuntos tales que xcU y K C V. O
=1 i=1

Si el espacio es compacto y de Hausdorff se tiene que pueden separarse puntos de cerrados
ya que en ese caso los conjuntos cerrados son compactos.

1.3.89 Corolario. Todo espacio compacto de Hausdorff es reqular.

1.3.90 Corolario. Todo espacio compacto de Hausdorff es normal.

Demostracién. Sean A y B conjuntos cerrados de X con AN B = (). Para cada z € A existen
abiertos disjuntos U, y V, tales que x€U, y B C V.
La coleccion de los conjuntos U, es una cubierta de A, y como A es cerrado del espacio compacto

X es compacto, entonces existen x1, . .., x, € A tales que A C U Ug,. SiU = U Uy, yV = ﬂ Va,
=1 =1

entonces U y V son abiertos disjuntos tales que AC U y B C V. O

1.3.91 Teorema. Sea X un espacio localmente compacto X es localmente compacto si y solo
st cada punto tiene una vecindad de cerradura compacta.

1.3.92 Teorema. Todo espacio Hausdorff localmente compacto es regular.
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Ss 1.3.7. ESPACIO COCIENTE

Las fibras de las funciones sobreyectivas forman una particion del dominio, esto motiva la
definicién del espacio cociente, en donde se busca dotar de la misma estructura topoldgica del

dominio al codominio a través de una funcién suprayectiva.

1.3.93 Definicion. Sea p : X — Y una funcién suprayectiva entre espacios. p se dice
funcidén cociente o identificacién siempre que un subconjunto U C Y es abierto en
Y siy solo si p~'(U) es abierto en X.

Si Y no es espacio topoldgico entonces existe exactamente una topologia sobre Y relativa
a X con la cual p es cociente, la cual se denomina topologia cociente inducida por p.

La topologia en el espacio cociente esta dada por los subconjuntos W de Y para los cuales
p~ ' (W) es abierto en X, y es una topologia bien definida ya que las imagenes inversas preservan
operaciones entre conjuntos. Es comin cometer el error de creer que si un conjunto es abierto
en X lo es entonces en Y, sin embargo no es asi.

Una de las situaciones en donde es muy comun encontrar la topologia cociente es en los
conjuntos cocientes, esto es, cuando se tiene una particiéon del espacio.

1.3.94 Definicién. Sea X un espacio y X* una particién de X. Si7t: X — X" es la
funcién sobreyectiva que lleva a cada punto de X al elemento de X™* que lo contiene, esto es
la funcién proyecciéon. Con la topologia cociente inducida por m, el espacio X* se denomina

espacio cocientede X.

Toda identificacién es una funcién continua pero no necesariamente abierta, sin embargo

toda funcién que sea sobre, continua y abierta es una identificacion.

1.3.95 Teorema. La composiciones de funciones cociente es una funcion cociente.

Si f es una funcién continua y ¢ es una funcién cociente entonces f o ¢ es continua, a

continuacién se prueba que si se tiene lo contrario, esto caracteriza a las funciones cocientes.

El siguiente teorema es un resultado fundamental que se denomina Propiedad universal

del cociente.

1.3.96 Teorema. Una funcion ¢ : X — Y entre espacios, continua y suprayectiva, es una
funcion cociente si y solo si para cada espacio Z y cada funcion f Y — Z, la continuidad de
f ow implica la continuidad de f.

N
N
——7

f

X
S‘Jl\\ fop
Y
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Demostracion. Si @ es cociente y f o ¢ es continua, para cada U abierto de Z se tiene que
(fop) ™ (U) = ¢ (f7(U)) es abierto en X, y asi f~'(U) es abierto en Y. Por tanto, f es
continua.

Por otro lado, sea Y* el conjunto Y con la topologia cociente dada por ¢, se tiene entonces el
siguiente diagrama, en donde idy es la funcién identidad en Y.

X

N
\ tdyop
® N
N

Y’AZE:>)/*
Si U es abierto en Y’, dado que (idy o)~ (U) = ¢~ (idy' (U)), idy (U) = U y ¢ es continua se
sigue que (idy o)~ (U) es abierto en X y por tanto idy o es continua. Si se tiene la propiedad
de que la continuidad de la composicién f o ¢, donde f : Y — Z es funcién arbitraria y Z es
un espacio arbitrario, implica la continuidad de f, entonces idy es continua. Luego, si U C Y
es tal que ¢~'(U) es abierto en X, entonces se tiene U = (idy o ¢)(¢~'(U)) es abierto en Y* y
dado que idy es continua, U = idy'(U) es abierto en Y. Se concluye asi que ¢ es una funcién
cociente. O

El siguiente teorema es una consecuencia de la Propiedad universal del cociente, denominado

Teorema de la transgresiodn.

1.3.97 Teorema. Sea p : X — Yuna identificacion. Toda funcion continua f : X — Z que
envia cada fibra p~'(y) en un solo punto de Z, induce una unica funcion continua f :Y — Z

tal que fop=f.
x-t.z

1.3.98 Ejemplo. En el segmento I := [0,1] se define la relacion de equivalencia ~ dada por:
0 ~ 1 y para todo x € (0,1), x solo esta relacionado consigo mismo. El espacio cociente I/ ~
es homeomorfo a S*, donde S' = {(x,y) € R? : 22 + y? = 1}. La funcién f : I — S dada
por (cos 27t, sin 27rt) es continua pero no biyectiva. Si p: I — I/ ~ es la proyeccion, dado que
f(0) = £(1), la imagen de cada fibra de p es constante en S, por el Teorema de la transgresion
entonces f induce una funcion continua @ de tal manera que om = f, la cual es biyectiva por lo
que tiene funcion inversa. Los conjuntos I/ ~ y S son conjuntos compactos, I/ ~ ya que es
imagen continua de un compacto, de R y R? respectivamente, asi para B C I cerrado se tiene
que B es compacto, de donde p(B) es compacto, y asi p(B) es cerrado. Se tiene entonces que

@ es una funcién cerrada y por tanto es un homeomorfismo. Por tanto, 1/~ ~ S*.
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1.3.99 Ejemplo. De manera similar se tiene que el toro T = S' x S' puede verse como un
espacio cociente a partir de la relacion de equivalencia ~ dada por

(,0) = (z,1) Vzel
(0,y) =(0,1) Vyel

y la funcion f : I x I — T definida por f(u,v) = (:U(u,v),y(u,v),z(u,v)) dada por

z(u,v) = cosu(2 + cosv)

y(u,v) = sinu(2 + cosv)
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CariTtuLo II.
§ GRUPOS TOPOLOGICOS

La teoria de grupos topoldgicos representa un caso exitoso de la unién de dos grandes areas
en matematicas: Topologia y Teoria de Grupos. Estas estructuras no son excluyentes entre si
ya que son definidas mediante distintos recursos, por su parte la topologia se define como una
estructura que distingue propiedaes entre los subconjuntos del conjunto y las propiedades dadas
por la estructura de grupo estd dada en la relacion entre sus elementos. Sobre un conjunto cual-
quiera pueden definirse multiples topologias, siendo los primeros ejemplos de ello las topologias
discreta e indiscreta, es asi que sobre un grupo pueden definirse varias topologias, de entre las
cuales pueden encontrarse algunas de tal manera que la nueva estructura que combina a las
dos anteriores presente propiedades interesantes que involucren conceptos de ambas estructuras
dadas.

En términos generales, un grupo G con una topologia definida en él se dice grupo topoldgico
si las funciones dadas por el producto y por la toma de inversos son continuas. Es interesan-
te notar los conceptos involucrados en la condicién de grupos con topologia para ser grupos
topoldgicos: se toman un par de funciones definidas a partir de la operacién de grupo y de la
toma de inversos, propiedades que definen la estructura del grupo, a las cuales se les pide ser
continuas, concepto importante en la estructura de los espacios topolédgicos. Estas funciones
continuas que definen a los grupos topolégicos permiten que ambas estructuras presenten pro-
piedades que no seria posible tener en otro caso.

El hecho de que la topologia definida se encuentre dentro de un conjunto en el que se pueden
operar sus elementos y tiene la existencia de inverso y un neutro, y de tener funciones basadas
en ellos que sean continuas, permite trasladar conjuntos en el todo el espacio manteniendo sus
propiedades. Dada esa capacidad de trasladar conjuntos manteniendo sus propiedades lleva al
estudio de los subconjuntos que contiene al elemento neutro del grupo. Es por esta razén que el
neutro se vuelve el elemento més importante no solo en el grupo, en donde lo es por definicién,
si no también en la topologia pues basta saber que ocurre localmente al rededor de él para saber
que ocurre en cualquier otro punto, y nos dice también que lo que pasa ahi pasa en todas partes.
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En las secciones 1.1 y 1.3 del capitulo anterior se da un rapido repaso por las propiedades
bésicas mas importantes de los grupos y los espacios topoldgicos, como estructuras separadas.
Estas propiedades seran de mucha ayuda en este capitulo, sin embargo algunos de los resultados
encontrados aqui son completamente distintos a los que se tienen anteriormente ain cuando
los conceptos son los mismos. Es muy notorio el hecho de que la cantidad de conceptos nuevos
definidos es muy poca.

El presente capitulo se compone de 6 secciones. Los primeros cinco guardan similitud con
los temas abordados en la Seccién 1.3 ya que se presentan resultados para estos conceptos.

En la Seccién II.1, se presentan propiedades obtenidas directamente de la definicién de los
grupos topolégicos mediante la continuidad de las funciones producto e inversion. El resultado
principal de esta seccién estd dado por el Corolario 11.1.13 que dice que todo grupo topoldgico
es homogéneo.

En la Seccién I1.2 se estudia la contruccion de grupos topolédgicos a partir de ciertos dados,
entre ellos se encuentra los subgrupos topoldgicos y el producto de grupos topolégicos.

La Seccién I1.3 estd dedicada a las propiedades topoldgicas de compacidad y conexidad. Se
demuestra aqui que la operacion del grupo preserva estas propiedades.

Los axiomas de separacion en los grupos topolégicos y sus propiedades se encuentran en la
Seccién 11.4, en donde se demuestran que los axiomas Ty, 17 v Hausdorff son equivalentes.

En la Seccién I1.5 se tienen algunas propiedades sobre los espacios y grupos cocientes.

Por ultimo, en la Seccién 11.6 se demuestra que los grupos topoldgicos son estructuras unifor-
mes, que en términos generales son espacios en los que se define el concepto de continuidad
uniforme, concepto generalizado de los espacios métricos.

En la parte final de este Capitulo se presentan algunos ejemplos extra a los ejemplos que
van desarrollandose a lo largo del texto que ayudan a la comprensién de los conceptos de grupos

topoldgicos.

En el presente Capitulo, G representa a un grupo con operacién gh, neutro e e inversos

denotados por g~'. Si GG es espacio topolégico, 7T denota a la topologia en G. Toda base local

de e se tomara como una base local de abiertos.

46



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

S II.1. TEORIA DE GRUPOS TOPOLOGICOS

Un conjunto no vacio se puede dotar de una estructura algebraica de grupo, para operar
entre sus elementos, y una estructura topolédgica, para operar en una familia de subconjuntos
cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Para definir un grupo topoldgico no
basta con tener ambas estructuras en un mismo conjunto, si no que se necesita una relacién
entre ellas que permita obtener una teoria consistente que englobe a las estructucturas dadas.
La relacion mencionada es la continuidad, el cual es un concepto topolédgico, sobre el producto

y la toma de inversos, los cuales son conceptos algebraicos.

La funcién dada por la operacion de elementos del grupo y la funcion que manda los ele-
mentos a sus respectivos inversos, estdn bien definidas ya que tanto el producto como la toma

de inversos son operaciones cerradas en el grupo.

11.1.1 Definicién. En el grupo G se definen la funcién producto v : G X G — G dada
por v(g,h) = gh, y la funcién inversiém ¢ : G — G dada por t(g) = g

Si G es ademads un espacio topoldgico, las funciones producto e inversiéon pueden ser conti-
nuas. Es en ese caso en el que las dos estructuras, tanto de grupo como topoldgica, se combinan
en un solo concepto que integre las propiedades de ambas.

I1.1.2 Definicién. El grupo G se dice grupo topolégico si existe una topologia 7 para
G de tal manera que las funciones producto e inversion son continuas, donde G x G tiene
la topologia producto.

Si 7 es una topologia sobre GG de tal manera que G es un grupo topoldgico entonces 7 se
dice consistente con la operacién en el grupo.

Observacion. En la definicién de grupo topoldgico no se pide que G x G sea grupo, basta con

tomar a G como espacio topoldgico.

El grupo R™ con la operaciéon dada por la suma usual y la topologia usual es un grupo
topoldgico. Este es un caso particular de un grupo topoldgico dado por los espacios normados.

I1.1.3 Ejemplo. Sea (E,||-||) un espacio normado. El grupo aditivo E es grupo topoldgico
cuando se considera en E la topologia inducida por la norma.

Sean x,yeFE yr > 0. SizeBg(a:) waBg(y) se tienen que —5 < z2—x < 5y —5 <w—y < g,
de donde |(z+w) — (x+y)| <r, es decir, z+we B,(x+y), por lo que la suma es continua. Si
u€ By(—x) entonces | —u — x| = |u — (—z)| < r y asi —u€ B, (x) con lo cual se concluye que
la funcion inversion es continua.

Las permutaciones sobre un conjunto X forman un grupo bajo la composicién. Si X es un
espacio topoldgico, la familia de homeomorfismos de X es también un grupo en el cual se tiene
que la topologia compacto abierta es consistente con la composiciéon de funciones.
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I1.1.4 Ejemplo. Sea X un espacio Hausdorff compacto, entonces Homeo(X) es un grupo to-
polégico con la operacion dada por la composicion de funciones y con la topologia compacto
abierta definida en Apéndice B.

Homeo(X) es un grupo ya que la composicion de homeomorfismos y la inversa de un homeo-
morfimo es un homeomorfismo.

Como X es compacto, se tiene entonces que es localmente compacto, por lo que el Corolario B.9
asequra que la funcién producto dada por la composicion es continua, por lo que falta mostrar
unicamente que la inversion es continua.

Sea [K,U] subbdsico en Homeo.(X). Si f € [K,U] entonces f(K) C U con lo cual X —U C
X — f(K) = f(X —K), esto dltimo por ser f biyectiva. Se sigue que f[~(X —U) C X — K, es
decir, f7'€[X —U, X — K]|. Por tanto, f€[K,U] si y solo si f7'€[X —U, X — K].Como U es
abierto, X —U es cerrado y por ser X compacto, X —U es compacto. Como K es compacto y X
es de Hausdorff, entonces K es cerrado y asi X — K es abierto. De lo anterior, [X —U, X — K|
es un abierto subbdsico de C.(X,X), por lo que i *([K,U]) = [X — U, X — K] es abierto en

Homeo(X) y por tanto la inversion es continua.

I1.1.5 Ejemplo. El grupo general lineal G(n,R) con la topologia de subespacio heredada del
espacio de matrices M (n,R) es un grupo topoldgico. Para el producto, cada entrada de la matriz
producto es una funcion polinomial con valores reales, por lo que es continua. Para la inversion,
por la Regla de Cramer se tiene que la matriz inversa de A = (a;j) esta dada por

B 1
(aij)™" = det(A)

(1) Cy

donde Cij es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima
columna de A, se tiene que cada entrada es una funcion racional con valores reales, por lo que

es continua.

I1.1.6 Teorema. G es grupo topoldgico si y solo si la funcion
L, : G x G — @G, dada por v,(g,h) = gh™", es continua.

Demostracion. Sean g,h € G. Dado que v(g,h) = gh =, (g, L (e, h)) y t(g) =g =1,(e g) se
sigue entonces que si ¢, es continua las funciones v e i son continuas. Por otro lado, si v y ¢ son

continuas, dado que ¢,(g, h) = v(g,i(h)) entonces ¢, es continua. O

I1.1.7 Ejemplo. EIl conjunto de los niimeros reales positivos, esto es, Rt :={zx € R:z > 0},
con el producto usual y la topologia de subespacio respecto de R es un grupo topolégico.

Sean (z,y) € RT x RT y ¢ > 0 de tal manera que 5] < e Sid = ml’n{ﬁ,%,%} Y

z,w €R son tales que z = x+a y L = %, con |a|,|b| < 9, esto es, z€ (x —d,x +9) y
) .

%E(i -9, % +6), entonces |5 — 7| < % + \zb\ |z + |al |b] < w T §|z| 4+ 62 , de donde se sigue

que |t,(z,w) — 1, (z,y)| < % %‘;" + (%) =g, por lo que se concluye que v, es continua y

por tanto R* es grupo topoldgico.
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De manera similar se prueba que el conjunto de los reales positivos no cero, R™, es grupo
topoldgico con la topologia de subespacio heredada de R. Esto no es simple casualidad, mas

adelante se prueba que todo subgrupo es a su vez un grupo topoldgico.

Para todo elemento en un grupo se tiene que el inverso del inverso es el mismo elemento,
esto es, (¢7')' = g. Luego, L(L(g)) = g, y por tanto se concluye que la funcién inversa de la

inversién es la misma inversion.

11.1.8 Corolario. La funcion inversion es un homeomorfismo.

Uno de los conceptos de la teoria de grupos que toma mayor relevancia en los grupos
topoldgicos es el de las traslaciones, funciones dadas en Definicién 1.1.10.

Observacion. Cada x € G determina una traslacién izquierda L, y una traslacién derecha R,
con las mismas propiedades. Por esta razén, y para no redundar demasiado con las mismas
ideas, se trabajard con alguna de las traslaciones sabiendo que se tienen los mismos resultados
para las otras. En caso de que una propiedad se tenga solo para las traslaciones izquierdas o
derechas serd expresado en tal situacién.

I1.1.9 Teorema. Las traslaciones son funciones continuas.

Demostracion. Sea x € G. Para todo g€ G, xg = v(zx, g) por lo que Ly = v|(,1x¢ ¥ €8, por tanto,

continua. OJ

Para cada abierto U de G, los conjuntos ¢(U), Ly (U) y R;(U) son abiertos.

I1.1.10 Corolario. Para cada abierto U de G y cada g € G los conjuntos U~' y gU son
abiertos.

11.1.11 Teorema. Las traslaciones son homeomorfismos.

Demostracion. Dado que la inversa de una traslacién (L)™'

es la traslacion inversa L -1, se
: 1 . : : .
sigue que (Lg) ™" es continua. Se tiene entonces que tanto las traslaciones como sus inversas son

continuas, por lo que cada traslacion es un homeomorfismo. ]

La composicién de traslaciones es tambien un homeomorfismo por lo que para un elemento

x € la funcién f, = R,-1L, es continua.

11.1.12 Corolario. Para cada elemento x € G, la funcion conjugacion f, : G — G dada por
fo(g) = zgx~

' es un homeomorfismo.

I1.1.13 Teorema. Los grupos topoldgicos son espacios homogéneos.

Demostracion. Para g,h€ G si x = hg™" entonces la traslacién en x es un homeomorfismo tal

que L,(g) = h. O
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Observacion. Por contrarreciproca, para demostrar que una topologia no es consistente con la

operacion en el grupo basta ver que dos puntos no son topolégicamente iguales.

11.1.14 Ejemplo. La recta de Sorgenfrey es un espacio homogéneo ya que las traslaciones
[a,b) — [z + a,x + b) son también homeomorfismos, pero no es grupo topoldgico ya que la
funcidn inversion no es continua pues Fl([O, 1)) = (—1,0] no es abierto.

El Teorema anterior es uno de los resultados mas importantes en la Teoria de grupos to-
poldgicos pues nos permite estudiar las propiedades topoldgicas del grupo a partir de los abiertos
en un solo punto, esto pues en los espacios homogéneos todos los puntos son topolégicamente
iguales. Los abiertos en cada punto estan caracterizados por los abiertos en el neutro, esto es:

los abiertos de g son los conjuntos gU, donde U es un abierto de e.

Muchas de las propiedades que se prueban para espacios topoldgicos basta demostrarlas
para abiertos basicos, dada una base para la topologia del espacio. Por ello la importancia de
tener una base. Por la propiedad homogénea de los grupos topoldgicos, basta tener una base
abierta local del neutro para construir una base para la topologia consistente.

Si V(e) es una base local de abiertos del neutro e, entonces para cada g€ Gy V € V(e),
se sigue que gV es un abierto de g, de donde {gV : V € V(e)} es una base local de g.
Por el Teorema 1.3.23, basta entonces una base local en e para generar una base para la topologia
en G.

I1.1.15 Corolario. Si V(e) es una base local de abiertos de e, entonces la familia
V:={gU:9€G,UcV(e)} es una base para la topologia en G.

Dada la importancia de las bases locales, es 1til conocer sus propiedades. El siguiente teore-
ma muestra propiedades de las base locales en el neutro que incluso caracterizan a las familias
de conjuntos que generan una subbase y una base para una topologia consistente en G.

I1.1.16 Teorema. Si V(e) es una base local de abiertos de e se tienen entonces las siguientes
propiedades:

i) Para cada U €V(e), existe V€V(e) tal que V2 C U.
ii) Para cada U €V(e), existe V €V(e) tal que V-1 C U.
iii) Para cada U€V(e) y cada x €U, existe V€V(e) tal que zV C U.

i) Para cada U€V(e) y x€G, existe VeV(e) tal que zVz=' CU.

50



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

Demostracion.

i) Sea U €V(e), dado que la funcién producto es continua en e, existen Vi, V, € V(e) tales que
(eV1)(eVa) C eeU, es decir, ViVo CU. SiV =V NV, entonces VC Vi y V C Vs, de donde
VicwnWwh CU.

i1) La inversién es continua en e por lo que para cada U € V(e) existe V € V(e) tal que
Vle' Ce'U, conlo que V-1 CU.

iii) Sean U € V(e) y = € U. Como la traslacién bajo z es continua, existe V € V(e) tal que
zV CU.

iv) Sean U eV(e) y x € G. Como la funcién conjugacién bajo x es continua, existe V € V(e) tal
que zVz~' CU. O

Observacion. En general para cada U €V(e) y cada n€N, existe V €V(e) tales que V" C U.

Definiciéon. Una coleccién C de subconjuntos de un conjunto X se dice que tiene la propiedad
de la interseccién finita si cada subcoleccién finita {C1,...,C,} de C tiene interseccién

no vacia, es decir, se tiene que C; N ---NC,, # 0.

I1.1.17 Teorema. Sea G un grupo, y U una familia de subconjuntos de G con la propiedad de
la interseccion finita para los cuales se tienen las propiedades i) — iv) del teorema anterior. La
familias de subconjuntos gU := {gU : g € G,U €U} es una subbase para una topologia en G.
Con esta topologia G es un grupo topoldgico.

St la familia U tambien satisface:

v) para cada U,V €U, existe W el tal que W CUNV,
entonces gU es base para la topologia de G.

Demostracion. Sea U €U, como U satisfacen las propiedades i) —iv) del Teorema I1.1.16 existen
V,W el tales que V2 C U y Weld tal que W=t C V, de donde VIW™! C VV = V2. Como U
tiene la propiedad de la interseccidn finita, entonces VNW # (). Sea he V N W, entonces heV
yhteW "t conloqueec VW= C V2 C U, es decir, ec U para todo U €. Por tanto g€ gU,

para cada g€ G, y asi G = |J gU. Se concluye entonces que gif es subbase para una topologia
veau
en G. La topologia generada por la subbase no tiene por qué ser consistente con la operacién

en (G, para demostrar esto haremos uso de una base y una base local construida a partir de esta
subbase.
Sea V := {(( U : g.€ G, U; €U}. Dado que U es subbase se sigue que V es base para la

=1
topologia en G y la familia V(e) := { (U, : U; €U} es base local abierta de e.
1=1

Para probar que G es grupo topoldgico, es necesario demostrar primero que la base local V(e)
en G satisface i) — iv) del teorema anterior ain cuando G no es grupo topoldgico, las cuales se
han probado para bases locales en grupos topoldgicos.
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Si Up,U,,...,U, € U, existen Vi,V5,...V,, € V tales que Vi2 - Uiz, i = 1,...,n. Luego,
(N Vi)2 C NV C N U de donde se tiene que V(e) satisface i). Siguiendo el mismo razo-
=1 i=1

1=1

namiento y dado que se valen (ﬁ V,;)2 = (n] Vf, g(ﬁ V;) = fn] gViy g(ﬁ V;)g*1 = (n] gVig™t,
se satisfacen entonces las propieg;des i1), ;;zl) y iv),zljelspectivgrilente. - -
Sean g,h€G y U €V(e), por i) existe V €V(e) tal que V2 C U y por iv) existe W €V(e) tal que
h=*Wh C V. Luego, (h"*Wh)V CVV C Uy (gW)(hU) = (¢gWh)V C ghU. Por lo anterior, la
funcién producto es continua. Notese que W y V dependen unicamente de h.
Por otro lado, para U € V(e) existen V, W € V(e) de tal manera que gVg ' CUy W=t CV, de
donde gW—1g=' C gV~1g~' C U y por tanto W—1g~! C gU, con lo que la funcién inversién es
continua.
Se tiene entonces que la funciéon producto e inversion en G son continuas y G es grupo topolégi-
co.
Por ultimo, es claro que si U satisface v) entonces gU es base para la topologia definida en G y
por el Teorema 1.3.23 se tiene también que U es base local de e.

O

Las traslaciones y la inversién son homeomorfismos, por lo que el inverso y la traslaciéon de un
conjunto abierto es abierto. En general, estos conjuntos mantienen esas propiedades topolégicas

que se mantienen bajo homeomorfismos.

11.1.18 Corolario. Sea B subconjunto de G. Si B es cerrado, compacto o conexo entonces los

conjuntos B~ y gB son cerrados, compactos o conexos, respectivamente.

Observacion. Los abiertos en todo punto estan caracterizados por los abiertos en el neutro. El
corolario anterior dice que tal propiedad se tiene también para los conjuntos cerrados, compactos
y conexos locales de cada punto.

La funcién producto es continua pero no es necesariamente un homeomorfismo, por lo que
preserva solo aquellas propiedades que se mantienen bajo funciones continuas. Se tiene asi que el
producto de compactos es compacto y el producto de conexos es conexo. Estas dos propiedades
se enuncian en la Seccién I1.3 dedicada a estos conceptos.

El teorema siguiente muestra que basta con que alguno de los conjuntos sea abierto para
que el producto lo sea, cuestion que no se tiene con los conjuntos cerrados. De hecho, tampoco
puede asegurarse que el producto de cerrados es necesariamente cerrado.

I1.1.19 Teorema. Sea U un abierto de G. Si A C G entoncess el producto AU es abierto.

Demostracion. Dado que A puede verse como la unién de los elementos que lo componen,
entonces AU = (U a)U = (JaU y como aU es abierto para todo a € A se sigue que AU es
acA

acA

abierto. ]
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La imagen continua de un conjunto cerrado no es, en general, un cerrado, por lo que el
producto de conjuntos cerrados no necesariamente lo es. De la demostracion del teorema ante-
rior, ya que el producto de dos conjuntos puede verse como la unién de las traslaciones de un
conjunto con respecto a los elementos del otro, y dado que la unién finita de conjuntos cerrados

es cerrada, se sigue que el producto de un conjunto finito con un cerrado es cerrado.

I1.1.20 Corolario. Sea F un conjunto cerrado de G. Si B es un conjunto finito entonces el
producto BF' es cerrado.

Dado la relacién generada por las bases locales en e y las bases para la topologia en G, las
propiedades de las bases locales dadas en Teorema I1.1.16 son usadas de manera natural en la
demostracién de los resultados obtenidos en grupos topoldgicos. Un ejemplo de esto se presenta
en el siguiente teorema que caracteriza a la cerradura de conjuntos en G.

Observacion. Sea g€G, g€ A si y solo si para todo U abierto de e, AN gU # (), o equivalente-
mente, g€ AU, para todo abierto U de e.

I1.1.21 Teorema. SiV(e) es una base de abiertos en el grupo topoldgico G, para cada subcon-
junto A de G se tiene que A = () AU.
vev(e)

Demostracion. Sean g € A y U € V(e). Para U existe V € V(e) tal que V=! C U y ademés,
AN(gV) # 0, con lo que existen a€ Ay v€V tales que a = gv, de donde g = av-'€ AV~ C AU
y por tanto A C AU.

Por otro lado, si g ¢ A entonces existe W € V(e) de tal forma que gW N A = . Sea U € V(e)
con U~' C W, entonces gU ' N A = () de donde g ¢ AU puessi g€ AU, g=auy a=gu',lo
que contradice que gU™ 1N A = 0. ]

Hay propiedades que los conjuntos conservan al tomar su cerradura. El siguiente teorema
muestra el comportamiento de la cerradura de los conjuntos bajo las operaciones de grupo.

I1.1.22 Teorema. Si A y B son subconjuntos no vacios de G, satisfacen entonces las siguientes

propiedades:
i) AF C 4B ;
i) AT = AT,

iii) gAh = gAh , para todo g, heGq.

Demostracion.

i) Sean a€ A y b€ B . Si U€V(e) por la continuidad de la funcién producto, existe V €V(e) de
tal forma que (aV)(bV) C abU. Como a€ A y b€ B existen z,y € G tales que z€ (aV)N Ay
ye (V)N B de donde zyc AB y zy € (aV)(bV) C abU, es decir, zy € (abU) N AB y por tanto
(abU) N AB # 0. De esto, a,b€ AB .
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ii) Dado que la funcién inversién es un homeomorfismo se tiene que i(A) = i(A) y por tanto

A=A,
i11) Sean g,h € G. Dado que las traslaciones son homeomorfismos se tiene entonces que
Ly(Rn(A)) = Ly(Ry(A)) y por tanto gAh = (gAh). O

Observacion. Una funcién entre grupos topolégicos f : Gi — G es continua si para todo
abierto U del neutro de Gy existe un abierto V' de el neutro de Gy tal que f(gV') C f(g)U, para
todo g€ Gj.

En general, una funcién entre espacios es continua si lo es en cada uno de sus puntos. Por
la homogeneidad, para un homomorfismo de grupos topolégicos basta ser continua en el neutro
para concluir que lo es en cada uno de los elementos del grupo.

11.1.23 Teorema. Un homomorfismo entre grupos topoldgicos f : G1 — Go es continuo si y
solo si lo es en el neutro de G1.

Demostracion. Si f es continua entonces lo es en cada uno de los puntos de G, en particular en
el neutro de Gj.

Por otro lado, si f es continua en el neutro, V(e,) y V(e,) son bases locales en los neutros de G
y G2, respectivamente, entonces para cada U € V(e,) existe W € V(e,) tal que f(W) C U. De
esto, por 7ii) del Teorema I1.1.16 existe V €V(e) tal que gV C W, de donde f(gV) = f(g)f(V)
por ser f homomorfismo, y asi f(gV') C f(g)U, por lo que f es continua en g. O

Las propiedades de bases locales en el neutro han demostrado ser muy ttiles para las prue-
bas de algunos resultados. Existen también bases locales en las que sus elementos presentan
propiedades por si mismos, un ejemplo de esto es la simetria que presentan algunos conjuntos
de G. Recordando, un subconjuntos S de G se dice simétrico si S = S~'. El siguiente Teorema

prueba que en los grupos topolégicos siempre es posible dar una base con tales caracteristicas.

11.1.24 Teorema. Todo grupo topoldgico G tiene una base local de abiertos en e que consta de
conjuntos simétricos.

Demostracion. Sea V(e) una base local de abiertos en e. Para cada U € V(e) se define
V:i=UNU" dedonde V=V"'yecV CU. SiSy:={V:V=UNU"'UeV()}y
S €Sy existen S = U N U~!, para algiin U € V(e). Para U existe V €V(e) tal que V C U, asi
V=1 C U Sea 8" =V NV~ entonces S'€Sy(e) v es tal que S" C S, por lo que Sy es base
local en e. O

I1.1.25 Definicién. Si S(e) es una base local de abiertos simétricos de e, S(e) se dice
base simétrica de e.

11

I1.1.26 Ejemplo. En el grupo aditivo R con la topologia usual, los conjuntos (—=, =

) forman
una base simétrica del neutro 0.

54



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

Como se tiene que todo grupo topoldgico tiene una base local de abiertos simétricos pueden

tomarse entonces abiertos simétricos para las demostraciones.

I1.1.27 Teorema. Si S(e) es una base simétrica de e, entonces para cada abierto U de e existe

VeS(e) tal que V CU.

Demostracion. Si U es un abierto de e, como S(e) es base local de e, existe V € S(e) tal que
V2 C U. Sea g €V, entonces gV NV # (), de donde existen v,,v, € V tales que gv, = v,.
Luego, g = v,v; ' y por tanto g€ VV 1 = V2 C U. O

Si S es un conjunto simétrico de G entonces S = S~! de lo cual se tiene que S = S~ '.

Por el Teorema I1.1.22, § = § ' y por tanto se tiene que la cerradura preserva la simétria.
I1.1.28 Corolario. La ceradura de todo conjunto simétrico es un conjunto simétrico.

I1.1.29 Teorema. Para todo g,h€G, g {h} siy solo si h€{g}.

Demostracion. Sea V abierto simétrico de e. Si g € {T} entonces g € hV y por tanto g = hv,
para algin veV, asi h = gv='€ gV, de donde he V. O
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S I1.2. SUBGRUPO Y GRUPO PRODUCTO

En la presente seccién se busca definir una topologia en grupos definidos a partir por grupos
topoldgicos dados. Topologias consistentes con estos grupos se dan de manera natural, esto es,
para los subgrupos una topologia consistente estd dada por la topologia de subespacio, y para
los grupos directos una topologia consistente es la topologia producto. En lo que resta del actual
capitulo, G se considera grupo topoldgico.

I1.2.1 Teorema. Si H es subgrupo de G entonces H es grupo topoldgico respecto a la topologia

de subespacio.

Demostracion. Si H es subgrupo de G entonces gh™' € H, para todo g,h € H, por lo que la
funcién ¢, |mxm esta bien definida y al ser restricciéon de una funcién continua sobre el subespacio
H se tiene a su vez que es continua. Por tanto, H es grupo topoldgico. ]

11.2.2 Definiciéon. Bajo las condiciones anteriores, H se dice subgrupo topolégico de

G.

11.2.3 Ejemplo. El conjunto Z es un grupo topoldgico como subgrupo del grupo aditivo R con
la topologia de subespacio. El conjunto Z es un grupo topolégico discreto de R.

De manera general, todo grupo dotado de la topologia discreta es un grupo topolégico.

11.2.4 Ejemplo. Todo grupo con las topologias discreta e indiscreta son grupos topolégicos.
St G es un grupo arbitrario con la topoldgia indiscreta y gh € G, el unico abierto que contiene
a gh™ es el abierto G y 1;'(G) = G x G es abierto, por lo que t, es continua.

Si G tiene la topologia discreta, para cualquier abierto U de G que contenga al producto gh™*
se tiene que ;' (U) es abierto en G x G ya que el producto de espacios discretos es discreto.

11.2.5 Ejemplo. El grupo especial lineal es un grupo topoldgico con la topologia de subespacio
heredada del espacio de matrices, esto ya que el grupo general lineal es un grupo.

De la definiciéon de base local y del hecho de que los abiertos de un punto g de GG pueden
verse como traslaciones de abiertos del neutro, se puede dar una base para la topologia en H,
usando Teorema 1.3.23.

I1.2.6 Corolario. SiV(e) es una base local para {e}, entonces los conjuntos de la forma VNH,
donde V €V(e), forman una base local de e en H y S :={gV N H :VeV(e): g€ G} es una
base para la topologia de subespacio en H.

En el Teorema I1.1.22 se tiene que la cerradura de conjuntos preserva la toma de inversos,
sin embargo no siempre preserva el producto. De estas propiedades se deduce que la cerradura

mantiene la estructura de subgrupo.
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I1.2.7 Teorema. Si H es un subgrupo de G entonces H es también un subgrupo de G. Mds
Aun, si H< G entonces H <1 G.

Demostracién. Si H < G entonces H> C H y H™* C H. Al tomar cerradura, H? CHy
CH?CHy(H)'=H"'CH.

H-' C H y por el Teorema I11.1.22 se sigue que m?
Se concluye entonces que m? CH y(H)'CH porloque H es subgrupo de G.
Por otro lado, si H <G, gH g' C gHg " C H, de donde H < G. O

Por el Teorema 1.1.25, {e} es el subgrupo normal més pequeno de G, por lo que su cerradura
también es un subgrupo. La homogeneidad en G permite dar una caracterizacién de la cerradura
de los conjuntos unipuntuales.

11.2.8 Corolario. FEl conjunto unipuntual @ es el subgrupo cerrado normal mds pequeno de G.
Ademds, para cada punto g€ G, se tiene {g} = g{e} .

Demostracion. Sea g € G. Dado que las traslaciones son homeomorfismos se tiene que
Ly({e}) = Ly({e}) y por tanto {g} = g{e}. O

Un subconjunto de un espacio topolégico es abierto si cada uno de sus puntos es un punto
interior. En los grupos topolégicos basta que se tenga un punto interior para que todos sus

puntos lo sean, en particular, basta que lo sea el elemento neutro.

11.2.9 Teorema. Todo subgrupo de G es abierto si y solo si su interior es no wvacio.

Mas ain, todo subgrupo abierto de G es también cerrado.

Demostracion. Sea H subgrupo de G. Si H es abierto, todos sus puntos son interiores, con lo
que su interior es no vacio.

Si H tiene interior no vacio, entonces existe h € H tal que h€int(H). De esto, para h existe U
abierto de e con hU C H. Si g € H, entonces gU = gh™*hU C H, esto ultimo pue gh '€ H y
hU C H. Por tanto H es abierto.

Por otro lado, por ser H subgrupo de G se tiene (G— H)H = GH — HH = G — H, por lo que si
H es abierto entonces (G — H)H es abierto y asi G — H es abierto, es decir, H es cerrado. [

Si se tiene un conjunto abierto simétrico, se puede generar un subgrupo a partir de él al
tomarse todos los productos de sus elementos para asegurar que la operacion es cerrada.

I1.2.10 Teorema. Sea U un abierto simétrico de e. El conjunto | J U™ es un subgrupo abierto
=1

y cerrado de G.

Demostracion. Sean H = |J U™y g,h€ H, entonces que g€ U™ y he U™, para algunos m,n €N.
=1

Como U™ es simétrico se tiene que h™ € U™ y asi gh~t € U™U"™ = U™*™. Luego, gh '€ H y
por tanto se concluye que H < G.

Como U es abierto entonces H es abierto al ser union de abiertos y por ser un subgrupo de G,
por el teorema anterior, se sigue que es también cerrado. ]
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En Definicién 1.1.33 se tiene que el producto cartesiano de dos grupos es un grupo a partir
de la operacion dada en los grupos. Si ambos grupos factor son grupos topolédgicos entonces la

topologia producto es consistente con la operacién dada en el producto directo.

11.2.11 Teorema. Si G y G2 son grupos topoldgicos entonces la topologia producto es consis-
tente con el producto directo en G1 X Ga.

Demostracion. Sean v, y wv, son las funciones producto en G; y G2, respectivamente.
La funcién producto definida en el producto cartesiano, v : (G X G2) x (G1 X G2) — G1 X G,
satisface que v((gl,gg)7 (hy, hg)) = (91, 92)(hy, hy) = (g1h4, g2h), de donde se tiene la igualdad
U((gl,gQ),(hl,hg)) = (Ul(gl,hl),UQ(gz,hz)). Sim : Gy xGy = Gy ymy: Gy X Gy — Go son
las proyecciones en la primer y segunda coordenada, respectivamente, y por el Teorema 1.3.49
las funciones (m;,,m;) = (G1 x G2) x (G1 x G2) — G; x G; son continuas, para i = 1,2.
De lo anterior se tiene que las funciones v;(m;,m;) : (G1 X G2) x (G1 x G2) — G;, con
i = 1,2, son también continuas por ser composicion de funciones continuas, y por tanto
v = (v1(7r1,7r1),v2(7r2,7r2)) es continua.

Sean ¢, y i, las inversiones en GG1 y Ga, respectivamente. La inversién ¢ en G; x G4 esta dada
por ¢((g,h)) = (g,h)™* = (¢7*,h"). Las inversiones ¢, y ¢, son continuas por lo que cada ¢,
es continua, para i = 1,2, de donde ¢ = (1,7, t,7,) es continua.

Las funciones producto e inversién son continuas en G; X GG3 y por tanto el grupo directo de
G1 y G2 es grupo topoldgico con la topologia producto. O

I1.2.12 Definicién. Bajo las condiciones anteriores, G; x Gy se dice grupo topolégico
producto de G y Go.

I1.2.13 Ejemplo. La esfera S' = {z€C : 2 =1} es un grupo topoldgico:

Si ze S, entonces z = € para algun 6 €R. S es grupo con el producto usual en C donde, si

191 92

21 =€"" Y z2= et , se tiene que 2129 = ei(01+62)

Si B es el conjunto formado por ‘arcos abiertos’de S', es decir,
B={z=¢":0e(a,b), cona < b},

entonces 3 es base para una topologia en S' la cual es inducida por la métrica dada por
d(z1, 22) = d(e1,e2) = |6 — 03] (mod27), donde mod2r es el mdodulo 27.

Sean z1,z2 € S' x SY, con 2z = N Yy zg = e’ donde 61,6, € R, y e > 0.
Si U = {z € S' ¢ d(z,2) < §} x{z € S' : d(20,2) < £} y (wi,w2) € U,
w1

con wy = el y wo = €2, donde wy, w2 € R, de la definicion de la métrica se tiene

d(z122, wiws) = |(61 + b2) — (w1 + w2)| < |61 — wi| + |02 — wa| <,
con lo que la multiplicacion es continua.
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Sea z€ 8", con z =¢e", ye>0. 80 =¢cyd(z,w) <9, donde w = €, entonces dado que
= |(—0) — (~w)) = |0 —w| < &, con lo que la

2l = ywt =e ™, se sigue d(z7',w)

TNVErsion es continua.
Por el teorema anterior, se tiene que el Toro T = S*x S es un grupo topoldgico con la topologia

producto de S*.

Observacion. De manera general se tiene que el producto directo de una familia de grupos
topoldgicos {G;} es un grupo topoldgico al considerar en el producto la topologia de Tychonoff.
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S I1.3. COMPACIDAD Y CONEXIDAD

La traslacién de conjuntos compactos y conexos mantienen estas propiedades debido a la
continuidad de las traslaciones. Més atn, la continuidad de las funciones producto e inversién
implican que el producto y los inversos de conjuntos compactos o conexos lo sea también, como

se muestra en esta seccién.

Observacion. Dada la caracterizacion de los abiertos en cada punto, se tiene una caracterizacién
de los conjuntos compactos en grupos topoldgicos:
Un subconjunto K de G es compacto si y solo si para cualquier familia {¢,U; : g, € K,U; € V(e)}

existen ¢, gs, ..., g, € K tales que K C | g,Up.

i=1
El producto de conjuntos cerrados no es necesariamente cerrado, sin embargo el producto de
compactos si mantiene esta propiedad, esto es, producto de conjuntos compactos es compacto.

11.3.1 Teorema. Sean F' y K subconjuntos compactos de G entonces F K es compacto.

Demostracion. Dado que F'y K son compactos entonces K X F es compacto en G x G. Por ser
KF la imagen de K x F' bajo v se concluye que KF' es compacto. O

Segin el Corolario I1.1.20 el producto de un conjunto finito y un conjunto cerrado es ce-
rrado. Puede extenderse dicho resultado de conjuntos finitos a conjuntos compactos, esto es, el

producto de un conjunto compacto y un cerrado es cerrado.

I1.3.2 Teorema. Sea F' y K subconjuntos compacto de G. Si F' es cerrado y K es compacto,

entonces 'K es cerrado.

Demostracion. Se usard la teoria de redes, Apendice A, para demostrar que F'K es cerrado.
Sea A un conjunto dirigido y (gx)xca una red en FK que converge a g, € G. Para cada A € A,
gr = T\Yr, con Ty EF y yr € K.

Por el Teorema A.6. ii), dado que K es compacto, existen y, € K y una subred (ys)sca de (yy),
A C A, tal que (ys) — yo. Ya que (g») — gy se tiene que (g5) — go. Como ¢, ((g,h)) = gh™*, por
el Teorema A.3.iii). se sigue que t*((gs,¥s)) — goyg ", es decir, (z;5) = (gsy5 ") — goyy ' Como F
es cerrado y s € F, para cada ¢, se tiene que x, = gy, ' € K y por tanto g, = (goy; ")vo € FK,
es decir, g€ FK y FK es cerrado. O

En el Teorema II.1.16 se tiene que para cualquier abierto U y cualquier punto de g de
G existe un abierto V de tal manera que el conjugado de V esta contenido en U. El siguiente
teorema muestra que la dependencia de g no es necesaria para los conjugados de V' dados por un
compacto, por lo cual puede encontrarse un solo abierto para todos los elementos del compacto.

I1.3.3 Teorema. Si V(e) es una base local de abiertos de e entonces para cada U € V(e) y
cualquier compacto K de G eziste V €V(e) tal que gVg=* C U, para todo g€ K.
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Demostracion. Sea U € V(e) entonces existe W abierto simétrico de e tal que W2 C U.

Para la cubierta abierta {Wg}ex de K existen gi,...,g,€ K de tal manera que K C |J Wg..

i=1
Si V= () g 'Wyg, entonces V es abierto de e tal que V C ¢ 'Wyg,, parai = 1,2,...,n, y

1

i=1
por tanto g;Vg;' C W. Parage K yalgin i = 1,...,n, ge Wg, y ¢ = wg,, con w € W.
Como W es simétrico, w,w €W y asi gVg ! = wg,Vg'w* CwWw ' C W3 CU. O

De acuerdo a la Definicion 1.3.66, un espacio es localmente compacto si cada vecindad tiene
una base local de conjuntos compactos. Al ser todo grupo topoldgico homogéneo, basta con
tomar una base local de compactos en el neutro y trasladarla a cualquier punto para tener una
base local de compactos para cada punto.

I1.3.4 Teorema. G es localmente compacto si y solo si {e} tiene una base local de conjuntos

compactos.

Demostracion. Si G es localmente compacto entonces todos sus puntos, en particular e, tiene
una base local de compactos.

Si K(e) es una base local de compactos de e, dado que las traslaciones son homeomorfismos,
para cada g€ G y cada K € K(e), se sigue que gK es compacto y asi {gK } ke es una base local
de compactos de g por lo G es localmente compacto. 0

11.3.5 Ejemplo. R es localmente compacto ya que [—%, %] es base local de conjuntos compactos
en 0.

Los conjuntos conexos también mantienen esta propiedad al tomar productos e inversos.

I1.3.6 Teorema. Si C' y D son subconjuntos conexos de G entonces C~' y CD son conexos.

Demostracion. Dado que la funcién inversién y la funcidon producto son continuas, entonces

C~1 =4(C)y CD = v(C x D) son conexos. O

Similar a las bases locales en el neutro, la componente conexa més importante en un grupo

topoldgico es aquella que contiene al elemento neutro.

I1.3.7 Definicién. Se define la componente conexa de G, denotada por C(G), como la

componente que contiene al elemento neutro de G.

11.3.8 Teorema. La componente conexa de G es un subgrupo normal cerrado.

Demostracion. Dado que e € C(G) se tiene que e = e ' € C(G) ! y e = €2 € C(G)?, es decir,
C(G)~! y C(G)? son conexos que contienen a e. Como C(G) es conexo maximal se sigue que
C(G)1,C(G)% C C(G), y por tanto C es subgrupo de G. Si g€ G, gC(G)g™! es conexo, por la
continuidad de la funcién a — gag™, con gC(G)g~* C C(G), por lo que C(G) es normal. Por
el Teorema 1.3.77, C' es cerrado al ser componente de G. O

61



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

La componente de G caracteriza a las componentes de cada elemento de g.

I1.3.9 Teorema. Para cada elemento g de G, la componente de g es el conjunto gC(QG).

Demostracién. Dado que Ly es un homeomorfismo entonces, por el Teorema 1.3.78, se sigue que
Ly(C(G)) = gC(G) es una componente en G. Dado que e€ C(G), g€ gC(G) por lo que gC(G)
es la componente de g. O

Si el grupo es conexo entonces es cubierto por una cantidad numerable de abiertos de el

neutro.

s

I1.3.10 Teorema. Para cada abierto U de e, C(G) C U™. En particular, st G es conexo se

n=1

tiene que G = |J U™

n=1

Demostracién. Sea S un abierto simétrico de e tal que S? C U, por el Teorema I11.2.10 se tiene

que V = |J S™ es abierto y cerrado, con lo que V y G —V forman una separacién del espacio.

n=1

Como C(G) es conexo de e y e€ V entonces C(G) CV C fj U". Si G es conexo entonces no

n=1

tiene conjuntos propios que sean abiertos y cerrados, por lo que G =V = |J U™ ]

n=1

62



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

S I1.4. AXIOMAS DE SEPARACION

En esta secciéon se estudian algunas de las propiedades de separacion de los grupos to-
polégicos. Con respectos a estos, una de las propiedades mas interesantes que se tiene es que los
axiomas Ty, 71 y Hausdorff son equivalentes, de lo cual separa puntos por abiertos es equivalente
a que los conjuntos unipuntuales sean cerrados.

Observacion. Segun lo estudiado, si para cualesquiera g, h € G distintos existe U abierto de e
tal que h ¢ gU (o g ¢ hU) entonces G es Ty, G es T} si existen U y V abiertos de e de tal
manera que g ¢ hV y h ¢ gU, y G es de Hausdorff si existen U y V abiertos de e de tal manera
que gU N AV = 0.

Dado que en los espacios topoldgicos la propiedad de ser T} es equivalente a que los conjuntos
unipuntuales sean cerrados, por la homogeneidad en los grupos topoldgicos basta que el conjunto
unipuntual del neutro sea cerrado.

I1.4.1 Teorema. El grupo G es T si y solo si {e} es cerrado.

Demostracion. Si G es T1 entonces todos los conjuntos unipuntuales son cerrados, por lo que
{e} es cerrado.
Sea g € G. Si {e} es cerrado entonces {g} = g{e} = g{e} = {g}, por lo que {g} es cerrado.

De esto se tiene que todo conjunto unipuntual es cerrado y por tanto G es T7. O

En general, la propiedad de ser un espacio de Hausdorff implica que el espacio es T7.
En grupos topoldgicos, se tiene una equivalencia entre estas dos propiedades.

I1.4.2 Teorema. G es de Hausdorff si y solo si {e} es cerrado.

Demostracion. Si {e} es cerrado, como la funcién ¢, : G x G — G, (g,h) — gh™"' es continua,
;' (e) = {(9,9) : g € G} es cerrado en G x G. Sean g,h € G, con g # h. Se tiene entonces
(g,h) € G — (Lgl(e)), el cual es abierto, por lo que existen U y V abiertos de e tales que
gU x hV C G— (Lgl(e)). De esto, (gU) N (hV) = ) pues gu # hv para todo ueU y veV, y asi
G es de Hausdorft.

Si G es de Hausdorff es entonces T y asi todos los conjuntos unipuntuales son cerrados, en

particular {e} es cerrado. O

11.4.3 Corolario. G es de Hausdorff si y solo si es T1.

La equivalencia del teorema anterior no es la Unica para los grupos topoldgicos Hausdorff
pero si una de las mas importantes ya que todo se limita a probar que el conjunto unipuntual
del neutro es cerrado. El siguiente teorema muestra que, de hecho, ser Hausdorff es equivalente
a ser un espacio Ty, esto significa que todos aquellos grupos dotados con una topologia que sean
To pero no 17 o Hausdorff, y aquellos que sean 17 pero no Hausdorff entonces no pueden ser
considerados grupos topolégicos.
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I1.4.4 Teorema. Para el grupo topoldgico G las siguientes propiedades son equivalentes:
i) G es Ty,
ii) G es Ty,
iii) G es Hausdorff,

i) (U ={e}, donde V(e) es una base local de e.

vev(e)
Demostracion.

i) = 1) Sean g,h€ G con g # h. Si G es T entonces para alguno, digamos g, existe un abierto U
de e tal que h ¢ gU. Sea V abierto simétrico de e tal que V' C U entonces g ¢ hV, esto pues si
g€ hV entonces h™'geV y al ser V simétrico g~*h eV, de donde se tendria que he gV C gU,
lo cual contradice la eleccién de U. Se concluye entonces que h ¢ gU y g ¢ hV, por tanto G es
Ti.

it) = i11) Corolario 11.4.3.

iii) = iv) Sea V(e) base local de abiertos de e. Si G es de Hausdorff entonces {e} = {e}.
Por el Teorema I1.1.21 se sigue que {e} = ({e}U, es decir, {e} = NU.

Uev(e) vev(e)
iv) =1i) Sean g,h € G. Si g # h entonces h™'g # e y asi existe U € V(e) tal que h™'g ¢ U,
de donde g ¢ hU. De esto, G es Tp. O

11.4.5 Ejemplo. Zs con la topologia de Sierpinski no es un grupo topoldgico dado que es un
espacio Ty que no es T1 ni Hausdorff.

Algunos axiomas de separacién son entonces equivalentes en los grupos topoldgicos. El
siguiente teorema prueba que la regularidad es una propiedad inherente de estos espacios.

11.4.6 Teorema. Todo grupo topologico G es reqular.

Demostracion. Por el Corolario 11.1.27, para cada abierto U de e existe un abierto simétrico
V de e tal que V' C U. Por la homogeneidad de G y el Teorema 1.3.52. iii) se sigue que G es
regular. O

I1.4.7 Ejemplo. En R, la familia § = {U — C : U C R es abierto,C es contable}, donde U
es abierto en la topologia usual, es base para una topologia en R denominada topologia de
complementos contables. Con esta topologia R es un espacio de Hausdorff pero no es reqular,
por lo que R no es grupo topoldgico.

Dado que todo grupo topolégico Ty es un espacio regular y la equivalencia entre espacios T3
y espacios regulares 17, se tiene entonces que la equivalecia se da directamente entre ser 17 y
ser T35.
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11.4.8 Corolario. Si un grupo topologico G es Iy es entonces T3.

Las equivalencias entre otros axiomas de separacion y ser Hausdorff no se limitan a las
aqui presentadas. Puede demostrarse que ser Th es equivalente a ser completamente regular.
Una prueba de lo anterior puede encontrarse en [[2], Teorema 8.4, Capitulo 2] en donde son
necesarios conceptos como metrizabilidad, los cuales escapan de los propdsitos de este escrito.
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S I1I.5. GRUPOS COCIENTES

En las secciones anteriores se ha dotado de topologias consistentes con la estructura de
grupo a los subgrupos y a los productos directos de grupos. En la siguiente seccién se hace lo
mismo con los grupos cocientes, lo cual es posible ya que las clases laterales generan una funcién
sobreyectiva entre el espacio y el grupo cociente, dada por la proyeccion, con la cual definimos
una topologia cociente en el espacio cociente. En la presente seccion, N es un subgrupo normal

del grupo topolégico G y 7 : G — G/N es proyeccién natural, dada por w(g) = Ng, y se dota

a G/N con la topologia cociente con respecto a la funcién 7.

Los subconjuntos en G/N son de la forma {aN : a € A}, donde A C G, el cual se denota
AN para mayor comodidad, recordando que cada aN es un punto en G/N. No confundir el
conjunto AN en G el cual es producto de los conjuntos A y N, con el conjunto AN en G/N el
cual es el conjunto de puntos aN con a € A.

Observacion. Un subconjunto UN de G/N, donde U C @G, es abierto si y solo si
7' (UN) = JuN = UN es abierto en G.

uwelU
Las funciones cocientes son continuas, pero no siempre son abiertas. Estas funciones definidas

en grupos cocientes obtenidos a partir de grupos topoldgicos son siempre abiertas.

I1.5.1 Teorema. La proyeccion natural w es abierta.

Demostracion. Si U es abierto de G entonces UN es abierto en G. Dado que 7! (W(U)) =UN
se sigue que 7(U) es abierto en G/N. O

Los abiertos en G determinan abiertos en G/N. La relacién entre los abiertos no es 1-1 ya
que 7(U) =UN = n(UN).

I1.5.2 Corolario. Si U es abierto en G entonces UN es abierto en G/N.

Demostracion. Si U es abierto en GG, como 7 es abierta, 7T(U) = UN es abierto en G/N. O

Como 7 es un homomorfismo entre grupos, los abiertos de e en G determinan abiertos en
cada punto de G/N.

11.5.3 Teorema. Sean U abierto de e en G y g € G. El conjunto gUN, dado por
(gU)N = {hN : h = gu, conucU}, es un abierto del elemento gN en G/N.

Demostracion. Dado que 7 es un homomorfismo abierto y gU es un abierto de g entonces w(gU)
es abierto en G/N tal que gN € gUN. O

II.5.4 Corolario. Sea V(e) una base local de abiertos de e en G. La familia
V(N):={UN :U€eV(e)} es una base local del elemento N en el espacio cociente G/N.
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Dado que G/N es un grupo se tienen definidas las traslaciones izquierdas o derechas, segin
se tenga el grupo de clases laterales izquierdas o derechas. Sea N € G/N, se denota por
L, : G/N — G/N la traslacién respecto de N dada por L, (¢N) = xNgN = zgN.

I1.5.5 Teorema. Las traslaciones en G/N son homeomorfismos.

Demostracidn. Sea z€G. La funcién L!, hace conmutar el siguiente diagrama

G/N s q/N

esto es, L/ m = wLx. Dado que wL, es continua y 7w es una identificacién entonces por la
propiedad universal del cociente, Teorema 1.3.96, se tiene que L’ es continua. La continuidad
de la funcién traslacién respecto a x es clara ya (L)' =L’ _,. O

I1.5.6 Corolario. El espacio cociente G/N es un espacio homogéneo.

I1.5.7 Corolario. Sea  V(e) una  base  local  de  abiertos de  {e}.
La familia {gUN : geG,U€V(e)} es base local de abiertos de gN.

I1.5.8 Teorema. Si N es compacto entonces 7 es cerrada.

Demostracion. Sea B subconjunto cerrado en G. Dado que N es compacto entonces BN es
también cerrado en G. Como 7 es continua y 7' (m(B)) = BN es cerrado en G se sigue que
7(B) es cerrado en G/N. Por lo tanto 7 es cerrada. O

I1.5.9 Teorema. G/N es discreto si y solo si N es abierto en G.

Demostracion. Si N es abierto se tiene que AN es abierto para todo A C N, por lo que todo

conjunto unipuntual gN en G/N es abierto. Por tanto, G/N es discreto.

Si G/N es discreto en G/N entonces {N} es abierto, por lo que 77'(IN) = N es abierto en G.
O

I1.5.10 Teorema. G /N es de Hausdorff si y solo si N es cerrado.

Demostracion. Sean g,h € G tales que gN # hN, entonces gh~' ¢ N. Dado que ¢, es continua
y N es cerrado, ¢;'(N) es cerrado en G x G y por tanto su completemento es abierto. Como
(9,h) €G x (G —1;'(N)) existen abiertos U, V abiertos de e con gU,hV C G x (G —¢;'(N)),
de lo cual gu(hv)™ ¢ N, para todo u€ U y todo v € V. Dado que 7 es cociente, se tiene que
gUN y hV N son abiertos en G/N tales que gN €gUN y hN€hV N. gUN NhV N = () pues en
caso contrario existirian u€U y v€V tales que guN = huN, de donde gu(hv)~' €N lo cual no
es posible por la eleccién de U y V. Por tanto gUN N gV N = (), y asi G/N es de Hausdorff.
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Si G/N es de Hausdorff entonces es T y asi {N} es cerrado. Se sigue que N = 7r*1(N) es

cerrado en G. OJ

Hasta este punto no se ha necesitado la estructura de grupo en las desmostraciones ante-
riores, por lo que no es necesario que N sea normal. Si N es normal entonces G/N tiene una

estructura de grupo y es grupo topoldgico con la topologia cociente.

Se denotan por v' : G/NxG/N — G/N,/ : G/N — G/N las funciones producto e inversién
en el espacio cociente G/N dadas por v/'((gN,hN)) = ghN y /(gN) = g~'N.

I1.5.11 Teorema. La topologia cociente respecto a la proyeccion natural es consistente con la

operacion en el grupo cociente G/N.

Demostracion. Sean g,h€ Gy ghUN abierto de gN en G/N. Como e€ UN y el producto es
continuo en G, existen V, W abiertos de e tales que (¢V)(hW) C ghU. Dado que 7 es abierta,
7((gV)(hW)) es abierto en G/N y (gV)(hW)N C ghUN. Por la operacién del grupo se tiene
(gV)(hW)N = (gVN)(hWN), gN € gVN y hN € hW N se sigue que el producto en G/N es
continuo.

La funcién ¢/ esta completamente determinada por la funcién ¢ de la siguiente manera

G———=@a
G/N ——= G/N

es decir, /7 = m.. Dado que 7. es continua y 7 es cociente, por la propiedad universal del
cociente, se sigue que ¢ es continua.
El producto y la inversién en G/N son continuas y por tanto G/N es un grupo topoldgico. [

I1.5.12 Definicién. Bajo las condiciones anteriores, G/N se dice grupo topolégico

cociente de G en N.

11.5.13 Ejemplo. Dado que R con la suma y la topologia usual es un grupo topoldgico y Z es
normal a R se tiene entonces que el cociente R/Z es un grupo topoldgico. Dicho grupo topoldgico

es el grupo St.
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S I1.6. ESTRUCTURAS UNIFORMES

Una estructura uniforme sobre un conjunto X es un familia no vacia V de subconjun-
tos de X x X, llamados vecindades, en donde pueden definirse los conceptos uniformes como
continuidad, convergencia, etc. El conjunto X con la estructura uniforme se denomina espacio
uniforme. Los espacios uniformes generalizan conceptos que se han definido para espacios métri-

cos y que son muy similares a algunos definidos en los espacios topoldgicos.

En andlisis matemaético, si (X,dx) y (Y, dy) son espacios métricos, y A C X, una funcién
f: A — Y se dice uniformemente continua en A si para cualquier ¢ > 0 existe § > 0
tal que dx(z,y) < 0 implica que dy (f(z), f(y)) < ¢, para todo z,y € X. Estos conceptos se
dicen uniformes ya que pueden aplicarse a cualesquiera dos puntos de G. En topologia no se
tiene el concepto de continuidad uniforme ya que no se tiene el concepto de cercania relativa
entre puntos, dada la estructura de topologia definida sobre la familia de subconjuntos, se tiene
solamente la idea de cercania de un punto a un conjunto. En grupos topolégicos es posible
definir tal “cercania” ente dos puntos haciendo uso de las traslaciones: para g€ G, un elemento
he G es U-cercano a g si Ly-1(h)€U. Dado que L,-1(g) = e, se entiende que g~'h y e son tan

cercanos como lo indica U.

11.6.1 Definiciéon. Sea U un abierto simétrico de e. Dos puntos g, h € G son U-cercanos,
en el sentido de traslacién izquierda, si g7'h € U. De igual manera, si hg ' €U, g y h se
dicen U-cercanos en el sentido de traslacion derecha.

A partir de la definicién de cercania entre elementos se pueden definir conceptos de unifor-
midad en G: ya que se ha definido una cierta cercania entre dos puntos g y h en G, se busca
cercania en un espacio conocido, en este caso R; asi una funcién f : G — R se dird uniforme-
mente continua izquierda si existe U abierto simétrico de e tal que |f(g) — f(h)| < €, siempre
que g y h son U-cercanos en el sentido de traslacién izquierda.

11.6.2 Definicion. Sea f : G — R, se dice que f es uniformemente continua izquierda
si para cada ¢ > 0 existe U abierto simétrico de e de tal manera que |f(g) — f(gu)| < ¢,
para todo g€ G y todo ueU.

De manera similar, f es uniformemente continua derecha si para cada € > 0 existe U

abierto simétrico de e tal que |f(g) — f(ug)| < €, para todo g€G y todo ueU.

I1.6.3 Definicién. Para cada U € V(e), sean Ly = {(9,h) € G x G : ¢go'h e U} y
Ry = {(9,h) € G x G : hg ' € U} los conjuntos de elementos U-cercanos en el
sentido de traslacién izquierda y derecha en G, respectivamente. Se definen las familias
S ={Ly : UeV(e)}yS ={Ry : UecVi)} llamadas estructuras uniformes
izquierda y derecha de G, respectivamente.
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A continuacién se presentan algunos resultados inmediatos que denotan ciertas relaciones

entre los elementos cercanos izquierdos y derechos.

Sean g,h € Gy U € V(e), se tienen entonces las siguiente propiedades sobre los conjuntos
Ly y Ry.

i) (g,h)€ Ly siysolosi (h™,g7")€ Ry, esto pues en ambos casos g theU.
Anélogamente, (g,h)€ Ry siy solosi (h™,g7") € Ly.

ii) (g,h)€ Ly siy solosi (h,g)€Ly-1, pues (h'g)™' =g 'heU ssiysolosi h-'geU".
De manera similar, (g, h) € Ry siy solo si (h, g) € Ry-1

iii) Sea k€@, (kg,kh)€ Ly siy solo si (g,h) € Ly, ya que (kg) 'kheU siy solosi g 'heU.
De manera similar, (gk, hk) € Ry siy solo si (g,h) € Ry.

Ya que se tiene definido el concepto de cercania, para definir la continuidad uniforme se
construye una estructura uniforme. Si embargo, dado que para un grupo topoldgico se tiene
U-cercania izquierda y derecha, se definen entonces estructuras con estas propiedades.

Las estructuras uniformes se definen sobre un conjunto cualquiera, para lo cual se constru-
yen vecindades en cada uno de sus puntos apartir de las cuales puede construirse una topologia.
Si el conjunto es en si un espacio topoldgico y la topologia inducida por la uniformidad coincide
con la topologia del espacio, la topologia se dice consistente con la estructura uniforme.
Dado un grupo topoldgico pueden construirse en él dos estructuras uniformes sobre las bases
locales en el neutro a partir de las cercanias izquierdas y derechas, de tal manera que la topo-
logia del grupo es consistente con las topologias inducidas por las estructuras uniformes, por lo
que se dice que todo grupo topoldgico es uniformizable.

Una vez definida una estructura uniforme en el espacio se procede a definir el concepto
de continuidad uniforme para funciones entre grupos topolégicos cualesquiera. Es importante
mencionar que las estructuras no son necesariamente iguales, por lo que es necesario senalar

para que par de estructuras se define la continuidad uniforme.

11.6.4 Definicion. Sean G1, G5 grupos topolégicos, f : G1 — G2 y V1, Vs bases abiertas
en los neutros e; de G1 y e, de G, respectivamente. Si para cada U € Vs existe V €V tales
que (f(g1), f(g2)) € Ly, para todo (g1, g>) € Ly, entonces f se dice funcién uniformemente
continua para el par de estructuras uniformes (S;(G1), Si(G2)).

De manera analoga a la anterior, se definen las funciones uniformemente continuas para las
parejas de estructuras uniformes dadas por (S;(G1),8,(G2)), (S:(G1), Si(G2)) v (8-(G1), S (G2)).
Dadas las propiedades de las bases locales, la continuidad uniforme de f es independiente de la
eleccion de las bases Vi y Va.
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Toda funcién uniformemente continua para una pareja directa de estructuras topoldgicas lo

es también para la otra.

I1.6.5 Teorema. Una homomorfismo f : G — G es uniformemente continuo para (S;(G), Si(G))
si y solo si lo es para (S;(G),Sr(G)).

Demostracién. Sea U €V(e), si f es uniformente continua para la pareja (S;(G), Si(G)) entonces
existe V € V(e) tal que (g,h) € Ly implica que (f(g),f(h)) € Ly. Si (g,h) € Ry entonces

(h=',g7") € Ly y por ser f homomorfismo (f(h)*l,f(g)*l) = (f(hfl), f(gfl)) € Ly y por tanto
(f(g), f(h)) € Ry. La otra parte de la equivalencia es similar. O

Si G es conmutativo, las estructuras izquierda y derecha en G cocinciden, lo cual no se
tiene en general para grupos no conmutativos. Esto motiva el concepto de equivalencia entre
estructuras. Es claro que la identidad en G, 14, es uniformemente continua para las parejas
directas de estructuras uniformes (S;(G),Si(G)) v (S-(G),S,(G)) pues lllevan un abierto de e

en si mismo.

I1.6.6 Definicion. Si la identidad en G, 15 : G — G, es uniformemente continua para las
parejas (Si(G), Sr(G)) v (8:(G), Si(G)), las estructuras uniformes S;(G) y S,(G) se dicen
equivalentes.

En el caso en que las estructuras S;(G) y S,(G) sean equivalentes entonces toda funcién
uniformemente continua en algiin par de estructuras lo es en todas las definidas anteriormente,

por lo que f se dice simplemente uniformemente continua.

I1.6.7 Teorema. Si S;(G) y Sy(G) son equivalentes y f : G — G es un homomorfismo
uniformemente continuo para algun par de estructuras, lo es entonces para las demds.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongase f es uniformemente continuo para
(Si(G),Si(G)). Si g,h€G se tienen entonces:

Para U € V(e) existen W,V € V(e) satisfaciendo (g,h) € Ly. De esto (f(g), f(h)) € Lw y
(f(9), f(h)) € Ry, por la continuidad uniforme de f en (5;(G),Si(G)) v 1g en (Si(G), S (G)),
respectivamente. Por tanto, f es uniformemente continua en (S;(G), S, (G)).

Para U € V(e) existen W,V € V(e) satisfaciendo (g, h) € Ry. De esto se tiene que (g,h) € Ly y
(f(9), f(h)) € Ly, por la continuidad uniforme de 14 en (S,(G),Si(@)) v f en (Si(G), Si(G)),
respectivamente. Por tanto, f es uniformemente continua en (S,(G), Si(G)).

Para U €V(e) existen Wy, W, V €V(e) tales que (g, h) € Ry. De esto se tiene que (g, h) € Lyy,,
(f(9), f(h)) €Lw, y (f(9), f(h)) € Ry, por la continuidad uniforme de 14 en (S,(G), S(G)), de
fen (Si(G),Si(G)) y de 16 en (Si(G), S, (G)), respectivamente. Por tanto, f es uniformemente
continua en (8§;(G), S;(G)). O

En la definicién de equivalencia entre estructuras se pide que la identidad en G para ambas
parejas de estructuras cruzadas. El siguiente teorema muestra que basta con tener solamente
una de las parejas para tener la otra y con ello la equivalenia entre dichas estructuras.
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I1.6.8 Teorema. Si 1 es uniformemente continua para uno de los pares (S;(G),Sr(G)) o
(S:(G),Si(G)), entonces es uniformemente continua para el otro y por tanto S(G) y S(G)

son equivalentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongase 1o es uniformemente continua para
(S:(G),Si(G)) entonces para cada U € V(e) existe V € V(e) tal que para todo (g,h) € Ry
se tiene que (g, h) € Ly. Para V, si (g, h) € Ly entonces (h™',g7') € Ry, por la uniformemente
continuidad de 14, (h™', ¢ ') € Ly y por tanto (g, h) € Ry, de donde 14 es uniformemente con-
tinua para (S5;(G),Sy(G)). Por lo tanto, la identidad en G es continua en las parejas cruzadas
de estructuras uniformes y por tanto éstas son equivalentes. O

Las traslaciones son funciones continua, mas ain, son homeomorfismos. El siguiente teorema

muestra que las traslaciones son también funciones uniformemente continuas.

11.6.9 Teorema. Las funciones traslacion en G son uniformemente continuas para las parejas

(Si(G), 8(@)) y (S:(G), SH(G)).

Demostracion. Sean © € Gy U € V(e). Si g,h € G son tales que (g,h) € Ly entonces
(Lz(9), Lz(h)) = (zg,zh) € Ly. Por lo tanto, L, es uniformemente continua para (S;(G), S;(G)).
Por otro lado, sean U € V(e) y z € G existe V €V(e) tal que x~'Vx C U. Por tanto, si (g, h) € Ry
entonces hg~' €xVa~' y asf ahg~'z~' €U, de donde (La(g), Lx(h)) = (zg,zh) € Ry.

De manera similar se prueba que las traslaciones derechas son uniformemente continuas para

las parejas de estructuras izquierdas y derechas. O

La funcién producto no es, en general una funcién uniformemente continua. Sin embargo la

inversién si lo es.

I1.6.10 Teorema. La inversidn es uniformemente continua para las parejas (S)(G), Sr(G)) y

Demostracion. Sea U€V(e). SiV =U"'y (g,h)€Ly = L1 entonces (h,g) € Ly y por tanto
(¢(9),u(h)) = (7', W ") € Ry.
De manera similar, si (g, h) € Ry-1 se tiene (h,g)€ Ry y ast (u(g),u(h)) = (97", h")eLy. O

Puede probarse también la equivalencia entre estructuras a traves de la continuidad uniforme
de la inversién en alguna de las parejas directas de estructuras uniformes.

I1.6.11 Teorema. Las estructuras S;(G) y Sy(G)) son equivalentes si y solo si la inversion en

G es uniformemente continua para la pareja (Si(G),Si(G)) o (S:(G),S:(G)).

Demostracion. =] Sea U € V(e), si §;(G) y S-(G)) son equivalentes entonces 1, es conti-
nua para (S,.(G),S(G)) y asi existe W € V(e) tal que (g,h) € Ry implica que (g,h) € Ly.
Si se toman V = W~!y (g,h) € Ly = Ly -1 entonces (h,g) € Lw y (¢7',h™") € Ry.

72



CAPITULO II.  GRUPOS TOPOLOGICOS

Por la uniformemente continuidad de idg, (L(g),b(h)) = (g7, h") € Ly, es decir, ¢ es con-
tinua para la pareja (SZ(G),SZ(G)). De manera similiar se prueba que lo es para la pareja
(8:(G), 8:(@)).

<] Si ¢ es uniformemente continua para (S;(G),S;(G)) entonces para cada U € V(e) existe
W eV(e) tal que (g,h) € Ly implica que (.(g),t(h))€Ly. SiV =Wy (g,h)ERy = Ry
entonces (h,g) € Rw y (¢7',h™") € Ly. Por la uniformemente continuidad de ¢ se tiene que
(9,h) € Ry, por lo que 14 es uniformemente continua para (SI(G), ST(G)) y por tanto estas
estructuras son equivalentes. De manera similar se prueba que si ¢ es uniformemente continua

para (S,(G), S,(G)) entonces las estructuras cruzadas son equivalentes. O

I1.6.12 Teorema. Las estructuras Sj(G) y Sr(G)) son equivalentes si y solo si para cada
UeV(e) existe VeV(e) tal que xVax™ C U para todo z€G.

Demostracion. =] Para U €V(e), si §;(G) y S;(G)) son equivalentes entonces 1. es continua
para (§;(G), S, (Q)), por lo que existe V €V(e) tal que (g, h) € Ly lo cual implica que (g, h) € Ry .
Si v €V se tiene que (e,v) € Ly, ya que e 'v = v € V. De esto, para todo x € G se tiene que
(z,zv) € Ly y por tanto (x,zv) € Ry, es decir, zvx~' €U.

< | Para U € V(e) existe V €V(e) de tal manera que zVz~' C U, para todo x € X. Si (g,h) € Ly
entonces g~ 'he€V, de donde h(g 'h)h ' €U, es decir hg~' €U y por tanto (g, h) € Ry. De esto,
1¢ es uniformemente continua para (S;(G),S,(G)) de lo que se concluye que S;(G) y Sr(G))
son equivalentes. ]

El siguiente resultado se obtiene de manera inmediata del Teorema I1.3.3.

I1.6.13 Corolario. Si G es compacto entonces las estructuras S;(G) y Sp(G) son equivalentes.

Similar al resultado en espacios métricos, en grupos topoldgicos se tiene que una funcién

uniformemente continua es continua.

11.6.14 Teorema. Toda funcion f: Gy — Ga uniformemente continua es continua.

Demostracién. Si U€V, y f es uniformemente continua para las estructuras (S;(G1), Si(G2)),
existe V €V de tal manera que (g, h) € Ly implica que (f(g), f(h)) €Ly. ParaxzeG,siveV
entonces (e,v) € Ly y (z,zv) € Ly, por lo que (f(:c),f(xv)) € Ly y asi f(x) ' f(zv) €U, es
decir, f(zV) C f(z)U. De lo anterior se sigue que f es continua en z, para todo = € G, y por
tanto es continua.

De manera similar, (z,vx) € Ry por lo que si f es uniformemente continua para las estructuras
(8:(G1),S8,(Gs)) entonces (f(z), f(va)) € Ry y asi f(va)f(z)" €U, de donde f(Vaz)eU f(x)
por lo que f es continua en x, para todo x € G, y por tanto es continua.

Dado que (z,2zv) € Ly, si f es uniformemente continua para las estructuras (S;(G1),S,(G2))
entonces (f(z), f(zv)) €Ry y f(xV) C Uf(z), por lo que f es continua en z, para todo z € G, y
por tanto continua. De manera similar se tiene que f es continua si es uniformemente continua
para las estructuras (S,(G1), Si(G2)). O
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11.6.15 Teorema. Todo morfismo de grupos f : G1 — G9 continuo es uniformemente continuo

para cualquier par de estructuras uniformes izquierdas y derechas.

Demostracion. Sean g,h€ Gy U€V(e). Dado que f es continua en e, entonces existe U €V (e)
de tal manera que f(U) C V.

Si (g,h) € Ly entonces g~'h eV y asi f(g)"'f(h) = f(g7'h) € U, por ser f morfismo. De lo
anterior, (f(g), f(h)) €Ly y por tanto f es uniformemente continua para (S;(G1),Si(Ga)).

Si (g,h) € Ry entonces hg=* € V y asi f(h)f(g)~' = f(hg™') € U, por ser f morfismo, y por
tanto (f(g), f(h)) € Ry, de donde f es uniformemente continua para (S,(G1), Sr(G2)). O

Como en el caso de los espacios métricos, los conceptos de continuidad y continuidad uni-
forme son equivalentes cuando G es un grupo compacto.

11.6.16 Teorema. Si G es un grupo topoldgico compacto, toda funcion continua f : G — R es

uniformemente continua en K.

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua, para todo g € G existe un abierto V, de e

tal que si z € gV, entonces |f(z) — f(g)| < §. Ademds, existe W, abierto de e con W? C V.

Para la cubierta abierta {gW, : g € K}, como G es compacto, existen g1, ..., g, € K tales que

G = Lnj giW,,. Sean V = (n] W, , abierto de e y x,y € G tales que x € yV. Dado que y € g;W,,,
1=1 =1

para algin i = 1,...,n, entonces |f(y) — f(g)| < 5. Ademds, yV C (a:W,,)W,, C gV,
por lo que z € yV implica que |f(z) — f(g:)] < §. De esta manera se concluye que
|f(x) — f(y)] < |f(x) = flg:)| + |f(9:) — f(y)| < e, de donde f es uniformemente continua

por izquierda. Analogamente se prueba que f es continua por derecha. O
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CariTuro III.
§ ACCIONES EN ESPACIOS TOPOL()GICOS

En el capitulo anterior se han trabajado las estructuras de grupo y topologia sobre un mismo
conjunto de tal manera que dichas estructuras interactuen de tal forma que las propiedades de
una estructura maximicen las de la otra y se obtengan interesantes resultados. En el Capitu-
lo I, Seccién 1.2, sobre acciones de grupo, se da una interaccién entre un grupo y un conjunto
arbitrario, esto permite la oportunidad de combinar nuevamente las dos estructuras pero en di-
ferentes conjuntos, en este caso, cuando el grupo actia en un conjunto que tiene una estructura

topoldgica.

Similar a lo planteado en el caso de los grupos topoldgicos, en donde se buscaba una topo-
logia de tal manera que las funciones producto e inversion fuesen continuas, al tomar un espacio
en donde actia un grupo se busca una accién que involucre de cierta manera el concepto de
continuidad. Es asi que la condicién para que una accién de grupo sobre un espacio topoldgico
sea considerada ‘buenaés la continuidad de las transiciones, esto debido a que las transiciones
estan definidas sobre el espacio topolégico. Las transiciones haran la funcién de relacionar las
propiedades entre ambas estructuras.

En los grupos topolégicos se buscaba una topologia que permitiera tener dicha estructura en
un conjunto con ambas estructuras, esto debido a que la estructura de grupo es maés rigida ya
que un conjunto es o no un grupo pero pueden definirse varias topologias en él. Ahora, al tener
una funcién y un tnico espacio topolégico de salida y llegada, esto vuelve rigida la estructura
topolégica definida, por lo que se busca una funcién que permita combinar las dos estrucutras
dadas.

Este Capitulo se compone de cuatro secciones, en el primero se define el concepto de G-
espacio y las propiedades que se tienen en estos espacios. En la seccién II1.2 se estudian los
espacios orbitales como espacios topoldgicos cocientes. La Seccién II1.3 estd dedicada a los G-
espacios inducidos por G-espacios dados. Por iltimo, en la Seccién I11.4 se definen los conceptos
de funciones equivarianza entre G-espacios para dar cierto concepto de igualdad entre estos
espacios.
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CAPITULO III. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

S II1.1. G-ESPACIOS

En la Seccion 1.2 se definen las acciones de grupo sobre conjuntos no vacios. En esta sec-
cién, se retoma el concepto de accién, dado en Definicién 1.2.1, ahora actuando sobre un es-
pacio topolégico. Es claro que si un grupo actda sobre un espacio, entonces el espacio es un
G-conjunto, sin embargo se busca que la accién y la topologia puedan relacionarse como se tiene
en el caso de los grupos topoldgicos. En este Capitulo, G representa un grupo con operacién

gh v X a un espacio topoldgico. Si G actia en X la accion es denotada por 6.

II1.1.1 Definicién. Se dice que el G-espacio X es un G-espacio si la accién 0 satisface:
A3z) 0, : X — X es continua para todo g€G.

En tal caso, se dice que la accién 6 es consistente con la topologia en X.

La definicién anterior es independiente de si la accién es derecha o izquierda. Como en el
Capitulo anterior, se trabajara con acciones izquierda recordando que hay una relacion estrecha
entre ambas acciones no necesitandose asi aclarar en cada resultado que las acciones derechas

se trabajan de manera similar a las izquierdas.

Observacion. Algunos autores denominan G-espacio a la accion continua de un grupo topolégico
G sobre un espacio topolédgico. En el presente trabajo, solo se pide que las transiciones sean
continuas. El caso en que se tiene un grupo topoldgico se presenta en la Secciéon IV.1 y es una
generalizacién de lo visto aqui en el sentido de que todo grupo puede considerarse un grupo
topoldgico con la topologia discreta.

I11.1.2 Ejemplo. El espacio R, con la topologia usual, es un Z-espacio con la accién dada por
la traslacion x — zx ya que las traslaciones son continuas en R.
De manera similar, la accion del grupo Z?> = {(m,n) : m,n € Z} sobre R? dada por

(z,y) — (. +m,y +n) es consistente con la topologia usual en R2.

I11.1.3 Ejemplo. La accion traslacion 0 : Zo x 72 — 72 no es consistente con la topologia de
Sierpinski ya que 07" ({0}) = {1} el cual no es abierto. El siguiente teorema muestra que 7>
con la topologia de Sierpinski no es grupo topoldgico, pues en caso de serlo dicha accion deberia
ser consistente.

A continuacién se presentan resultados respecto a los G-espacios obtenidos como consecuen-
cia directa de los dados para G-conjuntos.

El Teorema 1.2.22 muestra que todo grupo G es un G-conjunto de si mismo bajo la acciéon

traslacion. Si G es un grupo topolégico, ya que las transiciones corresponden a las traslaciones,

esto es, 0, = Ly, y estas son continuas entonces las transiciones son continuas.
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CAPITULO III. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

I11.1.4 Proposicion. Sea G un grupo topoldgico entonces la accion traslacion en G X G es

consistente con la topologia en G.

Si H < @ entonces todo G conjunto es también un H-conjunto, Teorema 1.2.4, y las

transiciones 0, son continuas, para todo he€ H.

II1.1.5 Proposicion. Si H < G y X es un G-espacio entonces X es un H-espacio.

Para un subconjunto invariante A de X, 6|gx 4 es una accién, Teorema 1.2.15. Si A tiene la

topologfa de subespacio entonces 64| es continua si 6, lo es.

II1.1.6 Proposicién. Si A C X es un conjunto invariante y X es un G-espacio entonces la

accion de G es consistente con la topologia de subespacio en A.

Dado que las érbitas en X son conjuntos invariantes, se tiene entonces que la accién sobre

las drbitas es consistente con la topologia relativa.

I11.1.7 Corolario. Las drbitas de G-espacios son a su vez G-espacios.

Los homeomorfismos son aquellas funciones con inversas continuas, que en general preservan
las propiedades topoldgicas. En el caso en que se tiene un homeomorfismo entre G-espacios, éstos

preservan también dicha estructura.

I11.1.8 Teorema. Si X es un G-espacio, para cualquier espacio topoldgico Y homeomorfo a

X, se cumple que Y es un G-espacio.

Demostracion. Si ¢ : X — Y es un homeomorfismo, sea ¢ : G X Y — Y la funcién definida
por ¥(g,y) = ¢(g9¢ (y)), donde la accién de G en X estd dada en el producto gp~'(y).
Si (g91,41),(92,y2) € G x X son tales que (g1,21) = (g2,%2) entonces g1 = g2 y 1 = 2.
Como ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢~ ! (1) = ¢~ (z2), de donde g; o~ (1) = g2 ' (2)
y asi go(gl 90_1(:131)) = go(gg 90_1(:172)), es decir v estd bien definida.

Dado que ¢(g,9(h,y)) = ¢(g¢ " (e(he (1)) = ¢(gh e (¥)) v (e (y)) = y se tiene
que 9 es accién de G sobre Y. O

I11.1.9 Definicién. Bajo las condiciones anteriores, la accién ¢ : G x Y — Y dada por

¥(g,y) = ¢(99 ' (y)) se denomina accién inducida por el homeomorfismo.

En el Teorema 1.2.38 se prueba que el conjunto de trancisiones forman un grupo con la com-
posicion de funciones. Si el conjunto sobre el cual se define la accion es realmente un G-espacio,
las transiciones son continuas teniendo asi que (G, X, #) es un grupo de transformaciones con-
tinuas. Mas aun, dado que el inverso de una transicién es una transicion, se sigue entonces que

las transiciones son homeormorfismos, es decir, (G, X, 0) es un grupo de homeomorfismos.
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CAPITULO III. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

Si se denota por Homeo(X) el conjunto de todos los homeomorfismos de X entonces el

homomorfismo inducido por €, dado en Definicién 1.2.40, se escribe ahora como

©:G — Homeo(X), g b,

Cada transicion estd determinada por un elemento de G, y el conjunto de transiciones es un
grupo de homeomorfismos, por lo que para tener un isomorfismo entre el grupo y el conjunto de
transiciones basta asegurar que el homomorfismo inducido sea inyectivo. El siguiente resultado
representa un andlogo al Teorema de Cayley, enunciado en el Teorema 1.1.49.

I11.1.10 Teorema. Sea X un G-espacio. Si 0 es efectiva entonces G es isomorfo a un grupo

de homeomorfismos de X.

Demostracién. Sean g, h€ G tales que ©(g) = O(h), de esto se tiene 0y(z) = 5 (z), para todo
x€X. Como gxr = hx se tiene gh~ 'z = x y por tanto gh™' es un elemento de G que fija a todos

los elementos de X, es decir, gh™" € [ G. Dado que la accién es efectiva se sigue que gh™" = e,
xeX
de donde g = h. Por lo tanto, © es inyectiva y con esto es un isomorfismo entre G y el grupo

de transiciones. O

Los grupos topoldgicos son espacios homogéneos mediante las traslaciones, las cuales son
homeomorfismos. Estas funciones trasladan un elemento en otro. Una accién es transitiva si

lleva un elemento en otro al tener una tnica érbita.

I11.1.11 Teorema. Si la accion de un G-espacio X es transitiva, el espacio es homogéneo.

Demostracion. Sean x,y € X. Como 6 es transitiva entonces G, = G, asi existe g€ G tal que
gx =y. De esto, 4(x) =y y por ser 6, un homeomorfismo se sigue que X es homogéneo. [J

Es comin encontrar en algunos textos que un G-espacio se dice homogéneo si la accion es
transitiva y el teorema anterior explica por qué, ya que muestra la relaciéon entre las traslaciones

en grupos topolégicos y las acciones transitivas.

IT1.1.12 Teorema. Sean X un G-espacio, g€ G y A C X. El conjunto gA es abierto (cerrado)

si y solo si A es abierto (cerrado).

Demostracion. Para cada g€ G, dado que 6, es un homeomorfismo y 64(A) = gA se sigue que
gA es abierto (cerrado) siy solo si A lo es [Teorema 1.3.37]. O

SiSC Gy AcC X, entonces el producto de S'y A estd dado por SA = {sa : s€S,ac A},
de donde SA = | sA.

seS

I11.1.13 Corolario. Sea X un G-espacio. Para todo S subconjunto de G se tiene que si U es
abierto de X entonces SU es abierto de X. Si S es finito y B es cerrado en X, entonces SB

es cerrado en X.
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CAPITULO III. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

S II1.2. ESPACIO DE ORBITAS

Las o6rbitas de un G-conjunto forman una particion de éste, denominado conjunto orbital
[Definicién 1.2.31]. Se tiene de manera natural una funcién sobreyectiva del G-conjunto en el
conjunto orbital dado por la proyeccién orbital x — Gz, con lo que si el G-conjunto es un
espacio topologico, puede dotarsele entonces al conjunto de érbitas de la estructura de espacio
cociente, definida en Definicién 1.3.94. Si X es un G-espacio, X/G representa al conjunto orbital

y 7 : X — X/G a la proyeccién orbital.

IT1.2.1 Definicién. El espacio de érbitas o espacio orbital de un G-espacio X es el
conjunto de érbitas X/G provisto de la topologia cociente respecto a la proyeccién orbital
m: X - X/G.

Observacion. Los subconjuntos en X/G estan determinados por conjuntos en el grupo. El con-
junto {Gz : z€ A, A C X} se denota por GA. Dado que 7 es cociente y 7' (GA) = | Gz = GA
A

se tiene que G A es abierto en X/G siy solo si GA es abierto en X.
111.2.2 Ejemplo. Para la accion antipoda definida en el Ejemplo 1.2.11, el espacio orbital

S™/Zg se denomina el n-espacio proyectivo real P" el cual resulta de identificar en S™ los

puntos diametralmente opuestos . Para la accion reflexion,

Del hecho de que X y X/G sean ahora espacios topoldgicos permite dar mas propiedades a
la proyeccién orbital.

I11.2.3 Teorema. La proyeccion orbital m de un G-espacio X es abierta. Si G es finito, entonces

w es también cerrada.

Demostracién. Sea U abierto en X. Dado que 7~ (7(U)) = |J Gz, entonces 7! (7(U)) = GU.
acU

Como U es abierto, GU es abierto en X y por ser m cociente se sigue que 7(U) es abierto en
X/G. Si G es finito y B es un conjunto cerrado de X, entonces 7! (7(B)) = GB es cerrado y
por tanto 7(B) es cerrado en X/G. O

Observacion. Si G es grupo topoldgico entonces la proyeccién natural, 7 : G — G/G, y la
proyeccion orbital coinciden ya que el espacio de érbitas consta tnicamente del conjunto uni-
puntual G, bajo la accién traslaciéon. En general, si H < G, el espacio orbital G/H de la accién
H x G — G, coincide con el espacio de clases laterales G/H.

La proyeccién orbital es entonces continua y abierta, y dado que n(Gz) = {Gz}, entonces
{Gz} es abierto en X/G siy solo si Gz es abierto en X.

IT1.2.4 Corolario. Las drbitas Gz de un G-espacio X son abiertas si y solo si X/G es discreto.

Si la accién es trivial los conjuntos X y X/G son iguales.
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I11.2.5 Corolario. Un G-espacio trivial X es discreto si y solo si el espacio orbital lo es.

La compacidad y la conexidad son propiedades que se mantienen bajo funciones continuas,
mientras que la compacidad local se preserva bajo funciones continuas y abiertas.

I11.2.6 Corolario. Si X es un G-espacio conexo, compacto o localmente compacto entonces
también lo es X/G.

Los axiomas de separacién no se mantienen bajo funciones continuas y, en general, no se
preservan en los espacios cocientes. En el caso de G-espacios, estos se preservan cuando el grupo
sea finito ya que en este caso la proyeccién orbital es cerrada y los axiomas de separacion se
preservan bajo funciones continuas [Teorema 1.3.57].

111.2.7 Corolario. Cuando G es finito, si X es un G-espacio T, Hausdorff, reqular o normal

entonces X /G también lo es.
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CAPITULO III. ACCIONES EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

S II1.3. ACCIONES INDUCIDAS

Las acciones sobre GG-conjuntos inducen acciones sobre producto de G-conjuntos y sobre los
espacios orbitales. En la presente secciéon se muestran algunos ejemplos en los cuales las acciones
inducidas son consistentes con la topologia producto y cociente.

I11.3.1 Teorema. Si X| es Gi-espacio y Xo es Go-espacio entonces la accion por coordenadas
es consistente con la topologia producto en X1 x Xo. Ademds

(Xl X XQ)/(Gl X Gg) ~ (Xl/Gl) X (XQ/GQ)

Demostracién. La accién por coordenadas en X; x X se define por 0((gz-), (xz)) — (gizi).
Si las acciones en X; y Xo estan dadas por 6; y 62, respectivamente, entonces 6 = (61, 6)
y las transiciones de 6 estan dadas por 8, .0 = ((61)g,,(62)g,), lo cual se tiene ya que
(91, 92) (w1, 2) = (g121, g2w2). De esto, 0, 4, es continua para todo (g1, g2) € G1 x Ga.

Sim X, - X3/Gi, i = 1,2,y m: X1 x Xo = (X1 X X9)/(G1 x G2) son las respectivas
proyecciones orbitales, se define la funcién

g : (Xl X Xg)/(Gl X GQ) — (Xl/Gl) X (XQ/GQ)
(G1 X Gg)(:v1,a:2) — (Gl.’L‘l,Ggl‘Q).
La imagen de la érbita (G1 X Gg)(l'l,fl'g) en X7 x Xy bajo £ es el punto (G121, Gaza) del
espacio (X1/G1) x (X2/G2), por lo que £ hace conmutar el diagrama

T X T

X1 x Xy (¥1/61) x (X2/c2)

|

(X1 %X X2) /(G x G2)

Si (G1 X Gg)(l‘l, x2)y (G1 X Gg)(yl, y2) son dos drbitas iguales en el espacio orbital producto
(X1 x X32)/(G1 x G2), existe (g1, g2) en G1 X Go tal que (y1,y2) = (91, 92)(x1,x2) = (9171, gox2).
Luego, z1 estd en la misma Orbita de y; y z2 lo estd en la de ys, es decir, Giz1 = Giy1 ¥
Goxo = Gays, de donde (G1x1, Gaxe) = (G1y1, Goy2) y por tanto £ estd bien definida.

Si f((Gl XGQ) (21, 932)) = 5((G1 XGQ) (y1, yg)) se tiene entonces que (G1x1, Goxa) = (Gry1, Gay2),
de donde G1x1 = G1y1 v Goxe = Gaoyo, y asi existen g1, go € G tales que x1 = g1y1 ¥ T2 = goyo.
De lo anterior, (z1,72) = (9191, T2y2) = (91, 92)(¥1,¥2), es decir (y1,y2) estd en la misma 6rbita
de (z1,x2) bajo G1 X Gg, por lo que se concluye que (Gl X Gg)(xl,xg) = (G1 X Gg)(yl,yg) y
por tanto ¢ es inyectiva. Claramente se sigue que £ es sobre.

La funcién £ satisface que & = mp X 7o, dado que 7w es una funcién cociente y 7 X 7y es
continua, por la propiedad universal del cociente se sigue que £ es continua.

Por otro lado se tiene que 5*1(7r1 x mg) = m y dado que 71 X 72 es una funcién sobre, continua
y abierta es entonces una identificacién y como 7 es continua, por la propiedad universal del
cociente se sigue que £~! es continua y por tanto £ es un homeomorfismo. O
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I11.3.2 Ejemplo. Para la accion antipoda, dada en Ejemplo 1.2.11, el espacio orbital S*/Zs
se denomina el espacio proyectivo real P! el cual resulta de identificar en S* los puntos
diametralmente opuestos. La funcidn antipoda es la rotacion de 180° alrededor del origen y es

claro que al identificar los puntos en la rotacion se obtiene que P* ~ ST,

@0

La accion reflexion identifica a los puntos del semicirculo superior con sus respectivos

inversos con respecto a el eje real con lo que se tiene (S*/Zg) ~ [—1,1].

‘_.m_.—

Del teorema anterior se sigue que el espacio orbital generado por la accion de Zs X Zo sobre
el toro T es homeomorfo al tubo S* x I.

Si N < G entonces G/N es un grupo y actia sobre el espacio de érbitas X/N mediante la
accion dada en Teorema 1.2.35, en donde se tiene una biyeccién de (X/N)/(G/N) en X/G.

IT1.3.3 Teorema. Sea N subgrupo normal de G. La accion 6 : (G/N) x (X/N) — X/N,
dada por 9((Ng,Nac)) = Ngz, es consistente con la topologia cociente en X/N. Mds ain,
(X/N)/(G/N) ~ X/G.

Demostracion. Para cada Ng € G/N la transicién asociada estd dada por Oy,(Nz) = Ngz,
para todo Nz € X/N. Sim: X — X/N es la proyeccién orbital se tiene que 8y, = w6, y por
tanto es continua.

La biyeccién & : (X/N)/(G/N) — X/G, dada por (G/N)Nz — Gz, satisface la igualdad
¢n’n’ = m,donde 7 : X - X/G, 7' : X - X/Ny«": X/N — (X/N)/(G/N) son las
proyecciones orbitales. De la propiedad universal del cociente, Teorema 1.3.96, dado que 7”7’
es cociente y m es continua se sigue que £ es continua.

Por tltimo, de la igualdad £~ '7 = 7”7 y de la propiedad universal del cociente se sigue que
¢! es continua. Por lo tanto ¢ es homeomorfismo. O

Si la accién 6 de un G-espacio X es efectiva, por el Teorema III.1.10, induce un isomor-
fismo entre el grupo y un grupo de homeomorfismos de X. Si la accién no es efectiva, induce
una accién efectiva del grupo cociente G /ker © en el espacio X. Mds atn, el espacio de érbitas
generado por la accién del grupo G/ker © es homeomorfo al conjunto de 6rbitas generado por G.
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I11.3.4 Teorema. Si © es el homomorfismo inducido por la accion 0 del G-espacio X entonces

0 induce también una accion efectiva del grupo cociente G/ker © en X de manera que
X/G ~ X/(G/ker©).

Demostracion. Sea K = ker ©. Por el Teorema 1.2.45 se tiene que K actia trivialmente en
X, por lo que X/K = X. Dado que K es subgrupo normal de G, por el Teorema 1.2.35,
el grupo cociente G/K actta en el conjunto orbital X/K = X mediante la accién dada por
Y :G/K x X — X y definida como ¢(Kg,z) = gz. Las transiciones g, = 04 son continuas y
asi X es un (G/K)-espacio.

Sean Kge G/K y x€ X tal que (Kg)r = x, entonces gr = x. Luego, 0, = 6. y asi, por el

Teorema 1.2.43, g€ (| G, con lo que Kg = K €G/K y por tanto 1) es efectiva.
eX
Del Teorema 1.2.35 se tiene la funcién £ : X x G/N — X/G dada por £((G/N)z) = Gz la cual

cumple que {7/ =7, donde 7: X — X/G y 7’ : X — X/(G/K) son las proyeccionnes orbitales

y hace conmutar el diagrama:

X/(G/K) —= X/G

De la propiedad universal del cociente, Teorema 1.3.96, dado que 7’ es cociente y m = &7’ es
continua entonces ¢ es continua y de la igualdad £ ~'m = 7’ se sigue que £~ es continua, por lo
que £ es homeomorfismo. O
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S III.4. EQUIVALENCIA DE ESPACIOS

Un homomorfismo de grupos es una funcién que separa los productos correspondientes, lo
cual permite mantener una similitud entre los conjuntos involucrados. Esto motiva la definicién
de funcién equivariante bajo la cual se busca asegurar una cierta similitud entre los G-espacios
involucrados. La definicién de dicha funcién debe satisfacer la uniformidad del espacio, esto
es, la imagen del producto de un elemento del grupo con un elemento es igual al producto del
elemento del grupo con la imagen del elemento del espacio.

I11.4.1 Definicién. Una funcién continua ¢ : X — Y definida entre G-espacios se dice
equivariante si p(gz) = gp(z), para todo z€ X y todo g€G.

I11.4.2 Ejemplo. La funcion identidad de un G-espacio X en si mismo es una funcion
equivariante, esto pues es una funcion continua y 1x(gx) = gr = g 1x(x), para toda g€ G.

Las funciones equivariantes entre G-espacios permiten construir funciones continuas entre
los espacios orbitales, esto ya que permite llevar érbitas en érbitas, es decir, para cada y en
el codominio existe un dnico x en el dominio tal que la imagen de Gz es Gy. En el siguiente
teorema se prueba que las funciones equivariantes entre espacios inducen funciones continuas

entre los G-espacios orbitales.

111.4.3 Teorema. Una funcion equivariante ¢ : X — Y induce una unica funcion continua
e/a tal que (¢/a)m =7'p, donde m: X — X/G y 7' : Y = Y/G son las proyecciones orbitales.

Demostracion. Sea v/c : X/G — Y/G dada por ¢/c (Gz) = Gy(z), es claro que ¢/c hace

conmutar el diagrama:

XY .y

X/G A0/G>Y/G

Si z,y€ X son tales que Gx = Gy, existe g€ G tal que gx = y. Dado que ¢ es equivariante se
sigue que gp(z) = ¢(gx), de donde Gp(z) = Gp(g9z) = Gp(y), con lo que (¢/a)(z) = (¢/a)(y),
es decir, la funcién ¢/G estd bien definida.

Si Gz e X/@G, las fibras de X/G bajo 7 son las érbitas Gz y m'p(Gz) = 7' (Gp(x)) = {Ge(x)},
es decir, las fibras 77!(Gx) son constantes en Y/G bajo 7. Dado que 7 es una identificacion
y 7' es continua, por el Teorema de la transgresién, Teorema 1.3.97, se concluye que ¢/G es

continua. ]

IT1.4.4 Definicién. Bajo las condiciones anteriores, ¥/G se denomina funcién inducida

por ¢ en los espacios orbitales.

La composicién de funciones equivariantes es una funcién equivariante y la funcién inducida
por dicha composicién depende de las fiunciones inducidas en cada uno de los espacios orbitales.
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111.4.5 Teorema. Sean ¢ : X — Y y ¢ : Y — Z funciones equivariantes entre G-espacios.
La funcion v : X — Z es equivariante y su funcion inducida entre los G-espacios orbitales
satisface que Yeja = (V/a)(v/a), de donde se tiene el siguiente diagrama

P
/—\
X——>Y ——7
| L]

v /a

x/c-"via-" zja

Demostracion. Sea x € X. Dado que las funciones ¢ y % son equivariantes, entonces
Lb(gp(gw)) = w(ggp(:n)) = g (gp(:n)) por lo que 1 es equivariante.

Sea Gz € X/G. Se tiene (¥/c)(¢/c)(Gz) = (¥/c)(Ge(x)) = GY(p(z)), de donde se concluye
que ¥¥/c = (¥/a)(#/q). U

Si se tiene un homomorfismo equivariante entonces la funcién inducida por esta es un

homeomorfismo entre los espacios orbitales.

111.4.6 Teorema. Sea ¢ : X — Y wun homeomorfismo equivariante entre G-espacios.
La funcién inversa ¢~ :' Y — X es equivariante, ¥ '/c = (¢/c)™! y X/G ~ Y/G, con lo
que se tiene el siguiente diagrama

Demostracion. Sea y € Y. Dado que ¢ es una funcién equivariante, se sigue entonces que

M gy) = ¢ gl (¥) = elelge™'(¥)) = g~ ' (y), y por tanto o'
Sea Gye€Y/G. Como y€Y y ¢ es un homeomorfismo, existe un tnico x € X de tal manera que

es equivariante.

o(x) =y, de lo cual se sigue que ¢/G(Gz) = Gy(x) = Gy, y asi /G es biyectiva. De lo anterior,
la funcién inversa de #/G estd bien definida.

Si Gy € Y/G se tiene (¢/c)(¢7'/a)(Gy) = (¢/c)(Ge~(y)) = Go(p(y)) = Gy, por lo que
¢ /G es la inversa de ¢/G y asi ¢~ /¢ = (¢/c)~!. Ademéds, como ¢! es invariante entonces la

inducida ¢~'/a es continua por lo que ¥/G es homeomorfismo. O

II1.4.7 Definicién. Si ¢ : X — Y es un homeomorfismo equivariante entonces ¢ se dice

equivalencia entre G-espacios y los espacios X y Y se dicen equivalentes.

Si los espacios son equivalentes, ademas de ser homeomorfos son copias uno de otro.

Dado un homeomorfismos entre un G-espacio X y un espacio abitrario Y, puede contruirse
una accion en Y de tal manera que los espacios orbitales sean homeomorfos.
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111.4.8 Teorema. Si ¢ : X — Y es un homeomorfimo entre G-espacios, donde Y tiene la

accion inducida por el homeomorfismo, entonces @ es equivariante.

Demostracion. Sean g € Gy x € X. Como ¢ es homeomorfismo entonces entonces existe un
unico y € Y tal que p(z) = y y si Y es un G-espacio con la accién inducida por ¢ dada
en Definicién II1.1.9, se sigue que gy = gp(ggp‘l(y)) y asi gp(x) = p(gx), por lo que ¢ es

equivariante. O

El teorema anterior muestra que se pueden construir espacios equivalentes a partir de
espacios homeomorfos dotando a el espacio con la accién inducida por el homeomorfismo.

Algunos ejemplos de funciones equivariantes estan dadas por las proyecciones coordenadas

bajo el producto cartesiano.

IT1.4.9 Teorema. Sean X, una familia de G-espacios. Si G actia en el producto [| Xo bajo

la accion diagonal entonces las proyecciones coordenadas son equivariantes.

Demostracion. Sean g€ Gy (x,) €[ Xa- Si ps : [[ Xo = X3 es la proyeccién en la coordenada
B entonces pﬁ((gxa)) = gxg = ng((xa)) por lo que las proyecciones coordenadas, al ser

funciones continuas, son equivariantes. ]

Dado que las proyecciones coordenadas p; son equivariantes, inducen funciones continuas
sobre los espacios orbitales dadas por rs/c : ([[Xa)/G — X3/G, (rs/c)(G(z.)) = Gas.
Estas funciones permiten definir una funciéon continua entre el espacio orbital del producto

de G-espacios y el producto de espacios orbitales.

IT1.4.10 Teorema. Sean X, una familia de G-espacios. Si G actia en el producto [[ Xo bajo

la accion diagonal entonces la funcion definida por

V(][ Xa)/6 = [[(Xa/G)
G(zq) —= (Gzy)

es sobreyectiva y continua.

Demostracion. Es claro que V es sobre ya que cada (Gz,) estd definido por la érbita G(z4).
Cada proyeccion coordenada pg determina la funcién continua rs/G. Dado que V = [[(rs/G) y

cada funcién rs/a es continua se sigue que V es continua. O

El teorema anterior nos permite relacionar las accién diagonal y la acciéon por coordenadas
de un mismo grupo actuando sobre un producto de espacios, sin embargo la funcién V no es

necesariamente inyectiva, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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I11.4.11 Ejemplo. Sean X1 = S' = Xy y G = Zy. Se toman las acciones definidas por la
funcion antipoda y la funcion reflexion dadas en Ejemplo II1.3.2.

Si se dota al espacio T = S' x S con la accién por coordenadas respecto al producto Zy x Zy =
72, entonces la orbita de (w,z) €T estd dada por Z3(w,z) = {(w, 2), (—w, 2), (w, 2), (—w, 2)}.
Por el ejemplo mencionado anteriormente se tiene que el espacio orbital estd dado por el tubo
StxI.

Por otro lado, si se tiene la accion diagonal de Zy sobre T entonces la drbita de (w,z) €T esta
dada por Zo(w,z) = {(w,2),(—w,z)}. Para z # £1, (w,2) y (—w, z) no estin en la misma

orbita, sin embargo sus tmagenes bajo V son iguales:
V(Zg(—w,z)) = (Zy(—w), Zaz) = (Zow, Zoz) = V(Zg(w,z))

De hecho, el espacio T /Zs es homeomorfo a la botella de Klein, como se muestra a continuacion.
Considerando a T como el espacio cociente del cuadrado C' = 17 X I1 respecto a la funcion
p(s,t) = (€™, ™), la cual identifica los lados opuestos de C. Dada la accion diagonal de Zs
sobre T se tiene que g(e'™, ™) = (ge'™, ge'™) = (e”(‘*il),ei?) = (&™) e~ de donde
gp(s,t) = p(s£1, —t) y por tanto las orbitas quedan de la forma Zap(s,t) = {p(s,t), p(st1,—1)},
es decir, al identificar los puntos de las drbitas entonces el espacio (—1,0) x [—1,1] se traslada
y se refleja respecto al eje X en el espacio (0,1) x [—1,1]. Los segmentos {—1} x [-1,1] y
{1} x [-1,1] se identifican con en segmento {0} x [—1,1] de manera inversa, como se muestra

en la siguiente figura.

o —

El espacio cociente de identificar los extremos de la figura anterior corresponde a la Botella
de Klein.

Cualquier accién de un grupo G sobre un espacio X determina una accién de cada subgrupo
H de G, por lo que pueden considerarse conjuntos invariantes y funciones equivariantes respecto
a la accion de H.

111.4.12 Definicién. Sea X un G espacio y H subgrupo de G. Un subconjunto A de X se
dice H-invariante si satisface que HA C A, o equivalentemente, ha € A para todo he H
y a€A. Si H actiia también en el espacio Y, decimos que una funcién continua f: X — Y
es H-equivariante si f(hz) = hf(x) para todo he H y z€ X
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Si el grupo base es GG, entonces los conjunto G-invariante son los conjuntos definidos como in-
variantes. Como H es subgrupo de G contiene entonces al elemento neutro del grupo, por lo
que se tiene de manera natural que A C HA. Si ¢ es una funcién equivariante entre G-espacios

entones es H-equivariante para cada H subgrupo de G.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de conjunto H-invariante con el de funcién
equivariante, en el sentido que las funciones equivariantes permiten mantener la propiedad

invariante de los conjuntos.

111.4.13 Teorema. SI p: X — Y es una funcion equivariante entre G-espacios entonces para

cualquier subgrupo H de X se tiene
i) p(XT) cYH.
ii) Si A C X es H-invariante entonces ¢(A) es H-invariante de Y.

ii) Si B CY es H-invariante entonces ¢~ (B) es H-invariante en X.

Demostracion.

i) Sean x € X¥. Si h € H, dado que ¢ es equivariante es entonces H-equivariante y entonces
ho(x) = @(hz) = p(x), con lo que se tiene p(x) €Y.

ii) Sean a € Ay h € H. Dado que A es H-invariante entonces ha € A, de donde se sigue que
ho(a) = p(ha)€p(A), con lo que p(A) es H-equivariante.

iii) Sean b€ B y h € H. Dado que B es H-invariante entonces hb € B, de donde se sigue que
@(he1(b)) = he(e (b)) = hb € B, con lo que he~'(b) € ¢~ }(B), y por tanto ¢ '(B) es
H-invariante en X. O

Una propiedad topoldgica importante del conjunto de puntos fijos se encuentra en los

G-espacios de Hausdorff.

I11.4.14 Teorema. Sea X un G-espacio de Hausdorff. El conjunto X° es cerrado en X para
todo S C G.

Demostracion. Sea x € X. Si ¢ X° entonces existe s € S tal que zs # z. Como X es de
Hausdorff, existen U y V abiertos de X tales que zscU, €V yUNV =0. Sea W = UNs~ 'V,
dado que sW = sU NV es claro que W N sW = (). Para cada weW, swesW C V con lo que
w # sw y por tanto W C X — X5, O

Si un conjunto en un G-espacio es H-invariante, para algun H subgrupo de G, entonces el

interior y la cerradura del conjunto preservan esta propiedad.
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I11.4.15 Teorema. Sean X un G-espacio y H subgrupo de G. Si A subconjunto de X es

H-invariante entonces también lo son int(A) y A.

Demostracién. Dado que int(A) C Ay A es H-invariante, entonces H (int(A)) C HA = A.
Por el Teorema II1.1.13, el conjunto H (mt(A)) es abierto y por estar contenido en A entonces
H (int(A)) C int(A) y por tanto int(A) es H-invariante.

Sean he H y z€A. Si U es abierto de ha, entonces h™'U es abierto de z y como z € A se sigue
que (h~U)YN A # 0. Sea ac (h™'U) N A, como A es H invariante entonces ha € A y dado que
hach(h~'U) = U se sigue que hac€U N A, es decir, UN A # () y por tanto hx € A. O

Si N es un subgrupo normal de G el cual actia en el espacio X, entonces para todo g€ G
y n €N se tiene que si x es un punto fijo de X respecto de N entonces glngzz: = nix = x, por
lo que ngx = gz, es decir, el conjunto de puntos fijos de un G-espacio X respecto al subgrupo

normal N es G-invariante.

I11.4.16 Corolario. Sean X un G-espacio y N <G entonces X~ es invariante.
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De lo visto hasta ahora se tiene que las estructuras de grupo y topologia pueden coexistir,
e incluso maximizar las propiedades de cada una de ellas a través de la otra, para esto basta
tener una condicién de continuidad sobre la operacién del grupo, ya sea entre sus elementos en
el caso de grupos topolégicos, o entre sus elementos y los elementos del espacio, en el caso de
los G-espacios. Se tienen mucho més propiedades que las presentadas hasta ahora que pueden
determinarse de manera inmediata a partir de los resultados de los capitulos anteriores. Aunque
en un principio parezcan ideas tomadas al azar, cada una de las partes de este capitulo funcionan
como un anexo de los temas vistos, es decir, son un ejemplo de aprendizajes inmediatamente
posteriores a lo que se ha trabajado y que de alguna manera nos ayudan a dar un cierre a los

mismos.

En la Seccién IV.1 se retoma el tema de acciones de grupo sobre espacios topolégicos, to-
mando al grupo con una topologia que lo vuelve grupo topologico. En este caso, tanto grupo
como conjunto tienen una estrctura topoldgica, por lo que el producto cartesiano es un espacio
topoldgico. De esta manera, la accion que es una funcién del espacio producto en el espacio
topoldgico puede ser continua, lo cual es la condicién necesaria para estos nuevos conjuntos.
En la Seccién IV.2, brevemente, se da una aplicacién de las funciones equivariantes en espacios
triviales, denominadas funciones invariantes.

En la Seccién IV.3 se define una integral en grupos topolégicos Hausdorff compactos, denomina-
da integral de Haar. Dicha integral puede definirse, de manera mas general, en grupos Hausdorff
localmente compactos, sin embargo para los propositos de la seccion siguiente se define tomando
solamente la compacidad. Ya en el Capitulo II, Seccién I1.6, se habia definido un concepto del
analisis matematico para los grupos topoldgicos, en este se retoma esta misma idea.

En la Seccién IV .4 se dan algunas aplicaciones de la integral de Haar como una funcién inva-

riante en espacios Hausdorff compactos.

A lo largo de este Capitulo, G es un grupo con operaciéon gh, X un espacio topolégico con

topologia 7 y m: X — X/G la proyeccién orbital. Si X es G espacio, se denota la accién por

0 y la operacién por 6(g,z) = gx y el espacio orbital X/G se tomard con la topologia cociente

respecto a la proyeccién orbital.
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S IV.1. ACCIONES DE GRUPOS TOPOLOGICOS

Se ha estudiado hasta ahora la accién de un grupo G sobre un espacio topoldgico X, sin
embargo puede pedirse que G tenga también una estructura topoldgica de tal manera que sea
un grupo topoldgico, estudiados en el capitulo anterior. Como se pedia al definir un G-espacio,
Definicion II1.1.1, al dotar al grupo de una topologia se pedira una condicién de continuidad,
en este caso dada sobre la accién.

IV.1.1 Definicion. Se dice que el grupo topolégico G actia continuamente, o de manera
continua, sobre el espacio topoldgico X si la accion definida es continua, donde G x X tiene

la topologia producto.

En particular, si G actia de manera continua sobre el espacio X dado que 65 = 0141 x
entonces las transiciones son continuas, por lo que todo espacio en el que actiia G continuamente

es un G-espacio.

Observacion. Si el grupo topoldgico G actia en el espacio X y para cada x € X se tiene que
las funciones ¢, : G — X, dadas por ¢,(g) = gz, son continuas entonces se dice que la accién
es fuertemente continua. De esta definicién se tiene que si la accién es continua entonces es

fuertemente continua, sin embargo el regreso no se satisface.

IV.1.2 Teorema. Todo grupo topolégico G actia de manera continua sobre si mismo.

Demostracion. El grupo G acttia sobre si mismo, como se ve en el Ejemplo I11.1.4. Al ser G un

grupo topoldgico, la funcién producto es continua por lo que la accién traslacién es continua. [

Si H < G, entonces G actiia sobre el espacio cociente G/H con la accién inducida por la
traslacion en el grupo, Corolario 1.2.26, dicha accién es también continua ya que

09’ gH) = 0(d',7(9))
IV.1.3 Corolario. Sea H < G. G actia de manera continua sobre el espacio cociente G/H .

Si se tiene un G-espacio X de tal manera que la accién 6 es continua, entonces Homeo.(X)
forman un grupo topolégico como se muestra en el Ejemplo I1.1.4. Es claro que si la accién es

continua entonces las transiciones 6, = 6,1, x son homeomorfismos.

IV.1.4 Definicién. La terna (G, X, ), donde G es un grupo topoldgico, X es un espacio

y la accién 6 es continua, se dice grupo topolégico de transformaciones.

En el resto de la presente seccién G representa un grupo topoldgico, X a un espacio

topoldgico y 6 a la accién dada por 6(g,z) = gx.

La accién 6 induce un homomorfismo entre el grupo y el grupo de homeomorfimos de X,
dado en Definicién 1.2.40. En el siguiente teorema se dota al grupo de homeomorfismos de X
con la topologia compacto-abierta.
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IV.1.5 Teorema. El homomorfismo © : G — Home.(X) inducido por la accion continua
0:Gx X — X es continuo.

Demostracién. Sea [K,U] un abierto subbdsico de Homeoq(X). Si g € ©1([K,U]) entonces
0(g,x) = @(g)(m) € U, para todo x € K. Dado que la accién es continua, para cada z € K
existen abiertos V,, de = y W, abierto de g tal que §(W, x V) C U. Como K es compacto,

existen x1,...,z, € X tales que K C |J V. De esto, W = (] W, es abierto de g y satisface que
i=1 i=1

(W x K) C [K,U], es decir, (W) C [K, U]. Por lo tanto, ©~'([K, U]) es abierto. O

Del Ejemplo I1.1.4, si el G-espacio es Hausdorff compacto entonces Home.(X) es un grupo

topoldgico.

IV.1.6 Corolario. Sea X un G-espacio de Hausdorff compacto que actia de manera continua
bajo la accion O entonces el homomorfismo © : G — Homeo.(X) inducido por 6 es un morfismo

de grupos topoldgicos.

La siguiente propiedad de las acciones recuerda al resultado expuesto en el Teorema I11.2.3
sobre la proyeccion orbital de un G-espacio en donde se demuestra que las proyecciones naturales
en grupos topoldgicos son funciones continuas y abiertas, y si el grupo es finito entones la
proyeccion es también cerrada. En este caso se tienen las mismas propiedades para las acciones
continuas de un grupo topoldgico.

IV.1.7 Teorema. Si G actia de manera continua en X entonces la accion es abierta.
Si G es finito, la accion es también cerrada.

Demostracion. Sea 6 : G x X — X la accién continua de G sobre X. Para todo S C G y todo
E C X se tiene la igualdad 0(S x E) = |J gE. Por el Teorema I11.1.12, si E es abierto en X
geS

entonces gF es abierto en X para todo g€ G, y por tanto | JgFE loes. SiG ={g1,...,9n} vy F
P

es cerrado en X entonces g;F es cerrado para todo i = 1,...,n y por tanto |J g;F es cerrado
=1
en X. O
De manera andloga a la definicién de transiciéon dada en Definicién 1.2.37, en donde cada
elemento del grupo define una funcién del G-espacio en si mismo. En este caso, cada elemento
del G-espacio define una funcién entre el grupo y la érbita de dicho elemento.

IV.1.8 Definicion. Sea 6 : G x X — X accién. Para cada x € X se define la funcién
0* : G — Gz dada por la relacién g — gx denominada movimiento.

Dado que la imagen de cada movimiento es una 6rbita, éstos nos son tutiles para demostrar
propiedades de las érbitas. Se puede reescribir a los movimientos como 6% = 6 |Gx{x}, por lo que
es claro que toda funcién movimiento es continua y 0*(G) = Gz, es decir, la imagen de todo
G es la orbita de x. Asi, los movimientos mantienen las propiedades topoldgicas de el grupo en
las érbitas.
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IV.1.9 Corolario. Si G es compacto o conezxo y actia de manera continua sobre X entonces

las orbitas de X son compactas o conexas, respectivamente.

IV.1.10 Teorema. Si X es Ty entonces los grupos de isotropia son cerrados y si ademds 6 es

efectiva, G/ker(©) es de Hausdorff.

Demostracion. Si X es Tj entonces {x} es cerrado en X por lo que G, = (6%) '(x) es cerrado

en (. Si ademads 6 es efectiva, por el Teorema 1.2.43, ker(0) = [ G, es cerrado por lo que, por
xeX

el Teorema I1.5.10, es también de Hausdorff. O

Por el Corolario 1.2.23 se tiene que G opera sobre las drbitas bajo la accién traslacion.
Si se dota ambos espacios de topologia esta accién es continua.

IV.1.11 Teorema. Si G actia de manera continua sobre X entonces G actia de manera
continua sobre cada una de las orbitas de X.

Demostracion. Sea x € X, por el Corolario 1.2.23 se tiene que Gz es un G-conjunto bajo la
accion traslacion p. Si U es abierto de Gx entonces para el abierto G x U de G x X se tiene
u(G x U) = GU C U y por tanto p es continua. O

Los movimientos de acciones de grupo continuas son un ejemplo més de funciones equiva-

riantes.

IV.1.12 Corolario. Si G actia de manera continua sobre X, entonces el movimiento

0% . G — Gz es equivariante.

Demostracion. Sea x € X, por el Teorema anterior G actiia de manera continua tanto en G
mismo como en Gz a través de la accién traslacion p(h, gx) = (hg)z, la cual es continua.
Por otro lado, el movimiento u* es continua y es una funcién entre G-espacios al ser el grupo
G-espacio de si mismo. Dado que p*(hg) = (hg)r = h(gx) = hu*(g) se concluye que u® es
equivariante. O

Los movimientos no son funciones biyectivas, para que lo fuesen es necesario identificar todos
los elementos de G cuya imagen es igual en la 6rbita en un solo punto. Como 6%(g) = 6*(h) siy
solo si gx = hx, entonces los puntos a identificar son los puntos tales que h™'gx = x, es decir, los
puntos g, h€ G con h™'g€ G,. De esta manera, 6 induce una funcién biyectiva entre el espacio
cociente G/G, y la érbita Gz, al restringir el grupo G al conjunto G/G,. Esté restriccién no es
un grupo ya que el grupo de isotropia de & no es necesariamente normal. Dado que G actia de
manera continua sobre el espacio cociente G/G,, Corolario IV.1.3, entonces la funcién inducida

por el movimiento es una funcién entre G-espacios.

IV.1.13 Teorema. La funcién 0% : G/G, — Gz dada por la relacion 0% (9G,) = gz es una

biyeccion equivariante.
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Demostracion. Sean g, h € G, entonces gG, = hG, si y solo si h™'g€ G, lo cual ocurre si y solo
si hlgx = x, es decir gz = ha, por lo que #% es inyectiva y estd bien definida. Es claro que 6%
es sobre.

Sim, : G — G/G, es la proyeccién orbital con respecto a la accién traslacién de G sobre G, es
entonces identificacién al tomar G/G, como espacio cociente respecto a m,, se tiene el diagrama
conmutativo

GLGm

G/G,

es decir 0 m = 6 y por el Teorema de la transgresién, dado que 6% es continua se sigue que

0” es continua.
Por 1ltimo, 9_“3(h(ng)) = 0% (hgG,) = hgz = hb* (9G.), por lo que 67 es equivariante. O

IV.1.14 Corolario. Si G es compacto y X es de Hausdorff entonces la funcion inducida por
el movimiento 6%, 6% : G/Gy — Gz, es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea F' C G /G, cerrado. Dado que 77 es abierta se sigue que 7' (F) es cerrado
de G, y al ser G compacto entonces 7' (F') es compacto. Como el movimiento 6% es una funcién
continua, Corolario I1V.1.12, 6* (7r*1(F)) es compacto en Gz, el cual es de Hausdorff por lo que
todo compacto es cerrado, Teorema 1.3.85 . Por el teorema anterior, 6% = %7~ y asi 6% (F) es
cerrado en Gz, es decir #% es una funcién cerrada. O

SsIV.1.1. ACCIONES DE GRUPOS COMPACTOS

IV.1.15 Teorema. Si G actia de manera continua sobre X entonces para K compacto de G
y S C X se tiene que la restriccion de la accion K x S — KS es una funcion cerrada.

Demostracién. Sean F' C K x S cerrado y € la restriccién de la accién a K x S. Si x €0'(F)
entonces existe una red (go,xq) en F' tal que 0’((ga, xa)) = (gaxa) converge a z. Como K es
compacto, se tiene una subred (g),) que converge a un punto g € K, de donde (g;;) converge
agyasixy = g;;(gxax)\é) converge a g~ 'z. Por tanto, se tiene que (gx,,z»,) = (9,97 '),y
dado que (g,g7'z) € F se concluye que x = 0'(g,g 'x) €6 (F), es decir, §'(F) = 0'(F). O

En esta seccién, G es compacto y actia de manera continua en X bajo la accion 6.

El resultado anterior, tomando a todo G como el conjunto compacto y a todo X, muestra

que el Teorema IV.1.7 puede extenderse de grupos finitos a grupos compactos.

IV.1.16 Corolario. La accion continua 6 es cerrada.

Dado que el producto cartesiano de cerrados es un conjunto cerrado y la accién es cerrada,
entonces el producto de un cerrado del grupo y un cerrado del espacio es un conjunto cerrado,
extendiendo asi el Corolario II1.1.13 de conjuntos finitos a compactos.
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IV.1.17 Corolario. Sean K cerrado de G y C C X. Si C es cerrado o compacto entonces KC

es cerrado o compacto de X, respectivamente.

Dado que los conjuntos unipuntuales son compactos, la accién 6 es continuay Gx = 6(G X x)

entonces se mantiene la compacidad en las orbitas.

IV.1.18 Corolario. Las orbitas de X son conjuntos compactos.

Puede extenderse la proiedad de compacidad incluso a los grupos de isotropia.

IV.1.19 Corolario. Si X es un espacio de Hausdorff entonces las drbitas y los grupos de

isotropia son conjuntos cerrados y compactos de X y G, respectivamente.

Demostracion. Las érbitas son compactas y como X es de Hausdorff son también cerradas,
ademads si X es hausdorff es 77 con lo que los conjuntos unipuntuales en X son cerrados y ya
que (0*)"'(x) = Gz y 6% es continua se tiene que G, es cerrada y al ser G compacto, G, es

compacto. ]

El Teorema II1.2.3 muestra que si el grupo es finito, entonces la proyeccion orbital es cerrada.

Un resultado analogo se tiene cuando G es compacto.

IV.1.20 Teorema. La proyeccion orbital m : X — X/G es cerrada.

Demostracion. Sea F' cerrado de X, como G es compacto entonces GF' es cerrado y ya que
7! (m(F)) = GF entonces m(F) es cerrado en X/G. O

El siguiente resultado es una extensién del Teorema I11.2.7 de grupos finitos a grupos com-
pactos ya que en ambos casos la proyeccion érbital es cerrada.

IV.1.21 Corolario. Si X es un espacio Ty, Hausdorff, reqular o normal entonces X/G también

lo es, respectivamente.

IV.1.22 Teorema. Si A es un conjunto invariante de X, entonces toda abierto de A contiene

un abierto invariante de A.

Demostracion. Sea V abierto de A. X —V es cerrado en X y ya que 7 es cerrada entonces el
conjunto U = X/G—n(X —V) es abierto en X/G tal que X/G—n(X—A) C X/G—n(X-=V)
de donde 7(A) C U. Dado que 7*(U) C 7 (X/G —n(X —V)) = X — (X — V) se sigue que
7' (U) C V. Sizen'(U) entonces m(x) € U y asi se tiene que Gz = 7 '(z) C 7~ '(U) de
donde 77*(U) es invariante. O
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SIV.2. FUNCIONES INVARIANTES

Las funciones invariantes son funciones definidas de G-espacios a espacios en las cuales
todos los elementos de la misma 6rbita poseen la misma imagen, dichas funciones son casos

particulares de funciones equivariantes definidas en Definicién I111.4.1.

IV.2.1 Definicidon. Se dice que una funcién f : X — Y entre el G-espacio X y el espacio
topoldgico Y es invariante si para cada g€ G y cada € X se tiene f(gx) = f(x).

Equivalentemente a la definicién anterior, las funciones invariantes son funciones
equivariantes respecto a la accién trivial en Y, esto pues f(z) = gf(z) = f(gx). Con esto,
Y es un G-espacio con la acciéon trivial y la funcién f es equivariante.

IV.2.2 Teorema. Una funcion invariante f : X — Y induce una funcion f/c : X/G =Y que
cumple (f/a)m = f, donde 7 es la proyeccion orbital, es decir, f/G hace conmutar el siguiente
diagrama

Demostracion. Sila funcién f es invariante, se dota a Y con la accién trivial de G, y la funcién
f es equivariante con esta accion. Dado que la accion es trivial, por el Ejemplo 77, se tiene que
los espaicos Y y Y/G coinciden, y por tanto, por el Teorema I11.4.3, f induce una tnica funcién
continua f/G de tal manera que (f/c)m = f. O
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S IV.3. INTEGRAL DE HAAR

Como se menciona en la introduccién, Haar demostré que existe una medida invariante
bajo traslaciones para grupos localmente compactos, metrizables y separables y més adelante
Weil demuestra que dicha medida existe, en general, para grupos localmente compactos sin la
necesidad de que estos sean metrizables y separables. Tal medida se denomina Medida de Haar.
Existen distintas formas de contruir dicha medida siendo las principales las de Haar, Weil y
Cartan. Por su parte, Haar y Weil dan construccién en base a conjuntos compactos haciendo
uso del axioma de eleccién, mientras que Cartan la construye definiendo un funcional positivo
sobre el conjunto de funciones continuas con soporte compacto sin necesidad de hacer uso del
axioma de eleccion. A partir de dicha medida se construye una integral invariante bajo trasla-
ciones unica salvo producto por escalar para grupos localmente compactos denominada Integral
de Haar.

Para los fines del presente trabajo se da una contruccién de la integral de Haar para el caso en
que el grupo es compacto y de Hausdorff. En esta seccién, el grupo G representa a un conjunto

compacto y Hausdorff.

Para contruir la integral de Haar, se hard uso del enfoque de Daniell, presentado en el
Apendice C, de tal forma que se defina una integral sin la necesidad de tener una medida
definida en el espacio. Lo presentado en dicho Apendice es para el caso general de tener un
espacio de Riesz en el cual puede definirse cierto funcional lineal. Aunque la teoria no es muy
dificil en cuanto a la contruccién de dicha integral, la complicacién viene de construir el funcional

lineal conocido en ésta teoria como integral elemental.

IV.3.1 Definicién. Sea X un espacio normado. Una sucesién (z,) es de Cauchy si para
todo € > 0 existe N € N tal que para todo m,n > N se tiene ||z, — zm|| < €.

En el anélisis funcional, un espacio de Banach es un espacio vectorial normado donde toda
sucesién de Cauchy es convergente.

IV.3.2 Proposicién. Si X es un espacio topologico Hausdorff compacto, entonces el espacio
C(X,R) es un espacio de Banach completo con las operaciones de suma usual de funciones y
producto por escalar puntual, y con la norma mdzima, || - ||, dada por ||f|| = még( f(z).

€

Observacion. En un espacio topolégico general, la norma méaxima se denomina norma del

supremo ya que estd definida en el espacio de funciones continuas como || f||sc = sup f(x). En
zeX

el caso visto aqui se toma como el maximo ya que al ser el espacio compacto, el Ceonjunto de

imagenes es compacto y f alcanza en él sus valores maximo y minimo.

De la proposicién anterior se tiene que C(G, R) es un espacio de Banach completo, y dado que
las funciones continuas de valor real sobre espacios compactos son acotadas, se tiene entonces
que también un espacio de Riesz con el orden puntual, esto es, f < g si f(g) < h(g) para todo
g€ aqG.

97



CAPITULO IV. INTEGRAL DE HAAR

IV.3.3 Corolario. El espacio C(G,R) es un espacio de Riesz.
Se denota por F(G) la coleccién de subconjuntos finitos no vacios de G y por || - || a la
norma del supremo.

Para f € C(G,R), M(f) denota a méx{f(g): g € G} y m(f) denota a min{f(g) : g € G}.

IV.3.4 Definicién. Sea f € C(G,R), se define la variacién de f, denotado por V(f),

como la diferencia entre los valorres maximo y minimo de f, esto es, V(f) = M(f) —m(f).
De la definicién de variacién, una funcién f es constante si y solo si V(f) = 0.

IV.3.5 Teorema. La variacion V es una funcion continua sobre C(G,R).

Demostracion. Seane >0y f,h € C(G,R) con ||f —h|| < 5. De esto, para todo g € G, se tiene
m(f)—5 < f(g)—5 < h(g) < f(g)+§ < M(f)+5. Por las propiedades de méximos y supremos,
m(f)—5 <m(h) < M(h) < M(f)+5. Deesto, M(h)—M(f) < M(f)—5-+m(f)—5, es decir,
V(h) = V(f) < e. De manera similar, V(f) — V(h) < ¢, y por tanto |V (f) — V(h)| < e. O

IV.3.6 Definicién. Sean F' € F(G) y f € C(G,R). Se define el valor promedio de f
respecto a F' (por derecha), denotado vy f, como la funcién

1
vl (9) = gy > f(ga),

acl

para todo g € G.

Por las propiedades de la sumatoria, la funcién Ip : f — vpf es un operador lineal, para
todo F' € F(G). Ir es ademds continuo, para probar esto basta mostrar que es un operador
acotado, esto pues en los espacio de Banach, para un operador ser continuo, continuo en 0 y

acotado son propiedades equivalentes.

IV.3.7 Proposicién.  Sean X Y Y dos espacios normados.
Un operador lineal T : X — Y es continuo si y solo si existe M > 0 tal que ||Tx|| < M||x||,
para todo x € X.

IV.3.8 Teorema. Sea F € F(G). Para todo f € C(G,R), se tiene |lvpf|| <||f]l-

., (o] 1 1 ‘ ‘ . .
Demostracion. Dado que rgneaé<||F| anpf(ga)} < 17 E?e%'f(ga” y méx|f(ga)| = max|f(g)|

se sigue que ||vpf|| = méx|vef(g)] < [I£]l- =

IV.3.9 Corolario. Para cualquier F € F(G), el operador I es continuo.
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La diferencia entre los valores maximo y minimo de una funcién siempre es més grande la
diferencia de estos valores para el valor promedio de la funcién respecto a cualquier conjunto

finito.

IV.3.10 Teorema. Para todo F' € F(G) y f € C(G,R) se tienen las desigualdades
m(f) <muef) < M(vpf) < M(f) y Vvrf) <V(f)-

Demostracion. Dadas las propiedades de minimos y maximos, se tienen entonces las desigualda-

des 1 ? < (L S L < L 4 de dond
s [y 2 min f(ga) < mig (7 GEZFf(ga)) y méx(im a;f(ga)) < 177 2 mdx f(ga), de donde

m(f) <m(vpf)y M(vef) < M(F), respectivamente.

De las desigualdades anteriores, M (vpf) — m(vpf) < M(f) —m(f), y asi V(vpf) < V(f). O

Sea f € C(G,R), se denota por I'y el conjunto de todos los valores promedio (por derecha)
de f, esto es,
Ly:={vef:F e F(G)}.

IV.3.11 Definicién. Si X es un espacio topoldgico, un conjunto K C C(X,R) se dice
equicontinuo si para todo € > 0y ¢ € X existe una vecindad U de x tales que |f(y) —
f(x)] < eparatodoy € Uy f €S,y se dice acotado puntualmente si para todo x € X
existe M > 0 tal que |f(x)] < M para todo f € K, y se dice relativamente compacto si K

es compacto.

En el espacio normado de funciones sobre un compacto X, la compacidad del espacio no
se preserva necesariamente.. El siguiente teorema da una condicion suficiente para saber si un
conjunto es relativamente compacto por medio de propiedades de las funciones que la componen,

este resultado es conocido como el Teorema de Arzeld-Ascoli.

IV.3.12 Proposicién. Un conjunto K C C(X,R) es relativamente compacto si es puntual-

mente acotado y equicontinuo.

IV.3.13 Teorema. Para f € C(G,R), I'y es uniformemente acotada y equicontinua.

Demostracion. Del teorema anterior, dado que para cualquier F' € F(G) se tiene que
m(vpf) < vpf < M(vef), entonces m(f) < vef < M(f), por lo que I'y es uniformemente
acotada. Por el Teorema I1.6.16, f es uniformemente continua, por lo que para todo ¢ > 0
existe U abierto de e tal que |f(g) — f(h)| < e, si gh™" € U. Esto implica, si F = {a,,...,a,},

que (ga,)(ha;,)™* = gh™" € U y asf se tiene

n

1 1 &
17| > (f(ga) - f(hai))' < WZ‘f(gai) — f(ha)| <,
i=1 i—1
por lo que |vpf(g) —vef(h)| < e, para g € hU. De esto, I’y es equicontinua. ]
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Por el Teorema IV.3.12, de Arzeld-Ascoli, y del hecho de que la topologia de la convergencia

puntual y la convergencia uniforme coinciden, se concluye entonces que I'y es compacto.

IV.3.14 Corolario. Para f € C(G,R), I'y es relativamente compacto en C(G,R).

Si f es constante, v, f = f, para todo F' € F(G), es decir, el valor promedio de una funcién
constante es el valor de dicha constante.

IV.3.15 Teorema. Si f € C(G,R) no es una funcion constante, existe F' € F(G) tal que
Vivrf) < V().

Demostracion. Como f no es contante, m(f) < M(f), y asi existe ¢ € R con m(f) < ¢ < M(f).
Por la continuidad de f, existe V abierto en G tal que f(g) < C, para todo g € V.
Para {Va: a € G}, por la compacidad de G, existe F' = {a4,...,a,} tal que {Va, :a;, € F} es

1

una cubierta abierta de G. Para todo g € Va; ' se tiene ga;, € V' 'y f(ga;) < c. Por tanto, como

S(flga) + 3 S(90)) < (et (= DM(P) < M()
i
se sgue que v (9) = rhy 32 7(90) < M() ¥ Mlve) < M(£). Dado que m(f) < m(ve )
para todo F' € F(G), se sigue V(vpf) = M(vpf) —m(vef) < M(f) —m(f) =V (f). O

El valor promedio de una funcién respecto al producto de dos conjuntos finitos es igual
a tomar el valor promedio de la funcién primero respecto a uno y despues respecto al otro,
mantiendo el orden del producto.

IV.3.16 Teorema. Si f € C(G,R) y Fi, Fy € F(G) entonces se tiene Ve Vp, f = Vp,p, f.

Demostracion. Si Fy = {ay,...,a,} y Fo = {by,...,b,,}, dado que

n m

—ZVF2 (ga,) ﬁ: i:: gab Zngab

]111

se concluye que Vg vp, f = vp,p, f- -

IV.3.17 Teorema. Para toda f € C(G,R), Ty contiene una funcién constante.

Demostracion. Dado que 17 es compacto y V es continua entonces V alcanza su valor mini-
mo para algtin ¢ € I's. Si ¢ no es contante, existe Fy € F(G) tal que V(v p) < V(o).
Sea ¢ = V(p) — V(vmp) > 0, por la continuidad de V y I, existen 6 > 0y Fp € I'y
tal que para todo vm,h € Ty con |[p — vmh|| < & se tiene |V(1/F1g0) - V(Z/FIVFQh)| < e
De esto, V(vpveh) < Vme) + ¢ = (Vip) — ) + ¢ = V(p).
Por tanto, V (vp,r h) < V(¢) lo que contradice que V (p) sea el valor minimo de V.

Se concluye que ¢ es una funcién constante y V(y) = 0. O
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De manera similar a lo visto anteriormente, se define el valor promedio de f respecto a F

por izquierda como la funcién

uFf—|F,Zfag

[

Sea f € C(G,R), se denota por Y el conjunto de todos los valores promedio (por izquierda)
de f, esto es,
T :={pef:FeF(G)}

Siguiente la demostracion del teorema anterior se tiene el mismo resultado para los valores

promedio izquierdos de la funcion.

IV.3.18 Corolario. Para toda f € C(G,R), Y; contiene una funcion constante.

Las funciones de valor promedio izquierdo y derecho son conmutativas.

IV.3.19 Teorema. Para todo f € C(G,R) y todo Fi, Fy € F(G) se tiene Ve fip, f = pir, Ve, f-
Demostracion. Si Fy ={a,,...,a,}y Fo = {by,...,b,}, dado que

n m

quFQ f(a.g) ninZZf (aigb,) val £(gb;)

=1 j=1

se concluye que vp, fig, f = pip, Ve f. O

De todo lo anterior se concluye entonces el siguiente resultado.

IV.3.20 Teorema. Para toda f € C(G,R), 1? contiene una unica funcion constante que

coincide con la unica funcion constante de Y .

Demostracion. Sean ¢ y ¢  dos funciones constantes de 17 y T_f,
respectivamente. Por estar en la cerradura de estos conjuntos,
para todo € > 0, existen Fy, Fy € F(G) tales que |[vg f— || < § ¥ [|prf — 9| < 5

De la linealidad de jpup, y, dado que ¢ es constante, se satisface

Pry Ve [ — @ = pr Ve | — lry @ = pp, (Ve [ — ). De la continuidad de pur, se concluye
Ny f = @l = llitr, (e, £ = DI < e, f =l < 5.
De manera similar, ||vp, g, f — || < § y, del Teorema anterior,
= Il < Nprve f = @l + e e, f =l <,

lo que implica que ¢ = 1. Por lo tanto, toda funcién constante en I'y es igual a 1. O

De los valores promedio derecho puede entonces definirse un valor principal dado por la
funcién constante determinado por éstos en I';.
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IV.3.21 Definicién. Si f € C(G,R) entonces el valor de la tnica funcién constante en

I‘_f es denotado por vf y se denomina valor promedio de f sobre G.

En este punto se tiene entonces todo lo necesario para definir la integral de Haar en G de

manera natural a partir del valor promedio de una funcion.

El valor promedio de una funcién es una funcién constante y todos los valores promedio de

las funciones valor promedio por derecha coinciden con dicha funcién constante.

IV.3.22 Teorema. Sea f € C(G,R), para todo F € F(G) se tiene vvpf =vf.

Demostracion. Sea € > 0, existe Iy € F(G) tal que ||up, f —vf[| < §, lo que implica, dado que
vf es una funcién constante sobre G, que ||pr, (f — v)|| = [|te f — e v fl| = e, — VIl <e,
y de la continuidad de v, para todo F' € F(G), se sigue entonces

HVFIU'F1(f_Vf)H SMFl(f_Vf) <Ee&.

De esto, ||urve(f —vf)|| < ey por tanto

e vef = vl = e (v = v )l = e ve(f — vl <e.

Por tanto, fijando F', se concluye que vf € T, s v asi vf es la constante que determina el valor
promedio de v f. O

El valor promedio es el funcional lineal que se estaba buscando definir para el espacio de

Riesz de funciones continuas.

IV.3.23 Teorema. La funcion valor promedio, v, es un funcional lineal positivo sobre C(G,R).

Demostracién. Sean f,h € C(G,R) y ¢ > 0. Dado que vf € 'y, existe F € F(G) tal que
\lvrf —vfl| < 5. De esto, y la continuidad de v, ||[vp,vrf —vf|| = ||[vr, (vef —vf)]] < 5, para
F) € F(G) arbitrario.

Por otro lado, v v h = vh, por lo que existe H € F'(G) de tal manera que se tiene la igualdad
\|tperh — vh|| = ||[ugprh — vh|| < §. De lo anterior, se sigue

en — (Wf +vh)|| < |lvenf — vfl| = |lven — vh|| <&,

por lo que vf + vh € Tyip, es decir, es el valor promedio de v(f + h) y por tanto
v(f+h) =vf+vh. Es asi que v es aditiva.

Sea c € Ry f € C(G,R), por las propiedades de la sumatoria y del hecho de que no la cons-
tante no se evalua en la funcidn, se tiene vpcf = cvp f, para todo F' € F(G). Esto implica que
I'cy = cI'y y por tanto que la constante que determina a v(cf) es cv(f). De esto y la parte

anterior, v es, en efecto, un funcional lineal.
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Sea f € C(G,R) tal que f(g) > 0, para todo g € G. Por las propiedades de la sumatoria, dado
que cada término es positivo, se tiene v f(g) > 0 para todo F' € F(G) y todo g € G. De esto,
toda funcién ¢ en I'y satisface ser positiva, lo que implica que toda funcién en IT es, a su vez,
positiva y por tanto vf lo es. O

IV.3.24 Teorema. La funcion v es un funcional lineal continuo sobre C(G,R).

Demostracion. Sea f € C(G,R), dado que —||f|| < f(g) <||f|| se tiene

=LA < v(=FIDv () < vAIAD < 1A,
por lo que ||[vf]] < f. O

La funcién valor promedio es entonces un funcional lineal continuo sobre el espacio de
Banach completo C(G,R). Si una sucesién decreciente de funciones continuas (f,) converge a
0 entonces || fn|| = 0y asi vf,, — 0.

IV.3.25 Corolario. Si f,, € C(G,R) es una sucesion decreciente de funciones tal que f, — 0

entonces v fn, — 0.

Recapitulando, C(G,R) es un espacio de Riesz, v es un funcional lineal en C(G,R) que

satisface las dos propiedades de Daniell.

IV.3.26 Corolario. La terna (G,C(G,R),v) es un espacio de Daniell.

El funcional v es entonces una integral sobre G definido en el espacio de funciones continuas
de varlor real.

IV.3.27 Definicién. La integral de Haar se define como el valor de v f y se denota por
fG fdg, o simplemente [ f, esto es vf = fG fdg.

Dado que C(G,R) es un espacio de Banach completo, toda sucesién creciente de funciones
convergente lo hace en el espacio, por lo que el espacio (G ,C(G,R), Eg) es, de hecho, un espacio
de Banach completo.

Para finalizar esta seccion, se prueba que la integral de Haar es invariante bajo traslaciones.
IV.3.28 Teorema. Sea f € C(G,R) y x € G, entonces se tiene que v es biinvariante, esto es
ViR, =vf=vfL,.

Demostracion. Sea F' = {x}, entonces vrf(g) = f(g9x) = fRz(g), para todo g € G, es decir,

Vef = fRz. Deesto, vfR, = v, f =vf.
De manera similar se tiene la otra igualdad. O
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La integral de Haar determina una medida en G mediante la Teoria de la integral de Da-
niell. Dicha medida es una forma de definir una medida normalizada e invariante sobre G. El
desarollo de dicha teoria no se presenta en este trabajo, ya que se da solamente una muestra de
lo que puede llegar a ser definir integrales sin definir una medida previamente.

El proceso para la integral de Haar en un grupo Hausdorff localmente compacto es mucho
mas complejo que el visto aqui, y puede hacerse también mediante el desarrollo de Daniell.

IV.3.29 Ejemplo. La integral de Haar definida en el conjunto [0,1] coincide con la integral
de Lebesgue restringida en el intervalo.

De manera general, la integral de Haar sobre R es la integral de Lebesgue.

1V.3.30 Ejemplo. Si G es un grupo finito, la integral de Haar estd definida por
1
f= a Z f(g)-
geG

1V.3.31 Ejemplo. En el grupo circular con la topologia de subespacio de C, la integral de Haar
estd dada por

27
/ raf = [ ey,
G 0

donde la integral de la derecha es la integral de Lebesgue.
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S IV.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE HAAR

La integral de Haar satisface ser una funcién invariante bajo traslaciones definida en grupos
Hausdorff localmente compactos. Cuando se habla de aplicaciones de la integral de Haar se
refiere al uso de ésta como funcién invariante.

En la siguiente seccién, G es un grupo de Haussdorf compacto, asi | representa a la integral

de Haar normalizada.

Se puede construir, como en la seccién anterior, una integral invariante bajo traslaciones
normalizada en los grupos topoldgicos compactos, es decir, tenemos que existe un funcional
lineal de G llamado integral de Haar, C(G) — R, al cual denotamos por [, tal que dicha
integral satisface las siguientes condiciones

H,) Linealidad.
/ (c161 + ca) (9)dg = e / 61(g)dg + ¢ / 62(9)dg.

Hs) Invariante bajo traslaciones.
[ otonds = [ otg1dg = [ obgras.

H3) Positividad.
620, [oig=0

H,) Condicién de normalizacion.

Sil:G — G es la funcion constante 1, entonces

/um@:L

Observacion. La propiedad de normalizacién nos da inmediatamente quesice Ry ¢: C(G) — R

denota a la funcién constante c, se tiene

/@@mg:a

La integral de Haar es acotada, mantiene monotonia y, en caso de que una funcién positva

no sea siempre cero, ésta es estrictamente positiva.

En las pruebas de las siguientes propiedades podemos notar que la compacidad de G se en-
cuentra implicita en la condicibn de normalizacion de la integral de Haar.
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IV.4.1 Teorema. Sean ¢, ¢1,p2€ C(G), se tienen las siguientes propiedades.
i) o1 > ¢a, entonces [ ¢1(g)dg > [ $2(g)dg.
i) | [ #(9)dg| < sup{|¢(g)| : g€G}.
i) Si ¢ >0 pero ¢ # 0 entonces [ ¢(g)dg > 0.
Demostracion.

i) Si ¢1 > ¢9 entonces ¢1 — ¢ > 0. Luego, por la positividad y la linealidad de la integral
se tiene que [ ¢1(g)dg — [ d2(g)dg > 0, de donde [ $1(g)dg > [ $2(g)dg.

ii) Sea a = sup{|¢(g)| : g€ G}. Para cualquier g€ G, por la propiedad del supremo, se tiene
|p(9)| < ay asi —a < ¢(g) < a. Por la monotonia de la integral se sigue

—a—/—adg§/¢(g)dg§/adg—a

y ast | [ ¢(g)dg| < .

iii) Sea go € G tal que ¢(go) > 0. Por la continuidad de ¢ en gy existe U abierto de e de tal
forma que ¢(goU) > 0. Como G es compacto, si {gU }4a es una cubierta abierta de G
entonces existen g1, ..., g € G de tal manera que {g; U}}_, cubre a G.

Sea h; = gog; ', dado que cada g pertenece a alguna g;U se tiene que ghj € goU y asi

n

#(ghj) > 0, de donde Y ¢(gh;) > 0, pues la funcién ¢ es no negativa. Dado que la
i=1

integral es invariante bajo traslaciones entonces [ ¢(g9)dg = [ ¢(ghi)dg, para cada i,

y asi

n/d)(g)dg :/¢(g)dg+---+/¢(g)d9
:/¢(gh1)dg+-"+/¢(ghn)d9
- / (¢(gh1) + - - ¢(ghn)) dg

= / > (gha)dg.
=1

Por la positividad de la integral [ > ; ¢(gh;)dg > 0y por lo anterior [ ¢(g)dg > 0.
O

Dada una funcién real continua desde un G-espacio, la propiedad invariante de la integral
de Haar determina una funcién real continua e invariante. Antes de dar dicho resultado, se
prueba que aun sin tener una accion basta con tener una aplicacién del producto del grupo con
el espacio.
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IV.4.2 Teorema. Si la funcion ¥ : G X Z — R es continua para Z un espacio arbitrario

entonces también lo es la funcion V : Z — R dada por

W(z) = / (g, 2)dg.

Demostracion. Para z € Z fijo, sea 1, : G — R la funcién dada por 1.(g) = ¥(g,z). Por la
continuidad de ¥ se sigue que 9, es continua. Aplicando la integral de Haar a 1), se obtiene la
funcién ¥ : Z — R dada por ¥(z) = [¢.(g9)dg = [ (g, 2)dg. Dado € > 0, por la continuidad
de 1), para cada g € G existen U, abierto de g y V, abierto de z tales que ¥(U, x V,) C
(¥(g9,2) — §5,%(9,2) + 5). Dado que {U}.c es una cubierta abierta de G, por la compacidad
existen g1, g2, ..., gn € G tales que, para cada : = 1,2,...,n, se tiene

(U x V) € (l90:2) = 5, 091 9) + 5 )

Si V = (Vi entonces [¢(g,2") — ¥(g,2)| < € para todo 2’ €V, y por tanto

=1

W)~ ¥ = | [ 6l9.)dg— [ olg.2)dg| < [edg =<,
es decir, ¥ es continua en z y dado que z es arbitrario se concluye que ¥ es continua. ]

IV.4.3 Teorema. Sean X un G-espacio y ¢ : X — R continua, se tiene que la funcion
®: X — R dada por

B(x) = / #(gz)dg

es continua y satisface ®(hx) = ®(x), para toda he G. Ademds, si E es un conjunto invariante
de X tal que ¢(FE) C [a,b], entonces ®(F) C [a,b).

Demostracion. Sea ¢ : G x X — R la funcién (g, x) — ¢(gx).

1 es claramente continua por serlo ¢ y por el teorema anterior induce la funciéon continua
:X - R, d(x) = [¢(g,x)dg = [ (gx)dg.

SiheGy ¢y : G — R es la funcién continua ¢, (g9) = ¢(gz), se tiene que (z) = [ ¢z(g9)dg y
por la invarianza de la integral de Haar

B(x) = / bu(9)dg = / du(gh)dg = / o(ghz)dg = B(ha).

Por tltimo, si ¢(F) C [a,b] y E es invariante entonces para cada g € G y = € E se tiene
a < ¢(gz) < bde donde [adg < [ ¢(gz)dg < [bdg, y por tanto a < ®(z) < b. O

Observacion. Si el grupo G actia en el conjunto R mediante la accién trivial, entonces el
teorema anterior concluye que toda funcién real continua del G-espacio X induce una funcién
real equivariante del G-espacio por medio de la integral.
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Si se tiene una funcién de un G-espacio en el intervalo unitario de tal manera que separa

conjuntos invariantes puede encontrarse entonces una funcién invariante que lo haga.

IV.4.4 Teorema. Sean X un G-espacio y ¢ : X — [0,1] continua tales que ¢(A) = 0 y
#(B) =1 para A y B conjuntos invariantes de X, entonces existe ® : X — [0,1] continua e
invariante tal que ®(A) =0 y ®(B) = 1.

Demostracion. Sea ®(z) = [ ¢(gz)dg. Como 0 < ¢(z) < 1 entonces 0 < ®(z) < 1, para toda
x€ X, de donde ® : X — I es invariante. Si z € A, como A es invariante entonces gx € A para
todo g€ G, de lo cual [ ¢(gz)dg = [0dg =0, es decir (A) = 0. De la misma manera, si z € B
entonces gz € By asi [ ¢(gx)dg = [ 1dg =1, es decir, ®(B) = 1. O

Por el Teorema 111.4.3, ¢ a su vez induce una tunica funcién continua entre los espacios
orbitales, ¢/a : X/G — R. Para mostrar que la propiedad de ser completamente regular se
preserva en los espacios orbitales se hace uso del siguiente lema que afirma que en los espacios
completamente regulares pueden separarse compactos de cerrados.

IV.4.5 Lema. Sea X un espacio completamente regular. Si F' es un subconjunto cerrado y

K es compacto en X son ajenos entonces existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que
f(K)=0y f(F)=1.

Demostracion. Como X es completamente regular, para cada x € X existe una funcién continua
fo: X —[0,1] de tal manera que f(z) =0y f(F) = 1. Para todo 2€ K, sea U, = f,; ([0, 3)),
como K es compacto, existen xy,...,z, € K tales que K C |J Uy,.
i=1
Sea g : X — [0,1] dada por g(z) = [] fz, () entonces g es continua y g(K) C [0, 3), esto pues
i=1

si y € K entonces y € U, para algin i = 1,...,n, y asi fg,(y) €[0, %), es claro que el producto
de las fy,(z) es cerrado en [0, 3).

Sea h: X — [3),1] dada por h(z) = max{3, g(z)}, la cual es continua y por como se ha definido
a g se tiene h(A) = 3 y h(F) = 1.

Sir:[3,1] — [0,1] estd dada por r(s) =2(s — 1) y f: X — [0,1] por f(z) = rh(zx) entonces f
es continua, f(K) =0y f(F)=1. O
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Gracias a la integral de Haar se puede entonces probar que las propiedades de ser comple-
tamente regular y Tychonoff se preservan de los G-espacios en los espacios orbitales, siempre

que el grupo sea compacto y de Hausdorff.

IV.4.6 Teorema. Si X es un G-espacio completamente reqular entonces también lo es X/G.

Demostracion. Sean p un punto y F' cerrado en X/G tal que F no contiene a p. Como G es
compacto, 7 '(p) es una érbita, por lo que es compacto e invariante y 7' (F') es cerrado y por
ser unién de érbitas es invariante. Si X es completamente regular, por el lema anterior, existe
una funcién continua ¢ : X — [0, 1] tal que qb(w‘l(p)) =0y gb(w‘l(F)) = 1 de lo cual, por el
Teorema anterior, se obtiene la funcién invariante ® : X — [0, 1] que induce la funcién continua
®/c: X/G — [0,1]. Dado que ®/a(p) = (7 *(p)) =0y ®/c(F) = ®(x'(F)) = 1, por lo que
X/G es completamente regular. O

Si el espacio X es 17 entonces también lo es X/G, Teorema IV.1.21, por lo que con el

teorema anterior se sigue que la proyeccion orbital mantiene también el axioma de Tichonoff.

IV.4.7 Corolario. Si X es de Tychonoff entonces también lo es X/G.

109



s CONCLUSIONES

Se presentan a continuacién algunos de los resultados principales que se buscaba fueran del

entendimiento de todo lector interesado en la presente tesis.

La estructura algebraica de grupos y la de topologia son consistentes para formar una so-
la teoria debido a que la existencia de una no afecta el desarrollo de la otra. Muchas de las
propiedades que pueden obtenerse de elementos y conjuntos dentro de los grupos y de los espa-
cios topoldgicos pueden verse enriquecidas al unir ambas estrucutras en una sola al definir los
grupos topolégicos. Se ha visto a lo largo de este trabajo que la operacién de grupo potencia
a los espacios topoldgicos volviendoles un espacio homogéneo y al darle mayor peso a uno de
los conceptos que se pierden al desarrollar la teoria no local de espacios topoldgicos, las bases
locales en un punto, lo cual le da a su vez una gran relevancia a la existencia del elemento
neutro del grupo. Estas propiedades solo son posibles al pedir la continuidad de la operacién
del grupo y la toma de inversos, lo que elimina la idea de que todo conjuntos dotado de una
operacion de grupo y una topologia puede ser definido como grupo topoldgico, ya que en estos

casos no se tendria una estrucutra consitente.

La propiedad de los grupos topolédgicos de ser espacios homogéneos permite darle bastante
importancia al elemento neutro dentro de la topologia del espacio, en particular, el hecho de
poder determinar una base del espacio a partir de bases locales en él, y visceversa.

En los grupos topolégicos se utilizan conceptos que de otra manera no se tendrian en las
estructuras por separado, conceptos que a su vez surgieron como consecuencia del extenso tra-
bajo realizado por los matematicos en los espacios euclidianos los cuales, como se muestra, son
grupos topolégicos bajo la suma y la topologia usuales (Ejemplo 11.1.3), y que incluso genera-
lizan propiedades estudiadas en estos espacios como por ejemplo, la continuidad uniforme.

Muchas de las funciones propias en grupos, como la funcién inversién y las traslaciones,
son continuas e incluso homeomorfismos. En base a esto se tiene también que muchas de las
propiedades topoldgicas de los conjuntos se preservan bajo traslaciones y productos de conjun-
tos. Una de las propiedades més interesantes en cuanto a relacién entre conjuntos dice que la
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cerradura de un grupo es a su vez un grupo, esta aseveracién es una pequena muestra de lo bien
que se relacionan estas areas. Esta consistencia entre grupo y topologia es mas clara cuando se
descubre que el producto directo es un grupo topolégico con la topologia producto, a su vez lo
son los subgrupos con la topologia de subespacio y el grupo cociente bajo la topologia cociente.
Puede parecer simple casualidad, pero no lo es. Las estructuras son complementarias una a la
otra.

Respecto a los axiomas de separacion, la propiedad de ser Ty es natural y muchas otras
son equivalentes entre si, lo que nos sugiere que la nueva estructura compacta los conceptos vy,
de alguna manera, distribuye consistenmente los puntos en el espacio. Dentro de los espacios
topoldgicos los Corolarios 1.3.86 y 1.3.90 muestran una curiosa relacion entre compacidad y
la propiedad de ser un espacio de Hausdorff, relacién que incluso nos dan dos de interesantes
resultados sobre grupos topolégicos: los homeomorfismos sobre un espacio Hausdorff compacto
forman un grupo topolégico con la composicién de funciones y la topologia compacto abierta
(Ejemplo I1.1.4) y la construccién de una integral normalizada invariante bajo traslaciones, y que

con ello se tiene una generalizacién de la integral de Lebesgue para grupos Hausdorff compactos.

Una de las principales cualidades de los grupos es que pueden ser vistos como un grupo de
permutaciones lo que motiva su uso para operar sobre un conjunto. Para que haya una bue-
na relacién entre un grupo (no necesariamente topolégico) y un espacio topolégico se pide la
continuidad, necesaria como en el caso de los grupos topolégicos, que cada una de estas permu-
taciones de un elemento sobre el conjunto sea continua. Esto nos muestra algo muy importante,
la buena relacién entre los conceptos de grupo y topologia viene determinada de la continui-
dad de las funciones que determinan la operacién entre los elementos del grupo entre si o con
los elementos del conjunto donde operan. Si esto pasa en grupo con una topologia se tiene un
grupo topoldgico, y si esto pasa en la accién de un grupo sobre un espacio se tiene entonces un

G-espacio.

Se presentan acciones consistentes sobre subespacios, espacios producto y espacio cociente,
incluso se tiene que los espacios homeomorfos a G-espacios. El espacio de érbitas definidas de
un G-espacio obtiene grandes propiedades a través de las propiedades que adopta la proyeccion
orbital, entre ellas la de ser abierta en el caso general, y ser también cerrada en el caso de te-
ner un grupo finito, lo cual hace que se preserven propiedades del G-espacio en el espacio orbital.

Dos de las resultados mas destacados estan dados por el Teorema III.1.10 y el Teore-
ma II1.1.11. El primero muestra la condicién necesaria para que un grupo que actia sobre
un espacio topolégico sea isomorfo a un grupo de homeomorfismos, y la segunda da la condi-
cién necesaria para que el G-espacio sea un espacio homogéneo.
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Como en el caso del isomorfismo de grupos y el homeomorfismo de espacios topoldgicos,
para el caso de los G-espacios se define la equivalencia de los mismos. El morfismo en este caso
estd dado por una funcién continua con un comportamiento similar a los morfismos de grupos.
Una vez mas, esto muestra la estrecha relacion entre la continuidad y la operacién definida entre

los elementos.

Si se tiene que el grupo que actiia sobre un espacio es un grupo topolégico, ademads de ser
consistente con la topologia, se pide que la accién, que parte de un espacio topolégico producto
dado por el grupo y el espacio, sea también continua. Aun cuando no parezca tan necesario
ésto, dada la gran cantidad de propiedades interesantes que se obtienen solo con la accién sobre
el espacio, la continuidad de la accién permite generar un grupo topolégico de homeomorfismos
y definir un homeomorfismo continuo entre el grupo topoldgico y el grupo de homeomorfismos.

Por dltimo, pero no menos importante, en los grupos topolégicos Hausdorff localmente com-
pactos se puede definir una integral que se comporte como la integral de Lebesgue en R, siendo
asi positiva, lineal e invariante bajo traslaciones. La demostracién de esto no es del todo sencilla,
por lo que no se hace en este trabajo. Sin embargo, se da la contrucciéon de una integral para
el caso en que el grupo es Hausdorff compacto, lo cual hace uso de la construccion de Daniell
de integrales invirtiendo el orden en cuanto a la contrucciéon primero de una medida y de la
integral después.

Una de las principales palabras a lo largo de estas conclusiones, e implicita en muchas partes
del texto salvo cuando se da por definicién, es ‘consistencia: Se espera que ésta tesis goce de
dicha propiedad y de cierta uniformidad al decir y hacer las cosas, todo esto para que el lector
pueda fluir junto con el texto y evitar con ello que se detenga a preguntarse de que se esta
hablando. Hay partes que requieren de ser un poco més precavidos de tomarlo con calma para
entender, por lo que la lectura no debe ser un impedimento para ello. Las ideas presentadas
aqui son sencillas y esa es la intencion principal, pero no la unica. Esta es una presentacion
introductoria de conceptos interesantes, es por ello que se insta a los lectores nuevos en estos
temas que, si esto le ha causado curiosidad, se adentre en conceptos mas avanzados a los que

aqui puede encontrar.
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Si X es un espacio topolégico y A es un subconjunto de X entonces un elemento x de X se
dice punto de acumulacién de A si para cualquier abierto U de x se tiene que AN (U—{x}) # 0.
Estos puntos caracterizan a los conjuntos cerrados: un subconjunto B de X es cerrado si y
solo si B contiene a todos sus puntos de acumulaciéon. Otro concepto util que caracteriza a los
cerrados son las redes, las cuales son una generalizaciéon de las sucesiones de tal manera que no
necesariamente tenga una cantidad numerable de elementos y son utilizadas para dar caracte-
rizaciones de conceptos como cerradura, compacidad y ser un espacio de Hausdorff, resultados
que pueden encontrarse en este Capitulo.

En el presente apéndice, X representa un espacio topoldgico y V() a la coleccién de todos

los abiertos que continen al punto z.

A.1 Definicién. Sean A un conjunto no vacio y < una relaciéon en A tal que
i) A< A YAeA.
i) SiA< XNy N < \entonces A = \.
iii) Para cada M, \” € A existe A € A tal que N < Ay N <\
A la pareja (A, <) se le llama conjunto dirigido.

Si z € X entonces V(z), base local de x, con la relacién dada por la inclusién inversa es un
conjunto dirigido: si A, B C X, decimos que A < B si B C A. La relacién se obtiene de las
propiedades de inclusion de conjuntos:

i) Para todo U € V(z), dado que U C U se sigue que U < U.
ii) Sean U,V nV(e) talesque U <V y V < U, entonces VC U y U CV, porloqueU = V.

iii) Sean U,V € V(z), entonces z e UNV, UNV CUyUNV CV, esdecir, USUNV y
V<UNV,donde UNV € V(x).
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A.2 Definicién. Una red en el espacio X es una funcién £ : A — X, donde (A, <) es un
conjunto dirigido. Si A € A, se denota {(\) por z, y a la red por (x,)xea 0 simplemente (z,).

La red (x,) converge al punto z € X, denotado por x, — x, si para cada U abierto de z,
existe A\g € A tal que si A\g < A se tiene x, € U. Si la red (x,) converge a un tnico punto = se

escribe = lim(x,).

Ser de Hausdorff, la cerradura de un conjunto y la continuidad de funciones entre espacios
topoldgicos son algunos de los conceptos que pueden definirse por medio de redes como puede
verse de las equivalencias siguientes. Mas adelante se muestra también que la compacidad puede

definirse de igual manera. Las redes estan indexadas por V(x) con el orden de inclusién inversa.
A.3 Teorema. Sea X y Y espacios topoldgicos. Se tienen entonces las siguientes propiedades.

i) X es un espacio de Hausdorff si y solo si toda red convergente lo hace a lo més a un tnico
punto.

ii) Sea A C X.z € A siy solo si existe una red de puntos en A que converge a .

iii) Si f: X — Y, se tiene que f es continua en x si y solo si para cada red convergente (z,)
en X que converge a z, la red (f(xk)) converge a f(x).

Demostracion.

i) Si X es de Hausdorff, sean z,y € X tales que la red (x,) converge tanto a x como a y. Dados
los conjuntos abiertos U de x y V de y existen Ay y Ao en A tales que x,, € U, para todo
N >\, yyw €V, para todo A > \y. Como A es un conjunto dirigido existe A € A tal que
A> XAy A>Xporloquex, € UNV, es decir, UNV # (. Como X es de Hausdorff se
concluye que x = y.

Si X no es de Hausdorff entonces hay dos puntos distintos z y y en X tales que U NV # ()
para todo V abierto de x y todo W abierto de y. Si U es la coleccién de todas las intersecciones
no vacias U = V N W entonces U es un conjunto dirigido por inclusién inversa. Si para cada
U € U se elige 2, € U se obtiene la red (z) con indices en Y. Si U’ > U, dado que U = VN W
entonces x,7 € V' 'y xr € W de donde se concluye que la red (z) converge tanto a x como a y.

ii) Sixz € A entonces todo abierto de z intersecta a A, asf para cada V € V(z) se elige un punto
xy € VN A. Se tiene que (x) es una red en A y es claro que dicha red converge a x.
Si (x,) es una red en A que converge a un punto x, entonces para cada \ existe un abierto V
de z que contiene a x,, para X > X por lo que VN A # 0, es decir z € A.

iii) Sea = € X. Si f es continua en = entonces para un abierto V' de f(x) se tiene que f~'(V) es
abierto de = y si z, es una red que convege a x entonces existe Ay tal que z, € f~'(V), para
todo A > X, de lo cual f(z,) € V, por lo que (f(z,)) es una red en Y que converge a f(z).

Si f no es continua en x existe V abierto de f(x) tal que f~*(V) no es abierto de x. En cada
abierto U de x existe 2, € U tal que f(xy) € V, por lo que x, — = pero f(x,) 4 f(x). O
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A.4 Definicién. Si A es un conjunto ordenado, un subconjunto A C A se dice que es Cofinal
en A si para cada A € A existe § € A tal que A < 0.

Es claro que si A es un conjunto dirigido y A es un conjunto cofinal entonces A es también
un conjunto dirigido.

A.5 Definicién. Sea £ : A — X una red y £(\) = z,. Si (A, <a) es un conjunto dirigido y
B : A — A es una funcién tal que

i) &' <A d entonces 5(0") < ((0),
ii) B(A) es cofinal en A,
entonces {8 : A — X se dice que es una subred de (x,), denotada por (z¢s)) 0 (7).

Si una red (z,) converge a x entonces cualquiera de sus subredes también converge a dicho

punto y existen redes no convergentes que contienen subredes convergentes.

A.6 Teorema. Sea X un espacio. X es compacto si y solo si toda red en X tiene una subred

convergente.

Demostracion. Suponga que X es compacto y (z,) es una red que no contiene subredes conver-
gentes, entonces para cada x € X existen U, abierto de z y A, € A tales que si A > )\, entonces
x\ & Uy. Sea {Uy,;,i =1,...,n} es una subcubierta finita de {U, : v € X}, si A> A, ..., A,
entonces x, ¢ X pues x, ¢ Uy, parai=1,...,n lo cual contradice la compacidad de X.

Suponga ahora que toda red tiene al menos una subred convergente. Si X no es compacto,
considerese U una cubierta abierta de X que no admite una subcubierta finita, entonces la
coleccién de cerrados no vacios C = {X —U : U € U} tiene al propiedad de la inteserccién finita

pues si alguna () C; = 0 entonces |J U; cubre a X lo cual contradice la elecciéon de U. Si F
1 1=1
todas las intersecciones finitas de C es un conjunto dirigido con la inclusién

es el conjunto (116
inversa, pues si Fy, Fy € F entonces F} N Fy € F. Para cada F € F se elige xp en F, por lo
que se tiene la red (zr) la cual tiene una subred (z,,) convergente. Si x,; — = entonces para
toda vecindad V' de z, existe Ao tal que x,, € V, para todo A\s > Ag, por lo que FNV # 0,

y asi # € F de donde z € (| F = (\C. Por tanto, z ¢ |[JU = X, lo cual contradice que ),
FeF
converge en X. 0
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APENDICE B.
s TOPOLOGIA COMPACTO ABIERTA

La topologia compacto-abierta es una topologia definida en el conjunto de funciones con-
tinuas entre espacios topoldgicos y como su nombre lo indica, es aquella que envia conjuntos
compactos del dominio en abiertos del codominio. Con esto, se busca definir la ‘cercania’ de
dos funciones a partir de la ‘cercania’ sobre los conjuntos compactos del dominio, es decir, si
f X — Y es una funcién entre espacios de tal manera que f(A) C V, donde A C X es
compactoy V C Y es abierto, entonces las funciones ‘cercanas’ a f estan obligadas a satisfacer

la misma condicién.

Sean X y Y conjuntos no vacios. Se denota por YX el producto cartesiano I Yz, don-
zeX
de Y, =Y, el cual corresponde con el conjunto de todas las funciones de X en Y pues cada

sucesién (yz).cx representa una posible imagen de el conjunto X (indexado por cada =z € X)
bajo alguna funcién, esto es, YX = {f: X — Y | f es funcién }.

La proyeccién sobre la z-coordenada p, : YX — Y estd definida por p,(f) = f(x).
Si Y es un espacio topoldgico, la topologfa producto en YX es la generada por la subbase

{p:'(U) : U es abierto de Y},

donde p;! ={f: X - Y| f(z) e U}.

Dada esta ambivalencia del espacio de funciones como producto de espacios, se puede definir
en dicho espacio la topologia de Tychonoff, definida en Definicién 1.3.45. Dicha topologia se ca-
racteriza por ser la topologfa més chica que hace continua a cualquier proyeccién 7, : YX — Y,
las cuales son también abiertas y satisface que para todo espacio arbitrario Z, una funcién
f:Z— YX es continua si y solo si la composicién 7, f lo es, para cada z € X.

Para los espacios X y Y, C(X,Y) denota la familia de funciones continuas de X en Y, esto
es, O(X,Y) = {f € YX: f es continua}.
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B.1 Definicién. Sean X y Y espacios. A la topologfa de Tychonoff en Y¥ restringida al espacio
C(X,Y) se denomina topologia de la convergencia puntual y se denota por Cp(X,Y).

El témino convergencia puntual usado en la definicién de la anterior topologia es justificado
en el siguiente resultado.

B.2 Teorema. Sea (f)).ca una red en Cp(X,Y), entonces fy — f en Cp(X,Y) si y solo si
fa(x) — f(x), para cada z € X.

Para definir algunas de las topologias en el espacio de funciones se necesitan definir ciertos

conjuntos de funciones.

B.3 Definicién. Sean X y Y espacios. Si A C X y B C Y/, se define como [A, B] al conjunto de
funciones continua f cuya imagen de A estd contenida en B, es decir,

[A,B] = {f € C(X,Y) : f(A) C B}.

La topologia de la convergencia puntual es conocida también por el nombre de topologia
punto-abierta, esto pues dicha topologia en C'(X,Y") corresponde a la generada por la subbase
dada por

Sp={[z,U] € C(X,Y):z € X, U es abierto de Y},

donde z representa al conjunto unipuntual {z}. Un abierto basico de C},(X,Y) es de la forma
m
ﬂl Pz, (Us).
=
Si se extiende el conjunto de partida de un conjunto unipuntual a un compacto, puede

definirse también una topologia en el espacio de funciones continua de manera similar a la

topologia punto abierta.

B.4 Teorema. La familia de subconjuntos en C'(X,Y’) dada por
S, ={[K,U] € C(X,Y) : K es compacto de X, U es abierto de Y}

es subbase para una topologia en C'(X,Y),

Demostracion. Sean f € C(X,Y) y z € X. Dado que f(z) C Y, el conjunto unipuntual {z} es
compacto en X y Y es abierto en Y se sigue que f € S,. O

De la demostracién anterior se sigue que S, C Se, por lo que la topologia generada por S,
contiene a la topologia de la convergencia puntual.

B.5 Definicién. Se define la topologia compacto-abierta en el espacio de funciones conti-
nuas de los espacios X y Y como la generada por la subbase S..

Se denota a la familia de funciones continuas de X en Y con la topologia compacto-abierta
como C.(X,Y).
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Es muy complicado trabajar, incluso imaginar, los conjuntos abiertos de la topologia com-
pacto abierta, aun en espacios ampliamente conocidos. Por lo que suelen buscarse propiedades

de ésta topologia a partir de propiedades de los espacios involucrados.

Si X es un espacio de Hausdorff entonces puede construirse una subbase para la topologia
compacto abierta sobre C.(X,Y’) a partir de una subbase en Y.

Observacion. En la demostracion del siguiente teorema se hace uso de el Teorema 1.3.14, en
donde se pide que U sea un abierto de X, en este caso la topologia compacto abierta esta
definida a partir de una subbase, puede cambiarse el abierto por un abierto subbésico ya que
la interseccion finita de estos es un abierto basico y si tomamos a U como un abierto basico la

demostracién se seguiria manteniendo.

B.6 Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff. Para cualquier subbase Sy de Y se tiene que
el conjunto
§' ={|K,U] € C(X,Y): K es compacto en X, U € Sy}

es una subbase para C.(X,Y).

Demostracidn. Para probar que S’ es subbase para C.(X,Y’) basta mostrar que para un ele-
mento de S, esto es, un compacto K de X y U es abierto de Y, y para f € [K,U] existen

Ky,...,K,, compactos de X y Uy,...U,, € Sy, tales que f € ﬁ[Ki,Ui] C [K,U].

=1
Sean [K,U] € S, f € [K,U] y S subbase de Y. Si x € K, entonces f(z) € U y como U es
abierto en Y existen (Uy)i,...,(Uz)m € S tales que para el abierto basico U, = ((Uy); se

i=1
tiene que f(x) € U, C U. Ademds, f es continua para cada = por lo que existe V, abierto de

X tal que x € f~1(V,) N K el cual es un abierto de Kf. Como K es compacto, y por tanto
localmente compacto, y Hausdorff entonces es regular, por lo que existe una vecindad W, tal
que W, C f~%(V,)NK. K, := W . es un subconjunto cerrado del compacto K, se sigue que
es compacto y cumple que f(K,) C UL. Dado que {W, : x 6 K} es una cubierta abierta, por

la compacidad de K, existen x1,...,x,, € K tales que K C U Wa,, mas aiun, K C U K.
Jj=1 j=1

Recapitulando, para cada j =1,...,n se tiene K,; C K es compacto, Ug’:j C U es abierto y si
f € [K,U] entonces f € [KIJ,U |, para cada j = 1,...,n, de donde se tiene que

f e NK, UL} = N[, (0]

Jj=1 1

:3371:3‘
3

Sea g € C(X,Y). g € [K,, 2)i] siysolosig(K,) C () (Uy)i, es decir, si g(Ky) C (Uy); para

1 1

(U
i=1,...,m, conlo que g € 6[ , (Uz)i], por tanto [K, ﬁ(Ux)z] =

i=1 %

De lo anterior f € (n] (ﬁ[Kxj,(ij)iD, de donde fijando a algin j € {1,...,n} se tiene

j=1 \i=1

7

k3

s

[va (Ux)l]

1

f € NlKa,, (Us,)i] € K, U). O

i=1
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B.7 Corolario. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Para cualquier subbase
Sy de Y, si B es una base de abiertos con cerradura compacta de X, entonces la siguiente

coleccion es

S"={[A,Ul e C(X,Y): A €pB, Uc Sy}
es subbase de C.(X,Y).

Demostracién. Basta tomar en la demostracién del teorema anterior a K, = B, N K con
x € B, € 3, para probar que S§” es subbase de C.(X,Y). O

B.8 Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. La composicién en
Co(X, X)), u: Co(X, X) x Co(X,X) = Co(X, X) dada por u(f,g) — fg, es continua.

Demostracion. Sea [K, U] abierto subbasico de C.(X, X). Para ver que u es continua, basta ver
que p~* ([K,U]) es abierto.

Sea (f,g) € p~' ([K,U]), entonces f(g(K)) C U. Luego, como f es continua y U es un subbdsico
de C.(X,X) se sigue que f~1(U) es un abierto de C.(X,X) x C¢(X,X) de tal manera que
g(K) C f~Y(U) y como X es localmente compacto se tiene que para cada r € K existe un abierto
V; con cerradura compacta tal que V,, C f~1(U). Por otro lado, dado que K es compacto y g
es continua se tiene que g(K) y asi existen z1,...,x, € K tales que g(K) C Vyy,...,Vy, = V.
Para cada i = 1,...,n, V,, es compacto, por lo que V es compacto y f(V') C U, de donde
[V',U] x [K, V] es un abierto de (f,g), ya que por el teorema y corolario anteriores se tienen que
tanto [V, U] como [K, V] son subbésicos de C.(X, X). Por tltimo, si ' € [V ,U]y ¢ € [K,V]
entonces (u(f,9))(K) = f'(¢'(K)) C f'(V) C U, por lo que p([V,U] x [K,V]) C [K,U] y asf
[V, U] x [K,V] € p~*([K,U]) de donde se concluye que p~'(K, U] es abierto. O

B.9 Corolario. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto. Si F. es una familia de
funciones tal que F C C.(X, X) entonces u|r es continua.
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APENDICE C.
§ LA INTEGRAL DE DANIELL

En el andlisis matematico, y en particular en teoria de integracion, el enfoque tradicional
para construir una integral es a partir de definir una medida para subconjuntos con lo cual se
define una funcién del conjunto en el valor que representa su tamano. La integral de Daniell
es una manera de generalizar el concepto de integral a través de su axiomatizaciéon. Para esto,
a partir del concepto en R™ de la integral de Lebesgue, como un funcional lineal no negativo
e invariante bajo traslaciones. Este metodo permite introducir a la integral y al espacio de

funciones integrables directamente, sin ningtin otro tipo de construccién.

Un estudio mas completo sobre la integral de Daniell puede encontrarse en [16], en donde se
demuestran muchas mas propiedades.

La idea principal es comenzar en una familia basica de funciones sobre la cual pueda definirse

la integral de una manera razonable, para después poder definirla a un conjunto mas amplio.

C.1 Definicion. Un espacio de Riesz, o latice vectorial, es un espacio vectorial U/
cerrado bajo las operaciones u V v := max(u,v) y u A v := min(u, v).

Si u es un elemento de algin espacio de Riesz U entonces |u| € U, pues |u| =uV 0 —u A0,
donde 0 es el elemento cero del espacio vectorial.

a fy fnTf auna sucesion creciente de funciones que converge puntualmente a f.

C.2 Definicién. Una terna (X,U, ) es un espacio de Daniell si X es un conjunto no vacio,
U es un espacio de Riesz de funciones real-valuadas sobre X e I : i/ — R es un funcional lineal
tal que

i) si f > 0 entonces I(f) > 0,

ii) I(fn)!0, para toda sucesién decreciente de funciones f,, €U tales que f, ()]0, para todo
zeX.

Las funciones f €U son denominadas funciones elementales e I como integral elemental.
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De la propiedad i) se concluye inmediatamente que si g < f entonces I(g) < I(f).

Observacion. La propiedad ii) de la definicién anterior es equivalente a la siguiente proposicién:
si f, € U es una sucesion decreciente de funciones tales que f, | f, para todo x € X, entonces

I(fa) LI(S)-

Un espacio de Daniell consta entonces de un espacio ‘elemental’ de funciones en donde se
define una integral. A partir de este momento, se pretende definir dicha integral elemental a un
espacio mucho mas grande de funciones que preserven las propiedades de U y que sea cerrada
bajo ciertas operaciones, a saber, la colecciéon de funciones real-valuadas sobre X que pueden
verse como el limite de una sucesién creciente de funciones de U.

C.3 Definicion. Dado un espacio de Riesz de funciones real-valuadas sobre X, sea U*, como
el espacio de todas las funciones real-valuadas f sobre X para las cuales existe una sucesion
creciente de funciones (f,) € U tales que f,1f.

En tal caso, U* se dice que es un espacio de Riesz completo.

De las propiedades de funciones limite se tiene que U* es un espacio vectorial cerrado bajo
operaciones de Latice, esto es, un espacio de Riesz.

C.4 Definicién. Dado un espacio de Daniell, (X,U, I) se define la integral en el espacio U*

como [*(f) = lim I(f,), donde f,, es una sucesioén creciente tal que f, 71 f.
La integral extendida estd bien definida y es independiente de la sucesiéon que define a f.

C.5 Teorema. Si (f,) v (gm) son sucesiones crecientes en U y lim g, < hm fn entonces
lim [ gy, < lim [ f,.

Demostracion. Si h € U es tal que h < lim f,, entonces h A f, < fn v h A fr, = h para algin
m € N. De esto, I(hA f,) < I(f,) para tga(?n > m, por lo que lim I(hA f,) < lim I(f,). Dado
que h A fy, es creciente y h A f, Th se tiene que I(h) = lim IEL}TX fn) y asi I(nlzng lim I(f,).
Tomando h = g, ltm 1(gm) < lim 1(f,). o o

O

Del teorema anterior, la igualdad hm Jm = hm fn implica que hm I(gm) = hm I(fn),
por lo que la definicién de la integral en Z/{* no depende de la sucesion Sl no solamente del valor
de la funcién limite.
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De las propiedades de la funcién limite, tomando en cuenta que 400 es un valor posible

para I*, se tienen as siguientes propiedades.

- Si f € U, dado que f, = f para toda n €N, entonces se tiene que la integral definida en
U* es, en efecto, una extensién de la integral en U, esto es, I*(f) = I(f) para toda f € U.
Debido a esto, se denota simplemente por I a I*.

- Si f,g € U* entonces I(f +cg) =1I(f)+ cl(g), para ¢ > 0.
La restriccién a ntimeros positivos se debe a su propia definicién pues si se toma un escalar

negativo, la sucesién no seria creciente.
- Si f,g € U* son tales que g < f entonces I(g) < I(f).

C.6 Definiciéon. Un espacio de Daniell (X,U,I) se dice completo si para toda sucesién
creciente fy, tal que f, 1 f, se tiene que f e U y I(fn) = I(f).

Todo espacio de Daniell puede ser extendido a un espacio de Daniell completo.

C.7 Teorema. Si (X,U,I) es un espacio de Daniell entonces (X,U*, I) es un espacio de Daniell
completo.

Demostracion. Sea (f,) una sucesién creciente de funciones en U* con f, 1 f.
Para cada n € N, existe una sucesién creciente de funciones (gr,) en U tal que g, 1 fn, cuando
m — 0o0. Si hy, = g, A ---V gy entonces (h,) es una sucesién creciente de funciones en U con
gy < hp < fp. Cuando n — oo, de la desigualdad anterior se tiene f; < lim h, < f, y cuan-
doi — oo, f < limh, < f, por lo que h, T f y asi f € U*. De la misma manera, para

n—00

I(gi) < I(hy) < I(fn) se tiene que lim I(f;) < I(f) < lim I(fy), de lo cual I(f,)TI(f). O

Sea —U* la familia de valores negativos de las funciones en U*, esto es, —U = {f : —f € U*}.
Si f € —U*, se define la integral de f como I(f) = —I(—f). De las propiedades de U*, se tienen
las siguientes propiedades en —U*.

- Si f € U* entonces I(—f) = —I(f).

- La familia —U/* es cerrada bajo limite de sucesiones decrecientes, operaciones de Latice,
suma y producto por escalar no negativo.

-Si f,g € —U*y ¢ >0 entonces I(f +cg) =I(f)+cl(g).
Si g < f entonces I(g) < I(f).

Sige -U*, heU*y g<hentoncesh—gel*yI(h)—1I(g9)=Ih—g)>0.

Observacion. La familia —U* no representa valores negativos y U™ valores positivos, solo se
tiene que cada uno de ellos representa negativo del otro conjunto.
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Para una funcion f se define la integral inferior, denotada I(f), como
I(f) :=sup{l(g) : g € —U*}, y la integral superior, como I(f):= inf{I(h):h € U*}.

C.8 Definicién. Una funcién f se dice sumable respecto a I, o simplemente sumable, si
para todo ¢ > 0 existen g € —U* y h € U* tales que g < f < h, I(g) y I(h) son finitos, y
I(h)—1(g) <e.

Se denota por L(I), o simplemente £ a la familia de todas las funciones sumables.

Si f es una funcién sumable entonces I(f) = I(f). Para toda funcién sumable f, se define
la integral de f como I(f) =1.Si f € U* y I(f) < oo se tiene que f es sumable y la integral en
L coincide con la integral en U*. Si f € U* y no es sumable entonces se define la integral como
400y si f € —U* y no es sumable su integral de define como —oo.

C.9 Teorema. El espacio L tiene todas las propiedades de U.

Demostracion. Sean f1, fo € L, € > 0y - alguna de las operaciones +, V o A. Si ¢1,g92 € —U*
y h1,ha € U* son tales que g; < f; < h; y I(h;) — I(g;) < §, para i = 1,2. Luego, se tiene que
g1°92 < fi-fa < hi-hayhi-ha—g1-92 < (h1 —g1)+ (ha—g2), por tanto I(hy-ha)—1(g1-g2) < €.
De esto, L es cerrado bajo suma y las operaciones de Latice.

Dado que [I es aditiva en U* y —U* de lo anterior se tiene que
[I(f1+ f2) —I(f1)—I(f2)| < ey como € es arbitrario se sigue que I(f1+ f2) = I(f1)+1(f2). O

El operador lineal es entonces una integral en el sentido mas puro de la integral de
Lebesgue ya que cumple las propiedades de ésta, es decir, se obtienen los mismos principales
resultados bajo la integral de Daniell. A continuacién se presentan algunos de estos resultados

que pueden entenderse como su contraparte de los resultados propios de la integral de Lebesgue.

El primero de estos resultados se denomina Teorema de la convergencia mondtona.

C.10 Teorema. Si (f,,) es una sucesién creciente de funciones en £ con f = lim f, entonces

n—oo

n—oo

f € L exactamente cuando lim I(f,) < oo, en tal caso, I(f) = lim I(f,).

Demostracion. Primero, como se menciond anteriormente, si f € £ entonces la integral coincide
con la integral en U* y estd definido como el limite de las integrales.

Por otro lado, si lim I(f,) < oo, se define g = f — f1 y, dado que g = > fnt1 — fn, se tiene

n=1
I(g) < lm I(f,) — I(f1). De esto, I(f) < lim I(f,). La otra desigualdad se da al notar que
I > lim I(fy). =

El siguiente resultado es denominado el Lema de Fatou.

C.11 Teorema. Si (f,) es una sucesién de funciones no negativas en £ entonces inf f,, € L
con liminf f,, € £ siempre que lim f, < co. En este caso, I(liminf f,,) < liminf I(f,).

n—o0
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Demostracion. Para cada n € N, sea g, = fi A fa A+ A fn, entonces (gp,) es una sucesién en
L que decrece a inf f,,. De esto, (—g,) es una sucesién creciente cuyo limite es — inf f,,, por
lo que del teorema anterior, inf f,, € Ly. Luego, para cada n € N, sea h,, := inf{fr : k > n}
la cual nos da una sucesién creciente no negativa en £ cuyo limite, h’m_}inf fn, estd en L, pues

lim I(hy) < lminf I(f,) < co. Del teorema de la convergencia mondtona se tiene la igualdad

n—oo

I(lim h,) = lim I(h,) y dado que este limite coincide con lim f,, se tiene la desigualdad
buscada. O

El ultimo de los resultados que se prensentan es denominado Teorema de la convergencia
dominada.

C.12 Teorema. Sea (f,) una sucesién de funciones en £ con |f,| < g, para todo n € N y
algin g € £, entonces I(lim f,) = lm I(f,).

Demostracion. La sucesién no negativa (f, + g) se encuentra en L, con I(f, + g) < 2I(g).
De esto se tiene que lim f, + g € £, con I(lim f, + g) < liminf I(f,) + I(g). Por tanto,
I(lim f,) < liminf [ (}Z;O Como (g — fn) es fambién una sucesién no negativa que satisface
I(;_)—Ooy}l_)rgo fn) %ﬁﬁg) — limsup I(f,,), entonces 1(7}1_)120 fn) > limsup I(fy).

Dado que los limites superior e inferior coinciden se tiene la igualdad buscada. O
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