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Presente.

Por este medio me permito informarle a usted que he concluido con la direccién de
la tesis que, para obtener el Grado de la Maestria en Ciencias con Especialidad
en Matematica Educativa, presenta la alumna C. Greysi Crystabel Gutiérrez
Vazquez, titulada: "tres escenarios de significacion de los numeros

complejos”, por lo que doy mi voto aprobatorio para que pueda seguir con los
tramites correspondientes.

Sin otro particular, reciba un cordial saludo.

ATENTAMENTE.
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del examen de grado, en la fecha y hora que se nos comunique.
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La vida se encuentra plagada de retos y esta tesis es uno de ellos. Tras verme
dentro de ella, me he dado cuenta que mas alla de ser un reto, es una base en el
largo camino que estoy por emprender en mi profesion y en esta bonita ciencia.

Agradezco a Dios por darme la vida y permitirme llegar con salud a este dia.

A mis padres, abuelitos y hermanos por impulsarme, darme su apoyo a pesar de las
dificultades, por creer en mi siempre y motivarme a superarme, gracias por estar
siempre a mi lado, espero que lo que he logrado hasta el momento los haga sentirse
orgullosos.

Gracias Hugo, por tus consejos en los momentos de crisis, por estar siempre al
pendiente de mi en cada situacion, por tener las palabras de aliento en el momento
preciso, por tu apoyo y sentido del humor.

A mis profesores: Gabriela, Miguel, Edgar, German, Cristébal y Pierre; personas de
gran sabiduria quienes a través de sus conocimientos me han ayudado a llegar al
punto en el que me encuentro.

Y sobre todo a usted Dr. Hipdlito, por tomarse el tiempo para trasmitirme sus
conocimientos a través de esta tesis y por su dedicacion al leerme. Gran parte del
desarrollo de este trabajo se lo debo a usted. jQue Dios lo bendiga! Siempre me
sentiré muy contenta y agradecida con la vida por conocer a gente como usted.

Gracias a mis amigos por su carifio, especialmente a ti Paola Balda tu sabes lo
mucho que te quiero, la vida me dio un gran regalo al conocerte.

Con amor....

Greysi
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No dejemos nunca de estudiar y aprender cosas nuevas y no perdamos nunca la ilusién que
originalmente nos motivé a incursionar en el dmbito de esta bonita ciencia. Evitemos caer
en la rutina y el aburrimiento pues siempre hay algo que aprender y algo que ensefiar, de
manera diferente a como lo hemos aprendido.

Estamos llamados a sequir con nuestra formacion, para que en un futuro proximo podamos
potenciar el desarrollo de la ciencia en nuestra sociedad; pues es sabido que un pais sin
educacion dificilmente podrd alcanzar su completo desarrollo y no me refiero con esto al
desarrollo econémico solamente. Sino a la formacién de individuos criticos y reflexivos que
puedan continuar con la mejora de las tradiciones humanas, la cual es el preguntarse el
porqué de las cosas.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo de investigacion realizaremos un analisis historico-
epistemoldgico de los nimeros complejos, ello emerge bajo la necesidad de poder
significarlos. El motivo de centrarnos en significar y analizar a estos nimeros es
porque existen dificultades dentro de las aulas cuando se trabajan con estos
nameros y situarlos desde la mirada histérica-epistemoldgica se debe a que los
nameros complejos nacen desde un contexto puramente matematico.

Para ello se requiri6 de entender como los niameros complejos emergieron y se
desarrollaron, cuéales fueron sus ideas germinales y sus medios de significacion
desde tres escenarios diferentes. Estas cuestiones no se encuentran explicitamente
en los conocimientos, pues los procesos de transposicion y la busqueda de la
formalizacion de la mateméatica obligaron a que esto se esconda en la historia.
Nuestra tarea es poder indagar para entender estos asuntos que la historia ha
olvidado.

Los tres escenarios que indagaremos para poder significarlos a través de un analisis
histérico-epistemolégico son las siguientes etapas: algebraica, analitica y
geométrica. De esta manera buscando esa significacion, tratando de entender su
naturaleza y su estructura, de determinar las causas que posibilitaron su aparicion,
de identificar las diferentes etapas de su construccion en el &mbito cientifico, nuestra
investigacibn se basa en una aproximacion tedrica que Se conoce COMO
Socioepistemologia.

En particular, veremos cdmo los nameros complejos son el resultado de una
actividad humana, cuyas huellas desaparecen en los libros de textos, en donde se
presenta formalmente la obra acabada, lo cual explica en gran parte su pérdida de
significado en el medio educativo.

En el primer capitulo presentaremos la motivacion que impulsa a realizar el trabajo
de investigacion, la problematica que se ha generado en torno a los numeros
complejos en la escuela, qué se ha hablado ya de los nimeros complejos en lo
histérico-epistemolégico y cuéles serian entonces nuestros objetivos.

El capitulo dos delimita el marco teorico sobre el cual se cimienta la investigacion,
en nuestro caso la Socioepistemoldgia, haciendo énfasis en las practicas y usos en
la significacion de la matematica.

En el capitulo tres hablaremos sobre la metodologia a emplear, el cual se encuentra
basado en un acercamiento de Espinosa para la realizacion de un analisis histérico-
epistemoldgico. Para ello se realizaron unas mallas las cuales nos permitieron
realizar la investigacion de manera mas objetiva y precisa.
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En el capitulo cuatro es aqui donde realizamos el analisis historico-epistemologico
de los nimeros complejos desde tres escenarios de significacion. Todo ello siempre
enfocado desde las mallas realizadas en la metodologia.

Por ultimo, se presentan las conclusiones y las referencias que fueron usadas en la
realizacion de este trabajo.



Pagina |7

ANTECEDENTES, PROBLEMATICA Y OBJETIVO

“Una gran fuetza explicativa posee para
nosotros la comprensién de las gflatematicas en
ténminos histéricos: tanto por sus oéjetob como
o sus métodos, pox sus criterios de validacion,
las matematicas s6lo pueden sex estudiadas
como comunidades humanas, con sus vicios 4
vittudes, las que generan el conocimiento
matematico. cNo olvidat que esta dimension es
esencial pata la practica matematica, peto
para la_fducacion gflatematica es mas que eso:

es detetminante...”

Ruiz
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1. ANTECEDENTES,
PROBLEMATICA Y

OBJETIVO
1.1 MOTIVACION

No hay duda que podemos imaginar nimeros. A veces imagino que tengo 15 afios
0 que toda la gente que me rodea vivira por mas de 100 afios 0 quiz& que en este
preciso momento existieran casos nulos de injusticia en mi pais y no cabe la menor
duda que esto serian “numeros imaginarios”; pero el uso matematico de los
ndameros imaginarios no tiene nada que ver con estas fantasias.

Entonces, ¢existen 0 no los nimeros imaginarios? Al decir que los numeros
complejos no existen como algo tangible es cierto, como tampoco lo serian los
nameros reales; es decir, yo no me voy a encontrar al nUmero 2 paseando en un
parque o0 a V-1 en la parada del transporte publico. Pero nuestro concepto de
existencia no se referia a eso, sino mas bien cuando se intenta su representacion o
se trabajan nociones donde utilizan estos numeros.

En consecuencia, les explicaré como personalmente respondi a esa pregunta:
Cursé el nivel medio superior en el Colegio de Bachilleres de Chiapas Plantel 22
(COBACH 22) en el municipio de Yajalon, Chiapas; hasta ese momento Unicamente
podia imaginarme numeros. A término del bachillerato con el apoyo de mis padres
salgo de mi pueblo a presentar el examen de admision en la Facultad de Ciencias
Fisicas y Matematicas (FCFM) postulandome para la Licenciatura en Matematicas
en la Universidad Autonoma de Chiapas (UNACH) en Tuxtla Gutiérrez.
Afortunadamente aprobé y ahi comienza todo... Cursé materias como Calculo,
Anélisis Matematico, Topologia, Algebra lineal, Algebra Moderna, Estadistica,
Programacion, Fisica, Probabilidad, Variable Compleja, entre otras. Me centraré a
hablarles de ésta ultima.

El poder de calculo que se esconde detrds de los numeros complejos, es algo
magico. Con un minimo de esfuerzo, podemos derivar identidades y férmulas
trigonométricas que requieren de un trabajo tedioso y agotador, siguiendo los
métodos usuales. Muchos conceptos de la matemética, como el de funcién, limites,
series de potencias y continuidad se estudian de manera bastante natural dentro
del ambiente de los nimeros complejos. Los argumentos de prueba son mucho mas
intuitivos y transparentes en el plano.
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Para los matematicos la existencia de estos numeros no representa ningun
problema, pues forman parte de su vida cotidiana, del mismo modo que el nimero
3 o 1. Puede que los numeros imaginarios no nos sean de ayuda cuando vamos a
la tienda, pero para cualquier matematico, disefiador aeronautico o ingeniero
eléctrico tiene una importancia fundamental. Y agregando un numero real a un
numero imaginario obtenemos lo que se llama un “numero complejo” que a primera
impresién suena menos filosoficamente problematico.

Todo aparentemente marchaba muy bien, hasta que seis meses después de
graduarme de la licenciatura, ingreso a la facultad de ingenieria para cursar la
Maestria en Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa en la misma casa
de estudios UNACH. Al convivir con comparferos graduados de distintas
licenciaturas comencé a cuestionarme sobre el significado y los usos que cada uno
de ellos tenia respecto los numeros complejos. Nunca antes lo hacia pues al estar
parada en un terreno matematico ya no habia nada que cuestionar y no era asi,
detras de toda esa belleza en la estructura de los nimeros complejos hay una
historia que no podemos omitir y que puede apoyarnos a significarlos.

1.2 LOS NUMEROS
COMPLEJOS EN LA ESCUELA

“Sefiores, esto es completamente cierto: e™ +1 = 0; es absolutamente
paradéjico; no podemos entenderlo y no sabemos qué significa. Pero lo
hemos demostrado, y por lo tanto sabemos que debe ser verdadero’.
Benjamin Pierce

Se ha mencionado reiteradamente que la famosa férmula de Euler es una de las
mas bellas de la matematica. Ciertamente reine en una sencilla expresion los
ndameros mas famosos junto con las operaciones basicas logrando unificar
conceptos numeéricos surgidos en diferentes contextos. El nUmero m proviene de la
geometria, el nUmero e del analisis y el nUmero i del &lgebra. Y en esta formula de
Euler se mezcla lo imaginario y lo real, lo racional y lo irracional, lo algebraico y lo
trascendente.

Muchos apreciamos esta belleza ya que a partir de unos elementos inicialmente
dispersos y sin relacion, la mente humana es capaz de crear una sinfonia que los
armoniza y los muestra como parte de un todo.

Es por esto que al abordar el tema de los nUmeros complejos es muy importante ya
gue hoy en dia son utilizados por una comunidad muy grande como lo es la
Matematica, Fisica o la ingenieria. Se ensefia a todo ingeniero como usar el analisis
complejo para resolver problemas préacticos en los primeros cursos de la
universidad. Los estudiantes de ingenieria los abordan al estudiar las oscilaciones,
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movimientos que se repiten de forma periddica. Por ejemplo: la vibracién de un
edificio en un terremoto, la vibracion de automaviles o la transmisién de corrientes
eléctricas alternas (Impedancia Compleja).

Pero, ¢podemos creer que las matematicas alcanzaran la seguridad absoluta sin
ningun sacrificio? Segun Poncairé (1978) nada de eso ocurre, lo que han ganado
en seguridad, lo han perdido en objetividad. Es alejandose de la realidad como han
adquirido esa pureza perfecta. Se puede recorrer libremente todo su dominio, antes
erizado de obstaculos, pero estos obstaculos no han desaparecido, fueron
Unicamente transportados a la frontera donde falta vencerlas de nuevo si se la
quiere franquear y penetrar en el reino de la préactica.

Ahora desde el plano de la matemética escolar el tema de los Niumeros Complejos,
a pesar de ser tan hermoso por integrar la trigonometria, el algebra y la geometria,
es muy poco estudiado en la escuela béasica, segun Riviera (2015). Ademas
argumenta que, para muchos docentes la finalidad de los nUmeros complejos esta
en poder calcular las raices enésimas de la unidad. En los cursos de matematicas
basicas en el nivel superior apenas se esbozan algunas de sus propiedades mas
importantes, dejando de lado algunos aspectos como los geométricos los cuales
son importantes.

Los numeros complejos se encuentran inmersos dentro de la matematica escolar
en el nivel medio superior y superior. Maumary (2015) nos dice que el concepto de
Numero Complejo genera problematicas tanto en los estudiantes como en los
docentes dentro de las aulas, un ejemplo de ello es la investigacion de Sandoval
(2010) quien remarca que existen dificultades en la apropiacién del concepto y
significado de expresiones algebraicas y sus operaciones.

Por otra parte Buhlea y Gomez (2007) realizan estudio histérico-epistemolégico
centrado en analizar el estadio del concepto de nimero complejo al final del siglo
XVIIl'y su evolucién en el siglo XIX, asi como las dificultades asociadas a €l y la
observaciéon de la manera en que fueron superadas. A través de ese analisis logran
identifican en los estudiantes tres dificultades principales:

1. La ambigiedad del signo de la raiz cuadrada (reflejada en Euler).

2. La susceptibilidad de la raiz cuadrada de un nimero negativo a los signos +
y — (reflejada en Peacock).

3. La perplejidad de Vallejo en relacion con la operacion de los binomios
complejos.

Otra dificultad a la que se enfrentan los estudiantes fue identificada por Rossel y
Schneider (2004) que trata sobre el manejo que realizan los estudiantes sobre
nuameros complejos a través de operaciones entre coordenadas y su representacion
gréfica (para la suma vy la resta las mismas que se realizan para los vectores en el
plano cartesiano). Después de trabajar este concepto de vectores en el plano
posteriormente intentan dar un nuevo sentido a dichas operaciones pero ahora con
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el uso de la expresion conocida de los numeros complejos de la forma a + bi . El
resultado es el siguiente:

Los alumnos no tuvieron la iniciativa de identificar los pares ordenados (a, b) como
nameros reales, ya que en algunas operaciones que realizaron, fue el profesor
quien les hizo observar el hecho de que a, b son numeros reales los cuales seran
representado en el plano de manera usual. Ademas, cuando se requiere dentro de
un problema a los nimeros complejos, como en el caso del logaritmo natural de un
namero negativo; los estudiantes no hacen uso de ellos (Cantoral y Farfan, 2004).

En consecuencia, Gomez y Pardo (2005) mencionan que es posible que algunas
dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas en relacién con los
complejos a las que se han enfrentado los matematicos a lo largo de la historia,
guarden paralelismo con las que afrontan los estudiantes cuando estan intentando
ser competentes con esta materia. Podemos decir que los nimeros complejos
aparecieron muy temprano en el paisaje de las matematicas, pero fueron ignorados
sistematicamente, por su caracter extrafio, carentes de sentido e imposibles de
representar.

Toda esta disyuntiva implicaria tener en cuenta aspectos epistemologicos,
didacticos y cognitivos de los niumeros complejos, todo ello enfatizandolo desde el
contexto en el cual surgié ese conocimiento y el uso que cada investigador daba a
ese conocimiento.

En la investigacion de Carrasco (2017) el alumno aprende por lo que realiza en
clases, por el significado que le entrega la actividad llevada a cabo y la posibilidad
gue se puedan integrar nociones, concepciones, por la capacidad de poder expresar
ante sus pares la construccién de su propio conocimiento matematico.

Ademas, Diaz (2007) nos sefiala que para atender algunas problematicas de los
nameros complejos podriamos tomar en cuenta algunos aspectos; entre todos los
gue menciona retomamos el siguiente:

“Estructurar la metodologia de la ensefianza de los numeros complejos, de
forma que favorezcan el desarrollo integral del alumno en formacion docente
en los aspectos conceptuales, no solo el significado de la definicidn, sino en
la forma como ha evolucionado el desarrollo del nUmero complejo a través
del tiempo; procedimentales no solo en la forma como se opera, sino también
su aplicacion y actitudinales, cambiar la forma como se ha venido aceptando
el estudio de los nimeros complejos, de manera que despierte la motivacion
y el interés del alumno” (p.62-63).

Por lo tanto, Diaz nos hace hincapié en que debemos implementar en la ensefianza
de los numeros complejos la evolucion historica del nimero complejo.

Retomando lo anterior en nuestro trabajo se tomara un ejemplo propuesto por Bagni
(2001) quien examina de efectividad de la introduccién de los nimeros imaginarios,
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a 73 estudiantes de entre 16 y 18 afios de edad, los cuales aun no tenian la
necesidad de ampliarse a un nuevo conjunto como los niumeros complejos, es decir,
Unicamente operaban con numeros reales, ellos ya sabian resolver ecuaciones
cuadraticas y cubicas. Como un primer acercamiento de los nUmeros imaginarios
hacia los estudiantes, se les presenta dos soluciones de ecuaciones: la primera
solucion es la histérica la cual es ideada por Bombelli, resultado de resolver una
ecuacion cubica y la segunda es el resultado de una ecuacion cuadratica que es
usualmente usada por libros, para saber si es aceptada o rechazada por los
estudiantes. El autor hace uso de La nocion en la didactica de las matematicas como
divulgacion de la idea (La introduccion de la historia de las matematicas en la
didactica).

A fin de poder conocer ¢ cual deberia de ser? la ecuacidon mas adecuada como el
primer acercamiento de los nUmeros complejos a estudiantes que aldn desconocen
la existencia de estos numeros, Bagni presenta a sus estudiantes dos examenes
donde ilustra en el Examen 1 la solucion histérica ideada por Bombelli (x3 — 15x =
4) y en el Examen 2 la solucién cuadratica (x? + 1 = 0) y pregunta a los estudiantes
si estan dispuestos a aceptar el procedimiento resolutivo (que prevé el uso de
cantidades imaginarias) en los pasos de procedimientos de despeje y después
hacer lo mismo con la presencia de los nimeros imaginarios pero ahora en la
solucion de una ecuacion de segundo grado. El tiempo establecido para el primer
examen fue de 20 minutos y para el segundo, 10 minutos. Los examenes fueron los
siguientes:

EXAMEN 1: . _ .
En un antiguo libro encontramos las siguientes resoluciones de la ecuacion:

x-15x— =0

Pensamos escribir una sola respuesta x en el modo siguiente:
x=q-b (pnmera posicion)

Sustituimos esta expresion en et testo de la ecuacién y obtenemos:

(@-by-15(a-b)4 =0

a’—3a’ bt 3ab’-b—15(a-b)4 =0
a3—3cxb(a—b)-15(a—b2—b3—4 =0
a'~(a-b)(3ab+15)-b"—4 =1

51 queremos que sea: 3ab+15 =0, o bien, si escribimos:

ab = =5 smplificando: & = -5/ (segunda posicidn)

obtenemos la ecuacién:

a—(=5lay’4=0
-4 +125=10

Se trata de una ecuacién trinomial, en la que si@” = ¢ puede escribirse como:
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-4t +125=0

Despejando (con la férmula resolutiva de las ecuaciones de segundo grado),
resulta:

t=2+~f4-125 =2+11~-1 0t=2-~/4-125 =2-11/-1
Constderando el primer valor de ¢, obtenemos paraa:

a=32+11J1

Desarrollamos ahora el cubo siguiente (pensando que el cuadrado de NEH sea—1)
@ A1 =243 2 143 2 (- 1)2+ (1) =
=8+12+f-16-4-1 =2+11 Af-1

Siendo que para @ podemos escribir:

a=§’(2+«f—_l)3 =2+ -1

Recordando la segunda posicién y razonando, obtenemos:

-5 5 s2-471) sl2-+F1)

Recordando la primera posicidn, una solucidn de la ecuacién propuesta es:

x=a-b=@+N-1)_ 2+ ¥-1)=4

Para comprobatla, sustituimos directamente en el texto, por lo que el primer
miembro resulta:

$£-1544=0
y es entonces igual al segundo. Por tanto, la solucién x =4 queda comprobada,

Fuente: tomado de Bagni (2001)
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El procedimiento resolutivo, no se desarrolla totalmente en el &mbito de los nimeros
reales, aqui aparece el manejo de los nUmeros imaginarios a través de los cambios
de variables necesarios para llegar a una raiz real solamente y el resultado obtenido
al final es real, como reales son todos los coeficientes de la ecuacion asignada.
Ahora veamos cudl es el siguiente examen presentado a los estudiantes.

EXAMEN 2
En un libro antiguo encontramos la siguiente solucion a la ecuacion:
3
X =-1

Si el cuadrado de =1 es —1. las soluciones de la ecuacion non:

x= -] o bien Xx=—+-1

Fuente: tomado de Bagni (2001)

En este caso el resultado de la ecuacion con coeficientes reales, es no real. Para
ambos examenes realizd la siguiente interrogante: ¢Consideras aceptable la
solucién antes descrita?

Los resultados fueron los siguientes:

Examen 1 Examen 2
Tipologia de Alumnos Porcentaje Alumnos Porcentaje
respuestas
Aceptable 30 41% 13 18%
No aceptable 18 25% 48 66%
Inseguros 25 34% 12 16%

Podemos notar que el 18% de los estudiantes aceptan al nimero complejo como
solucién de una ecuacion cuadratica en comparacion con un 41% que si acepta la
resolucion de la ecuacion cubica tomada de un ejemplo historico. Debido a estos
resultados, se les pregunto a los estudiantes en una entrevista lo siguiente:

¢Por qué acepté la presencia de v—1 en la primera resolucion y no acepté su
presencia en la segunda resolucion? Ante esta pregunta los alumnos respondieron:
“el resultado de la ecuacion de tercer grado es real, mientras que el resultado de la
ecuaciéon de segundo grado no”.

Entonces, en efecto, la consideracién de cantidades imaginarias en los pasos del
procedimiento resolutivo de una ecuacién a menudo ha sido aceptada por los
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alumnos. Esta observacion parece reforzar la posibilidad de aprovechar el ejemplo
histérico antes referido, mediante una introduccion didactica a los numeros
imaginarios.

Por lo tanto, podemos intuir que la historia de los numeros complejos debe ser
llevada a las aulas si intentamos mejorar su didactica.

1.3 LOS COMPLEJOS EN
LA HISTORIA

Existen algunos conceptos en mateméaticas que tardaron muchos afios y hasta
siglos en desarrollarse, desde el momento en que fueron descubiertos por primera
vez, hasta la formalizacion de los mismos. El avance en el tiempo de la matematica
en ocasiones es un proceso lento, debido al caracter formal de esta ciencia: una de
sus reglas es que cualquier objeto nuevo debe estar claramente definido para ser
aceptado y usado por toda la comunidad. Asi pues, muchas ideas incompletas
guedaron relegadas a la oscuridad y el olvido por no encajar en el sistema de
razonamiento de cierta época, como fue el caso de los numeros complejos. Pero,
¢, Como surge la idea de usar estos numeros? ¢,Por qué no aparecieron antes?

La historia del surgimiento de los nameros complejos refleja la necesidad de
ampliacion del dominio numérico en la cual emergieron distintas controversias entre
los investigadores de esa época. A grandes rasgos se logran identificar cuatro
grandes etapas, caracterizadas por los cambios observados en las concepciones
epistemoldgicas de los numeros complejos (Gomez y Pardo, 2005), las cuales son:

e ALGEBRAICA: Primeras apariciones de las raices cuadradas de
cantidades negativas, consideradas como raices inutiles, aunque
coherentes con los métodos algebraicos. Aqui, los numeros
imaginarios! se presentan como necesidad del calculo algebraico.

! Segun el libro de (Smith, 1958) la primera referencia escrita de la raiz cuadrada de un nimero negativo la
encontramos en la obra Stereometria de Herdn de Alejandria (Grecia aprox. 10-75) alrededor de la mitad del

siglo I. Es este trabajo comparece la operacién /(81 — 144) aunque es tomada como V(144 - 81), no
sabiéndose si este error es debido al propio Herén o al personal encargado de transcribirlo.

La siguiente referencia sobre esta cuestidn se data en el afio 275 en la obra de Diophantus (aprox. 200-284)
Arithmetica. En su intento de cdlculo de los lados de un tridngulo rectangulo de perimetro 12 y érea 7,
Diophantus planted resolver la ecuacién 336x% + 24 = 172x, lacual es una ecuacidn con raices compejas.
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e ANALITICA: Aceptacion y generalizacion del uso de las expresiones
imaginarias gracias al desarrollo del analisis infinitesimal,
consideradas como cantidades que por su naturaleza son imposibles,
ya que no se pueden ubicar entre los numeros posibles: positivos,
negativos, o nulos. Aqui emerge la idea de que un niamero imaginario
es media proporcional entre dos reales de signo contrario.

e GEOMETRICA: Introduccion de un eje de imaginarios que tiene

asociado v—1 como unidad perpendicular a 1 y consideracion de los
imaginarios como vectores del plano. Asi, en el plano de ejes real e

imaginario, un vector queda representado por a + bi; y Vv—1 actla
como rotacion de 90° alrededor de 0, es decir como un signo o indice
de perpendicularidad.

e FORMAL: Formalizacién de los numeros complejos y consideracion
de los mismos como pares ordenados de numeros reales.

Etapas del numero complejo:

Algebraica

Analitica

Geométrica

Formal
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Se demoraron aproximadamente tres siglos desde la etapa algébrica hasta la
formalizaciéon de los mismos. Es importante mencionar y resaltar estas etapas ya
gue la investigacion se realizara en torno a ellas.

1.4 ASPECTOS
HISTORICOS-
EPISTEMOLOGICOS

La utilizacion de la historia en la educaciéon matematica por muchos afios ha estado
muy ausente y cuando aparece, se vincula generalmente a la narracion de
anécdotas o biografias que no prestan mayor aporte a la construccion e
conocimientos matematicos segun Vidal, Quintanilla y Maz (2010).

En este sentido es de importancia citar lo mencionado por Sierra (1997), ya que
presenta algunas razones para considerar la Historia de las Mateméticas en su
ensefanza:

“Para el profesor, constituye un antidoto contra el formalismo y el aislamiento
de conocimiento matemético y un conjunto de medios que le permiten
apropiarse mejor de dicho conocimiento, a la vez que le ayudan a ordenar la
presentacion de los temas del curriculo. La exploracion de la Historia por
parte del profesor, le ayuda igualmente a descubrir los obstaculos y
dificultades que se han presentado, los errores cometidos por los propios
matematicos (que a veces se reproducen en los alumnos), asi como la visién
de la actividad matematica, como actividad humana con sus glorias y sus
miserias. Para los alumnos prepara un terreno donde las matematicas dejan
de jugar el papel de edificio acabado, reestableciéndose su estatus de
actividad cultural, de actividad humana, a la vez que les ayuda en su
motivacion para el aprendizaje. Ademas, facilita conocer la génesis de los
conceptos y los problemas que han pretendido resolver, ayudando a su
compresion” (p. 96).

También destaca que el trabajo histérico-epistemoldgico sirve para informarnos
sobre el presente, pues muchas de nuestras suposiciones actuales salen a la luz
del trabajo historico. De tal forma que podemos intentar entenderla desde la
perspectiva de sus creadores. Sin embargo, la implementacion en clase debe estar
en un nivel didactico y no como objeto mismo de la ensefianza, esto es, como un
elemento motivador, que permita a los estudiantes conseguir una mejor
comprension y entendimiento de las matematicas, pero teniendo claro que esto no
las hard mas faciles.
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Retomando la investigacion realizada por Bagni (2001), él considera que el papel
de la historia de la matemética en la ensefianza es legitimamente una parte de la
investigacion en educacion matematica. Otra cuestion notable de su investigacion
es la conclusién de los ejemplos de los nUmeros complejos respecto a su historia.

Por otro lado, Nolla (2001, citado por Rodriguez y Vicario, 2015) alude que los
conceptos y las ideas matematicas que se tratan en la ensefianza, son presentados
a los alumnos de una forma cerrada y acabada, es decir, se olvida que ha surgido
después de un largo proceso de gestacion, en las que las intuiciones mas fecundas
con otras estériles, han configurado sus presentaciones sucesivas. En efecto, es de
reconocerse que a lo largo de la historia las ideas han sido generadas por diversos
tipos de problemas y contextos, practicos o teoricos, pertenecientes a la propia
matematica o a otras disciplinas. El conocimiento de estos problemas y el estudio
de la evolucién de su tratamiento y de los nuevos problemas que han generado,
proporcionan los fundamentos para la comprension de las ideas y conceptos que
de ellos han resultado.

Entonces si realizamos un analisis historico-epistemoldgico de la matematica es
importante dar realce a los debates y las controversias entre los cientificos de ese
momento, los avances y retrocesos, la refutacion, creacion y complementacion de
conceptos. De esta manera podremos comprender las problematicas e intereses
gue llevaron a los matematicos a construir y dar significado a los objetos y teorias
gue conocemos y que algunos usamos hoy en dia. (Por ejemplo, actualmente
tenemos un estandar de lo que es aceptado como una demostracion matematica
rigurosa; y lo que hoy puede ser visto como un argumento no riguroso, quiza fue
aceptado por muchisimos siglos como tal., esto nos puede ayudar como docentes
a comprender las dificultades de los estudiantes a establecer lo que es una
demostracion).

1.5 PROBLEMATICA

Retomado todo lo anterior podemos notar que los nimeros complejos estan
generando dificultades dentro del aula cuando estudiantes o los mismos docentes
trabajan nociones donde operan con estos nuevos nameros algunas de ellas son
las siguientes.

e Dificultades en la apropiacion del concepto y significado de expresiones
algebraicas y sus operaciones.

e La ambigiiedad del signo de la raiz cuadrada (reflejada en Euler).

e La susceptibilidad de la raiz cuadrada de un nimero negativo a los signos +
y — (reflejada en Peacock).

e La perplejidad de Vallejo en relacién con la operacién de los binomios
complejos.
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¢ El manejo que realizan los estudiantes sobre numeros complejos a través de
operaciones entre coordenadas y su representacion grafica (para la suma 'y
la resta las mismas que se realizan para los vectores en el plano cartesiano).

e Dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas a los que se
enfrentaron los matematicos a lo largo de la historia pueden guardar
paralelismo con las dificultades a las cuales se enfrentan los estudiantes
actualmente.

Por lo tanto, el presente trabajo tendra como objetivo abordar un andlisis histérico-
epistemoldgico (la historia contada desde adentro y no desde aquello que un agente
externo quiere contar, es decir, la historia desde los que la hicieron y no desde
aguellos que la van a mostrar), a través de tres escenarios de construccion la etapa
algebraica, analitica y geométrica con la finalidad de conocer los distintos
significados de estos numeros.

De lo anterior reconocemos como parte de la problematica la falta de significados
de los numeros complejos haciéndonos entonces la siguiente pregunta, ¢Cémo
podemos dotar de significados a los nimeros complejos desde una mirada historica-
epistemoldgica?

Si llegamos a obtener evidencias de la pregunta anterior, que la matematica es una
construccion humana que responde a necesidades de una sociedad que le marca'y
delimita su campo, segun Buendia (2010) resalta que la matemética es una
actividad humana, cultural e histéricamente situada. Esto pretende reconocer el
caracter social de la matematica a través de entender aquellas practicas que hoy
hacen que hagamos lo que hacemos.

Entonces reconoceremos que entender la naturaleza de los nimeros complejos, la
estructura que los caracteriza, algunas etapas identificadas y las causas de su
construccion, seran una labor indispensable para poder comprender y atender
situaciones didacticas referentes al topico de los nUmeros complejos.
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CAPITULO 2

$esiores, es cierto que

e'™ = cosm L isenT = —1

jpeto es totalmente /m'cadg‘ico: no lo
jpodemos entender y no conocemos su
significado, peto lo hemos
demostrado y por lo tanto sabemos
que tiene que set verdad.

oBeq.,iamin Jiexce



Pagina |21

2. ASPECTOS TEORICOS

Este capitulo tiene como meta exponer el marco teorico a abordar para el proceso
de investigacion de la problematica que ya hemos expuesto de los numeros
complejos, identificaremos los aspectos clave del marco tedrico que servirdn como
sustento para esclarecer la falta de significados de dichos nimeros. Todo esto nos
desembocara a habar y definir el concepto de practicas y usos en la matematica
educativa, especificamente en la Teoria Socioepistemologica de la Matematica
Educativa.

También definiremos qué es significacion y escenario desde la Real academia
espafiola y algunos conceptos usados en matematica educativa, para finalmente
definir qué estamos entendiendo por un escenario de significacion ya que durante
el proceso de investigacion trabajaremos en torno a este concepto.

2.1 PRACTICAS Y USOS EN LA
SIGNIFICACION DE LA
MATEMATICA

La Matematica es creacion y descubrimiento, se desarrolla de manera acumulativa
porque se construye consistentemente sobre las potencialidades iniciales (Cafidn,
1993). El descubrimiento se interpreta aqui como la percepcion a través de la razén
y el conocimiento existente. Se analiza desde el enfoque de quien lo inventa o
descubre, quien lo aprende y quien lo usa, con la finalidad en este caso de mejorar
su didéactica.

El caracter social de las matematicas, segun Buendia (2012) tendria entre sus
objetivos proponer epistemologias de practicas en las que se formula que el
ejercicio de ciertas practicas antecede a la produccion de conceptos determinados;
esa tendria que ser la base de la significacion que se busca en la matematica
escolar y en el seno de una epistemologia de practicas emerge el uso del
conocimiento. En este sentido, la autora menciona:

“Hablar, entonces, del conocimiento en uso, resulta un contraste con lo que
los sistemas educativos persiguen... los sistemas educativos se han
preocupado por lo que sabe un estudiante o un docente, pero no por cbmo
se usa ese saber, lo cual tiene mucha mas relacion con una matemaética
escolar funcional y articulada.” (P. 10)

Asimismo, Cantoral (2013) dice que:
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“La nocioén de uso, nocion compleja que exige a su vez de referencias a los
contextos socioculturales de significacion especificos del episodio estudiado.
El uso como nocidn, exige una préactica de referencia y acompafa al proceso
de formacion del concepto, su localizacion resulta entonces fundamental para
orientar la intervencion educativa, para el redisefio del discurso Matemético
Escolar. En sintesis, no existe un uso, sin usuario, y este no es tal sin el
contexto, es una expresion objetivada de la existencia de una préactica de
referencia.” (P. 98)

A continuacién, presentamos la triada de la practica de referencia propuesta
por Cantoral (2013)

Practica
de
referencia

Por esto, proponemos conocer y entender el uso de los nimeros complejos desde
el escenario algebraico, geométrico y analitico, al seno de la investigacion en
Socioepistemologia, a través del andlisis del funcionamiento y forma de ese saber.

2.2 LA SOCIOEPISTEMOLOGIA
COMO MARCO TEORICO

En el capitulo uno enlistamos y reconocimos como problematica la falta de
significados del concepto de numeros complejos en la matematica escolar. Esta
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problematica podemos atenderla desde el enfoque de la Teoria
Socioepistemologica de la Mateméatica Educativa (TSME).

La TSME asume que el conocimiento matematico, tanto en lo basico como aquel
gue consideramos avanzado, tiene un origen y una funcion social asociados a un
conjunto de actividades practicas socialmente valoradas y normadas (Cantoral,
2013).

Este enfoque aborda al tratamiento del saber. Si se construye, reconstruye, significa
y resignifica, se ubica en un tiempo y espacio determinado, se explora desde quien
aprende, inventa y usa; se posiciona a la opcion constructiva desde la perspectiva
histérica, cultural e institucional para que, en definitiva, se redisefie con fines
didacticos. Esto es en definitiva que el saber se problematiza (Cantoral, Reyes-
Gasperini y Montiel, 2014).

Entonces asumimos que el pensamiento humano posee una herencia de orden
cultural, la historia de los numeros complejos debe algo a la herencia educativa de
su periodo actual. Cada época en la historia de la ensefianza produce conocimiento,
mediante sus practicas sociales (lo que hace hacer a los individuos lo que hacen).

Esto no habra de entenderse en el sentido de que todo conocimiento obedece a una
necesidad de naturaleza practica, puesto que los historiadores de la ciencia han
documentado suficientemente que algunas nociones matematicas no provienen de
sucesivas abstracciones y generalizaciones de la empirea. Mas bien establece una
filiacion entre la naturaleza del conocimiento que los humanos producen y las
actividades de razonamiento en que dichos conocimientos son generados.
(Cantoral y Reyes-Gasperini, 2014).

Actualmente, la Socioepistemologia postula que para atender a la complejidad de
la naturaleza del saber y su funcionamiento al nivel cognitivo, didactico,
epistemoldgico y social en la vida de los seres humanos, habra de problematizarse
el saber en un amplio sentido, situandole en el entorno de la vida del aprendiz
(individual o colectivo) donde habra de redisefiarse el discurso matematico escolar
(Cantoral, 2013). Esto llevé a adoptar un posicionamiento sobre las matematicas y
las ciencias, asi como su educacién para asumir que ellas estan ligadas a practicas
sociales altamente valoradas.

En consecuencia, para lograr la problematizacion de tres momentos historicos de
los nUmeros complejos debemos descentralizarnos del objeto matematico y asumir
este concepto como una construccién social y entender su naturaleza social. Para
ello necesitamos reconocer las actividades humanas asociadas a los numeros
complejos en los distintos contextos.
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La Socioepistemologia descansa en los siguientes fundamentos basicos sin tener
una secuencia lineal; es decir, los cuatro explican a los cuatro.

Normatividad de la practica social.

ela practica social

no es lo que hace
en si el individuo,
sino lo que les hace
hacer lo que
hacen, lo que
norma su accionar
(la orientacién de
la practica).
(Cantoral, 2014)

Racionalidad contextualizada.

eEnuncia que la
racionalidad con la
que se actua
depende del
contexto en el que
el individuo se

encuentre en un
momento y lugar
determinado
(Espinoza, 2009)

Relativismo epistemoldgico.

oEste

principio
acepta que dentro
de aquellas
argumentaciones
que sean “erradas”
existe un
pensamiento
matematico  que
debe ser estudiado
y considerado,
para de alli,
desarrollar el

pensamiento
matematico y
construir
conocimiento.
(Cantoral, 2014)

La resignificacidn progresiva.

eUn significado, es
puesto en
funcionamiento en
situaciones nuevas
y, bajo el mismo
esquema
constructivo, se
resignifica,
produciendo
conocimientos en
los cuales se
construiran mas

argumentaciones,

espacios de uso,
procedimientos vy
todo aquello que
rodea a un saber.
(Cantoral, 2014)

Fuente. Construccion propia

Con estos principios basicos de la Socioepistemologia se guiara la presente
investigacion.

En el transcurso de este trabajo hablaremos de tres escenarios de significacion, por
lo cual es importante y conveniente definir qué estamos entendiendo por escenario,
significacion y escenario de significacion.
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2.3 ESCENARIOS DE
SIGNIFICACION

2.3.1 ¢ QUE ES ESCENARIO?

La descripcion del significado de la palabra escenario, segun la Real Academia
Espafiola (RAE) encontramos la siguiente definicion la cual va en relacién a lo que
estamos abordando:

1. m. Lugar en que ocurre o se desarrolla un suceso.

En el caso de la Matemética Educativa y especificamente en Socioepistemologia,
(Cantoral, 2014) enfatiza que la ensefianza de las matematicas, se sitia en
escenarios sociales y culturales especificos que habran de tomarse en cuenta al
momento de elaborar propuestas pedagdgicas alternativas. Es fundamental en
consecuencia, asumir que en dichas propuestas tanto las realidades del que
aprende como de quienes ensefian habran de estructurarse atendiendo al escenario
donde se contextualizan los saberes especificos.

Los contextos van a ser los entornos de situacién donde se considera un hecho
(Cordero, 2005, p. 271). En este caso hacemos referencia al que proporciona
cualquier objeto matematico o varios objetos mateméaticos y sus relaciones.

2.3.1 ¢ QUE ES SIGNIFICACION?

Segun la RAE, la definicidn de significacion es la siguiente:
1. f. Accion y efecto de significar? o significarse.

En la TSME el significado depende del uso del conocimiento matematico en cada
contexto y como se reconoce una pluralidad de contexto se afirma que, el
conocimiento matematico cuando se pone en uso en cada contexto, se vuelve
funcional cuando dicho uso tiene una racionalidad. Es asi que el conocimiento
matematico se somete a un proceso de significacion progresiva segun Marquez
(2018).

En Matematica Educativa se abandona la preocupacion de la validez de los
enunciados matematicos (a diferencia de las ciencias matematicas) para tomar
direccion hacia la comprension. Y entonces el significado aparece como un
elemento importante, ya que entender un concepto es concebido como el acto de
adquirir un significado (Sierpinska, 1990, citado en D"amore, 2005)

2Segln la RAE: intr. Representar, valer, tener importancia.
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Ademas, la caracterizacion del significado no es completamente definida y cerrada,
sino que considera la potencialidad de que puedan surgir nuevos usos de algun
objeto matematico. El propio desarrollo del conocimiento matematico puede
conllevar que se desarrolle nuevos significados de los objetos matematicos.

2.3.2 ESCENARIO DE SIGNIFICACION

En nuestra investigacion definiremos un escenario de significacion como el conjunto
de circunstancias que rodean a etapas matematicas (en este caso la etapa
geomeétrica, algebraica y analitica de los nimeros complejos) en donde se desarrolla
desde su razdn de existencia, la funcionalidad que le da origen y lo representa;
donde existirAn aspectos o caracteristicas de esta funcionalidad que también
forman parte de la naturaleza y del significado de los niumeros complejos, pues
permitiran el reconocimiento del objeto, como propiedades, relaciones entre los
sucesos que lo constituyen, relacion con otros objetos, etcétera.

Por lo tanto, un escenario de significacion en el contexto de origen estara definido
por la funcionalidad que representa los numeros complejos en determinado contexto
y por caracteristicas de esa funcionalidad que ofrece el contexto. Es decir, los
nameros complejos adquieren una identidad especifica fruto de su funcionalidad,
entonces buscaremos de hacer emerger los usos y la intencionalidad del escenario
de construccion ya que de ello dependeran los significados.

La metodologia a emplear para analizar cada uno de los escenarios de significacion
seran explicados de manera detallada en el siguiente capitulo 3.

2.3.3 PREGUNTA DE INVESTIGACION

Una vez expresado lo que son los escenarios de significacion para esta
investigacién, procederemos a realizarnos la pregunta de investigacion que guiara
nuestro trabajo: ¢ Coémo los escenarios planteados, dotan de una significacidén socio-
histérica a los numeros complejos?
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CAPITULO 3

"Jlodos debemos ir engrosando ese pequesio
%;’étcito, jque el dia de mariana se considerard
hewoicol, mucho mas que los que luchazon con
las atmas en la mano: el gjéxcito de los que un

buen dia djjeton que habia que hacer algo para
proteger a una ¢fladre que no se queja, que nos
ha dado todo lo que tenemos, jy a la que

estamos matando!"”

dfélix Rodriguez de la gfuente



Pagina |28

3. ASPECTOS
METODOLOGICOS

En este apartado procederemos a elaborar, definir y sistematizar el conjunto de
técnicas y métodos que seguiremos durante el desarrollo del proceso de
investigacion que se aplicaran de manera ordenada y sistematica en la realizacion
del estudio. Expondremos el conjunto de técnicas y métodos que emplearan para
llevar a cabo las tareas vinculadas a la investigacion, es decir, dedicaremos este
tercer capitulo a hablar de la metodologia de la investigacion para otorgarle validez
y rigor cientifico a los resultados obtenidos en el proceso.

En un andlisis historico epistemoldgico implica segun Buendia y Montiel (2012):

. no sélo la relatoria de hechos historicos, sino la busqueda de las
circunstancias socioculturales que rodean la generacion de conocimiento
matematico. Es una busqueda del hacer del hombre en tanto sujeto social,
generando y usando el saber matematico en cuestion en situaciones
socioculturales especificas para mostrar que dicho conocimiento no esta
formado por conceptos aislados, sino que es producto del desarrollo de
ciertas practicas” (P. 68-69)

Por lo anterior debemos realizar la busqueda de las circunstancias socioculturales
gue rodean al desarrollo histérico-epistemoldgico de los nameros complejos,
consideramos adecuado usar aspectos metodoldgicos propuestos por Espinoza.

3.1 ACERCAMIENTO DE
ESPINOZA PARA UN ANALISIS
HISTORICO-EPISTEMOLOGICO

Nuestro objetivo es estudiar cdmo se hacia mateméticas en desde tres escenarios,
conocer qué entendia el autor o los autores por hacer matematicas, ya que esto nos
permite entender el contexto en el que surge el escenario que vamos a analizar.
Para lograrlo Espinoza (2009) propone un esquema metodolégico que se basa en
mirar a una obra matematica desde las condiciones de su produccién, sus
mecanismos de difusién y su posicién en la produccién completa del autor

UNA PRODUCCION CON HISTORIA

En este primer momento se pretende entender las circunstancias individuales y
colectivas en las cual se produjo una obra y del contexto sociopolitico en el cual se
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produjo. Es decir, busca entender las condiciones de produccién de la obra y las
intencionalidades que emerjan de este proceso, para tener elementos que permitan
caracterizar la racionalidad involucrada y los medios de significaciéon utilizados por
el autor o la época para significar el conocimiento matematico involucrado. Esto es:

e Vida personal
% Su cuna (familia)
% Su formacion
% Episodios relevantes de su vida

e Epoca

%+ Contexto sociopolitico en fechas relevantes
+ Problemas abordados por la ciencia de la época

¢ Vida profesional

«+ Carrera académica
+ Relacion con sus colegas
+ Intereses académicos

Se busca entender el significado que el autor atribuye a su obra como objeto de
difusion ya que esto nos llevara a conocer la intencionalidad. Por ello debemos
conocer las intencionalidades y los factores de la difusidén, de manera que podamos
acercarnos al pensamiento del autor de la obra mediada y ademas considerar una
vision general del periodo histérico.

e Tipo de produccion:

% Publicacion cientifica
Obra didactica
Carta entre matematicos
Ensayos
Etc.

7
L X4

*
°e

7 R/
L X GE X 4

e Medio de difusion
¢ Institucion publicadora

e Condiciones del medio de difusion:
% Cantidad de paginas
+»» Comité de evaluacion
+ Intencionalidad especifica de la obra



Pagina |30

PARTE DE UNA EXPRESION
INTELECTUAL MAS GLOBAL

Se interpreta como la produccién matematica del autor, en conjunto de las diversas
publicaciones sobre la epistemologia del conocimiento o sobre temas de actualidad
quizas medios alejados a su produccion matematica.

e Obras relacionadas a la obra estudiada

e Ensayos de corte epistemologico o metafisico
e Correspondencias entre matematicos

e Obras relevantes en la produccion del autor

Este analisis nos permite entender el contenido matematico, desprender elementos
para considerar los medios de significacion utilizadas y ademas para entender la
racionalidad involucrada. Es decir, porqué se escribe lo que se escribe.

3.2 MALLA GENERAL

A continuacién, presentaremos la estructura general de las mallas que usaremos
para describir cada uno de los escenarios de significacion. En seguida, tomamos el
ejemplo ilustrativo de una malla y asignamos un nimero a cada bloque para facilitar
dicha descripcion.

ETAPA
CIENTIFICOS
EPOCA Y VIDA PROFESIONAL PRODUCCION E INTENCIW
s personales relevantes A
=
Carrera
academica. IMedios de
comunicacion con la

Contexto T
sociopolitico. Intereses cientifica.

académicos

Intencionalidad y uso
situado de los
i i complejos.

Datos familiares ghpé:;:sorgzterlales 5

relevantes .
Problemas escritos.
abordados por
cientificos de la
SlpbLEl Relacién con sus | Condiciones de

colegas. difusién
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1. Aqui se mencionara qué etapa es la que se trabajara y brevemente describir
en qué consiste cada etapa.

2. En este punto mencionaremos quiénes son los cientificos principales que
hemos decidido analizar con respecto a cada una de las etapas.

3. En este bloque mencionaremos cuales seran los aspectos relevantes
especificos de la vida personal y profesional de cada uno de los matematicos
a analizar.

4. Para este ultimo punto de la malla mencionaremos lo que vamos a analizar
respecto a las producciones de los investigadores y ello nos pueda
desencadenar cual era la produccion y la intencionalidad de sus trabajos.

3.3 MALLAS DE LOS TRES
ESCENARIOS DE
SIGNIFICACION

La funcionalidad de esta metodologia en el presente trabajo de investigacion retoma
sélo algunos aspectos metodolégicos anexando ademas la intencionalidad y el uso
del objeto matematico, pues analizaremos los escenarios histéricos y no
necesariamente alguna obra matematica. Los puntos a retomar los mencionaremos
a continuacion; por ello realizamos las siguientes mallas que nos apoyaran a
presentar qué vamos a mostrar en cada uno de los tres escenarios de significacion
(algebraico, analitico y geométrico).
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3.3.1 PRIMER ESCENARIO DE
SIGNIFICACION: ETAPA ALGEBRAICA

A continuacién, presentamos la primera malla metodolégica correspondiente a la
etapa algebraica.

ETAPA ALGEBRAICA
Primeras operaciones realizadas con raices cuadradas de cantidades negativas.

Niccold Fontana Tartaglia Y Girolamo Cardano.

EPOCA Y VIDA PROFESIONAL PRODUCCION E INTENCIONALIDAD
Datos personales relevantes
Carrera
académica. Medios de
comunicacion con la
Contexto comu,nid_ad
sociopolitico SEELEMITE
: Intereses cientifica.
académicos
Intencionalidad y uso
situado de los
. Tipos de materiales | cOmplejos.
Datos familiares publicados o
Problemas TEHRUEIDE escritos.
abordados por
cientificos de la
epoca. Relacion con sus | Condiciones de
colegas. difusion




Pagina |33

En seguida encontraremos la malla metodoldgica correspondiente a la etapa

analitica.

ETAPA ANALITICA
Generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias al desarrollo del andlisis

infinitesimal.

Daniel Bernoulli, Leonhard Paul Euler, René Descartes, Gottfried Wilhelm Leibniz

y Simén Stevin

EPOCA

Vida
profesional

Intencionalidad y uso

Problemas
abordados de
los nimeros
Imaginarios
por
cientificos de
la época.

Datos
personales
relevantes.

Relacion
con sus
colegas.

Intencionalidad y uso especifico de los investigadores en
la produccién de raices imaginarias para poder entender
el porqué de sus declaraciones las cuales con las
siguientes:

Euler: “Como todos los numeros imaginables son
mayores, menores o iguales a cero, entonces es
claro que la raiz cuadrada de un nimero negativo
no puede ser uno de estos numeros, [...] y esta
circunstancia nos lleva al concepto de tales
nameros, que por su naturaleza son imposibles y
ordinariamente son llamados imaginarios o
nameros falsos, porque solo existen en la
imaginacion”.

Descartes interpretaba a los nimeros imaginarios
como una sefial de que un problema no tenia
solucion

Simoén Stevin, 1585: “Tiene toda la legitimidad el
gue uno se ejercite en otras tareas y no pierda el
tiempo en inexactitudes”.

Leibniz no tenia duda sobre la importancia de los
numeros imaginarios. En 1702 escribio: “El
Espiritu Santo encontré una salida sublime en esta
maravilla del andlisis, ese presagio del mundo
ideal, ese anfibio entre el ser y no ser, el cual
llamamos la raiz imaginaria de la unidad negativa”.
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Finalmente presentamos la malla metodol6gica de la etapa geométrica.

ETAPA GEOMETRICA
Primeras construcciones geométricas realizadas con raices de cantidades negativas.

Analizaremos la primera interpretacion geométrica ideada por Wallis de los
ndmeros imaginarios ya que este trabajo fue un gran progreso a la
interpretacibn geométrica de las raices imaginarias.

EPOCA Y VIDA PROFESIONAL PRODUCCION E INTENCIONALIDAD

EPOCA Vida profesional | Intencionalidad y uso
Problemas

abordados de los

nameros

iImaginarios Carrera

respecto a la académica.

interpretacion
geomeétrica por
cientificos de la
época.

Intencionalidad y uso especifico de en la
primera interpretacion geométrica de raices
imaginarias.

Intereses Relacién con sus
académicos colegas.
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cAPiTuLO 4

Analisis historico-epistemoldgico hacia los escenarios de significacion

“Cémo es posible que la matematica, un producto del
pensamiento humano independiente de la
expetiencia, se adapte tan admirablemente a los
objetos de la zealidad”

Albert _finstein
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5. ANALISIS HISTORICO-
EPISTEMOLOGICO
HACIA LOS
ESCENARIOS DE
SIGNIFICACION

En este apartado se describe las primeras evidencias escritas de la génesis del
significado de las raices negativas dadas por Heron y Diofanto de Alejandria que
posteriormente es usado para la nocion de los nameros complejos:

Herdn de Alejandria

Segun Maluendas (2019) la evidencia escrita mas
antigua que se conoce del céalculo de una raiz cuadrada
de una cantidad negativa data de aproximadamente del
afio 75 d. C. Esta aparecié en el libro Estereometria,
escrito por el griego Heron de Alejandria en el siglo |
después de Cristo (d. C). ¢Como aparece la raiz
cuadrada de una cantidad negativa? Pues bien, Heron de
Alejandria queria calcular la altura de una piramide
truncada de base cuadrada como se muestra en la
siguiente figura, donde a = 28 unidades yb = 4
unidades eran las medidas de los lados de los cuadrados
inferior y superior, respectivamente, y ¢ = 15 unidades
era el valor de la arista inclinada.
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Usando la férmula para hallar dicha altura denotada como h, tendriamos

2
—b . > . .
entonces que h = [c? — (aT) . Heron también lo conocia esta ecuacion y en la

solucion de su problema, €l escribié (usando los términos actuales)

N
h =J(15)2 —(282 4) = /125 —2(144) = V125 — 144 — 144

= V81— 144

De la anterior igualdad concluimos que el valor de la altura de la pirdmide es h =
v—63. Sin embargo, en el siguiente paso Herdn calculé lo siguiente h =

V144 — 81, aun se desconoce si fue un error de Heron o de las personas
encargadas de transcribir su libro.

Diofanto de Alejandria en el siglo Ill d. C. encontr6 en circunstancias muy
parecidas, en su obra Aritmética de aproximadamente el afio 275 d. C., el
autor deseaba encontrar la medida de los lados de un triangulo rectdngulo con
area 7 unidades cuadradas y perimetro 12 unidades. Sea x y y denotando las
medidas de los lados de dicho tridngulo rectangulo, entonces el problema se
plantea de la siguiente manera en términos algebraicos

%=7 y xt+y?=(12-x-y)?

Despejando en la primer ecuacién la variable y y sustituyendo en la segunda
ecuacion se obtiene la siguiente ecuacion de segundo grado
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24x% —172x + 336 = 6x2 —43x + 84 ...(¥)

Si usamos la férmula general cuadratica concluimos que las soluciones de la
ecuacion (*) son:

_ 43++/-167
N 12

Sin embargo, Diofanto escribid que la ecuacion (*) no podria resolverse a menos
gue la mitad del coeficiente de x multiplicado por si mismo, menos 24 X 336 sea
un cuadrado. Obviamente,

X

172\2

(T) — 24(336) = —668

Para ese momento histérico, esto no podia ser un cuadrado puesto que no
podemos encontrar un real tal que su cuadrado sea —668.

Después de Diofanto, tal parece que no era aceptada la posibilidad de que un
objeto fuese la raiz cuadrada de una cantidad negativa. Alrededor del afio 850
d. C. el matematico hindi Mahaviracarya estableci6 la siguiente ley para tratar a
las raices de las cantidades negativas en su unico libro Ganita Sara Samgraha:

“Como en la naturaleza de las cosas (cantidades) negativas no son cuadrados
(cantidades), por lo tanto, no tienen raiz cuadrada”.

Asi mismo, el conocido matematico y astronomo hindu Bhaskara Acharia (1114-
1185) en su libro Bijaganita escribio:

“..nunca puede haber un cuadrado negativo como se ha demostrado”.

4.1 PRIMER ESCENARIO:
ETAPA ALGEBRAICA

Como ya hemos mencionado antes las primeras apariciones de los numeros
complejos se remontan a los tiempos de los griegos y el intento de resolver
ecuaciones de segundo grado por métodos geométricos.

Fue entonces hasta que surge el algebra y el intento de solucionar ecuaciones de
tercer grado, cuando se retoman las investigaciones en el campo complejo.

Es importante mencionar que seria incorrecto decir que la aparicion de los nimeros
complejos se debid a la imposibilidad de resolver todas las ecuaciones cuadréticas,
ya que los matematicos de entonces simplemente no se interesaban en ello. La
motivacion real de entenderlos, viene de las ecuaciones cubicas.
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Para analizar como surgen los nimeros complejos desde el algebra, haremos una
introspeccion de todo lo acontecido desde el contexto, el uso y la intencionalidad de
este primer escenario.

Durante el periodo del renacimiento fue en Italia cuando por vez primera los
algebristas se dedican a investigar seriamente los nimeros complejos y penetran el
halo misterioso en que se hallaban envueltos desde la antigiiedad.

El Renacimiento es el movimiento cultural que surge en Europa el siglo X1V y XV
pero su apogeo es en el siglo XVI, caracterizado por un renovado interés por el
pasado grecorromano clasico y especialmente por su arte.

El Renacimiento se caracteriz6 en matematicas, principalmente por el surgimiento
del algebra y fue una continuacion de la tradicibn medieval.

En la primera mitad del siglo XVI en Italia, en ciudades como Bolonia y Milan los
matematicos celebraban concursos de problemas en las plazas publicas seguidos
con pasion por miles de ciudadanos segun Martin (2013). Los desafios empezaban
cuando se dejaba un escrito en una puerta de alguna iglesia, a forma de reto y
concluian con el enfrentamiento dialéctico de los matematicos en un acto publico
seguido por cientos de ciudadanos. Muchos de los problemas matematicos objeto
de disputa estuvieron relacionados con la busqueda de las soluciones de las
ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto grado, es decir, aquellas en las que el
grado maximo de las variables es tres o cuatro, respectivamente. Durante siglos
grandes matematicos de la talla de Gauss y Euler trataron de dar con una férmula
general para resolverlas y en el camino surgieron conceptos fundamentales como

los nimeros complejos y la teoria de grupos.

A diferencia de los matematicos actuales que construyen su carrera académica
publicando sus resultados para obtener un puesto inicial como profesores y luego
algun cargo definitivo, en cambio en la época del Renacimiento los matematicos se
parecian mas a profesionistas independientes, es decir, ganaban su sustento en los
desafios antes mencionados con otros en competencias publicas con la resolucion
de problemas, y el ganador se llevaba todo: tal vez premios en metalico, cierta
“gloria” y con suerte el apoyo de un acaudalado patrocinador. Las oportunidades de
ganar un concurso de ésos estaban claramente relacionadas al conocimiento de
como resolver problemas que otros no pudieran, por lo que mantener nuevos
resultados descubiertos en secreto era el estilo de la época.
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A continuacién, presentamos los avances que se dieron en esta época en las
distintas areas de la matematica.

o Johannes Regiomontanus (1436-1476), natural de Konigsberg (hoy dia en
Alemania), dio la primera presentacion sistematica de la trigonometria tanto
plana como esférica usando senos y cosenos. Algebraicamente escribia “res”
para x y “census” para el cuadrado.

o Elinglés Robert Recorde (1510-1558) fue el primero en utilizar el simbolo =
para la igualdad, afirmando que “no puede haber dos cosas mas iguales”.
Por su parte, el aleman Christoff Rudolff emple6 en 1525 el simbolo actual
de la raiz cuadrada, mientras que el bavaro Adam Ries (1492-1559) publicé
libros aritméticos de los que se hicieron mas de cien reediciones y establecio
definitivamente la utilizacion de los signos + y —.

o El'matemético Scipione del Ferro (1465-1526), de la Universidad de Bolonia,

descubrié como resolver la llamada cubica reducida, un caso de la cubica
general en el que no esta presente el término de segundo grado. Como su
solucion de la cubica reducida es un paso clave para el primer avance en la
comprension de V-1, es importante entender qué hizo Del Ferro.
La cubica resuelta por Del Ferro, por otra parte, tenia la forma general x3 +
px+q=0. Donde p y g son no negativos. Igual que Diofanto, los
matematicos del siglo XV I, incluyendo a Del Ferro, evitaban los coeficientes
negativos en sus ecuaciones.

La solucién de una ecuacion cubica de la forma x3 + px = q esta dada por:
Seax=u+v
u+v)2+plu+v)=q
Desarrollamos
ud+3utv+3uvi+vi+putvp =g
wWd+v3i+3Wwv+rviw)+plu+v) =g
wW+v3+3w+w)(u) +plu+v) =q
W+ 3+ CBuw+p(w+u) =q
Escogemos a 3uv = —p, entonces

ul+v3=gq
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Como escogimos a 3uv = —p, de ello sabemos que v = 5

SCIRT

Multiplicamos a toda la ecuacién por u3
3
6 3 —
u®—u’q——=20
1737

Resolvemos usando la formula general para ecuaciones cuadraticas y

obtenemos
3
q*x fqz + 4%
ud =
2
q, [¢* p?
3_1 + | = r
wEo T Tty
Entonces

p3
qt |9®+455
v3 =
2
3_Q+ q_z E
viES T Ity

Entonces

Dada la simetria un signo pertenece a u y otro a v

Por lotantocomo x =u + v
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De esta manera llegaban a la solucién de ecuaciones cubicas, puede parecer
muy extenso, pero es mucho mas simple que muchas férmulas algebraicas.

Estos resultados eran un triunfo matematico, la culminacion de una historia
gue habia abarcado milenios. No obstante, habia tenia un pequefio detalle,
a veces el método funcionaba de manera brillante, pero en otras veces la
fébrmula se comportaba tan enigmatica como misteriosa, ya que se
encontraba con raices negativas.

Férmula algebraica para la resolucion de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado que fue publicado en 1545 por el matemético italiano Gerolamo
Cardano en su Ars magna. Basada en estudios de Fibonacci que ya observa
gue algunas ecuaciones de tercer grado no tenian raices racionales.
Tartaglia, apodo de Niccolo Fontana, porque era tartamudo, demostré que
algunas ecuaciones de tercer grado se podian resolver con una férmula.

Cardano: abogado de Milan y profesor de Geometria en la Universidad de
Pavia. Catedratico de Medicina en su ciudad natal en 1543 y en Bolonia en
1562. Sus trabajos en astrologia incluyeron un horéscopo de Cristo. Autor de
mas de 200 tratados, los mas famosos fueron su Ars Magna en 1545 con las
primeras soluciones publicadas de ecuaciones de tercer y cuarto grado y el
Liber de ludo aleae que contiene algunos de los primeros trabajos sobre
probabilidad. Cardano llamaba a los nimeros negativos "falsos", pero en su
"Ars Magna" los estudié exhaustivamente.
Algunas obras publicadas son las siguientes:

e De malo recentiorum medicorum usu libellus, 1536

e Practica arithmetice et mensurandi singularis, 1539

e De consolatione, 1542

e De sapientia, 1544

e Artis magnae, sive de regulis algebraicis, 1545

e De immortalitate animorum, 1545
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e Liber somniorum, 1562
e Contradicentium medicorum, 1536
e In Cl. Ptolemaei... Quadripartitae Constructionis liboros Commentaria,
1554
e De subtilitate rerum, 1550
e Liber de libris propriis, 1557
e De varietate rerum, 1557
e Opus novum de proportionibus numerorum, motuum, ponderum,
sonorum, aliarumque rerum mensurandarum. Item de alia regula,
1570
e De propia vita, 1643
e Metoposcopia, 1658
e Theonoston, 1663
e Prosseneta
e Liber de ludo aleae
» Tartaglia: Fue inventor del método de la formula para resolver ecuaciones
cuadraticas y de tercer grado. Otras aportaciones destacables de Tartaglia
fueron los primeros estudios de aplicacion de las matematicas a la artilleria
en el célculo de la trayectorias de los proyectiles (trabajos confirmados
posteriormente por los estudios acerca de la caida de los cuerpos realizados
por Galileo), asi como por la expresion matematica para el calculo del
volumen de un tetraedro cualquiera en funcion de las longitudes de sus lados,
la llamada férmula de Tartaglia, una generalizacion de la formula de Herén
(usada para el calculo del area del triangulo). Ademas de sus trabajos
matematicos, Tartaglia publicd las primeras traducciones al italiano de las
obras de Arquimedes y Euclides.
También escribié un libro sobre teoria de numeros en el que pueden
encontrarse entretenidos rompecabezas, por ejemplo:

« Tres matrimonios (en los cuales los maridos son
extremadamente celosos) quieren cruzar un rio en una barca
en la que caben como maximo dos personas. Determinar como
debe planificarse el cruce si no puede dejarse a ninguna mujer
en compafiia de un hombre a menos que su marido esté
presente.

« Tres personas quieren repartirse el aceite que hay en una
garrafa de 24 litros. Determinar como puede hacerse el reparto



Pagina |44

si se dispone de tres garrafas vacias con capacidades
conocidas de 5, 11 y 13 litros.
Algunas obras de Tartaglia son las siguientes:
e Trattato di numeri et misure.
e Nuova Scientia, cioe invenzione nuovamente trovata utile per ciascuno
speculativo matematico bombardero et altri (1546).

e Questi et invenzioni diverse.

e La travagliata invenzione.

e Trattato di aritmética.

» Cardano: Segun Riviera (2001) Para Cardano el juego se convirtié en una
adiccién que duré muchos afos y le hizo perder mucho tiempo valioso, dinero
y reputacion. También fue un ardiente astrélogo, llevaba amuletos y predecia
el futuro durante las tormentas. En 1570 fue encarcelado acusado de hereje
por realizar el hor6scopo de Jesucristo y escribir el libro "En homenaje a
Neron" odia emperador anticristiano. Después de algunos meses es liberado
perdiendo su posicion como profesor y su derecho a publicar libros. Se
trasladé a Roma como astrélogo papal donde redact6 su autobiografia que
termino una semana antes de su muerte.

También publicé Liber de ludo aleae, que contiene algunos de los primeros
trabajos sobre probabilidad, en los que aprovechd su experiencia como
jugador y una autobiografia extremadamente franca, De propria vita, que
adquirié cierta fama. Hay una leyenda que mantiene que mediante la
astrologia predijo el dia de su muerte, el 21 de septiembre de 1576, y que se
suicido para hacer correcta la prediccion.

Pero Cardano ha pasado a la historia porque se apropio de los resultados de
Tartaglia y de Nicolo Ferrari, los descubridores de la solucién de la ecuacion
cubica y cuértica, publicandolos antes que ellos.

» Tartaglia: En 1537 publicé un libro sobre balistica en el cual postulaba
correctamente que todo proyectil tiene alcance maximo cuando se dispara
con un angulo de 45 grados, pero no dio la demostracién de este hecho.
Tartaglia escribié un libro sobre Teoria de nameros en el que pueden
encontrarse entretenidos rompecabezas.
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4.1.2.3 Datos familiares relevantes.

» Cardano: comenz6 como asistente de su padre, que le ensefi6 Matematica.
Pero él aspiraba a mas y empez6 a pensar en hacer
una carrera. Aunque su padre queria que estudiara
derecho, Cardano ingresé a la Universidad de Pavia a
estudiar medicina, estudios que luego debi6 continuar
en la Universidad de Padua por la guerra. Cardano se
gradud de médico en 1525. Malgasto lo que recibi6 de
su padre y se dedico al juego para mejorar sus
finanzas (dados, cartas, ajedrez), del cual hizo un
medio de vida ya que habitualmente era mas lo que
ganaba que lo que perdia. En este ambiente estuvo
rodeado de gente de dudosa reputacion.

Girolamo Cardano Aunque, en varias ocasiones, Cardano habia sido
(1501-1576) profesor de matematicas de las universidades de

Milan, Pavia y Bolonia, teniendo que renunciar de todas ellas por algin
escandalo. Al regresar de Escocia era un importante profesor de Medicina en
la Universidad de Pavia y con muchos pacientes adinerados, se transformo
en un hombre rico y afortunado. En 1546, muri6 su mujer Lucia y se
transformé en rector del Colegio de Médicos de Mildn. Su mujer muri6 a la
edad de 31 afos, dejando a Cardano con dos hijos y una hija. De ellos, el
mayor, Giambattista estudié medicina y parecia tener un brillante porvenir.
Giambattista se cas6 y su mujer tuvo tres hijos, ninguno de los cuales resulté
ser de su marido. Parece ser que por ello Giambattista le prepard un pastel
con arsénico y ella muri6. Giambatista fue encarcelado, torturado y
finalmente ejecutado el 13 de abril de 1560, ya que Cardano no pudo pagar
la suma de dinero que te exigian para salvar a su hijo.
Todo esto afect6 mucho a Cardano. Con su otro hijo tampoco tuvo consuelo,
fue un criminal y estuvo en prision muchas veces por ello. En 1562 abandono
Milan, la ciudad de sus triunfos y tragedias, siendo profesor de medicina en
la universidad de Bolonia.
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» Tartaglia: Su verdadero nombre era Fontana, pero fue apodado Tartaglla por
su tartamudez, cuando tenia doce afios, las
tropas francesas al mando de Gastén de
Foix tomaron la ciudad de Brescia. Niccolo
Fontana, a pesar de estar refugiado en la
catedral, recibio varias heridas, una de ellas
en la boca. Las secuelas de esta herida le
causaron la tartamudez que dio origen al
sobrenombre Tartaglia (tartamudo) con el
gue llego a firmar sus obras. Su cara quedoé
desfigurada, lo cual lo oblig6 siempre a usar
barba para disimular sus cicatrices.
Huérfano de padre (pues murié en
masacre) y sin medios materiales para proveerse una instruccion formal, se
cuenta que Tartaglia solo aprendié la mitad del alfabeto (exactamente hasta
la letra k) de un tutor privado antes de que el dinero se agotara, Y,
posteriormente, tuvo que aprender el resto por su cuenta. Sea como fuere,
su aprendizaje fue esencialmente autodidactico
Hijo de una viuda pobre, fue autodidacta desde los 14 afos, edad en la que
aprendié a escribir. Estudié por si solo griego, latin y matematica, disciplina
con la cual, debido a su habilidad, pudo ganarse la vida ensefiando en
Verona hasta que en 1534 se traslada a Venecia donde muere, en la misma
pobreza que le acompafio toda su vida.

4.1.2.4 Relacion entre colegas.

En el estudio de las ecuaciones cubicas tenemos como protagonistas principales a
Niccolo Fontana, Tartaglia, Girolamo Cardano, Scipione del Ferro, Ludovico Ferrari
y como actor secundario a Antonio Maria del Fiore.

En la década de los 30, llega a oidos de Tartaglia que un tal del Fiore posee un
método para resolver ecuaciones cubicas. En una época como aquella, en la que el
interés por el algebra estaba creciendo de manera significativa entre los
matematicos en Europa, poseer un meétodo para resolver estas ecuaciones
resultaba valiosisimo. Por ello, intrigado por la posibilidad de que dicho método
pudiera existir, entonces €l se puso a trabajar en el tema de forma autodidacta
encontrando tal método un tiempo después.

En aquella época, como ya hemos mencionado antes era habitual organizar
desafios entre matematicos en los que cada uno proponia problemas que el otro
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tenia que resolver. A raiz del trabajo de Tartaglia, se organiz6 un desafio que
enfrentara a Del Fiore, los resultandos arrojaron a Tartaglia como ganador de
manera aplastante (resolvio todos los problemas propuestos por Del Fiore, mientras
gue este no fue capaz de resolver ninguno de los que le tocaron).

De esta aplastante victoria de Tartaglia tuvo conocimiento Cardano, el cual intenta
convencerlo para que le revele el método que habia descubierto y asi poder
publicarlo en su obra Ars Magna, que estaba preparando en aquellos afios. Pidio al
librero Zuantonio da Bassano que era conocido de ambos que se entrevistara con
Tartaglia en Venecia, encomienda que llevo a cabo el 2 de enero de 1539. En este
encuentro le pidié6 en nombre de un hombre respetable médico de Milan, llamado
Messer Gerolamo Cardano que le contara la forma de resolver las ecuaciones
cubicas para publicarla en su libro, dando créditos a Tartaglia como autor. La
respuesta fue negativa: “Dile a su Excelencia que debera disculparme, pero que
cuando decida hacer publica mi invencién sera en mi propia obra y no a través de
la de otros”.

Por otra parte, Tartaglia también rechazo darles las respuestas a los 30 problemas
de Del Fiore, proporcionandole Unicamente las preguntas que éste le habia
propuesto en la disputa (que, por otra parte, podian ser obtenidos por cualquier
persona pidiéndolas al notario, ya que eran publicas).

Cardano volvio a insistir y el 12 de febrero le escribi6 una carta a Tartaglia
mandandole comentarios de elogio sobre su libro la Nuova Scientia y reiteré sus
peticiones. Tartaglia continué imperturbable, aunque esta vez acepto resolver dos
de los problemas propuestos por Cardano. Al mes siguiente, el 13 de marzo,
Cardano volvié a enviar una nueva carta, esta vez cambiando su estrategia, le
invitaba en ella a pasar unos dias con él en Milan y expresaba interés por sus
instrumentos de artilleria. Ademas, argumentaba que si aceptaba la invitacion
tendria mucho gusto en poder presentarle a Alfonso de Avalos (1502-1546)
Marqués del Vasto en el castillo de la vecina localidad de Vigevano, en donde Del
Vasto era un noble espafol y un militar de cierto prestigio.

Esta oportunidad era valiosa para Tartaglia ya que podria mostrarle al Marqués sus
estudios e invenciones en el campo de la artilleria, de los que el mismo Cardano ya
le habia hablado. Esta udltima propuesta debié de interesar a Tartaglia, que
finalmente decidié aceptar la invitacion y acudir a Milan, este encuentro fue en la
casa de Cardano el 25 de marzo de 1539.

Las presiones de Cardano sobre Tartaglia durante la breve estancia de éste en
Milan debieron ser grandes, de tal manera que en el escrito de Martin (2013), relata
los hechos ocurridos en la version de Tartaglia:

Tartaglia: Te digo: he rechazado tu peticion no por causa de este capitulo y
de los descubrimientos que en él se encuentran, sino por las cosas que
pueden ser descubiertas conociéndolo, puesto que es la llave que abre el
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camino para numerosas otras areas. Yo mismo habria encontrado una regla
general para muchos otros problemas, si no estuviera ocupado en la
traduccion de Euclides a la lengua nacional (hasta el momento he llegado en
mi traduccion hasta el Libro XIllI). Pero cuando esta tarea que ya he
empezado, esté acabada, planeo publicar una obra sobre su aplicacion
practica junto con una nueva algebra... Si se la diera a un tedrico, como
vuestra Excelencia, él podria facilmente encontrar otros capitulos, con la
ayuda de esta explicacion (ya que es facil aplicar la explicacion a otras
cuestiones) y publicar los frutos de mi descubrimiento bajo otra autoria. Esto
acabaria con todos mis planes.

Cardano: Juro por los Santos Evangelios y por mi fe como caballero no hacer
publicos tus descubrimientos, si me los cuentas; del mismo modo prometo y
aseguro por mi fe de buen cristiano que los escribiré en cifra, de manera que
nadie que los lea tras mi muerte y pueda comprenderlos. Si yo, en opinion
vuestra soy un hombre honesto, contadmelo y, si no es asi, demos entonces
por terminada esta conversacion.

Tartaglia: Si no confiara en un juramento como el vuestro, entonces, desde
luego, yo mismo mereceria ser considerado un ateo.

Finalmente, Tartaglia cedié a comunicar su férmula.

Por otro lado, Fiore conocia el método de resolucion porque Scipione del Ferro,
profesor suyo, se lo habia comunicado afios antes. Es decir, Del Ferro fue el primero
(que se sepa) que cred un método de resolucidn para una cubica. En 1542, Cardano
y Ferrari viajan a Bolonia en busca de los trabajos hechos por Del Ferro y es Della
Nave (yerno de Del Ferro) quien se los proporciona.

Al verlos, Cardano comprueba que el método de del Ferro para resolver la cubica
x3 + px = q era el mismo que el de Tartaglia, por lo que entiende que la promesa
gue le habia hecho este de no publicar su descubrimiento ya no tiene validez.
Cardano publica el método de Del Ferro en Ars Magna en 1545, y Tartaglia entra
en célera. Aunque Cardano lo nombra varias veces en su obra, Tartaglia se siente
traicionado.

Tartaglia responde publicando un afio después un libro con su método y con
ataques a Cardano. Este no responde a dichos ataques, pero si lo hace Ferrari.
Este enfrentamiento acaba con un nuevo “duelo matematico” entre Tartaglia y
Ferrari que se convierte en un auténtico fendmeno social. Durante el duelo se
produce una discusion por uno de los problemas de Ferrari que Tartaglia no habia
resuelto alargando la sesion hasta la hora de la cena, quedando interrumpida hasta
el dia siguiente. A esta nueva sesion Tartaglia no se presentd, por lo que Ferrari
debié ser proclamado ganador. Mas tarde Tartaglia escribiria que el acoso de la
multitud, favorable al contrincante local influyé en el resultado.
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La historia termina el dia 11 de agosto de 1548. Estaba amaneciendo, Niccolo
Tartaglia subido en una burra de poca alzada, dejaba a sus espaldas Milan en
direccion oeste hacia Brescia, su ciudad natal.

En este apartado en el tema 4.1.3.1 se describen los medios de comunicacion con
la comunidad académico cientifica, tipos de materiales publicados o escritos y
condiciones de difusién; en el tema 4.1.3.2 describiremos cual era la intencionalidad
y el uso situado de los numeros complejos.

Iniciaremos con la descripcién de la redaccion del libro Ars Magna (cuyo titulo
completo es Artis Magnae sive de regulis algebraicis, es decir, Del Gran Arte, o de
las reglas algebraicas) escrito por Cardano en 1545 vio la luz en una imprenta de
Nuremberg. En esta obra aparecia el capitulo 1 del cubo, los otros dos capitulos
eran referentes a las ecuaciones de tercer grado reducidas y otros 10 mas hasta un
total de 13, que cubrian todas las formas posibles en las que una ecuacion cubica
podia presentarse. Ademas, se incluia la solucién para las ecuaciones de cuarto
grado descubierta por Ferrari reduciéndola mediante una cierta estrategia a una
ecuacion de tercer grado. El conjunto de los avances que este libro aportaba era
incalculable.

Un afio mas tarde, en Venecia y a sus expensas, lo que demuestra su impaciencia,
Tartaglia publicé un nuevo libro, Quesiti ed inventioni diverse (1546). En este libro
vuelve a aparecer ese personaje misterioso descrito por Cardano y que habia
intentado antes que él hacerse con la formula de Tartaglia sin éxito, nos referimos
a Zuanne di Tonini da Coi es el interlocutor del dialogo del Libro IX, dialogando con
Tartaglia cuenta su version de los hechos, Da Coi le hace preguntas y Tartaglia
argumenta sobre ellas, también reproduce Tartaglia las cartas intercambiadas sobre
este asunto con Cardano. No obtuvo ninguna respuesta de Cardano.

El argumento de esta historia vuelve a reanudarse el 10 de febrero de 1547.
Tartaglia por fin obtuvo respuesta a sus quejas, pero no de Cardano sino de
Ludovico Ferrari. Y esta respuesta le llego por medio de un cartel. Los carteles eran
una especie de carta publica, impresa y distribuida a todos los que en el asunto
tuvieran algo que ver, o que opinar. Ferrari envio este primer cartel no sélo a
Tartaglia, sino a todos los matematicos conocidos del momento, la imprenta venia
asi a jugar un nuevo papel en la historia de la ciencia, contribuyendo a la difusién
de estos documentos a caballo entre el panfleto y el prospecto publicitario. En su
cartel, Ferrari no so6lo no se defendia de las acusaciones contra Cardano hechas
por Tartaglia, sino que pasaba directamente al ataque. Acusaba a Tartaglia de haber
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plagiado partes de su libro, sefialaba multiples defectos de la obra, y le acusaba de
tener mala memoria a la hora de recordar lo sucedido con la promesa de no revelar
la solucién de ecuaciones cubicas.

Los carteles finalmente fueron doce, seis de Ferrari y seis respuestas de Tartaglia,
y aparecieron a lo largo de un afio y medio. Tartaglia dirigia todas sus respuestas a
ambos, Cardano y Ferrari. En el que lleva la fecha de 21 de abril de 1547, Tartaglia
enviaba una lista de treinta y un problemas para que su contrincante los resolviera.
En el cartel de respuesta, fechado el 24 de mayo Ferrari le enviaba otros treinta y
un problemas.

El dltimo de los carteles lleva la fecha de 24 de julio de 1548, en él Tartaglia
aceptaba definitivamente las condiciones del duelo, el lugar y los jueces, junto con
la fianza que cada uno debia abonar como garantia. Este tuvo lugar en la tarde del
10 de agosto de 1548 en Milan, en la iglesia de Santa Maria del Giardino de la Orden
de los Frailes Menores Observantes. Cada uno de los contrincantes presentd sus
respuestas a los problemas planteados por el otro.

La obra Ars Magna publicada por Cardano proporciona métodos para solucionar
ecuaciones cubicas que junto con x y x? también involucran el cubo de unaincégnita
x3 y ecuaciones de cuarto grado x*.

Usando los simbolos que usamos actualmente podemos escribir la solucion de
Cardano para las ecuaciones cubicas en un caso especial cuando tenemos x3 +
ax +b =0donde ay b € R. Si en dado caso x? se encontrara presente podemos
librarnos de él, de modo que este caso en realidad es valido para todos casos;
analicemos como llegaron a este resultado:

SeaAx3 4+ Bx*?+Cx+D=0conA4B,CD ER

Dividimos a toda la ecuacion entre A y tenemos

A
Tt T AT AT

. . . B C
Renombramos a las literales de la siguiente manera: azz,b ==Y la
ecuacion quedaria:

3+ax?+ bx+c=0

Por estrategia tomemos x = z — %

_23 _22 b _E _
(z 3) +a(z 3)+ (z 3)+c—0
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Desarrollamos:

2 -32243,(2) () 2

3+a<zz—22(%)+%>+bz—(%)b+c=0

3 3 3
1 a® 2 a® a
3_ .2 ,-.2_ % 2 _ %2 2 “ _ (= _
Z az +32a 27+az 3az+9+bz (3)b+c 0

1 a3 a
3 -, 2 % (% _
z 3Za 18+bz (3)b+C—0

Agrupamos de la siguiente manera
1 1
73+ (——a2 + b)z +—(=2a®—=9ab +27¢c) =0
3 27
Tomemos p = —éaz +by q=-2a%—9ab + 27c
Y obtenemos

Z3+pz+q=0

De esta manera demostré que cualquier ecuacion de la forma Ax3 + Bx? + Cx +
D = 0 podemos hacerla equivalente a una de la forma x3 + ax + b = 0.

Y usando el método empleado por Del Ferro llegaba a mostrar que la solucién de
una ecuacion cubica x3 + px + g = 0 estaba dada por

Con ello llegaban a la solucion de ecuaciones cubicas, puede parecer muy extenso,
pero es mucho mas simple que muchas férmulas algebraicas.

Estos resultados eran un triunfo matematico, la culminacion de una historia que
habia abarcado milenios. No obstante, habia tenia un pequefio detalle, a veces el
método funcionaba de manera brillante, pero en otras veces la formula se
comportaba tan enigmatica como misteriosa, ya que se encontraba con raices
negativas.

Un problema planteado por Cardano en su trabajo es el siguiente:

Si alguien te pide dividir 10 en dos partes cuyo producto sea... 40, es evidente que esta
cuestion es imposible. No obstante, nosotros la resolvemos de la siguiente forma.
Cardano aplicaba entonces su algoritmo al sistema de ecuaciones x +y = 10,
xy = 40 dando como soluciones 5 +v—15y 5 —+/—15. Por multiplicacién probaba
Cardano que el producto era 40. Esta es la primera constancia escrita de la raiz de

un numero negativo y de su manejo algebraico
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Cuando Cardano aplicaba la formula a la ecuacion x3 — 15x — 4 = 0, el resultado
se expresa como:

x = 3\/2 +v—-121 + 3\/2 —v-=121

Esta expresion parecia no tener ningun significado pues —121 no tiene raiz
cuadrada. Para hacer mas grande este misterio, hay una solucién obvia x = 4 pero
la ecuacién no nos la da. Entonces Cardano muy intrigado escribio a Tartaglia para
pedirle alguna aclaracion, pero como era de esperarse no recibié respuesta alguna.

Cardano hizo uso por vez primera de las raices cuadradas de nimeros negativos y
considerd la posibilidad de usar los niumeros imaginarios, aunque con mucha
cautela.

En una nueva edicion de su libro, en 1570, Cardano se adentra un poco mas en el
misterio de estos numeros y da algunas reglas para manipularlos.

Las ideas matematicas revolucionarias rara vez se descubren en los contextos mas
simples y mas obvios. Casi siempre surgen de algo mucho mas complicado. Asi
sucedi6 con la raiz cuadrada de menos uno. Hoy dia, lo habitual es introducir este
nlimero en términos de la ecuacién cuadratica x> + 1 = 0, cuya solucién es la raiz
cuadrada de menos uno, cualquier cosa que esto signifique. Como ya hemos
mencionado, entre los primeros matematicos en preguntarse si esto tenia un sentido
razonable estaban los algebristas del Renacimiento, que tropezaron con las raices
cuadradas de numeros negativos de una manera sorprendentemente indirecta: la
solucion de ecuaciones cubicas.

El contexto en el que surge estos nuevos numeros hace referencia a competencias
matematicas llevadas a cabo en plazas publicas donde dichos encuentros eran
seguidos por la ciudadania. Donde la intencionalidad de su surgimiento fue el hecho
de resolver una ecuacion cubica las cuales se encontraban en el centro de atencion
de los matematicos ya que buscaban una manera general de poder resolver dichas
ecuaciones. Este método fue originalmente descubierto por Del Ferro,
posteriormente generalizado por Tartaglia y finalmente publicado por Cardano en
su obra Ars Magna.

Todo esto se desarrollé en la época del Renacimiento donde el algebra y la
geometria se encontraban en su maximo esplendor, la época nos da cuenta por
ejemplo el por qué no figura ninguna mujer matematica, ademas de conocer el
contexto social y politico en los cuales se llevaron a cabo las publicaciones de
distintas obras. Claramente la disputa de la ecuacién cubica la gana Cardano pues
era un matematico de renombre y con un status social alto.
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Asi mismo el conocer su vida personal y profesional nos hace ver a través de sus
ojos la realidad en la que se encontraban inmersos cada uno de los investigadores,
Cardano era un hombre con vicios y viudo mientras que Tartaglia al quedar
tartamudo pierde muchas oportunidades en todos los ambitos y eso lo conlleva a
nacer y morir pobre, lo cual lo imposibilita de poder publicar los resultados de sus
descubrimientos.

Su origen y la valoracién inicial que merecen estos nuevos numeros a los
mateméaticos de la época: utiles como artificios de calculo, pero sin ninguna
significacion real. Hay que decir que la necesidad de resolucion de estas ecuaciones
no vino impulsada por ninguna exigencia de tipo practico, fue mas bien un interés
teorico.

Sin duda, el tener el acercamiento a estos ndmeros no Unicamente desde el
descubrimiento, sino desde todo lo que rodeé y forjo el surgimiento de las raices
negativas, nos permite sensibilizarnos de la realidad y no dar por trivial un hecho
gue llevo afios en forjarse y que Unicamente era el inicio del surgimiento de lo que
hoy en dia conocemos como numeros complejos.

ETAPA ALGEBRAICA
Primeras operaciones realizadas con raices cuadradas de cantidades negativas.

Niccolo Fontana Tartaglia Y Girolamo Cardano.

EPOCA Y VIDA PROFESIONAL
Datos personales relevantes

PRODUCCION E INTENCIONALIDAD

.Contexto Carrera Intencionalidad y
sociopolitico. académica. uso situado de los
Fue en lItalia, Cardano: complejos

durante el abogado de La obra Ars Magna
periodo del Milan, y profesor

renacimiento,
cuando por vez
primera los
algebristas se
dedican a
investigar
seriamente los
numeros
complejos.

El renacimiento
se caracteriz6é en

de Geometria en
la Universidad de
Pavia.
Catedratico de
Medicina. Sus
trabajos en
astrologia
incluyeron un
horéscopo de
Cristo. Autor de
mas de 200

Medios de
comunicacion con
la comunidad
académico
cientifica.
Carteles, libros y
correspondencia.

publicada por Cardano
proporciona métodos
para solucionar
ecuaciones  cubicas
gue junto con x y x2
también involucran el
cubo de una incognita
x3, y ecuaciones de
cuarto grado x*.

Estos resultados eran
un triunfo matemaético,
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matematicas,
principalmente
por el
surgimiento del
algebra y fue una
continuacion de
la tradicion
medieval.

En la primera
mitad del siglo
XVI en ltalia, en
ciudades como
Bolonia y Milan
los matematicos
celebraban
concursos de
problemas en las
plazas publicas
seguidos con
pasion por miles
de ciudadanos

tratados, los mas
famosos fueron
su Ars Magna,
(1545).

Tartaglia: Fue
inventor de un
método, como la
férmula para
ecuaciones
cuadraticas, para
resolver
ecuaciones de
tercer grado.
Otras
aportaciones de
Tartaglia fueron
los primeros
estudios de
aplicacion de las
matematicas a la
artilleria en el
calculo de la
trayectorias de
los proyectiles

Intereses
académicos
Tartaglia escribié
un libro sobre
Teoria de
nameros en el
que pueden
encontrarse
entretenidos
rompecabezas
matematicos.
Para Cardano el
juego se convirtid
en una adiccién
que te  duro
muchos afos y te
hizo perder
mucho tiempo
valioso, dinero y
reputacion.
También fue un
ardiente
astrélogo, llevaba

la culminacién de una
historia que habia
abarcado milenios. No
obstante, habia tenia
un pequefio detalle, a
veces el método
funcionaba de manera
brillante, pero en otras
veces la formula se
comportaba tan
enigmética como
misteriosa, ya que se
encontraba con raices
negativas.
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amuletos y
predecia el futuro
durante las
tormentas.

Problemas
abordados por
cientificos de la

época.
El matematico
Scipione del

Ferro descubrio
cémo resolver la
llamada cubica
reducida, un caso
de la cubica
general en el que
no esta presente
el término de
segundo grado.

La cubica
resuelta por Del
Ferro, por otra
parte, tenia la
forma general
x3+px+q=0.
Donde p y g son
no negativos.
Igual que
Diofanto, los
matematicos del
siglo XVI,
incluyendo a Del
Ferro, evitaban
los coeficientes
negativos en sus
ecuaciones.

Datos familiares
relevantes

En 1546, murid
su mujer Lucia'y
se transformoé en
rector del Colegio
de Médicos de
Milan, al cual
tanto te costo
ingresar. Su
mujer muri6 a la
edad de 31 afios,
dejando a
Cardano con dos
hijos y una hija.
Su verdadero
nombre era
Fontana, pero fue
apodado
Tartaglia por su
tartamudez,
cuando tenia
doce afios, las
tropas francesas
al mando de
Gaston de Foix
tomaron la ciudad
de Brescia

Tipos de
materiales
publicados o
escritos.

La redaccion de Ars
Magna (cuyo titulo
completo es Artis
Magnae sive de
regulis algebraicis,
es decir, Del Gran
Arte, o de las reglas
algebraicas) escrito
por Cardano en
1545 vio la luz en
una imprenta de
Nuremberg.

Relacién con
sus colegas.
Cardano publica
su obra Ars
Magna, donde
expone los
métodos

para la resolucién
de la ecuacion
cubica. Tartaglia
monta en célera 'y
acusa a Cardano

Condiciones de
difusion

En esta obra
aparecia el capitulo
del cubo y las cosas
igual al numero, los
otros dos capitulos
contenidos en los
versos de Tartaglia,
referentes a las
ecuaciones de
tercer grado
reducidas y otros 10




Pagina |56

de traidor y
deshonesto, por
haber faltado a su
juramento. Sin
embargo, un
joven

matemético de
apenas 18 de
edad, Ludovico
Ferrari , quien era
sirviente

de Cardano, sale
en defensa de su
protector diciendo
gue él estuvo
presente la noche
de la reunion
entre los dos
matematicos y no
hubo ningun
juramento.

En realidad, la
férmula para
resolver la
ecuacion cubica,
habia sido
descubierta
mucho antes por
el matematico
Scipione del
Ferro.

Luego Cardano
guedaba

libre de toda
culpa.

mas hasta un total
de 13, que cubrian
todas las formas
posibles en las que
una ecuacion cubica
podia presentarse.
Ademas, se incluia
la solucion para las

ecuaciones de
cuarto grado
descubierta por
Ferrari,

reduciéndola,
mediante una cierta
estrategia, a una
ecuacion de tercer
grado. El conjunto
de los avances que
este libro aportaba
era incalculable.
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4.2 SEGUNDO
ESCENARIO: ETAPA
ANALITICA.

En 1572 Bombelli public6 L Algebra, su objetivo principal

era poder clarificar el libro de Cardano. Lo que hizo Bombelli L'ALGEBR A

OPERA

, o H 1A 3 LasAeL Bexreany bogna
segun Bagazgoitia (2007) para solucionar la ecuacion x> — _""‘ ' AL Bousriitis deg
15x —4 =0 en la cual obtenifamos como resultado x = .o gy
3 3 ; (;omu‘l'io.:ﬁ:mﬁ‘“ delie maseric, che
V2 + =121 + {2 — V=121, fue operar con estos niimeros s

ignorando lo que signifique las raices negativas y operando
como si fueran nimeros ordinarios y respetando las reglas
del algebra, mostrando lo siguiente:

3
(2+V-1) =2++V-121
IN BOLGNA.

Por lo tanto, podemos escribir Per Giouanst Ko, 11DLXX1X.

Con boewcs & Supevion
3
/2 +V-121=2++v-1
De manera anéloga:
3/2 —V-121=2-+v-1

Ahora esta formula que tanto habia intrigado a varios matematicos como Cardano
podia reescribirse como:

x=2+V-1)+(2-V-1)=4

Con lo cual las raices negativas que tanto problema habian causado se estaban
anulando. De esta manera los calculos con toda formalidad, pero carentes de
sentido realizados por Bombelli conseguian una respuesta correcta, lo cual era un
namero real perfectamente normal, por todo ello podemos nombrar a Bombelli como
el padre de los niumeros complejos ya que fue el primero en desarrollar el algebra
para operar con estos nimeros.

Este extrafio método daba la respuesta correcta, pero llegaba a esto manipulando
las llamadas cantidades imposibles. Estos calculos hacian notar que esas raices
negativas podian usarse para el calculo de soluciones que si existian.
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La idea de Bombelli consistia en reducir a estos nimeros como unos de la forma
a + bi. En el libro L'Algebra, aparecen por vez primera el calculo con los niumeros
negativos, asi como también las reglas para sumar y multiplicar dichos nimeros. El
gran aporte de Bombelli al algebra, fue el de aceptar sin reserva la existencia de

v—1, como un nimero. A manera de ejemplo, Bombelli nos da las siguientes reglas:
1/_n . 1[_ = —n
v—n-:-—J-n=-n

siendo n un ndmero natural.

A pesar de lo aportado por Bombelli, su trabajo sobre esta materia (L’Algebra) fue
ampliamente ignorado y considerado como misterioso e incierto.

El nombre de niameros imaginarios lo dio, René Descartes, que se oponia a las
teorias de Bombelli. Otro investigador que también se oponia era Simon Stevin. Por
otro lado Euler fue quien denomind ia la unidad imaginaria, doscientos afios
después, en 1777y Leibniz decia de los niUmeros imaginarios que eran "una especie
de anfibios entre el ser y la nada".

En este apartado describimos el segundo escenario que corresponde a la etapa
analitica dada en la época del Renacimiento entre los afios de 1572 a 1673 (en 1572
fue la fecha de publicacion del libro L'Algebra de Bombelli y en 1673 la publicacion
del libro A treatise of algebra, both historical and practical libro escrito por Wallis,
donde se da una de las primeras interpretaciones geométricas de los nimeros
complejos).

Por lo tanto, algunos de los problemas abordados por los cientificos de la época
fueron los siguientes:

e El inglés Thomas Harriot escribia a, aa y aaa para indicar a, a? y a3,
respectivamente, e introdujo los signos > y < para las desigualdades
estrictas. Se fue a América con Sir Walter Raleigh y en 1603 Harriot
establecio el siguiente método para calcular el area de un triangulo esférico:

Se calcula la suma de los tres angulos y se le restan 180 grados. Si el
resultado se considera el numerador de una fraccion con denominador
360 grados, dicha fraccion nos indica la porcion del hemisferio
ocupada por el triangulo.
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e Francois Viete (1540-1603) conocido como Vieta, era abogado francés y
miembro del parlamento, pero su verdadera vocacion eran las matematicas.
En 1591 escribié In artem analyticem isagoge en el cual se aplicaba el
algebra a la geometria (hasta ese momento la gente habia aplicado la
geometria al algebra). Fue retado por el rey Enrique IV a resolver una
ecuacion especial de grado 45, cuya solucion pudo dar en pocos minutos tras
percatarse que la cuerda de un angulo de 360°/45 satisfacia la ecuacion.
Ademas, fue quien usé Unicamente geometria euclideana para construir los
circulos tangentes a tres circulos dados, recuperando asi una antigua
construccion que probablemente aparecia en un libro perdido de Apollonius.
Viete descifr6 un cédigo espariol para los franceses, y sus soluciones de las
ecuaciones cuadrdticas y cubicas son tal y como hoy en dia las conocemos.

4.2.2. VIDA PROFESIONAL: Datos
personales relevantes.

En la descripcion de la vida profesional de Rafael Bombelli, Simon Stevin, René
Descartes, Leonhard Euler y Gottfried Wilhelm von Leibniz podemos destacar lo
siguiente:

e Rafael Bombelli

En sus obras se encuentran interesantes contribuciones a las ecuaciones
bicuadradas, a la teoria de los nUmeros y al paso progresivo del algebra geométrica
a la geometria analitica, fue el ultimo de los
algebristas italianos del Renacimiento, y uno de los
mas importantes. Nacié en Bolonia en 1526, en el
seno de una familia cuyo padre Antonio Mazzoli,
gue cambié su apellido a Bombelli, se dedicaba al
rentable comercio lanero.

Es posible, aunque improbable, que Bombelli
estudiase en la Universidad de Bolonia, se sabe que |
el ingeniero hidraulico y arquitecto Pier Francesco
Clementi se ocup6 de su educaciéon; su mentor no
era tan famoso en el ambito académico de la época,
pero si en el artistico.

Posteriormente, Bombelli trabajaria  durante
muchos afios para Alessandro Rufini, un amigo del
Papa Pablo Ill y futuro obispo de Melfi. En ese periodo Bombelli se dedic6 al
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saneamiento de zonas pantanosas, a raiz de la formacién que habia adquirido de
la mano de Clementi.

A temprana edad Bombelli estudié a fondo el Ars Magna de Cardano, publicada
justo cuando tenia 19 afios, la edad perfecta para un espiritu inquieto. A raiz de la
polémica que se habia generado entre Cardano, Tartaglia y del Ferro; Bombelli
decidié emprender la escritura de un tratado de algebra, con mas claridad a lo
expuesto por Cardano. Entonces Bombelli planificé su L’Algebra en 5 libros, de los
gue termind 3 entre 1557 y 1560 que condensé de manera l4gica y sistematica toda
el &lgebra conocida hasta la fecha, brindando gran numero de ejemplos vy
aplicaciones a problemas préacticos. Se aprecia una fuerte influencia de la
Arithmetica de Diofanto, que Bombelli habia estudiado exhaustivamente en Romay
gue incluso habia intentado traducir.

En consecuencia, el libro Il de L’Algebra traté la resolucion de ecuaciones de grado
menor o igual a cuatro, considerando sélo términos positivos, lo que lo llevd a un
dilema tal como el que habia experimentado Cardano. En el libro Ill aparece la
resolucion de problemas practicos empleando los métodos teoricos que habia
descrito en el tomo anterior, pero con un tinte considerablemente tedrico poco
habitual, o casi inexistente para la época. Los dos libros restantes no se publicaron
a raiz de la muerte de Bombelli en 1573, quedaron como obras inéditas hasta 1923
afo en el que se descubri6 el manuscrito de la obra completa en una biblioteca de
Bolonia. Los tomos IV y V de L Algebra contenian aplicaciones geométricas al
algebra, y del algebra a la geometria, respectivamente, influenciadas por
procedimientos geométricos de Omar Khayyam. Este descubrimiento tardio
significd una gran pena en virtud de que contenia ideas importantes de Bombelli
que se adelantaban a las necesidades del siglo XVII.

Uno de los aspectos que mas se destacan del L’Algebra de Bombelli es la aparicion
por primera vez de los nimeros complejos, tal como se describe en el articulo “El
pensamiento salvaje de Bombelli”. Esto resultd trascendental debido a que hubo
gue esperar dos siglos y medio mas para que Galois demostrara que si las
ecuaciones cubicas son irreducibles, como lo analizaba Bombelli, entonces no es
soluble por radicales sin pasar por el campo complejo.

El impacto de la obra de Bombelli se hizo notar en muchos matematicos que le
sucedieron, entre los que se puede mencionar a Leibniz que estudio
minuciosamente el trabajo de Bombelli y lo llend de elogios.

e Simén Stevin:

Simoén Stevin nacié en Brujas en 1548, se cree que en su juventud trabajé como
contable e intendente de un mercader de Amberes, para después viajar por Polonia,
Dinamarca y otras zonas del norte de Europa, que entré al servicio del principe
Mauricio de Nassau, con el que trabaj6 en calidad de consejero, cargo que, en los
Paises Bajos, se encargaba de la supervision de las obras publicas, sobre todo las
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relacionadas con los diques maritimos. Se sabe que murié en 1620, dejando a su
esposa a cargo de sus dos hijos.

En su época, su reputacion se debio
principalmente al hecho de haber inventado un
‘yate” terrestre, impulsado por velas, que era
capaz de transportar a mas de 25 personas a
velocidades cercanas a los 80 km/h. Alrededor
del afio 1600, el principe de Nassau acabd
prohibiendo su aplicacion practica defendiendo
gue tal medio de transporte arruinaria a los
arrieros y al sistema de postas basado en los
caballos.

Este cientifico publicé “La aritmética de Simon
Stevin, de Brujas” que consistia en un breve
informe sobre las fracciones decimales en el que
exponia el uso de las mismas para la extraccion
de la raiz cuadrada de un numero. También
introdujo una nueva notacion para describir los
nameros decimales, aunque esta no obtuvo gran
éxito. Otra gran aportacion de Stevin fue la de la
nociéon de numero, pues, hasta entonces, los matematicos desconocian que el
namero implicaba la unidad. Ademas, fue el primer matematico que reconocio la
validez del nimero negativo al aceptarlo como resultado de los problemas que
resolvia.

Este gran matematico desarroll6 el algoritmo de trabajo para la obtencion del
maximo comun divisor de dos polinomios.

En el campo de la fisica fue el que describi6 la paradoja hidrostatica, que consistia
en que la presién descendente de un fluido sobre un cuerpo es independiente de la
forma de éste y s6lo depende de la altura y de la base del plano. También fue uno
de los primeros cientificos en distinguir entre el equilibrio estable e inestable en
problemas de flotacion, y demostro el equilibrio de un cuerpo en un plano inclinado.

Ademas de todo lo comentado, Simon Stevin aportdé varios conocimientos sobre
distintos campos, como la musica, la economia o la semiologia.

e René Descartes:

Nacio el 31 de marzo de 1596, en La Haye, cerca de Tours, Francia, en una Europa
entregada a la guerra, en las aflicciones de la reconstruccion religiosa y politica.

Después del esplendor de la antigua filosofia griega y del apogeo y crisis de la
escolastica en la Europa medieval, los nuevos aires del Renacimiento y la revolucion
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cientifica que lo acompafié darian lugar, en
el siglo XVII al nacimiento de la filosofia
moderna.

El primero de los ismos filoséficos de la
modernidad fue el racionalismo; Descartes,
su iniciador, se propuso hacer tabla rasa de
la tradicidn y construir un nuevo edificio sobre
la base de la razén y con la eficaz
metodologia de las matematicas. Su “duda
metddica” no cuestiond a Dios, sino todo lo
contrario; sin embargo, al igual que Galileo,
hubo de sufrir la persecucion a causa de sus
ideas.

Para mencionar tan sélo algunos de los
hombres  sobresalientes cuyas vidas -
coincidieron en parte con la de Descartes, recordaremos que Fermat y Pascal
fueron sus contemporaneos en Matemética; Shakespeare murié cuando Descartes
tenia 20 afos; Descartes nacio cuando Galileo tenia ocho afios, y Newton tenia
ocho afos cuando Descartes murio; Descartes tenia 12 afios cuando Milton nacio,
y Harvey, el descubridor de la circulaciéon de la sangre, nacié cuando Descartes
tenia 7 afos, mientras Gilbert, el fundador de la ciencia del electromagnetismo,
murié cuando Descartes tenia 7 afos.

René Descartes procedia de una antigua y noble familia, aunque el padre de René
no era poderoso, sus medios de fortuna le permitian vivir facilmente y su hijo fue
destinado a la carrera de gentilhombre, noblesse oblige, al servicio de Francia. René
fue el tercero y ultimo hijo de la primera mujer del padre, Jeanne Brochard, quien
murio pocos dias después del nacimiento de René. El padre parece haber sido un
hombre de raro sentido que hizo todo lo posible para educar a sus hijos sin que
sintieran la pérdida de su madre. Una excelente mujer tomo el lugar de la madre, y
el padre, que luego volvié a casarse, mantuvo una constante e inteligente vigilancia
sobre su "joven filosofo" que siempre queria conocer la causa de todas las cosas
gue hay bajo el sol, y por cuya razén siempre narraba cosas acerca del cielo.
Descartes no fue realmente un nifio precoz, pero su fragil salud le forz6 a gastar la
vitalidad que tenia en empresas intelectuales.

Debido a la delicada salud de René su padre demoro su ensefianza, sin embargo,
era guiado por su propia iniciativa y su padre le dejo hacer lo que le placia. Cuando
Descartes tenia ocho afios, el padre resolvi6 que no podia retrasar mas su
educacion formal. Después de una inteligente busca eligio el colegio de jesuitas en
La Fléche como la escuela ideal para su hijo y abandond la escuela, en agosto de
1612, teniendo 17 afios.
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Descartes tuvo una hija con una de sus mujeres, pero murié a temprana edad, la
muerte precoz de la nifia le afectd profundamente. Posiblemente su razén para no
casarse pudo haber sido, como respondié a una dama, que preferia la verdad a la
belleza; pero parece mas probable que no estaba dispuesto a sacrificar su
tranquilidad y reposo. Los recursos econdmicos de Descartes no eran muy
brillantes, pero le eran suficientes, por esto ha sido llamado frio y egoista. Parece
mas exacto decir que sabia a donde se dirigia y que se daba cuenta de la
importancia de su meta. Sobrio y abstemio en sus costumbres, no imponia en su
casa el régimen espartano que algunas veces prescribia para si mismo. Sus
sirvientes le adoraban y €l se interesaba por su bienestar largo tiempo después que
habian prestado sus servicios.

Afos después, Descartes criticaria amargamente la educacion recibida. Es
perfectamente posible, sin embargo, que su descontento al respecto proceda no
tanto de consideraciones filosoficas como de la natural reaccion de un adolescente
gue durante tantos afios estuvo sometido a una disciplina, y de la sensacion de
inutilidad de todo lo aprendido en relacion con sus posibles ocupaciones futuras
(burocracia o milicia). Tras su etapa en La Fléche, Descartes obtuvo el titulo de
bachiller y de licenciado en derecho por la facultad de Poitiers (1616), y a los
veintidés afos partié6 hacia los Paises Bajos, donde sirvi6 como soldado en el
ejército de Mauricio de Nassau. En 1619 se enrol6 en las filas del Maximiliano | de
Baviera.

Segun relataria el propio Descartes en el Discurso del Método, durante el crudo
invierno de ese afio se hallé bloqueado en una localidad del Alto Danubio,
posiblemente cerca de Ulm; alli permanecio encerrado y lejos de cualquier relacién
social, sin mas compafiia que la de sus pensamientos. En tal lugar, y tras una fuerte
crisis de escepticismo, se le revelaron las bases sobre las cuales edificaria su
sistema filoséfico: el método matemético y el principio del cogito, ergo sum. Durante
la noche del 10 de noviembre de 1619 tuvo tres suefios, en cuyo transcurso segun
él, intuyé su método y conocidé su profunda vocacion de consagrar su vida a la
ciencia.

En 1637 aparecio su famoso Discurso del método, presentado como prologo a tres
ensayos cientificos. Por la audacia y novedad de los conceptos, la genialidad de los
descubrimientos y el impetu de las ideas, el libro basté para dar a su autor una
inmediata y merecida fama, pero también por ello mismo provocé un diluvio de
polémicas, que en adelante harian fatigosa y aun peligrosa su vida.

Descartes proponia en el Discurso una duda metédica, que sometiese a juicio todos
los conocimientos de la época, aunque, a diferencia de los escépticos, la suya era
una duda orientada a la busqueda de principios ultimos sobre los cuales cimentar
sélidamente el saber. Este principio lo halld en la existencia de la propia conciencia
gue duda, en su famosa formulacion “pienso, luego existo”. Sobre la base de esta
primera evidencia pudo desandar en parte el camino de su escepticismo, hallando
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en Dios el garante ultimo de la verdad de las evidencias de la razén, que se
manifiestan como ideas “claras y distintas”.

El método cartesiano, que Descartes propuso para todas las ciencias y disciplinas,
consiste en descomponer los problemas complejos en partes progresivamente mas
sencillas hasta hallar sus elementos basicos, las ideas simples, que se presentan a
la razon de un modo evidente, y proceder a partir de ellas, por sintesis, a reconstruir
todo el complejo, exigiendo a cada nueva relacion establecida entre ideas simples
la misma evidencia de éstas. Los ensayos cientificos que seguian al Discurso
ofrecian un compendio de sus teorias fisicas, entre las que destaca su formulacién
de la ley de inercia y una especificacion de su método para las matematicas.

En 1649 Descartes aceptd la invitacién de la reina Cristina de Suecia, que le
exhortaba a trasladarse a Estocolmo como preceptor suyo de filosofia. Descartes
no fue feliz ahi, ya que estaba acostumbrado a las comodidades y no le era facil
levantarse cada dia a las cuatro de la mafiana, en plena oscuridad y con el frio
invernal royéndole los huesos, para adoctrinar a una reina que no disponia de mas
tiempo libre debido a sus obligaciones. Los madrugones y el frio pudieron mas que
el filbsofo, que murié de una pulmonia a principios de 1650, cinco meses después
de su llegada.

e Gottfried Wilhelm von Leibniz

(Leipzig, actual Alemania, 1646 - Hannover, 1716)
Filosofo y matematico aleman. Su padre, profesor
de filosofia moral en la Universidad de Leipzig,
falleci6 cuando Leibniz contaba con seis afios.
Capaz de escribir poemas en latin a los ocho afios,
a los doce empez6 a interesarse por la logica
aristotélica a través del estudio de la filosofia
escolastica.

En 1661 ingres6 en la universidad de su ciudad
natal para estudiar leyes, y dos afios después se
traslado a la Universidad de Jena, donde estudio
matematicas con E. Weigel. En 1666, la
Universidad de Leipzig rechaz6, a causa de su
juventud, concederle el titulo de doctor, que Leibniz
obtuvo, sin embargo en Altdorf; tras rechazar el
ofrecimiento que alli le se hizo de una catedra, en
1667 entrd al servicio del arzobispo elector de Maguncia como diplomatico, y en los
afos siguientes desplegd una intensa actividad en los circulos cortesanos y
eclesiasticos.

En 1672 fue enviado a Paris con la misién de disuadir a Luis XIV de su propésito de
invadir Alemania; aunque fracas6 en la embajada, Leibniz permanecié cinco afios
en Paris, donde desarroll6 una fecunda labor intelectual. De esta época datan su
invencion de una maquina de calcular capaz de realizar las operaciones de
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multiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas, asi como la elaboracion
de las bases del calculo infinitesimal.

Por otra parte, Leibniz defendi6 una fisica de la energia, ya que ésta es la que hace
posible el movimiento. Los elementos ultimos que componen la realidad son las
mdnadas, puntos inextensos de naturaleza espiritual, con capacidad de percepcion
y actividad, que, aun siendo simples, poseen multiples atributos; cada una de ellas
recibe su principio activo y cognoscitivo de Dios, quien en el acto de la creacion
establecié una armonia entre todas las monadas. Esta armonia preestablecida se
manifiesta en la relacion causal entre fenébmenos, asi como en la concordancia entre
el pensamiento racional y las leyes que rigen la naturaleza.

Las contribuciones de Leibniz en el campo del calculo infinitesimal, efectuadas con
independencia de los trabajos de Newton, asi como en el ambito del analisis
combinatorio, fueron de enorme valor. Introdujo la notacion actualmente utilizada en
el calculo diferencial e integral. Los trabajos que inicié en su juventud, la busqueda
de un lenguaje perfecto que reformara toda la ciencia y permitiese convertir la I6gica
en un célculo, acabaron por desempefiar un papel decisivo en la fundacion de la
moderna l6gica simbdlica.

En sus ultimos afios Leibniz se dedic6 a su tarea de historiador y a la redaccion de
sus obras filoséficas mas importantes, que se publicaron postumamente.

e Leonhard Euler:
Euler nacio en Basilea, Suiza y en esa ciudad comenzo sus estudios universitarios,
a los 13 afos. En 1723, recibio el titulo de Maestro de Filosofia. En 1726, a los 19
afios de edad, finaliz6 su doctorado y en julio de ese afio, aceptd el cargo de
profesor de filosofia en la Academia Imperial Rusa de las Ciencias, en San
Petersburgo en donde vivio 15 afos.

En el afio 1741, acepto un cargo que le ofrecio
Federico Il el Grande, rey de Prusia, en la
Academia de Berlin. Vivio veinticinco afios en
Berlin. Euler esta considerado como el principal
matematico del siglo XVIII y uno de los mas
grandes de todos los tiempos. Trabajé
practicamente en todas las éareas de las
matematicas: geometria, calculo, trigonometria,
algebra, teoria de numeros, ademas de fisica
continua, teoria lunar y otras areas de la fisica.
Ha sido uno de los matematicos mas prolificos
de la historia. Si se imprimen todos sus trabajos,
muchos de los cuales son de una importancia
fundamental, ocuparian entre 60 y 80
volimenes. En 1748, publicé “Introduccion al
andlisis infinitesimal”’, un texto sobre las
funciones matematicas. Y en 1755, publico "Instituciones del Calculo Diferencial”.
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Dotado de una memoria prodigiosa, era capaz de recitar toda la Eneida y se sabia
de memoria hasta la sexta potencia de los primeros 100 nimeros primos. El célculo
se convirti6 en uno de los principales objetos del trabajo de Euler. Sus ideas
supusieron grandes avances en ese campo:

o

Introdujo y popularizé varias convenciones referentes a la notacién en los
escritos matematicos en sus numerosos y muy utilizados libros de texto.

Introdujo del concepto de funcion matematica, siendo el primero en escribir
f(x) para hacer referencia a la funcion f aplicada sobre el argumento x. Esta
nueva forma de notacion ofrecia mas comodidad frente a los rudimentarios
métodos del calculo infinitesimal existentes hasta la fecha, iniciados por
Newton y Leibniz.

Introdujo la notacién moderna de las funciones trigonomeétricas.

A él se debe el uso la letra e como base del logaritmo natural o neperiano,
de la letra griega X' como simbolo de los sumatorios, de la letra i para hacer
referencia a la unidad imaginaria y popularizé el uso de la letra griega m para
hacer referencia al cociente entre la longitud de la circunferencia y la longitud
de su didmetro.

Descubri6 de la expansion de series de potencias de la funcion arcotangente.

Introdujo el uso de la funcién exponencial y de los logaritmos en las
demostraciones analiticas.

Descubrié formas para expresar varias funciones logaritmicas utilizando
series de potencias.

Definio6 con éxito logaritmos para numeros negativos y complejos,
expandiendo enormemente el d&mbito de la aplicacion matematica de los
logaritmos.

Definié la funcidon exponencial para niameros complejos, y descubrié su
relacion con las funciones trigonométricas, mediante la llamada “Férmula de
Euler” que fue calificada por Richard Feynman como la férmula mas
reseflable en matematicas, porque relaciona las principales operaciones
algebraicas con las importantes constantes 0,1, e,i y m. En 1988, los lectores
de la revista especializada Mathematical Intelligencer la eligieron mediante
una votacion como “la férmula matematica mas bella de la historia”.

Aparte de aplicar con éxito sus herramientas analiticas a los problemas de mecénica
clasica, también las aplicé sobre los problemas de los movimientos de los astros
celestes.
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Su trabajo en astronomia fue reconocido mediante varios Premios de la Academia
de Francia a lo largo de su carrera, y sus aportaciones en ese campo incluyen
cuestiones como la determinacion con gran exactitud de las orbitas de los cometas
y de otros cuerpos celestes, incrementando el entendimiento de la naturaleza de los
primeros, o el calculo de paralaje solar.

Estuvo ciego durante los ultimos afios de su vida, pero siguio trabajando y dictando
los textos a su hijo mayor. El 18 de septiembre de 1783, falleci6 en la ciudad de San
Petersburgo tras sufrir un ictus. Sus restos descansan en el Monasterio Alexander
Nevsky, considerado uno de los conjuntos arquitectonicos mas grandes de San
Petersburgo.

4.2.3 RELACION ENTRE COLEGAS

En este apartado relataremos la relacion entre colegas en la etapa analitica de los
nameros complejos. A partir de la publicacion de la obra L"Algebra de Bombelli,
fueron muchas las declaraciones de distintos Matematicos y Fisicos entre ellas,
mencionaremos los postulados de algunos de ellos respecto a la idea de operar con
numeros donde se involucraban raices negativas: Simon Stevin apunt6é en 1585 lo
siguiente en esta direccion:

Tiene toda la legitimidad el que uno se ejercite en otras tareas y no pierda el
tiempo en inexactitudes. (Kleiner, 1998 p. 713)

En el libro de Stewart (2014) nos menciona que Descartes interpretaba a los
ndameros imaginarios como una sefal de que un problema no tenia solucion pues
asociaba a estos numeros con la imposibilidad de una construccion geométrica.

Leibniz no tenia duda sobre la importancia de los nimeros imaginarios. Segun
Stewart (2014), en 1702 escribi6:

“El Espiritu Santo encontro una salida sublime en esta maravilla del
analisis, ese presagio del mundo ideal, ese anfibio entre el ser y no
ser, el cual llamamos la raiz imaginaria de la unidad negativa”. (P. 111)

Euler expresaba lo siguiente:

“Como todos los numeros imaginables son mayores, menores o
iguales a cero, entonces es claro que la raiz cuadrada de un nimero
negativo no puede ser uno de estos numeros, [...] y esta circunstancia
nos lleva al concepto de tales nUmeros, que por su naturaleza son
imposibles y ordinariamente son llamados imaginarios o numeros
falsos, porque solo existen en la imaginacion”. (Kleiner, 1998 p. 714)
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Todas estas declaraciones se debian a la produccion e intencionalidad de las
matematicas que trabajaban en ese momento por ello mencionaremos qué se
encontraban trabajando cuando realizaron esas declaraciones.

e Simon Stevin:

Simon Stevin fue uno de los primeros matematicos en desprenderse de la
concepcion griega del numero, define numero como “aquello, por lo cual se explica
la cantidad de cada una de las cosas”. Para Stevin, el nimero no es una cantidad
discontinua. De igual forma, Stevin acepta que puede operar con los nimeros como
se manipulan las cantidades en general, aclarando que los numeros se
independizan de sus origenes y se puede operar con ellos sin referirse a las
cantidades de donde surgieron. Finalmente, a diferencia de la concepcion griega,
Stevin reconoce el “uno” como numero. De hecho, en mayuscula publica «LA
UNIDAD ES UN NUMERO».

Stevin introdujo algunas simplificaciones en la notacion algebraica. Asi, uso el
signo + para la adicién y el simbolo —para la sustracciéon, la letra M para la
multiplicacion y la letra D para la division; sin embargo, no dispuso de un simbolo
especial para la igualdad. Para la raiz cuadrada y la raiz cubica también utilizé
caracteres especiales, parecidos a los actuales.

En su libro Appendice Algebraique (1594), Stevin (mediante las siguientes
ecuaciones clbicas x3 = 300x + 33915024 y x3 = 300x + 33900000) presentd
un meétodo general para el calculo aproximado de las soluciones reales de una
ecuacion de cualquier grado.

Esto es, la idea del método de aproximacion de las raices mediante sustituciones
sucesivas, sefialando que, si el producto entre los valores numéricos de ambos
miembros de la ecuacion es negativo para dos valores numéricos de la variable, la
raiz estd comprendida entre esos dos valores. Asi en la ecuacién x3 = 300x +
33915024, da a x los valores 10,100,1000 y comprueba que x esta entre 100 y
1 000; al darle los valores 100, 200, 300, 400, comprueba que esté entre 300 y 400 y
asi sucesivamente.

e Descartes

El mas famoso de los tratados de Descartes, el Discurso del método, contiene el
apéndice La geometria que relaciona por primera vez nociones del algebra con
objetos geométricos, dando lugar a la aparicion de la geometria analitica o
cartesiana.

Inicia con “La Geometria”, haciendo un paralelo entre las operaciones aritméticas y
su equivalente geométrico. Especificamente, habla de la multiplicacion, la divisién y
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la extraccion de la raiz cuadrada. Para hacer esto, Descartes (1637) toma una linea
gue llama la unidad.

Y para extraer la raiz cuadrada, efectla el siguiente procedimiento:

Si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, se le agrega en linea recta FG,
gue es la unidad y dividiendo FH en dos partes iguales por el punto K, con
este punto como centro se traza el circulo FIH; luego elevando desde el punto
G unalinearecta, con &ngulos rectos sobre FH, hasta |, es Gl la raiz buscada
(p. 298).

F G K "

Para extraer la raiz cuadrada de un numero, Descartes compara dicho niamero con
la longitud de una linea recta. Es evidente que no considera la raiz cuadrada de un
namero negativo, ya que no puede dibujar una linea cuya longitud sea negativa.
Como no es posible plasmarlo, se lo tendra que imaginar.

Cuando Descartes empieza a mostrar su solucion a los problemas planos
(ecuaciones cuadraticas), realiza una construccion en la que va a encontrar la raiz
de la ecuaciéon o la linea desconocida, puede ser solo una raiz. En este punto,
empieza a hacer alusién a las ecuaciones donde no puede encontrar ninguna raiz
(real) y clasifica la construccion de estos problemas como imposibles.

Si tenemos una ecuacion de la forma z? = az + bb, Descartes construye el triangulo
rectangulo NLM, cuyo lado LM es igual a b, raiz cuadrada de la cantidad conocida

bb, y el otro LN es %a, la mitad de la otra

LT
- fa,

cantidad conocida, que esta multiplicada por

z, que supone ser la linea desconocida. o
Luego, prolongando MN, base de ese
triangulo, hasta O, de modo que NO sea
igual a NL, la linea total OM es z, la linea
buscada; ella se expresa:

o

1 1 ...'...

z=§a+ Zaa+bb I

M



Pagina |70

Si se tuviera yy =-ay + bb e y fuera la cantidad que debe encontrarse, se
construye el mismo triangulo rectangulo NLM y de la base MN se quita NP, igual a
NL; el resto PM es y, la raiz buscada. De modo que tengo

-1 + ! + bb
y=-3a 2 aa

Y lo mismo, si tuviera x* =-ax? + b? PM seria x? y tendria

= ! + - + bb
X = 54 299

En fin, si tuviera la ecuacion de la forma z? = az — bb , la resuelve de la siguiente
manera:

Se hace NL igual a %a, y LM igual a b; luego, en vez de unir los puntos My N, se

traza MQR paralela a LN y trazando un circulo con centro en N y que pase por L la
cortara en los puntos Q y R, la linea buscada z es MQ, o bien MR, pues en este
caso ella se expresa de dos maneras (p. 303).

_1 + . bb
z=5a s

1 1 bh
z=5a s
R
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Y si el circulo que tiene su centro en N y pasa por el punto L no corta ni toca la linea
recta MQR, no hay ninguna raiz de la ecuacién, de manera que puede asegurarse
gue la construccion del problema propuesto es imposible.

Hasta este momento Descartes todavia no tenia en cuenta las raices imaginarias.
En la exploracion de la solucion a los problemas solidos, Descartes (1637) aclara
que, “en cada ecuacion, segun cuantas dimensiones tenga la cantidad desconocida,
otras tantas seran las diversas raices que puede haber, es decir, valores de esa
cantidad” (p. 372). En este momento, ya no puede descartar las raices imaginarias.

En su libro tercero, Descartes (1637) plantea varias reglas para modificar las
ecuaciones: ¢,como puede disminuirse el nimero de dimensiones de una ecuacion
cuando se conoce alguna de sus raices? ¢ cémo puede investigarse si una cantidad
dada es el valor de una raiz? ¢como se hace para que las raices falsas de una
ecuacion se vuelvan verdaderas y las verdaderas falsas? ¢como pueden
aumentarse o disminuirse las raices de una ecuaciéon sin conocerlas? ¢como se
puede sacar el segundo término de una ecuacién? ¢cémo puede hacerse para que
todas las raices falsas de una ecuacion se vuelvan verdaderas sin que las
verdaderas se vuelvan falsas? ¢cémo se hace para que todos los lugares de una
ecuacion estén llenos? ¢como pueden multiplicarse o dividirse las raices sin
conocerlas? ¢ cdmo se reducen los numeros quebrados de una ecuacion a nimeros
enteros? ¢como se hace la cantidad conocida de uno de los términos de una
ecuacion igual a otra cantidad dada?

Posteriormente, define las raices imaginarias, diciendo:

“Tanto las raices verdaderas como las falsas no son siempre reales sino a
veces solamente imaginarias; es decir que puede siempre imaginarse todo lo
gue he dicho en cada ecuacion, pero que no hay a veces ninguna cantidad
gue corresponda a las que se imagina” (p. 380).

En esta parte Descartes da el nombre de imaginarios a las raices cuadradas de
nameros negativos.

e Leibniz

El calculo con numeros complejos se complicé cuando, a finales del siglo XVI,
aparecieron los logaritmos, que se transformaron en una herramienta fundamental
de célculo, sobre todo para el uso de las tablas trigopnométricas, ya que abreviaban
los célculos en astronomia y proporcionaban un método sencillo para multiplicar
senos de angulos mediante un proceso de adicion directa.

Especificamente Leibniz y Bernoulli se enfrentaron en un acalorado debate al tratar
sobre la existencia de logaritmos de nimeros negativos y complejos, esto debido a
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gue se encontraban con ellos al resolver integrales donde usaban a los nUmeros
complejos para poder ser resueltas, por ejemplo:

fm f(x—al)(x+al)
1

~ 2ai (x+ai) (x- al)

(log(x + ai) — log(x — ai))

Cantoral y Farfan (2008) ponen en evidencia que las controversias con respecto al
valor del logaritmo de un numero negativo, desatd, por ejemplo, entre Leibniz y
Bernoulli, un incesante debate donde se refutaban ideas y se vislumbraba una
extension de las propiedades de los logaritmos para numeros negativos. Por
ejemplo, Leibniz, en un debate epistolar con Bernoulli, exponia lo siguiente con
respecto al logaritmo de un numero negativo: “log(—2) no existe, porque si existiera,
su mitad seria igual a log(v—2), una imposibilidad” (p.248), y analogamente como
mencionamos anteriormente, Leibniz le escribe a Bernoulli en 1713 lo siguiente:

“Suponiendo 2¢ = x,six = 1 entoncese = 0,six = 2, entoncese = 1.
Cuando x = —1, e no puede determinarse” (p.249).

Es importante sefialar que ambos argumentos expuestos por Leibniz a Bernoulli
pretendian que la extension de los logaritmos a nimeros negativos no precisara de
los nUmeros complejos, imposibilitando asi, exploraciones con respecto al campo
de dichos nameros. Por otro lado, debates entre Euler y Bernoulli fructificaron e
incluso permitieron repensar la idea de lo que significa el concepto de funcion, e
incluso plantean rupturas de corte epistemoldgico en las matematicas de la época,
puesto que debate con la conservacion de propiedades establecidas en las
matematicas aceptadas socialmente (Cantoral y Farfan, 2008).

e FEuler

La controversia anterior fue resulta por Euler al proponer la identidad e™ = —1 |, la
cual es una de las ecuaciones mas bellas y enigmaticas que surgieron casi por
accidente.

Euler fue el primero en usar la notacién i = v/—1 El da un uso fundamental de los
nameros complejos relacionando la exponencial y las funciones trigopnométricas con
la expresion e'” = cosz + isenz. Recordemos que en las series trigonométricas, el
namero z (cuando es real) tiene que medirse en radianes, para lo cual los 360° de
un circulo completo pasan a ser 2r radianes. En particular el angulo 180° es &
radianes. Ademas sinm = 0 y cosm = —1. Por lo tanto : e = cosm + isenmw = —1.
Con ello el numero imaginario i une los dos nUmeros mas notables en matematicas,
e Y ™ en una unicay elegante ecuacion, la cual comunmente aparece en la cima de
las listas en encuestas para la ecuacion mas bella en matematicas.

Esta formula de Euler se puede ilustrar en el plano de la siguiente manera
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Con la publicacion del libro L Algebra de Bombelli se generar6n una serie de
afirmaciones de distintos matematicos entre ellos Stevin, Descartes, Euler y Leibniz;
cada uno de ellos fijando una postura respecto a estos nuevos nimeros que tanto
intrigaban en ese momento.

Por ejemplo, Stevin plateaba idea del método de aproximacion de las raices
mediante sustituciones sucesivas ademas de introducir algunas notaciones para
operaciones basicas como la suma o la resta. Aporta ideas para trabajar con
nameros negativos ademas de aportes en el plano geométrico.

Descartes vincul6d intimamente el Algebra con la Geometria, hasta el punto de
extraer conclusiones geométricas de un hecho estrictamente algebraico para él si
la ecuacion no tiene solucion el problema geométrico no se puede construir, porque
encontrar la solucién es construir la linea. Los principios del método cartesiano
aplicados a la Geometria inician los problemas geométricos por un proceso
intermedio de escritura algebraica que revierte finalmente sobre la geometria del
problema conduciendo a la construccion de la linea solucion.

Para ambos matematicos, Descartes y Stevin estos numeros no tenian ningun
significado pues si ya eran intrigantes aun no se conocia una representacion
geomeétrica y por ende eso solo significaba una pérdida de tiempo.

Por otra parte, Leibniz y Euler coincidian en algunos aspectos con Descartes y
Stevin, ellos tampoco sabian lo se significaban los nUmeros complejos, pero eso no
les importaba, operaban con ellos respetando las leyes del algebra sin preguntarse
gué eran. Ellos sabian que nimeros imaginarios no surgieron como respuesta a un
problema concreto, externo a la matematica, sino como un artificio de calculo que
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permitia establecer un puente entre una ecuacion con coeficientes reales y unas
soluciones también reales.

Por lo tanto, se concluye que el concepto de nimero complejo no es necesario para
nada como queda bien reflejado por su nombre inicial “nimero imaginario” y en
consecuencia sin existencia real, los matematicos de esa época usaban los
nameros imaginarios sin tener una definicion rigurosa de lo que significaban.

Esta fue la etapa donde comienzan estos numeros a ganar terreno en el
subconsciente de los matematicos y reconocen que debian empezar a explorar sus
propiedades y comportamientos.

ETAPA ANALITICA
Generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias al desarrollo del andlisis
infinitesimal.

Daniel Bernoulli, Leonhard Paul Euler, René Descartes, Gottfried Wilhelm Leibniz
y Simon Stevin

EPOCA Vida profesional Intencionalidad y uso

Problemas Intencionalidad y uso especifico de los
abordados de | Datos personales | investigadores en la produccion de raices
los numeros | relevantes. imaginarias para poder entender el porqué

imaginarios por
cientificos de la
época.

Algunos sucesos
relevantes en el
periodo del
Renacimieno
alrededor de los
afos 1572 (fecha
de la publicacion

dl el libro
L'Algebra de
Bombelli) y 1673
(ano de la
publicacién  del

libro A treatise of
algebra, both

Relacion con sus
colegas.

En 1572 Bombelli public
L"Algebra, su objetivo
principal era  poder
clarificar el libro de
Cardano. Lo que hizo
Bombelli segun
Bagazgoitia (2007) para
solucionar la ecuacion
x3—15x—4=0 en la
cual obteniamos como
resultado X =

V2 +V—121 +
V2 — V=121, fue operar

de sus declaraciones las cuales con las
siguientes:

Euler: “Como todos los numeros
imaginables son mayores, menores
o iguales a cero, entonces es claro
que la raiz cuadrada de un nimero
negativo no puede ser uno de estos
nameros, [...] y esta circunstancia
nos lleva al concepto de tales
nameros, que por su naturaleza
son imposibles y ordinariamente
son llamados imaginarios 0
nameros falsos, porque solo
existen en la imaginacion”.

Esta declaracion se fundamenta en
que Euler trabajaba herramientas
analiticas a los problemas de
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historical and
practical, libro
escrito por Wallis
donde se da una
de las primeras
interpretaciones

geométricas de

los nameros
complejos) el
inglés  Thomas

Harriot escribia
a, aa y aaa para
indicar a, a? y a3,
respectivamente,
e introdujo los
signos > y <
para las
desigualdades
estrictas.

con estos  numeros
ignorando lo que
signifique las raices
negativas y operando
como si fueran nimeros
ordinarios y respetando
las reglas del &lgebra. los
calculos con toda
formalidad, pero carentes
de sentido realizados por
Bombelli conseguian una
respuesta correcta, lo
cual era un numero real
perfectamente  normal,
por todo ello podemos
nombrar a Bombelli como
el padre de los numeros
complejos ya que fue el
primero en desarrollar el
algebra para operar con
estos numeros.

A pesar de lo aportado
por Bombelli, su trabajo

sobre esta materia
(L’Algebra) fue
ampliamente ignorado y
considerado como

misterioso e incierto.

El nombre de numeros
imaginarios lo dio, René
Descartes, que se oponia
a las teorias de Bombelli.
Otro investigador que
también se oponia era
Simén Stevin. Por otro
lado Euler fue quien
denominé ia la unidad
imaginaria,  doscientos
afios después, en 1777.
Leibniz decia de los
nameros imaginarios que
eran "una especie de
anfibios entre el ser y la
nada".

mecénica clasica, también realizo
aportes a la astronomia. Angque
Euler no lograba significar estos
nameros, opero con ellos sin
importarle qué eran, ese fue el éxito
de poder hacer aportes con ellos.

Descartes interpretaba a los
ndmeros imaginarios como una
sefial de que un problema no tenia
solucion.

Esto debido a que él se encontraba
escribiendo sus ideas geométricas
aplicadas al &lgebra. La posibilidad
de asociar longitudes a los
segmentos y hallar la longitud de
un segmento que satisficiera una
ecuacion de segundo grado. Y lo
gque planteaban con raices
geométricas carecia de alguna
representacion geométrica hasta
ese momento

Simon Stevin, 1585: “Tiene toda la
legitimidad el que uno se ejercite
en otras tareas y no pierda el
tiempo en inexactitudes”. La
declaracién obedece a que
estudiaba los nimeros negativos
como resultado de ecuaciones
algebraicas. Y las raices negativas
no figuraban en sus resultados.
Leibniz no tenia duda sobre la
importancia de los numeros
imaginarios. En 1702 escribi6: “El
Espiritu Santo encontré una salida
sublime en esta maravilla del
analisis, ese presagio del mundo
ideal, ese anfibio entre el ser y no
ser, el cual llamamos la raiz
imaginaria de la unidad negativa”.
Sin duda alguna al igual que Euler,
no se preguntd qué eran esos
nameros ni su representacion, pero
operaba con ellos sin importarle
qgue significaba en algun otro
contexto.
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4.3 TERCER ESCENARIO:
ETAPA GEOMETRICA

Pese al éxito de Bombelli al darle un sentido formal a vV—1 cuando aparecia en las
soluciones dadas por la formula de Cardano, seguia sin haber una interpretacién
geométrica. Los matematicos del siglo XVI estaban todavia muy relacionados a la
tradicion griega de la geometria, y no se sentian cémodos con conceptos a los
cuales no podian darles un significado geométrico.

Por ello, los numeros complejos no dejaron de ser para los matematicos esos
misteriosos “numeros imposibles” hasta que se propuso una representacion
geométrica para ellos. Aunque fue John Wallis (1616-1703) quien se aproximoé a la
representacion, posteriormente fue el danés Caspar Wessel (1745-1818) el primero
gue lo consigui6 e identificd al nUmero complejo con un punto en el plano, de modo
gue la parte real y la parte imaginaria del nUmero complejo, respectivamente, se
identifican con las coordenadas cartesianas del punto.

Ademas, se considera a Wessel el primero que sumé dos vectores, él era
cartografo, pero no un matematico profesional, cuyo trabajo sobre numeros
complejos solamente fue publicado en danés por la Academia de Ciencias Danesa
en 1797, no consiguio despertar el interés a la comunidad matematica internacional.
Puesto que la importancia de esta obra incluia aplicaciones a la trigonometria, a la
geometria plana y esférica e incluso se anunciaban los nameros hipercomplejos.
Hubo que esperar hasta el afio 1895 para que su figura fuera redescubierta y su
prioridad en el descubrimiento reivindicada.

En seguida, nos centraremos a analizar la primera interpretacion geométrica dada
por Wallis.

4.3.1. EPOCA: Problemas abordados de los
numeros imaginarios respecto a la
Interpretacion geomeétrica.

En 1796 Caspar Wessel escribidé su primer y Unico documento mateméatico en el
cual expresaba la interpretacion geométrica de los nimeros complejos y lo presenté
en una reunién de la Real Academia Danesa el 10 de marzo de 1797 “Ensayo sobre
la direccion analitica de la direcciéon”, primer texto sobre la representacion
geométrica de los nimeros complejos, aparecido en 1799 en las memorias de la
Academia Real de Dinamarca, y desconocido para el mundo hasta su traduccion en
1897.


https://es.wikipedia.org/wiki/John_Wallis
https://es.wikipedia.org/wiki/Caspar_Wessel
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“Sea +1 la unidad rectilinea positiva y +¢ otra unidad perpendicular a la
unidad positiva tomada antes, teniendo ambas el mismo origen; entonces el
angulo de la direccién de +1 resulta igual a 0°, y por lo tanto para —1 es 1802,
para +¢ es 90°, y para —e es —90° o 270°. Por la regla que establece que el
angulo de la direccion del producto es igual a la suma de los angulos de los
factores, tenemos:

FDEFD =+LEHEDH(EED = -1 DED =+ (FD(+e) =
te(+FD(-a) =—g  (D(-¢) = +& (+e)(+e) = -1 (+e)(—¢) =
+1; (=0)(—9) = —-1.

De este resultado se observa que ¢ es igual al \/(—1), y que la divergencia
del producto se determina de tal forma que ninguna de las reglas operativas
comunes son contravenidas.”

El matematico autodidacta francés Jean Robert Argand (18 de julio de 1768 al 13
de agosto de 1822). En 1806 publicé a sus expensas su Essai sur une maniére de
représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques (Ensayo
sobre una forma de representar las cantidades imaginarias mediante
construcciones geométricas). En 1813 este ensayo fue publicado en la revista
francesa Annales de Mathématiques para un publico mas especializado.

El ensayo discute un método de representacion grafica de los nUmeros complejos
a través de la geometria analitica. Propone la interpretacion del valor i como una
rotacion de 90 grados en el plano coordenado, llamado para este fin plano de
Argand.

En particular, una publicacion de Wessel en 1799 de una técnica grafica similar no
llam¢ tanto la atencion como la que si logré el ensayo de Argand.

4.3.2 VIDA PERSONAL Y PROFESIONAL

4.3.2.1 Intereses académicos

John Wallis fue un nifio prodigio que a la edad de 14 afios (en 1630, siete afos
antes de que se publicara La Geometrie la obra de René Descartes) leia y hablaba
latin, y podia leer en griego, hebreo y francés. Ir6nicamente, sélo comenzé a
estudiar aritmética como “una diversién placentera para las horas libres”. Sin
embargo, Wallis hizo grandes progresos después de eso, y para 1647 o 1648 habia
progresado lo suficiente como para redescubrir €l mismo la formula de Cardado.
Pese a todo, su formacion era la de un tedlogo y sirvié como capitan real de Carlos
II; en 1692 decliné una oferta de la reina Maria Il para convertirlo en diacono.

Por lo tanto, fue bastante sorpresivo cuando en 1649 fue designado profesor de la
catedra Savilian de geometria en la Universidad de Oxford, esta designacion fue
una recompensa por sus valiosos servicios al Parlamento, pues descifré los
mensajes en codigo capturados durante la lucha contra el rey Carlos | y sus
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seguidores realistas. Wallis no resultd un sicofante, sin embargo, pues si bien habia
sido favorecido por el Parlamento él no buscé tal favor; él habia sido uno de los
firmantes de la peticion al Parlamento para que el depuesto Carlos | no fuera
ejecutado, y firmé antes de que Cromwell lo designara profesor en Oxford.

En Oxford, Wallis fue uno de los miembros fundadores de un grupo con afinidades

intelectuales que luego evolucionaria para formar la Royal Society de Londres, y fue

uno de sus presidentes. Su libro de 1655, Arithmetica infinitorum, contiene el

germen del calculo integral; por ejemplo, ahi discute el problema de hallar el area

bajo curvas de la forma y = x™, y ahi esta su famosa férmula del producto para =:
m 2244

2 13357
el cual alternativamente se aproxima por exceso y por defecto al valor de = a medida

gue se incluyen mas y mas factores.

También, Wallis escribié que un numero positivo significaba la distancia medida
desde el punto cero hacia la derecha y que un nimero negativo significaba la
distancia medida desde el punto cero hacia la izquierda. Como presenta Nahin
(2008) relata que Wallis mencion6 en sus propias palabras lo siguiente:
“Y si bien, como una pura notacion algebraica, un numero negativo
representa una cantidad menor que nada; pero, si se trata de una aplicacion
fisica, denota una cantidad tan real como si el signo fuese +; pero para ser
interpretada en el sentido contrario.” (p. 64)

4.3.2.2 Relacidon con sus colegas

El libro Algebra de Wallis fue de gran influencia para el joven Isaac Newton. El nexo
entre Newton y Wallis se renové muchos afios después, cuando, en la controversia
entre Newton y Leibniz sobre quién tenia prioridad en el desarrollo del calculo, Wallis
fue presidente de la Royal Society, particip6é en la mediacion por los conflictivos
reclamos de ambos. No es sorprendente, entonces, que cuando un hombre de

semejante calibre dedicara su atencion a v/ —1 resultara algo interesante.

Hay evidencia de que afos antes de su Algebra de 1685, obra en la cual
formalmente presentd su analisis de los imaginarios, Wallis ya habia pensado sobre
el significado geométrico de los numeros complejos. Por ejemplo, Wallis mantuvo
correspondencia sobre este tema con el matemético inglés John Collins (1625-



1683), y un ejemplo tipico de los
problemas de que se ocupaba es uno
gue Collins relaciona, en una carta
fechada el 19 de octubre de 1675, con
el matematico escocés James Gregory
(1638-1675). Collins escribié que, en
una de las primeras cartas, para
mostrar cémo puede confundirse un
razonamiento, Wallis habia analizado
un triangulo de lados 1y 2 con una base
de 4. Wallis mostré que, si uno
simplemente avanza a través de los
célculos algebraicos formales,
entonces los dos segmentos de la base
debajo de los lados de longitud 1y 2
resultan reales, aunque el triangulo sea
imposible de construir.

Aparentemente en aquel tiempo Wallis
no fue mas alla con su “paradoja”
aunque, en una carta a Gregory, Collins
escribio que “de haber continuado él
habria encontrado que la perpendicular
debia ser imaginaria, lo cual habria
revelado la imposibilidad”. Esto sugiere
gue Wallis, antes de 1675, aun estaba
inseguro sobre la conexion precisa
entre los numeros imaginarios del
algebra y la geometria. Sin embargo,

para 1685 Wallis habia logrado un gran progreso.

4.3.2 INTENCIONALIDAD Y USO
ESPECIFICO DE LA PRIMERA
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE

RAICES IMAGINARIAS.

Una vez asentada la interpretacion correcta de los nimeros negativos, recordé a
sus lectores la llamada media proporcional; es decir, si b y ¢ son dos numeros
positivos dados, entonces x es la media proporcional de b y ¢ si satisface la siguiente

afirmacion: “b es a x como x es a c¢”. O, algebraicamente

b

X
que nos dice que x = +bc.
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Como se muestra en la figura de la derecha, Wallis ubicé6 el origen en A y luego
dibujo el segmento AC. Entonces, tras encontrar el

punto medio de AC, dibuj6 el circulo con AC como P

didmetro. Después tomo6 un punto arbitrario B en
alguna parte del diametro entre Ay C, y levanto la
perpendicular a B que interseca al circulo en P. Es
claro que los dos triangulos ABP y PBC son

rectangulos, por lo que podemos escribir 4 B
BP? + AB? = AP?
BP? + BC? = P(C*
Luego, AP? + PC? = ACZ?. Nahin (2008), p. 64

Sustituyendo la primera expresion para AP?y PC?en la
tercera expresion, y escribiendo AC = A B + BC, tenemos que
BP? + AB? + BP? + BC? = (AB + BC()?
Desarrollando el lado derecho y agrupando los términos, esta Ultima expresion se
reduce a BP? = (AB) (BC) t es decir, a

BP = \/(AB) (BC)
que nos dice que BP es la media proporcional de AB y BC.

Después Wallis modificé su construccion geométrica de la media proporcional de
dos segmentos (positivos, porque A B se extiende a la derecha desde A hasta B, y
B C se extiende también a la derecha desde B hasta C) para incluir el caso en que
uno de los segmentos representa un valor negativo. Para hacerlo dibujo otra vez
hasta el paso en que localizamos B y la perpendicular en B que interseca al circulo
en P, tal como se muestra en la figura anterior.

Pero entonces, utilizando P como punto de tangencia al circulo, Wallis extendié la
recta tangente, esto es, construyd la perpendicular al radio PR (el punto R es el
centro del diametro AC) que pasa por P, hasta que intersecara a la extension del
diametro AC en el punto B’ a la izquierda de A.

Ahora, por construccioén, el triangulo PRB' es rectangulo, y entonces por el teorema
de Pitagoras tenemos que
B'P? + RP? = B'R?.
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Como RP es unradio, RP = ( 1/ 2)A C . Notese también que B 'C
= B'A + AC, por lo que entonces podemos

escribir AC = B'C— B'A

y por lo tanto RP =% (B'C — B'A) =

G AC.

B’ A B R
Asimismo, B'R = B'A + ARy, como AR es

un radio, B'R = B'A +(1/2)AC 0 B'R =

B'A+ (1/2)(B'C —B'A), 0o BR=(1/

2)(B’A+ BC).

Ahora, sustituyendo esas expresiones para R Py B'R en Nahin (2008), p. 66
la ecuacion “pitagorica” escrita para el triangulo PRB ',

B'P? + - (B'C— B'A)2 = 5 (B'A + B'C)?

o, tras desarrollar y agrupar los términos, B 'P? = (B'A) (B 'C). Si suponemos

gue la direccion de la extension del segmento es irrelevante,

entonces podemos también escribir este Ultimo resultado como B'P? =
(AB')(B'C),loque nosda

B'P = \[(AB) (B'C)

Wallis comenz6 desde cero a estudiar un problema geométrico clasico, el de
construir un triangulo cuando se dan dos
lados y un angulo que no es el que
forman esos dos lados. A esto se lo
considera a menudo un problema
ambiguo porque, hay por lo general dos
posibles soluciones. Los dos lados
dados son APy PB (= PB') y el angulo

P

dado es < PAD = « . Esta claro que la
altura PC del triangulo esta determinada
y, mientras PB = PB'> PC, hay dos
soluciones: los triangulos APB y APB'. Pero si Nahin (2008), p. 67

PB = PB'< PC, entonces no hay solucion si

insistimos en que la solucién esté sobre la base A D (es decir, que B y B’ estén
en AD).

Algebraicamente, lo que esta ocurriendo puede expresarse con las siguientes
ecuaciones (recordandoque BC = CB'):

AB = AC — BC = AP? — PC? — \/PB%2 — P(C2,
AB' = AC + CB' =+ AP?2 — PC%2+ /PB% — PCZ2,

Estas dos ecuaciones dicen que, si PC > PB, obtenemos raices cuadradas de
ndmeros negativos.
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La gran revelacion de Wallis fue que, aun en el caso en que PC > PB, los datos
dados determinan  dos P

puntos B y B si les
permitimos que estén en
otro lugar que no sea la
base AD.

Construyé el circulo de
diametro PC 'y luego,
utilizando P como centro,
Wallis traz6 otro arco de
radio PB hasta intersecar el
primer circulo en B y B Nahin (2008), p. 68

Sostuvo entonces que los

triangulos PAB y PAB’ eran los triangulos solucién, es decir, estan determinados
por los lados dados AP y PB (= PB') y por el angulo < PAD = a . Ahora la
diferencia es, por supuesto, que el angulo < PAD no aparece en el triangulo
solucion; pero podemos observar que éste no fue un requerimiento en el enunciado
original del problema de construccién: sélo se pedia que el triangulo estuviera
determinado por los dos lados dados y un angulo. La gran diferencia ahora es que
los puntos B y B’ no yacen sobre la base AD y sino por encima de ella. Wallis se
habia topado con la idea de que, en algun sentido, la representacion de los numeros
imaginarios es un movimiento vertical en el plano.

A continuacion, presentamos algunas de las construcciones geométricas realizadas

por Wallis en su obra A Treatise of Algebra.
o

P. 266 P. 266

P. 267
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Wallis fue el primer matematico en dar una representacion geométrica de los
nameros imaginarios, al publicarla en su libro A Treatise of Algebra.

La idea de Wallis resolvia el problema de dar sentido a los nUmeros imaginarios,
pero nadie le prestd la mas minima atencion. No obstante, su idea ganoé terreno
lentamente en el subconsciente de los matematicos.

La mayoria de ellos dejaron de preocuparse porque la raiz cuadrada de menos uno,
no se podia representar en la recta real y se dieron cuenta de que podia vivir en
algun lugar en el mundo mas amplio, que posteriormente se le denominé el plano
complejo.

Algunos no apreciaron la idea, pero otros la tomaron en serio y entendieron su
importancia. La idea de que un plano complejo podia ampliar la confortable recta
real y dar cabida a los imaginarios que estaba implicita en la obra de Wallis, aunque
ligeramente oscurecida por la forma en que la presentaba.

Posteriormente cien afios después, esto dio pauta a Wessel y Argand para poder
construir la construccién geométrica que usamos actualmente para representar a
los nimeros complejos en el plano.

Esto nos hace reconocer que las matematicas son falibles y que el conocimiento no
se estanca y es absoluto, sino mas bien se encuentra en un flujo constante. La
representacion geomeétrica de Wallis ha sido olvidada por algunos textos siento esta,
la pionera de las representaciones posteriores, conocerla y estudiarla nos hace
también reconocer que los procesos de construccion matematica pueden demorar
afos o incluso siglos para poder construirlas con las propiedades que funcionan de
manera perfecta como las conocemos actualmente.

ETAPA GEOMETRICA
Primeras construcciones geométricas realizadas con raices de cantidades negativas.

Analizaremos la primera interpretacion geométrica ideada por Wallis de los
nameros imaginarios ya que este trabajo fue un gran progreso a la
interpretacidn geométrica de las raices imaginarias.

EPOCA Y VIDA PROFESIONAL PRODUCCION E INTENCIONALIDAD

EPOCA Vida profesional Intencionalidad y uso
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Problemas
abordados de
los numeros
imaginarios
respecto ala
interpretacion
geomeétrica por
cientificos de la
época.

En 1796 Caspar
Wessel escribid
su primer y Unico
documento
matematico en el
cual expresaba la
interpretacion
geométrica de
los nimeros
complejos y lo
presento en una
reunion de la
Real Academia
Danesa el 10 de
marzo de 1797 ”
Ensayo sobre la

direccién
analitica de la
direccion”.
Despues y
gracias a ese
resultado de

Wallis fue Wessel
fue el primero que
identificd un
ndamero complejo
con un punto en
el plano, de modo
que la parte real y
la parte
imaginaria del
ndamero
complejo,
respectivamente,
se identifican con
las coordenadas

Carrera
académica.

leia y hablaba
latin, y podia leer
en griego, hebreo
y francés.
Irbnicamente,
s6lo comenz6 a
estudiar
aritmética como
‘una diversion
placentera para
las horas libres”
en 1649 fue
designado
profesor de la
catedra Savilian
de geometria en
la Universidad de
Oxford.

Intencionalidad y uso especifico de en la
primera interpretacion geométrica de
raices imaginarias.

Intent6 construir geométricamente la cantidad
vV—1 en su obra Trataise of Algebra (1685),
Capitulo LXVI, conociendo los numeros
negativos, a cada punto de una linea recta le
asocio un unico numero real y viceversa.
Wallis represent6 la cantidad v—81 como la
longitud del segmento de linea recta cercana
a un eje perpendicular, el cual conocemos
como el eje imaginario. Este trabajo fue un
gran progreso a la interpretacion geometrica
de las raices imaginarias.
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cartesianas del
punto.

Intereses
académicos

Se le considera
el autor de la
idea de la recta
de nimeros
enteros, en la
cual los numeros
se representan
geomeétricamente
en una linea con
los positivos
aumentando
hacia la derecha
y los negativos
hacia la
izquierda.

Relacion con
sus colegas.
El libro Algebra
de Wallis fue de
gran influencia
para el joven
Isaac Newton.
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CONCLUSIONES

:,tas matematicas tienen
belleza y tomance. ﬂ mundo
de las matematicas no es un
lugar aburrido en el que
estarx. °£A un lugar
exttaordinatio; metece la

pena pasat el tiempo alli”

dflaxcos du autoy
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CONCLUSIONES

conocer cual es la génesis de un conocimiento matematico nos hace
senS|b|I|zarnos respecto a las disputas originadas en la generacion de un nuevo
conocimiento, todo ello para reconocer que las matematicas no surgieron
trivialmente; tienen una historia, cada suceso posee un contexto, un uso y un
usuario especifico y ello determina el significado que se le puede dar a un concepto
matematico. Esto puede ayudarnos a que en la didactica de la matematica los
alumnos puedan significar un conocimiento matematico a través de comprender
cdmo, porqué, para quién, quienes, cuando, etc.

A través de un analisis histérico- epistemoldgico de los nimeros complejos pudimos
reconocer que la matematica es falible, no hay una verdad absoluta. Los estudiantes
al conocer lo que se esconde detrds de una belleza pulida aparentemente tan
perfecta como son los numeros complejos, les permita explorar estos nimeros y
poder dotarlos de significados.

El analisis histérico- epistemoldgico de construccion de los nUumeros complejos nos
deja otra leccion: puede ser dificil encontrar situaciones reales que justifiquen la
introduccion de determinados conceptos, lo que no significa que haya que renunciar
a ensefarlos. Es mas, los avances y aplicaciones en los que posteriormente se
mostraron son tremendamente Utles como la fisica, electricidad,
electromagnetismo, entre otros, indican todo lo contrario. Hay muchos ejemplos en
los que conceptos puramente tedricos han encontrado aplicaciones en campos con
los que, a priori, era insospechable que pudiesen tener alguna relacion.

Por otra parte, también podemos extraer de aqui conclusiones sobre el modo de
construccion de la matematica. Por un lado, la matemética, como parte de la ciencia,
se ha dedicado a modelizar aspectos de la realidad para poder analizarlos,
comprenderlos, obtener o predecir resultados como geometria, aritmética, algebra,
azar, analisis; pero por otro, hay que reconocer que los grandes saltos cualitativos
se han producido al romper con ideas ingenuas pero firmemente apoyadas en la
intuicibn o en la experiencia cercana como numeros irracionales, negativos,
imaginarios, geometria no euclidiana o el infinito.
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Yemos, jox tanto, que los fuctoteb primos ideales
zevelan la esencia de los nimeros com.,olg’ob, los

hacen, ot asi decir, transparentes, y descubren
su estructura ckistalina intetna.

°£. °£ Kummer.
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