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Introduccién

Esta investigacion esta enfocada a la forma en que se abordan algunos temas
de Célculo Diferencial en los semestres iniciales en la licenciatura en Ingenieria
Civil de la UNACH, ya que el discurso dominante utilizado en la mayoria de las
clases, ha venido causando que los estudiantes no encuentren una aplicacion
relacionada a la formacién ingenieril a la que se aproximan. Por consecuencia
los estudiantes tienen dificultades cuando se encuentran frente a problemas
aplicados dentro de las materias mas avanzadas en cuanto a su formacion
académica. Es por esto que se propone utilizar herramientas tecnoldgicas que
coloquen en el contexto ingenieril estos temas de Calculo Diferencial,
especificamente la nocion de Razén de Cambio. Es muy importante que los
estudiantes construyan esta nocion porque es la base para el estudio de ciertos
fendmenos a los que el tendrad que dar solucibn como profesional, como por
ejemplo los fenbmenos hidraulicos.

Se propone en esta investigacion, construir la nocibn de Razon de Cambio
utilizando como pretexto al fendmeno hidraulico de vaciado de recipientes.
Utilizaremos la simulacion de este fenédmeno ya que con el uso de la geometria
dindmica (GeoGebra) se pueden manipular las variables que en la
experimentacion pueden ser un factor que impida llegar a los resultados
esperados. Dado que la simulacidon nos permite también generar las gréficas,
nosotros pretendemos que el estudiante la interprete y argumente lo que sucede
en relacién al vaciado del recipiente que observa.

El uso de la simulacién en el fendbmeno de vaciado de recipientes, contribuira
principalmente a la construccion de la nocién de variacion y al desarrollo del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), y esto se lograra a través de tres
acciones que se deben involucrar en el disefio de las actividades didacticas:

1. Medicién del cambio.

2. Andlisis de la forma en como esa medida evoluciona.

3. Reconocimiento de por qué las variables cambian de la forma en que lo
hacen.

Tomando en cuenta las acciones mencionadas anteriormente, se realiza el
disefio de las actividades didacticas y se presentan ante el grupo en tres fases
diferentes en donde observamos a través de los argumentos de los estudiantes
la construccién de la nocion de variacion y por consecuencia la construccion de
la nocion de Razén de Cambio. Esto lo podemos identificar ya que entre las
respuestas de los estudiantes encontramos que identifican ciertos elementos del
fendmeno asociados con las graficas que construyen o las que se proporcionan
en la actividad. Encontramos frases como: “crece/decrece cada vez mas/menos”
en relacion a las gréficas; o “es mas/menos rapido” en relacion al llenado o
vaciado del recipiente y su geometria.



Capitulo 1. Contextualizacion

1.1. Problematica

El discurso escolar de la razon de cambio en la facultad de Ingenieria Civil de la
UNACH, carece de un sistema de referencia para su resignificacion en el estudio
del Célculo. Debido a que el discurso tanto en Calculo Diferencial como en
Calculo Integral se ha remitido a lo algoritmico, muy poco a lo conceptual, y
mucho menos al estudio del saber en uso.

Se ha observado que en los cursos de célculo diferencial no se abordan temas
estrechamente relacionados con la Ingenieria Civil, y en ocasiones
definitivamente no se aborda el concepto de Raz6n de Cambio. Es por esto que
los estudiantes, al continuar con su carrera universitaria, generalmente tienen
problemas en las materias aplicadas cuando en el contenido de éstas hay que
abordar temas relacionados con el célculo diferencial.

El desarrollo de una perspectiva variacional del Calculo es un punto de partida
para la construccion de significados de objetos matematicos como derivada,
pendiente y razén de cambio, por lo que comprender como los estudiantes se
apropian de la nocion de variacion es un aspecto necesario en el aprendizaje del
Calculo (Caballero, 2018).

El andlisis variacional es un aspecto fundamental para la construccion de la
nociéon de Razon de Cambio y uno de los fendbmenos en donde es posible
estudiar a profundidad la nocion de variacion es el de vaciado de recipientes, ya
gue por ser un fendmeno hidraulico se considera relevante para que la formacién
del estudiante sea dirigida hacia la Ingenieria Civil.

En el fendmeno hidraulico de vaciado de recipientes se comenzd por apreciar
tres escenarios: experimentacion, simulacion y modelacion. Por lo que se
selecciond la simulacion como el escenario para trabajar ya que en este puede
incluirse la modelacion y graficacion, y segun Liliana Suarez (2014) la simulacion
es una estrategia que permite imitar problemas complejos en el mundo real y
ademas cuando el alumno usa una simulacion de computadora puede manipular
un modelo que ya ha sido creado intencionalmente para los objetivos que se
pretenden.

Tomando en cuenta también que desde la experimentacion podemos llegar a la
modelacién y graficacion del fendbmeno, haciendo un balance consideramos a la
simulacién como el escenario ideal ya que en la experimentacion se pueden
presentar factores que nos puedan distanciar de los objetivos esperados, y que
en la simulacién se establecen como condiciones iniciales, por ejemplo, el
coeficiente de descarga, la forma y medidas del recipiente, el radio uniforme de
salida, etc.

Considerando que en la investigacion se realizaran ciertas actividades utilizando
la simulacion del fendmeno de vaciado de recipientes, se esperaba tener como
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objeto de estudio a las ecuaciones diferenciales, ya que son indispensables para
la realizacion de dicha simulacion. Pero recordando que los estudiantes tienen
poco conocimiento del “lenguaje grafico”, preferimos comenzar con la
construccion de la nocion de Razon de Cambio para inculcar el lenguaje
variacional y por consecuencia obtener un dominio gréafico para los alumnos a
través de la prediccion.

Con la problemética planteada nos formulamos las preguntas de investigacion,
gue serviran de guia para nuestra investigacion.

Pregunta general de investigacion

e (;CbOmo construyen los estudiantes la Razon de Cambio a partir de la
simulacién de vaciado de recipientes con geometria dindmica?

Preguntas especificas de investigacion

e ¢ Cuales son las concepciones previas que tienen los estudiantes sobre el
lenguaje grafico a partir de una actividad especifica?

e ;COmMo poner en escena una situacion didactica que involucren la
prediccion y la simulacién de fendmenos de vaciado de recipientes?

e ¢ Cudles son los argumentos de los estudiantes sobre la construccion de
la nocion de Razén de Cambio a partir de la Modelacion-Graficacion
basados en la prediccion y simulacion de fendmenos de vaciado de
recipientes con diferentes geometrias?

1.2. Objetivos: general y especifico

Respondiendo a las preguntas de investigacion nos planteamos los objetivos de
la investigacion.

Objetivo general

Construir la nocién de razén de cambio a partir de la simulacion de vaciado de
recipientes con geometria dinamica.

Este objetivo se pretende alcanzar mediante tres momentos u objetivos
especificos.

Objetivos especificos

e Conocer las concepciones previas que tienen los estudiantes sobre el
lenguaje gréfico a partir de una actividad especifica.

e Disefiar una situacion a partir de las concepciones previas que tienen los
estudiantes que involucren la prediccion y la simulacion de fenémenos de
vaciado de recipientes.



e Analizar los argumentos de los estudiantes sobre la construccion de la
nocion de Razon de Cambio a partir de la modelacién—graficacion
basados en la prediccién y simulacion de fenébmenos de vaciados de
recipientes con diferentes geometrias.

1.3. Justificacion

La Razén de Cambio no se aborda en los cursos de Calculo Diferencial por
diferentes factores entre los que se puede destacar el hecho de que los
profesores supongan que ese conocimiento ya esta construido en su formacién
de preparatoria. Otro factor es que el tiempo que se le da para abordar ciertos
temas de Calculo Diferencial, es muy poco lo que da pie a solo recordar el
concepto para que se puedan estudiar todos los temas presentados en el
programa de estudios.

Es por esto que se pretende incorporar la Razén de Cambio en la ensefianza del
Célculo porque el andlisis variacional es importante para la formacion del
ingeniero civil y la tecnologia sera la herramienta que nos permitira la
construccion de la nocidon de Razon de Cambio a través de la simulacion, que a
su vez contiene de forma implicita la modelacion y graficacion. Los elementos
epistemoldgicos de la modelacién y de la graficacion contribuyen a concebir
actividades para resignificar los objetos asociados a la matematica del cambio y
la variacion (Suarez, 2014).

La tecnologia se estd usando cada vez mas en el ambito educativo, por lo que
en esta investigacion se busca una estrategia didactica para la ensefianza-
aprendizaje del célculo diferencial visto desde la perspectiva de la ingenieria civil,
ya que una problemética importante es que, en la enseflanza del calculo
diferencial, se siguen utilizando las mismas estrategias didacticas desde cuando
no se tenian al alcance los medios tecnoldgicos que hoy en dia podemos utilizar
a favor de la ensefianza en la Matematica Educativa.

Se debe hacer también un uso reflexivo de la tecnologia, ya que podria ser
perjudicial para los estudiantes reemplazar procesos matematicos necesarios
con el uso de algun software o una calculadora especializada, es por esto que
deberia existir un equilibrio entre el uso de la tecnologia y la ensefianza
tradicional.

Se pretende utilizar un software que permita realizar simulaciones que puedan
servir para que el calculo diferencial tenga una aplicacion directa, para fines
didacticos, en el ambito ingenieril especificamente en la construccién de la
nocién de Razon de Cambio, ya que, en el analisis variacional es muy necesario
en la formacion del Ingeniero Civil. Para esto utilizaremos la simulacion del
fendmeno de vaciado de recipientes con geometrias diferentes, recordando que,
al tratarse de un fenomeno hidraulico, se encuentra dentro del contexto de lo que
probablemente sea su trabajo al terminar su formacion.



Generalmente los alumnos cuentan con una computadora, o en su defecto la
facultad de ingenieria cuenta con laboratorios de computo en donde se puede
trabajar con un software que permita simular el fenébmeno, especificamente
GeoGebra. Este software es compatible con cualquier teléfono celular actual al
gue tiene acceso un estudiante, lo cual hace que su uso sea practico para
alcanzar los objetivos esperados en esta investigacion.

1.4. Estado del arte

En las investigaciones que se han realizado respecto a la forma en que se aborda
la razdén de cambio con los estudiantes de los semestres iniciales de ingenieria
civil, se hace evidente que estos carecen de una construccion del conocimiento
ya que cuando tiene que aplicar dichos conocimientos, no sabe como hacerlo y
por lo tanto tiene problemas al continuar en su formacién como profesional como
ya se menciond anteriormente.

En esta investigacion se pretende analizar la construccion de la nocidon de Razoén
de Cambio mediante el modelo de vaciado de recipientes utilizando la graficacion
para la representacion del fendmeno, y en base a esto disefiar una situacion
didactica que permita al estudiante resignificar el conocimiento que por alguna
razon no construyo anteriormente.

En la revision bibliografica encontramos que el fenomeno de llenado de
recipientes se ha utilizado anteriormente para fines didacticos, particularmente
para la construccion de la nocién de razon de cambio, sin embargo, el fenébmeno
de vaciado no se ha utilizado para este propdsito, es por esto que decidimos
trabajar con este fendmeno ya que, a diferencia del llenado de recipientes, se
presentan graficas con caracteristicas peculiares que ayudaran al estudiante a
construir la nocién de razén de cambio.

En dicha revision bibliografica recopilamos y analizamos diversas
investigaciones que nos permiten establecer ciertas caracteristicas y
consideraciones que se deben tomar para la realizacion de nuestra
investigacion. En esta revision nos encontramos las siguientes investigaciones:

Las préacticas de modelacion como proceso de matematizacion en el aula

Aungue la investigacion de Arrieta (2003) se ha quedado atras en el tiempo, para
nuestra investigacién es un antecedente importante ya que marca, en el inicio,
el enfoque que se le da a la matematica escolar y desde la perspectiva de nuestra
investigacion, se pretende enfocar a esta matematica escolar desde el punto de
vista ingenieril.

En esta investigacion Arrieta nos explica que aprender se refiere a las formas en
gue el conocimiento, construido por el ser humano, es movilizado en las



interacciones sociales, es decir; es muy importante que el alumno construya el
concepto de derivada, pero también nos interesa saber cual es la utilidad que le
da en su vida profesional o cotidiana.

Asi, de alguna forma nuestra investigacion esta insertada en el
proceso de busqueda sobre las formas de interaccion de los
conocimientos matematicos de los estudiantes en diversos
contextos, extraescolares o no, como lo son el trabajo u la
interaccién con otras ramas de la ciencia (Arrieta, 2003, p. 4).

Cabe mencionar que esta investigacion esté desarrollada desde una perspectiva
socioepistemologica ya que hace énfasis en las practicas sociales de
matematizacion en donde los estudiantes y el profesor participen en actividades
en las que las construcciones relacionadas al saber matematico desempefien un
papel fundamental, por lo tanto, los conocimientos matematicos son vistos como
construcciones sociales que surgen a partir de practicas y que también son
reproducidos por comunidades.

En la problematica también expone la ausencia de problemas reales en el
discurso matematico escolar, lo cual es un problema que también se da en el
tema de la Razén de Cambio, y segun Arrieta en ocasiones diversas nociones y
procedimientos matematicos han surgido de comprender y transformar
fendmenos “reales”, que es parte de los objetivos de nuestra investigacion,
incorporar un fendbmeno real al discurso matematico escolar para la ensefianza
del calculo diferencial dirigido hacia la formacion de un ingeniero civil.

Aunque también al utilizar fenémenos reales abre la posibilidad de manejar
grandes cantidades de datos instrumentalmente ventajosas, pero para eso
optamos por realizar la investigacion utilizando una simulacion para evitar que
datos que no son relevantes nos desvien de los objetivos esperados, y asi nos
permita desarrollar un pensamiento y lenguaje variacional.

Nuestro interés especifico consiste en investigar las
interacciones entre estudiantes y profesores con fendmenos
modelables mediante relaciones lineales y no lineales, en un
proceso de matematizacion en el aula, y como coadyuva a
desarrollar nociones matematicas ligadas a procesos cambio y
variacion, donde busquemos predecir estados futuros de un
proceso de cambio con base en datos que provienen de la
empiria y de la matematizacion del fendmeno en si. Asi, nuestra
intencién es investigar las practicas donde se combina la
intervencion en la naturaleza, el trabajo y el experimento con la
especulacion matematica y las construcciones al ser ejercidas
dichas précticas (Arrieta, 2003, p. 8).

Esta investigacion tiene como referencia los trabajos del Dr. Carlos Imaz, que
estaban enfocados en la construccion de objetos mateméaticos continuos a partir
de entidades discretas que tendrian como base el tratamiento hiperdiscreto de
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observables; lo que llevo a la idea de incorporar fendmenos, “problemas reales”,
al discurso matematico escolar, o de plantear un modelo a partir de ciertos datos.

Como se menciono anteriormente, la investigacion de Arrieta se desarrolla desde
una perspectiva socioepistemolégica, aunque la socioepistemologia aun se
encontraba en el proceso de construccion, pero explica claramente que, a
diferencia de las otras teorias, esta se conforma de cuatro dimensiones: la
epistemoldgica, cognitiva, didactica y social.

Esta investigacibn comienza situando al aprendizaje desde una actividad
humana en un contexto social, en donde los actores ejercen practicas usando y
construyendo herramientas. Por este motivo continua la investigacion explicando
gue se entiende por contexto social y su importancia en la construcciéon social
del conocimiento ya que las practicas que ejercen y las construcciones que
hacen determinados grupos en un contexto social nos brindan una diversidad de
posibilidades de construcciones ya que los actores toman conocimientos
previamente construidos y lo resignifican para su uso.

Posteriormente se describen las practicas de modelacion como practicas
sociales de matematizacion en el aula, en donde argumentan cual es el sentido
de considerar a la modelacion en el disefio de secuencias didacticas ya que las
practicas que se eligieron se desarrollan en relacion con fendmenos (fisicos,
guimicos, sociales, etc.), realizando predicciones de ellos utilizando modelos. En
nuestra investigacion se pretende utilizar el fendmeno de vaciado de recipientes
realizando predicciones sobre el comportamiento del modelo utilizando la
simulacién como herramienta para lo construccion del conocimiento, es por esto
que este antecedente es de gran importancia.

Las secuencias didacticas realizadas se disefian bajo esta perspectiva. Estos
disefios no se centran en los contenidos matematicos como tal, sino en la forma
en que los participantes construyen el conocimiento y las practicas que ejercen
utilizando las herramientas que de alguna manera son posibles para su contexto
social.

Los disefios de las secuencias didacticas fueron llamados: “Las practicas de
modelacion en la comunicacion del movimiento de un movil” y “Las matematicas
del movimiento”.

La idea principal de estas secuencias es que entre los estudiantes y el profesor
construyan argumentos y herramientas relacionados a un fenémeno, tratando de
evitar que las actividades se centren en los modelos algebraicos.

Los participantes de las secuencias referidas fueron dos profesores y diecisiete
alumnos de un grupo de tercer semestre de la carrera de Ingenieria Bioquimica
del Instituto Tecnoldgico de Acapulco que se organizaron en tres equipos de
cuatro estudiantes y un equipo de cinco. Dichos estudiantes cursan Ecuaciones
Diferenciales en el momento de la puesta en escena.



De ante mano Arrieta incorporo un estudio acerca de la identidad de los
participantes aplicando un cuestionario en donde se toman en consideracion tres
aspectos, su situacibn socioecondmica, su desarrollo escolar y sus
concepciones acerca de las matematicas y de su papel social, cabe mencionar
gue no se aborda de como esta identidad influye, pero plantea realizar
investigaciones futuras en donde si lo exponga.

En total se pusieron en escena las didacticas en ocho sesiones que se disefiaron
bajo las caracteristicas mencionadas anteriormente y que se presentan en la
siguiente tabla.

Sesion Secuencia Duracion Fecha (2002)

Primera | Las practicas de modelacion en la Dos horas | 24 de
comunicacion del movimiento de v media sep tiembre
un mowvil

Segunda | Las practicas de modelacionenla |Dos horas | 25 de
comunicacion del movimiento de v media septiembre
un mowvil

Tercera Las matematicas del movimiento: Dos horas | 2 de octubre
movimiento uniforme v media

Cuarta Las matematicas del movimiento: Tres horas | 3 de octubre
movimiento uniforme

CQuinta Exploraciones Tres horas | 4 de octubre

Sexta Las matematicas del movimiento: Tres horas | 7 de octubre
movimiento uniforme disforme

Septima | Las matematicas del movimiento: Tres horas | 8 de octubre
movimiento uniforme disforme

Octava | Exploraciones Tres horas | 9 de octubre

Imagen 1. Tabla de las secuencias puestas en escena (Arrieta, 2003, p. 139)

Como conclusion nos presenta que en los fendmenos de aprendizaje el todo
tiene caracteristicas que las partes, por separado, no tienen y que la importancia
no esta en el analisis de las partes, sino en las relaciones que establecen las
partes. Como un ejemplo claro de esto es la estrecha relacién que existe entre
los modelos lineales y cuadréaticos pues se constituyen en mismo movimiento y
no por separado y esto se evidencia con las secuencias aplicadas.



También hace énfasis en el estudio de las interacciones de los actores en el aula
en la construccion de conocimientos de un individuo en un contexto social, es
decir, que esto se logra desde los argumentos individuales hasta los grupales
llegando a una conclusion y al mismo tiempo una significacion del conocimiento.

La interaccion es lo caracteristico del socio; es decir, el profesor
no transmite el conocimiento al alumno, el alumno tampoco
construye individualmente su conocimiento. El caracter
discursivo de estas interacciones, construyendo, proponiendo y
argumentando diferentes versiones (lo individual) y llegando a
consenso (lo colectivo) es una distincion en esta investigacion
(Arrieta, 2003, p. 312).

Elementos del Calculo

En la revision bibliografica nos encontramos con el libro Elementos del Calculo
(Salinas, y otros, 2002) en donde analiza procesos variacionales y se centra en
el andlisis de la Raz6n de Cambio utilizando actividades del fenédmeno de llenado
de recipientes cuando esta Razon de Cambio es constante y cuando no es
constante utilizando tablas de datos y la graficacion como herramienta para
construir la nocién de variaciéon y desarrollar el pensamiento y lenguaje
variacional.

Este libro se cre6 como una propuesta para la ensefianza y el aprendizaje del
célculo que abarca desde el Calculo de Varias Variables hasta las Ecuaciones
Diferenciales. La razén de la creacion de este libro fue el fracaso de las
propuestas tradicionales de la ensefianza del Calculo que estan basadas en
libros de texto de autores estadounidenses que llevan por lo menos 50 afios
dentro del discurso matematico escolar, sabiendo que las herramientas de hoy
existen una diversidad extensa de herramientas que sirven para la ensefanza.

La revision de este libro nos llevo a pensar en una forma innovadora para la
ensefianza-aprendizaje utilizando fendmenos con caracteristicas similares, pero
en el caso de nuestra investigacion utilizaremos el fendmeno de vaciado de
recipientes, obviamente utilizando actividades distintas a este libro, pero también
aportando la herramienta de la simulacion.

Una caracteristica importante de este libro es que los conceptos estan en un
orden creciente de tal manera que al inicio se tratan los temas mas simples que
se dirigen hasta los mas complejos, a diferencia de los de texto tradicionales que
tienen un orden en donde no consideran el nivel de complejidad de los
conceptos, por lo tanto, los estudiantes no comprenden estos conceptos. Y
surgen problemas como por ejemplo cuando los estudiantes saben “derivar e
integrar” pero no saben cuando puede resultar util realizar tales procesos. Otro
ejemplo son los diferenciales, que mientras en fisica es una nocion muy
importante, en los libros de texto de Calculo se presenta un discurso confuso en
donde las aplicaciones estan muy distanciadas a la formacién del estudiante.



Los autores de este libro proponen actividades en donde se presentan
situaciones que seran discutidas que generen un ambiente propicio para la
construccion del célculo, como por ejemplo la prediccién de la posicién de un
objeto que se mueve en linea recta con cierta velocidad; deducir la formula de la
distancia recorrida por un objeto en caida libre; calcular la masa de una varilla
conociendo su densidad; etc. Conforme el estudiante avance en el andlisis de
este libro, comprendera de mejor forma la relacién que tienen estas situaciones
entre si respecto a las magnitudes, las graficas y la deduccion de las férmulas.

La estructura del libro comienza analizando problemas cuando la razéon de
cambio es constante, en donde se abordan temas como el movimiento rectilineo
uniforme y como cambian las magnitudes respecto al tiempo, variable que vamos
a encontrar en la mayoria de las actividades de este libro. En esta parte utiliza
ejemplos con automoviles en movimiento y la tabulacion de datos para identificar
los cambios de posicion con respecto al tiempo, es decir, cual es la razén de
cambio.

Continta analizando problemas cuando la razén de cambio no es constante, esta
parte la divide en dos secciones, la primera cuando hace un analisis cuantitativo,
es decir, cuando no importan las magnitudes sino su comportamiento en relacion
a la velocidad que crecen o decrecen; y la segunda cuando hace un analisis
cuantitativo, es decir, cuando ya realiza un modelo cuadréatico para representar
el fenomeno. Es aqui en donde comienza a utilizar el fendmeno de llenado de
recipientes en conos y a representarlos por graficas en donde se muestra el
comportamiento y las variaciones de velocidad segun la geometria del repiente
correspondiente.

Posteriormente realiza una conceptualizacién de las ideas fundamentales en
donde define a la derivada como la razén instantanea de cambio y también
conceptualiza a la antiderivada, es decir, a la integral como el cambio acumulado.
Es en donde surgen cuatro conceptos claves del calculo: la derivada, el
diferencial, la antiderivada y la integral; y también la representacion algebraica
para una magnitud cuya razén de cambio corresponde con un polinomio. Es
importante sefialar que al desarrollar este proceso nos abrir4 las puertas para
tener acceso a las soluciones de problemas de optimizacion para obtener el valor
méaximo o minimo de una magnitud. Estos temas se abordan utilizando
problemas de caida libre en donde si influye una variable que antes no se habia
tratado, la gravedad; variable que de alguna manera también influye en el
fendmeno de vaciado de recipientes y ain mas cuando se trata de representarlo
mediante su ecuacion diferencial.

También expone que la razon de cambio se encuentra en diferentes contextos
en donde estan presentes las ideas de cambio y variacién. Cabe mencionar que
en este libro al utilizar la integral (antiderivada), se entiende como el proceso
inverso de la derivada, y con todo esto llegar hasta el teorema fundamental del
calculo.
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Finalmente concluye con la algoritmia en el calculo de derivadas y antiderivadas
en donde se muestran las reglas de derivacion y se realiza el célculo de
derivadas en diversas situaciones, asi como también se calculan integrales o
antiderivadas. Los problemas finales son relacionados a la graficacion de
funciones y como lo mencione anteriormente, a la optimizacion de magnitudes.

Este libro fue muy importante para la eleccion del tema de tesis y también para
mostrarnos como debe ser el proceso para desarrollar las nociones de variacion
para asi lograr una construccion del conocimiento en las materias de Calculo,
ademas de utilizar fendbmenos hidraulicos para explicar la relacion entre
variables, la forma en que cambian y la medicién de este cambio; el andlisis de
como esta medida evoluciona asi como también el reconocimiento de por qué
las variables cambian de la forma en que lo hacen. La estructura de este libro
ayuda a que el estudiante encuentre un significado de estos temas que son
necesarios para el célculo pero que también la algoritmia hace que esta
importancia no se vea reflejada en el discurso matemaético escolar.

Modelacién-Graficacion, Una Categoria para la Matematica Escolar.
Resultados de un Estudio Socioepistemoldgico

Continuando con la busqueda de investigaciones que pudieran aportar a nuestro
trabajo de investigacion nos encontramos con la tesis de Suéarez (2014) que
posteriormente se hizo libro en la que al igual que las investigaciones
mencionadas anteriormente, se plantea la construccion social del conocimiento
del célculo asociado a la variacion y el cambio, haciendo que la modelacion
genere un conocimiento util a través del uso de las graficas.

Esta modelacién estda ha llamado fuertemente la atencion dentro de la
Matematica Educativa por la diversidad de concepciones que desarrolla ciertos
conceptos conceptuales dentro de los que se encuentran: el lenguaje de
herramientas y el lenguaje de los objetos (Suarez, 2014). Este desarrollo obliga
a debatir entre la actividad matematica y la actividad humana como marco de
referencia del conocimiento matematico. Esta investigacion es relevante en el
caso del fendmeno de vaciado de recipientes ya que se busca debatir entre una
actividad del ingeniero civil y la actividad matemética que implica el andlisis de
este fenomeno, asi como también la construccion de la nocion de variacion al
desarrollar la ecuacion diferencial que describe al fenémeno.

Segun Suarez (2014) una caracteristica importante de la modelacion es que se
pueden hacer ajustes para no desviarnos del resultado, es por esto que como ya
se menciond anteriormente para nuestra investigacion se utiliza la simulacion
para no desviarnos del resultado que pretendemos obtener.

Dentro de nuestra investigacion se adopta a la modelacién como
una construccion teérica que un individuo realiza al enfrentar
una tarea matematica en la que pone en juego sus
conocimientos. Y como caracteristicas propias de esta
construccion, la modelacién posee su propia estructura, esta
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constituida por un sistema dindmico, la simulacién puede llevar
a cabo multiples realizaciones y hacer ajustes en su estructura
para producir un resultado deseable, es un medio que soporta
el desarrollo del razonamiento y de la argumentacion, busca
explicaciones a un rango y enfatiza invariantes, trae una idea en
una realizacidon para satisfacer un conjunto de condiciones. En
pocas palabras, modelacién es la seleccién del lenguaje de las
herramientas sobre el lenguaje de los objetos (Suéarez, 2014, p.
18)

Cabe destacar que en el discurso matematico escolar la modelacion es
considerada como una actividad que le da un sentido de aplicacion a los
conocimientos que se abordan en los cursos de matematicas, sin embargo, alin
existe un distanciamiento hacia la realidad. La investigacion de Suéarez hace
énfasis en acercar la realidad a la matematica utilizando estrategias con ayuda
de la tecnologia para el estudio de las graficas que se generan a partir de la
modelacién y asi exista una resignificacion de la variaciobn asociada a los
fenomenos de cambio.

Mediante estudios relacionados con el estudio de fendbmenos de cambio y
variacion con una practica de modelacion; Suérez conforma una epistemologia
para la modelacién escolar que se basa en las graficas y que la llamo
socioepistemologia de la Modelaciéon—-Graficacion (M-G), y que brindara a los
alumnos un marco de referencia para que comprendan la importancia de la
variacion en el calculo a través de un uso de las gréficas diferente al que conoce
por el discurso matematico escolar. Para esto se necesita la modelacion gréfica
del cambio y de la variacion, como un caso especial toma la modelacion del
movimiento, ya que es mas factible ver los elementos que nos interesan para la
resignificacion del conocimiento.

La hipétesis principal para el disefio de la situacién didactica es que la variacion
seresignificaatravés de lamodelacion —graficacién (Suarez, 2014), es decir
gue una situacidon en donde se estudian fendmenos de cambio a través de
graficas contribuye a establecer relaciones entre el la Razén de Cambio y las
graficas donde esta variacion tiene un sentido especifico en donde no es
necesario hacer el analisis algebraico. Es por esto que en nuestra investigacion
proponemos una situacion en donde se involucren fendmenos relacionados con
la ingenieria civil ya que pretendemos que, al tratarse de un fenémeno hidraulico,
el alumno se interese por analizar el cambio que existe en el movimiento del
agua y establecer una relacion con las graficas.

La tecnologia juega un papel muy importante en esta investigacion, ya que como
sefiala Suéarez (2014) las computadoras, calculadoras y hoy en dia los teléfonos
celulares han pasado de ser herramientas de unos pocos a tener un uso masivo
y se ha abaratado su costo. Este tipo de tecnologia hace mas practica la
modelacion y simulacion de ciertos fendmenos ya que el desarrollo de softwares
especializados va a pasos agigantados.
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En términos educativos la simulacion es una estrategia que
permite imitar problemas complejos del mundo real para analizar
el comportamiento de los sistemas, asi como de su progreso. La
modelacion por computadora proporciona un contexto educativo
gue ha atraido la atencion en afios recientes. Los avances en
tecnologia y en el desarrollo de interfases que se manipulan
directamente la han hecho accesible a estudiantes de un amplio
rango de edades. Hace no mucho tiempo para poder modelar
con computadora era necesario aprender lenguajes de
programacion lo que restringia el rango de alumnos que podian
usarla (Suarez, 2014, p. 31).

Es importante distinguir la modelacion y la simulacion ya que cuando los
estudiantes usan la simulacion por computadora manipulan un modelo que ha
sido creado para ciertos objetivos, ahora bien, cuando ellos modelan crean sus
propias representaciones, lo que nos lleva a una resignificacion del
conocimiento. En la investigacion de Suérez (2014) utiliza un software llamado
MathCars en donde se manipula un vehiculo en movimiento en una gréafica
cartesiana, el usuario puede manipular la velocidad del vehiculo y esta aparece
en el tablero simulado. Los detalles de las situaciones disefiadas las
comentaremos mas adelante. Otra forma de generar representaciones es
utilizando sensores, en donde es posible manipular la informacién para obtener
representaciones gréficas, tabulares y algebraicas de las cantidades y su Razén
de Cambio.

En trabajos anteriores realizados por Suérez expone que los estudiantes
diferencian entre razones de cambio constantes y variables, y el desarrollo de
estrategias para calcular la cantidad a partir de sus razones de cambio variables
y para el calculo del maximo valor de una funcion. Esto se logra mediante una
actividad que consiste en una situacion de movimiento en donde los estudiantes
cuentan con calculadoras y sensores la intencién es que los estudiantes transiten
por un ciclo de exploraciones que van de la situacion a la simulacion y de nuevo
a la situacion (Suarez, 2014). En estas investigaciones se observo que las
representaciones graficas que realizan los alumnos interactian con las
representaciones que son proporcionadas por la tecnologia utilizada.

Suarez explica el sentido del uso de las gréaficas en esta investigacion y los
elementos que le dan soporte. Se distinguen dos grupos en los que se identifican
las graficas: las que son de interpretacién y las que son de construccion.
Tomando en cuenta esas acciones, analizan y encuentran ejemplos de cuatro
tareas tipicas: de prediccion, de clasificacidn, de traduccion y de escala (Suarez,
2014).

La intencion de la realizacion de la investigacion de Suérez es que el
conocimiento que obtenga el alumno en la escuela le sea util en la vida fuera de
la escuela, en el caso de nuestra investigacion pretendemos que el conocimiento
gue construya el alumno dentro del aula de clases le sea Util no solo para aprobar
las materias que se relacionan con los conocimientos en cuestion, sino que
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también le sea 0til en su vida profesional. Toda sociedad necesita que el
conocimiento que se adquiera en la escuela sea funcional, es decir, que se
integre y se resignifique permanentemente en la vida (fuera de la escuela) para
transformarla (Suéarez, 2014).

Es por esto que Suarez aborda la Modelacion-Graficacion desde una perspectiva
socioepistemoldgica para la construccion de las ideas de cambio y variacion, que
son fundamentales para construir la nocion de Razén de Cambio que es el
objetivo de nuestra investigacion. Es por esto que seran retomados algunos
elementos importantes de ésta tesis doctoral.

En la primera etapa del disefio de la situacion didactica de Suarez se presenta
una situacion de movimiento en la que el profesor pide que los estudiantes
realicen una gréfica que representa el movimiento. Con esto los estudiantes se
veran en la necesidad de recurrir a sus conocimientos sobre graficas para
modelar la situacion de movimiento.

En la siguiente etapa se organiza el grupo en equipos de tres o cuatro
estudiantes para realizar un bosquejo de la grafica del movimiento y se observan
las decisiones que se toman en cada equipo. En una tercera etapa los equipos
exponen sus graficas a todo el grupo y explican cual es la relaciéon con la
situacion del movimiento, también es valido comentar y discutir las graficas de
otros equipos. En esta etapa los estudiantes, en equipo, simulan fisicamente la
situacion de movimiento usando calculadoras y sensores para obtener las
gréficas, se recomienda que los estudiantes realicen ajustes en la simulacion
para obtener las graficas deseadas. Se espera que con los datos obtenidos con
la tecnologia realicen una confrontacion con las gréaficas hechas anteriormente.

En la dltima etapa el alumno sera capaz, en base a los argumentos construidos,
de predecir el comportamiento de las gréficas segun las caracteristicas del
movimiento correspondiente.

Los participantes en esta situacion didactica fueron estudiantes de bachillerato
gue recibieron una invitacion de sus profesores de matematicas a participar de
forma voluntaria en un taller extracurricular de modelacion de cuatro sesiones
con duracion de tres horas cada una. Participaron estudiantes que cursan las
materias de algebra, geometria analitica y cdlculo integral en los semestres
correspondientes de cada alumno. Se organizaron en equipos y con ayuda de
un auxiliar para el manejo de las calculadoras y sensores, llegaron a una
conclusién para presentarla a la clase completa. Con esto los alumnos
identificaron los diferentes momentos de la situacion didactica como se presenta
en la siguiente tabla.
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Diseiio de Situacion de
Modelacion del
Movimiento

Tareas asignadas a los estudiantes

Momento L.
Establecimiento de la
forma del nuevo
funcionamiento de las

graficas en la modelacion

El profesor les presenta una situacion de variacion y se les pide

hacer un modelo grafico a lapiz y papel

Momento II. Construccion
de argumentos del uso de
las graficas en la

modelacion.

Los integrantes del equipo llegan a un acuerdo sobre la descripcién
grafica y la exponen a la clase completa.
Muevamente en equipo, los estudiantes realizan la simulacion de la

situacion y obtienen graficas con el uso de las calculadoras y los

sensores.
Discuten y explican las diferencias entre su modelo grafico y las

graficas obtenidas en la simulacion

Momento III. Puesta en | Los estudiantes usan los argumentos construidos para coordinar el

funcionamiento del uso | comportamiento de las graficas con las caracteristicas del

de las graficas en la movimiento.

modelacion

Imagen 2. Disefio de situacion vs tareas (Sudrez, 2014, p. 124)

A manera de conclusién Suarez establece que el uso de las graficas que de
alguna manera esta determinado por un problema real, promueve el interés por
el estudio del cambio, y por lo tanto existe una resignificacion de la variacion.

Las gréficas de las funciones son herramientas para modelar el
cambio intrinseco a las funciones de posicion, velocidad y
aceleracion donde podrian intervenir conceptos como la razén
de cambio, la relacién de una funcién con su derivada, manejo
simultaneo de dos o mas ordenes de variacion, maximos y
minimos o la acumulacién de una funcién (Suarez, 2014, p. 165).

Esta investigacion marca un avance en el estudio del Célculo desde una
perspectiva Socioepistemoldgica basado en practicas sociales al considerar al
binomio modelacién—graficacion como elemento necesario para la
resignificacién de la variacion.

El hecho de hacer preguntas sobre el comportamiento de una grafica propicia la
creacion de argumentos que establecen relaciones entre el fenOmeno que
observa (movimiento) y las caracteristicas de la gréfica (creciente, decreciente,
concavidad, etc.). Con un disefio tomando en cuenta estas consideraciones e
incluyéndolo al discurso matematico escolar se puede establecer que el
estudiante va dar un significado a la variacion mediante el uso de las gréficas.
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Cabe destacar que esta investigacion ha contribuido a generar un marco de
referencia que integra la modelacion, con la graficacion y el uso de la tecnologia
(Suérez, 2014), caracteristica muy importante ya que el estudio de esta
combinacion es muy importante para nuestra investigacion ya que se pretende
incorporar la tecnologia para construir ciertas nociones, pero en un contexto
diferente pero no muy alejado a la investigacion de Suarez ya que también se
utilizaran situaciones de movimiento.

Razdn de Cambio: Un estudio para analizar su construccion através de las
graficas generadas por el modelo de llenado de recipientes

La investigacion de Esqueda (2014), se centra en la construccion de un tema en
especifico, la Razon de Cambio, a través de las graficas generadas por un
modelo, este andlisis se lleva a cabo con alumnos de primer semestre de
Ingenieria Civil que cursan la materia de Céalculo Diferencial. A diferencia de las
investigaciones anteriores en donde también abordan la construccién de la
nocién de variacién, pero de una forma mas general.

El problema principal que expone Esqueda (2014) es que el discurso matematico
escolar que se utiliza en el aula se enfoca en su mayoria a procesos algoritmicos
sin tomarle al concepto central la importancia que se deberia, como por ejemplo
la razon de cambio. En base a esto Esqueda plantea la siguiente pregunta de
investigacién: ¢ Cémo construyen la nocion de Razon de Cambio los estudiantes
de IC a través de la representacion graficas del modelo de llenado de
recipientes?

Esqueda expone en su investigacién que existe un problema en la ensefianza
del Calculo Diferencial en donde se ensefia el concepto de derivada, idea que
se concibe con la concepcion de variacion o cambio, y que en su mayoria se
enfocan en la mecanizacion como por ejemplo calcular el valor numérico de la
pendiente de la recta tangente, sin considerar que la recta tangente tiene una
estrecha relacion con el concepto de variacion en una curva y que también toma
un valor diferente en cada punto.

En investigaciones revisadas se encontré que algunos estudiantes son capaces
de resolver ejercicios de derivadas aplicando las reglas de derivacion, sin
embargo, tienen problemas cuando se les pregunta el significado de la nocién
de Derivada, en cualquiera de sus formas posibles, asi como también en analizar
graficas que representan modelos fisicos donde esté presente el concepto de
Razén de Cambio.

También se encontré que, en la Ingenieria, la ensefianza de las matematicas se
inclina por la matematica como tal, sin considerar el conocimiento ingenieril, esto
provoca gue se ignoren los usos de las matematicas y origina problemas en el
aprendizaje de los estudiantes. En esta parte Esqueda mostro un avance en
cuanto a la problematizacion del saber tomando en cuenta las caracteristicas de
los estudiantes proponiendo asi incorporar temas relacionados con la ingenieria
para la ensefianza del Calculo Diferencial.
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Es por esto que dentro de redisefio del discurso matematico escolar, Esqueda
propone incorporar el modelo de llenado de recipientes con diferentes
geometrias a través de su representacion grafica, fendmeno que se presenta en
la formacion del ingeniero, y con esto analizar la construccion de la nocion de
Razdén de Cambio (constante o variable). Esto implica que los estudiantes se
sientan familiarizados con los conceptos y de alguna manera entiendan que lo
gue estan aprendiendo tiene una utilidad en problemas reales dentro de su
profesion, asi como también se sientan atraidos al analisis del Calculo Diferencial
desde una perspectiva ingenieril.

Revisando los planes o programas de estudio de la materia de Calculo
Diferencian de la licenciatura en Ingenieria Civil de la UNACH, Esqueda encontrd
gue en estos se presenta la Razén de Cambio como una introduccion a la
Derivada, restando la importancia que deberia darse a la construccion de las
nociones de variacion para el entendimiento del Célculo Diferencial.

Ahora bien, para dar sustento a la pregunta de investigacion y objetivos, Esqueda
(2014) se baso en los siguientes supuestos:

e Los estudiantes no logran construir de forma correcta la nocién de Razon
de Cambio, lo cual contribuiria a facilitar la comprensién del Célculo
Diferencial.

e El disefio de una secuencia didactica que involucre la representacion
gréfica del modelo de llenado de recipientes, podria favorecer la
comprension de la nocion de Razén de Cambio en estudiantes de la
carrera de Ingenieria Civil.

e En los programas de Estudio de la materia de Calculo Diferencial, la
ensefianza del concepto de Razén de Cambio es poco abordado y por
consiguiente el profesor se enfoca en la mecanizacion de reglas de
derivacion.

Contestando la pregunta de investigacion se plantea el objetivo que es: Analizar
e interpretar, a través de la representacion gréfica del modelo de llenado de
recipientes, la construccion de la nociéon de Razon de Cambio que poseen los
estudiantes que cursan el primer semestre de la carrera de Ingenieria Civil de la
UNACH (Esqueda, 2014).

En la revisidn realizada por Esqueda (2014) se han encontrado algunos trabajos
de investigacion en donde se aborda la nocion de Razon de Cambio a través de
representaciones gréficas del modelo de llenado de recipientes, ejemplo de ello
es el libro Elementos del Calculo el cual describimos anteriormente, pero en la
busqueda de Esqueda encontrd otros trabajos relacionados al tema, los cuales
se enlistan a continuacion.

e Conceptualizacién de la Razén de Cambio en el marco de la ensefianza
para la comprension (Rendén, 2009).
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e Interpretacion de la nocion de Derivada como Razén de Cambio
instantanea en contextos matematicos (Vidal, 2012).

e Una propuesta para la ensefianza de la Derivada como Razén de
Cambio a estudiantes de grado undécimo (Cardona, 2012).

e Estudio de la Derivada desde la variacion y el cambio. Analisis historico—
epistemoldgico (Vrancken & Adriana, 2013).

Por otro lado, la Teoria de Situaciones sirvid6 como marco teorico para la
realizacion de la investigacion de Esqueda, debido a su enfoque constructivista
en el aprendizaje, en esta parte expone una breve resefia histérica donde nos
explica que tuvo su origen en Francia y fue desarrollada por Brousseau, y que
fue concebida para el campo particular de la Matematica Educativa, sin embargo,
se busca que abarque otros dominios del conocimiento en los diferentes niveles
educativos.

Esta Teoria se adapté mejor a nuestra investigacion, por la
forma en la que la produccién de conocimientos es planteada,
por medio de interacciones; en nuestro caso, el medio lo
constituye la situacion didactica que aplicamos a través de las
actividades relacionadas con la nocién de Razén de Cambio en
los estudiantes de primer semestre de Ingenieria Civil, los cuales
desarrollaron el papel de sujeto; ademas, esta teoria fue
concebida estructurdndose en el concepto de nocion que
precisamente fungié como el objetivo de nuestra investigacion:
analizar la construccion de la nocion de Razon de Cambio, la
cual representa el conocimiento matematico que se pretende
ensefiar (Esqueda, 2014, p. 71).

Con base en esta Teoria se disefié la secuencia didactica apoyados en la
metodologia de la Ingenieria Didactica, la cual se caracteriza por un esquema
gue considera, en la experimentacion en clase, una forma de registro de datos y
por las fases de validacion. Al igual que en la Teoria de Situaciones Esqueda
hace una breve resefia historia sobre la Ingenieria Didactica en donde expone
gue esta metodologia surgi6 a principios de los afios ochentas y se nombro asi
debido a la comparacién que se realiza con el trabajo de un ingeniero para
realizar un proyecto.

Ahora bien, el término Ingenieria Didactica se utiliza en Didactica de las
Mateméticas con un doble sentido: como Metodologia de Investigacion y como
productor de Situaciones de Enseflanza y Aprendizaje; en el proyecto de
Esqueda se utiliza a la Ingenieria Didactica como metodologia y la Teoria de
Situaciones proveerd el marco teorico para las realizaciones didacticas
(Esqueda, 2014). La Ingenieria Didactica se compone de cuatro fases, estas son:
andlisis preliminares, concepcion y analisis a priori, experimentacion y analisis a
posteriori y validacion.
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Esta metodologia es la base para el disefio de la situacion didactica,
comenzando por la planeacién, donde se realizan los analisis preliminares y se
centra en tres dimensiones fundamentales: la didactica (funcionamiento del
sistema de ensefanza, libros de texto, analisis del plan y programas de estudio
de la licenciatura en Ingenieria Civil), la cognitiva (asociada a las caracteristicas
cognitivas de los estudiantes) y la historica—epistemolégica (asociada a la
construccion del saber en juego: Razén de cambio).

Continuando con la metodologia esta la fase de disefio en done se estructura el
analisis a priori cuyo propésito es determinar un conjunto de hipétesis que
consideren las variables que puedan surgir en la situacién y también las
restricciones para que los estudiantes no se desvien del objetivo. En el caso de
la investigacibn de Esqueda se estructuraron dos actividades con sus
respectivos ejercicios, todos basados en el modelo de llenado de recipientes con
diferentes geometrias, los cuales se retomaron del libro Elementos del Céalculo
de (Salinas, y otros, 2002) mencionado anteriormente.

En la primera actividad Esqueda (2014) les presenta a los estudiantes tres
recipientes con geometrias diferentes (cilindro, cono, cono truncado invertido)
con sus respectivas alturas, radios y gastos. Esto con el objetivo de que los
estudiantes comiencen a argumentar acerca de la Razén de Cambio, de tal
suerte que ellos identifiquen de forma cuantitativa cuales son constantes y cuales
son variables, y ademas si estas son crecientes o decrecientes. En una primera
etapa se les realiza un cuestionario sobre como cambia una variable con
respecto a otro. En la segunda etapa se presenta una tabla con ciertos valores
en donde se tiene que predecir la diferencia de alturas con respecto al tiempo de
llenado. Y en una ultima etapa se presentan las graficas que representan el
comportamiento llenado con la finalidad de que en base a todo el analisis puedan
elegir la gréafica correcta.

En la segunda actividad Unicamente se presentan dos recipientes con diferentes
geometrias, pero ahora con geometrias diferentes a las de la actividad anterior
(esfera y una especia de esfera invertida) con sus respectivas alturas y gastos,
pero ahora con el objetivo de sélo bosquejar las graficas que representan el
modelo de llenado de estos recipientes respecto al tiempo. En esta ocasion no
se les proporcionan las graficas, los estudiantes tienen que realizarlas.

Siguiendo la metodologia Esqueda continua con la fase de experimentacion que
se compone de tres aspectos: la puesta en escena de la situacion, las
caracteristicas de los estudiantes y la dindmica seguida para realizar la situacion.
La secuencia aplicada tuvo una duracion de dos horas en donde se recopilo
evidencia escrita y algunas fotografias, dicha secuencia se aplicé a un total de
34 estudiantes que contestaron la secuencia en parejas, los cuales ya habian
cursado Calculo Diferencial en preparatoria y también en la licenciatura (en ese
momento estaban terminando el curso).

La dltima fase de esta metodologia es la de validacion que consiste en la
confrontacion de las hipotesis realizadas en el analisis a priori, con el analisis a
posteriori que son los resultados obtenidos en la experimentacion. En esta fase
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Esqueda organiza los datos en tablas para facilitar su visualizacion y expone sus
andlisis correspondientes y agrega los datos que surgieron en la fase de
experimentacion de cada ejercicio y actividad propuesta en el disefio de la
situacion didactica.

A manera de conclusion partiendo de la problematica, Esqueda (2014) nos
explica que, a través de la representacion grafica del modelo de llenado de
recipientes, se ha encontrado que manera los estudiantes de ingenieria
construyen la nocion de Razon de Cambio. En la bibliografia revisada se
encontré que no hay trabajos realizados que estén basados en la nocién de
Razén de Cambio a través de un modelo fisico en particular (en este caso el
modelo de llenado de recipientes), sino que se basan en cada uno de estos
elementos, pero de manera separada, sin embargo, sirvieron en los fundamentos
de la investigacion.

Dentro de la fase de validacion en la confrontacion se obtuvo lo siguiente:

e En los ejercicios de la primera actividad, al pedir a los estudiantes que
identificaran la Razon de cambio constante al llenar un recipiente
cilindrico, la mayoria de ellos no presentaron dificultades, ya que se
basaron en observaciones referentes a que el nivel de agua aumentaba
la misma cantidad en un tiempo determinado por la forma del recipiente y
también porque el gasto es constante. Al cambiar la forma del recipiente
a un cono, muchos de ellos concluyeron que no importaba la forma del
recipiente, siempre y cuando el gasto de llenado de la llave fuera
constante la Razén de Cambio también lo seria. De la misma forma con
el cono truncado, los estudiantes concluyeron que no influia la forma del
recipiente en el cambio de la altura del liquido con respecto al tiempo.

e En la segunda actividad se vieron en la necesidad de utilizar las
conclusiones de las actividades anteriores, haciendo algunas
combinaciones tratando de llegar al bosquejo correcto de las graficas,
algunos de ellos intentaron bosquejar las gréaficas de una forma numeérica,
debido a que estan familiarizados con los procesos algoritmicos en sus
cursos de calculo (Esqueda, 2014).

Causalidad y temporizacion entre jovenes de bachillerato. La construccion
de la nocién de variacion y el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional

La investigacion doctoral de Caballero (2018) surge de la problematica que existe
en el aprendizaje del Calculo en los estuantes y en ocasiones también en los
profesores, tomando en cuenta que el Célculo infinitesimal es una rama de las
Matematicas presente en la educacion media y que estudia de alguna manera el
cambio relativo de variables, caracteristica que le permite incursionar en otras
ramas, asi como la Fisica, Biologia, diversas ingenierias, entre otros. Dentro de
los planes y programas de estudio, el Calculo infinitesimal es tratado en las
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materias asociadas el Calculo Diferencial y el Calculo Integral, asignaturas que
se presentan a la mitad o al final del bachillerato y al inicio de la licenciatura.

La intencion de la investigacion es dotar de un caracter dinamico al Calculo,
aspecto que ha sido estudiado en otros trabajos, y que pueda desarrollarse
mediante el estudio de la naturaleza variacional de los fendbmenos, aspecto que
no siempre se le da la debida importancia en el discurso matematico escolar, lo
cual provoca que los estudiantes no comprendan completamente algunos
conceptos del Célculo.

Lo anterior deja ver que la problemética acerca del aprendizaje
del Calculo es abordado desde diferentes posturas, pero
encontramos que una idea central es la de desarrollar una
comprension dinamica del Caélculo desde una perspectiva
variacional, es decir, a partir del estudio y el analisis de como
cambian las variables. El desarrollo de una perspectiva
variacional del Célculo es un punto de partida para la
construccion de significados de objetos matematicos como
derivada y pendiente, por lo que comprender como los
estudiantes se apropian de la nocién de variacién es un aspecto
necesario en el aprendizaje del Calculo (Caballero, 2018, p. 15).

En particular para los objetivos de nuestra investigacion, Caballero aclaro varias
ideas respecto al desarrollo de una perspectiva variacional del Calculo y la
importancia que tiene para desarrollar las nociones de variacién y cambio y el
desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), que de alguna
manera son aspectos generales que contienen la nocién de Razén de Cambio
gue es el saber matematico en cuestion en nuestra investigacion.

Ahora bien, se podria entender que cambio y variacién son sinébnimos, afirmacion
gue no es correcta. Se entiende por cambio a toda modificacidén que tiene el valor
de una variable como por ejemplo el cambio de posicion de un objeto respecto a
un punto de referencia, la diferencia de temperatura que experimenta un café
que esta al aire libre, etc., estos cambios son percibidos por los sentidos.
Mientras que la variacion se encuentra de manera implicita en los fenomenos,
por lo tanto no son percibidos de manera directa por los sentidos, como por
ejemplo cuando un vehiculo cambia su posicion que esta en movimiento no
podemos percibir su velocidad, sin embargo podemos hacer referencia
comparandolo con otro vehiculo (es mas rapido o mas lento que el otro), o con
el movimiento mismo (avanza mas rapido o mas lento que antes), incluso se
puede estimar un valor numérico de su velocidad pero no se observa
directamente.

De modo que, aunque el cambio y variacidbn son nociones que
estan relacionadas, no significan lo mismo. El cambio alude a
una cualidad que experimenta una transformacion, en tanto que
la variacion consiste en una abstraccion de las propiedades y
caracteristicas del cambio que se percibe (Caballero, 2018, p.
16).
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Aunque también dentro del término variacion se incluye el de covariacion, debido
a que las cantidades no cambian de manera independiente, se requiere de otra
cantidad para determinar que la primera ha cambiado, es decir, la variacion
involucra al menos dos variables.

Segun Cantoral (2016), para entender, comprender y construir la nocién de
variacion no basta observar el cambio ni ser consiente de él. Es por esta razén
gue Caballero considera que tipos de escenarios favorece su construccion, de
gué manera las personas perciben esta nocion en diferentes fenédmenos y como
la representan.

Para analizar la problematica acerca de la construccién de la variacion, el trabajo
de Caballero (2018) se apoya en la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica
Educativa, pero en esta ocasion especificamente en la linea de investigacion
Pensamiento y el Lenguaje Variacional (PyLV). El cual consiste en el estudio de
las formas en como las personas reconocen el cambio y la variacién en un
fendmeno, como usan estas nociones para resolver situaciones problematicas,
como comunican el cambio y la variacion, asi como la manera en como estas
nociones intervienen y contribuyen en la construccién social del conocimiento
(Caballero, 2018). Es decir, consiste en el estudio de las formas de pensar y
argumentar mateméaticamente el cambio y la variacién en situaciones en la que
sea necesario utilizar la prediccién.

Anteriormente, Caballero (2012) realizo una investigacion de maestria en la que
experimenta con actividades de variacion en profesores, en donde reporta que
una parte del profesorado que participo no recurre en sus respuestas al analisis
variacional, sino a lo que estan acostumbrados en el discurso matemaético
escolar, teoremas, formulas para construir sus respuestas. Este trabajo de
Caballero (2018) estudia estas dificultades apoyado en su investigacion anterior.

Reconocemos una probleméatica ubicada en la ensefianza vy el
aprendizaje de la matematica del cambio que consiste en que,
aunque profesores y alumnos traten con una situacion que
involucra de manera explicita el estudio del cambio, y que ellos
reconozcan el cambio, esto no es condicion suficiente para que
la variacion sea construida en esas situaciones (Caballero,
2018, p. 21)

Es por esto que se requiere del desarrollo de practicas para generar un
aprendizaje del Calculo, pero también la falta de construccion de la nocién de
variacion influye para que estas practicas no se desarrollen.

Las preguntas de investigacion planteadas por Caballero (2018) son las
siguientes:

e ¢ Cuales son las condiciones necesarias para favorecer la construccion
de la nocién de variacion en el pensamiento humano?

e ;Qué elementos sociales, cognitivos o epistemoldgicos permiten
evidenciar que la nocion de variacion ha sido construida por un individuo?
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Una caracteristica importante es que la nocién de variacion en esta investigacion
tiene una estrecha relacion a fendmenos de cambio con fines predictivos, esta
caracteristica permitié establecer una hipétesis de investigacion acerca de la
construccion de la variacion, la cual consiste en el desarrollo de dos nociones
propias de la psicogenética: la causalidad y la temporizacion. La articulacion de
una causalidad y una temporizacion en escenarios predictivos conforman un
emergente que denominamos sistema de referencia variacional, el cual permite
explicar como la variacion es construida (Caballero, 2018).

Para el desarrollo de la investigacién y el analisis de la hipotesis, Caballero
considero los siguientes objetivos:

e Proponer una caracterizacion socioepistemoldgica de la nocion de
variacion, que permita identificar y explicar aspectos claves de su
constitucion.

e Caracterizar el sistema de referencia variacional con base a una revision
de investigaciones asociadas al estudio del cambio y la variacion, asi
como de trabajos relativos a la causalidad y temporizacion.

e Disefar e implementar situaciones de prediccion con el fin de evidenciar
la variacion que es construida por estudiantes de bachillerato, y con ello
analizar nuestra hipotesis de investigacion.

Como ya se mencion0 anteriormente, al realizar la investigacion Caballero
(2018) tomdé como referente tedrico a la Teoria Socioepistemolégica de la
Matematica Educativa, cuyo objetivo es explorar formas del pensamiento
matematico fuera y dentro de la escuela, asi como modelar las dinamicas de la
construccion social del conocimiento matematico a través del conjunto de
practicas que son aceptadas y establecidas socialmente (Cantoral, 2016),
normadas a su vez por practicas sociales.

Es claro que la nocion de practica se encuentra ligada a las
bases de la actividad humana, pero cabe aclarar que no toda
actividad humana es una practica, sino aquellas realizadas de
manera consiente e intencional, no los actos instintivos o
inconscientes. En ese sentido, el desarrollo de practicas es
normado por practicas sociales las cuales se entienden no como
la accion efectuada (por ejemplo, medir) sino la orientacién
estratégica de la practica (por qué medimos y por qué lo
hacemos de esa manera); entendemos a la practica social como
aguello que regula las actividades en la construccién social del
conocimiento matematico (Caballero, 2018, p. 33).

Como parte de la metodologia se apoyaron en el esquema metodolégico para la
investigacién socioepistemoldgica (Montiel & Buendia, 2012), misma que
utilizaremos para la investigacion debido a las caracteristicas que van de
acuerdo a dicha investigacion y que explicaremos a detalle mas adelante.
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Esta metodologia sefiala los diversos momentos a través de los cuales se
desarrolla una investigacion desde la Socioepistemologia, asi como las acciones
gue los relacionan. El esquema consta de cuatro momentos que estan
encerrados en 6valos y cuatro acciones relacionantes indicadas por flechas.
Cabe mencionar que en una investigacion no es necesario abarcar todos los
momentos y acciones, dependiendo de los objetivos que se deseen alcanzar se
puede hacer una adecuacién combinando algunos de los momentos con las
acciones. Este esquema se describe mas adelante ya que también se adecua
perfectamente para los objetivos de nuestra investigacion.

En el caso de esta investigacion Caballero considero los momentos
problematica/fenémeno didactico, epistemologia de préacticas, situacion
problema, y las acciones estudio socio epistemoldgico, desarrollo intencional de
practicas y consideraciones del escenario y las condiciones institucionales.

En particular la problematica de esta investigacion, es decir, el primer momento
del esquema, esa asociada a la caracterizacion de la variacion, de la forma en
gue se construye y opera con fines predictivos, en concreto, que permita explicar
su construccion mediante componentes especificos (Caballero, 2018). La accion
relacionante es el estudio socioepistemoldgico que es una revision y analisis a
los conceptos de causalidad y el tiempo desde una perspectiva psico genética,
a parir de los cuales se estableci6 una hip6tesis que se comentaba
anteriormente.

Continuando con la metodologia se encuentra el momento epistemologia de
practicas en donde propone una relacién entre los sistemas de referencia
variacionales con elementos del marco tedrico, con su accion relacionante el
desarrollo intencional de préacticas, que en esta investigacion esta dirigida al
desarrollo de la situacion-problema (siguiente momento en el esquema), en
donde la variacion debe ser un elemento importante para su resolucion. Y la
dltima accién relacionante son las consideraciones del escenario y las
condiciones institucionales en donde se centraron en tipificar, a partir de las
respuestas a las actividades, como la variacion es construida, las caracteristicas
gue presenta y como esta construccion se relaciona con el sistema de referencia
variacional.

Por otro lado, la investigacion se realiz6 con estudiantes de bachillerato
pertenecientes al tercer semestre del Centro de Estudios Tecnoldgicos Industrial
y de Servicios No. 50 (CETIS 50), quienes en ese momento habian realizado un
curso de mateméticas enfocado al estudio de funciones con una introduccion al
Célculo Diferencial, este CETIS se localiza en la delegacion Iztapalapa de la
Ciudad de México, una zona conocida por sus altos indices delictivos.

Para analizar la hipétesis de investigacién Caballero disefio un cuestionario con
el objetivo de identificar si la nocion de variacidon se muestra en las respuestas
formuladas por los estudiantes enfrentandose a situaciones de prediccion. Este
cuestionario consta de cinco actividades en dos escenarios diferentes, uno
donde el tiempo se muestra de manera explicita y otro donde se muestra de
manera implicita. La razén de esta diferenciacion se fundamenta en que
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asumimos a la nocion de variaciéon como el estudio de la evolucién del cambio
en un fenémeno, donde el cambio es entendido como una modificacion de
estados y el tiempo la duracién de esa modificaciéon. Por tanto, asumimos que el
tiempo siempre esta presente en los fenbmenos de cambio, ya sea de manera
explicita o implicita, siendo nuestra intencion analizar como las personas actuan
en estos dos escenarios (Caballero, 2018).

Con el tiempo como variable explicita seleccionaron situaciones de llenado de
recipientes con un gasto constante, donde se estudia la relacion tiempo-altura.
Estas actividades disefiadas consisten en preguntas sobre la prediccion de
estados futuros y la construccion de gréficas que correspondan al fenémeno.

Para el caso donde el tiempo se encuentra de forma implicita, se propone una
situacion de movimiento donde se trata con la relacién distancia—velocidad. Para
cada uno de los escenarios se consideraron dos situaciones de cambio
diferentes, uno de experimentacion fisica y otro de andlisis hipotético. Todo esto
se llevo a cabo en dos sesiones de una hora treinta minutos cada una.

En la primera sesion se tenian que resolver las actividades de experimentacion
fisica, para lo cual se reparti6 a cada grupo el material necesario y se
conformaron equipos de 5 o 6 estudiantes. En la segunda sesion se
implementaron las actividades experimentacion hipotética la cual fue realizada
de manera individual mediante hojas de trabajo entregadas a cada estudiante. A
continuacion, se presentan las actividades disefiadas por Caballero (2018).

_
Vierte el agua de la botella en el recipiente hasta que el liqudo alcance la mutad de la

altura total del recipiente v mide el tiempo que tarda. ;Cuanto tiempo consideras se

necesita para llenar el resto del recipiente? Argumenta como detenminaste tu respuesta.

Imagen 3. Situacion S1A: Experimentacidn fisica del llenado de un recipiente (Caballero, 2018, p. 103).

25



S2A

Un recipiente vacio de forma cilindnca es llenado mediante una llave que deja salir agua a
flujo constante. En la imagen sigmente se muestra la altura que alcanzo el cuerpo del agua al
transcumnmir 1.5 segundos. (Cuantos segundos tardara en llenarse el recipiente? Justifica
respuesta

Imagen 4. Situacion S2A: Prediccién del tiempo de llenado de un recipiente cilindrico (Caballero, 2018, p. 104).

S2B

Un recipiente es llenado a flujo constante y genera la siguiente grafica de la altura del cuerpo
del liquido respecto al tiempo. Bosqueja el recipiente que podria generar dicha grafica.

Imagen 5.Situacion S2B: Bosquejo de la forma de un recipiente (Caballero, 2018, p. 105).

S2C

Bosqueja la grafica de la altura del cuerpo de un liquido respecto al tiempo para los siguientes
Crecipientes que son llenados a flujo constante v tienen la misma altura, pero diferente

volumen. Dibuja ambas graficas en el plano cartesiano que se te proporciona v explica

ampliamente como las construiste.

St -
Recipiente A Recipiente B

Imagen 6. Situacion S2C: Bosquejo de la gréfica de llenado de dos recipientes (Caballero, 2018, p. 105).



Un piloto de formula 1 registra en la siguiente tabla las velocidades durante su segunda vuelta
en una pista cerrada. Realiza un bosquejo de la pista de carreras que recorre el piloto,
considerando que la distancia recorrida se mide a partir de Ia linea salida.

Distancia . Dhstancia .
. Rapidez ; Rapidez

recormida L1 recomda Lo
m m
0 320 800 241
100 318 850 283
150 314 Sl e
300 303 950 305
250 290 1000 308
300 199 1050 31
350 312 1100 309
400 317 1150 286
450 319 1200 273
500 318 1250 272
550 309 1300 282
500 285 1350 309
650 267 1400 314
700 245 1450 318
750 210 1500 319

Imagen 7. Situacion S2D: Bosquejo de una pista de carreras (Caballero, 2018, p. 106).

Cabe mencionar que la situacién S1A (primera sesién) es la Unica actividad de
experimentaciéon mientras que las restantes (S2A, S2B, S2C y S2D) son de
experimentacion hipotética (segunda sesion). Obteniendo los resultados se

utilizé la siguiente tabla para organizar los datos recopilados.

Categorias

de analisis

Indicadores

Descripcion

Variables

Relacion

Imagen 8. Instrumento para el andlisis de datos (Caballero, 2018, p. 108).
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A manera de conclusién, Caballero reconoce que proveer de situaciones
especificas que involucren de manera explicita el estudio del cambio, desarrollar
habilidades necesarias para operar con los conceptos del Célculo e incluso,
percibir el cambio en una situacion especifica, no son condiciones suficientes
para que la variacion sea construida.

A partir de los resultados obtenidos, llegaron a las siguientes conclusiones que
se organizaron en los siguientes puntos, de los cuales menciond los mas
importantes.

e Sin un sistema de referencia variacional, la variacién no es construida en
situaciones de cambio con fines predictivos.

e Sin el establecimiento de una temporizacion para explicar la evolucion de
las variables, el cambio no es cuantificado y la variacién no se construye.

e Es a través del sistema de referencia variacional que se reconoce y
organiza el cambio dentro de un esquema logico, a partir del cual se
construye la variacion para ser operada mediante practicas variacionales.

e La construccion de una temporizacion conformada por estados
intermedios muy cercanos entre si es una condicion para que la variacion
sucesiva se construya.

e Se requiere un redisefio del Discurso Matemético Escolar que propicie un
escenario para que el estudiante reconozca las variables que se
pretenden trabajar y relacione a estas de la forma en como se espera y
de acuerdo con los objetivos que se busquen.

1.4.1. Modelacién y simulacién

Después de realizar un analisis de las diferentes investigaciones que se han
realizado entorno al uso del binomio modelacion—graficacion para la
construccion de la nocién de variacion, asi como también la construccion de la
nocion de Razén de Cambio como tal, en este apartado exponemos de manera
general el uso de la tecnologia en relacion a la modelacion y la simulacion, dado
gue en nuestra investigacion se pretende utilizarla como herramienta.

La modelacion como objeto de estudio en la Matematica Educativa

En la actualidad las calculadoras, computadoras y los procesadores
matematicos (algebraicos, geométricos, numéricos y graficos) tienen un uso
masivo ya que su desarrollo ha perfeccionado su técnica y abaratado su costo,
aunque anteriormente eran herramientas que solo estaban al alcance de unos
cuantos.
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En particular existe un problema debido al avance acelerado de la tecnologia
relativa a la educacion, ya que los profesores actuales no aprendieron
matematicas con el uso de la tecnologia, y hoy en dia se debe ensefar de esta
forma. Es por esto que se ha incrementado el interés por construir modelos
matematicos en otras areas del conocimiento, particularmente en educacién ya
gue las matematicas también se relacionan con otras ciencias.

El desarrollo de modelos se ha visto reflejado en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas de forma diferente. Existen
grupos de investigacion (por ejemplo, la Comunidad
Internacional de profesores de modelacion matematica y
aplicaciones, ICTMA, por sus siglas en inglés: The International
Community of Teachers of Mathematical Modelling and
Applications), que han centrado su interés en avanzar hacia este
desarrollo en el campo de la educacién matematica. Para la
ampliacion del rango de cobertura hasta los niveles de
educacion basica y media, el énfasis de la modelacion se ha
desplazado hacia la interaccién dinamica entre el mundo real y
las matematicas, es decir al proceso de traducir una situacion
real a un modelo matematico y viceversa (Blum et al, 1989,
citado por Suarez, 2014, p. 31).

Es asi como la modelacion ya forma parte en la ensefianza aprendizaje de las
matematicas, ya que se ha desarrollado material didactico y libros e incluso se
ha incluido el concepto de modelacion matematica en algunos programas de
estudio. Segun Suarez (2014) las matematicas que se construye con actividades
basadas en la modelacion, cobran un nuevo sentido y el interés es caracterizarlo
en lo que respecta a las ideas principales del Célculo.

La simulacion como modelacion con tecnologia

La simulacion es una estrategia que permite imitar problemas complejos del
mundo real para analizar el comportamiento de los sistemas, asi como de su
progreso (Suarez, 2014). El avance tecnoldgico y los softwares especializados
cada vez estdn mas accesibles para los estudiantes de distintos niveles
educativos, cuando hace algunos afios era mas dificil modelar con computadora
ya que era necesario aprender lenguajes de programacion, ahora ya existe
tutoriales de como operar con programas en los que se puede simular
fendmenos del mundo real.

Es importante en este momento hacer una distincion entre la
modelacion y el uso de simulaciones por computadora. Cuando
los alumnos usan una simulacion de computadora pueden
manipular un modelo que ya ha sido creado; cuando ellos
modelan, crean sus propias representaciones y aprenden algo
sobre su naturaleza. Los términos “exploratorio” y “expresivo”
han sido usados para describir los dos modos en que se usan
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los ambientes de aprendizaje por computadora (Mellar, Bliss,
Boohan, Ogborn, & Tompsett, 1994). En la practica, una tarea
puede involucrar uno u otro modelo. Al usar una simulacién por
computadora en la cual el modelo subyacente es inaccesible por
simple inspeccion se trata de un modelo puramente
“exploratorio”. Un alumno que comienza con una hoja de calculo
en blanco y crea un modelo “comenzando de cero” es un
ejemplo de un modelo puramente “expresivo”, es decir, una
tarea en la cual un modelo es usado desde el inicio como una
simulacién, y méas tarde el modelo es examinado, evaluado y
modificado (Suarez, 2014).

Para fines de nuestra investigacion, las simulaciones seran realizaciones en las
gue se pretende actuar sobre un fenédmeno real, particularmente el vaciado de
recipientes, sabiendo que se esta trabajando con un modelo con condiciones y
caracteristicas particulares en donde se establece la relacion entre la situacion
original y la simulacion.
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Capitulo 2. Marco teérico

2.1. Teoria Socioepistemologica de la Mateméatica Educativa

Para la realizaciobn de nuestra investigacion nos apoyamos en la Teoria
Socioepistemoldgica, ya que por la naturaleza del fendmeno que servira de
herramienta para la construccion de la nocion de Razén de Cambio, es necesario
considerar la prediccién que segun Cantoral (2016) es una nocién propia de las
ciencias fisicas e ingenieria, pero en el contexto de nuestra investigacion, la
prediccién en la problematica tedrica tiene que considerarse como practica
social. Una investigacion de corte socioepistemolégica identifica como practicas
el medir, predecir, modelar y convenir, ademas la prediccién aparece como una
respuesta ante la incapacidad humana de controlar el tiempo a voluntad
(Cantoral, 2016), variable indispensable para el analisis de fenOmenos de
vaciado de recipientes.

Utilizaremos la Teoria Socioepistemoldgica ya que su objetivo es explorar formas
del pensamiento matematico fuera y dentro de la escuela (Caballero, 2018), y
uno de los propositos de esta investigacion es que también el alumno encuentre
cierta utilidad de lo que se ensefia en la escuela, especificamente en la
Ingenieria Civil que es para lo que se esta formando académicamente. Este
objetivo se consigue modelando las dindmicas de la construccién social del
conocimiento matematico a través del conjunto de practicas sociales que son
aceptadas y establecidas socialmente (Cantoral, 2016), normadas a su vez por
practicas sociales.

Es claro que la nocion de préactica se encuentra ligada a las
bases de la actividad humana, pero cabe aclarar que no toda
actividad humana es una practica, sino aquellas realizadas de
manera consiente e intencional, no los actos instintivos o
inconscientes. En ese sentido, el desarrollo de practicas es
normado por practicas sociales, las cuales se entienden no
como la accion efectuada (por ejemplo, medir) sino la
orientaciéon estratégica de la practica (por qué medimos y por
gué lo hacemos de esa manera); entendemos a la préactica social
como aquello que regula las actividades en la construccion
social del conocimiento matemético (Caballero, 2018, p. 33).

Desde esta perspectiva podemos decir que la Socioepistemologia centra la
atencion no solo en los objetos matematicos, sino principalmente en las practicas
gue los acompafian y dan origen. Es por esto que la Socioepistemologia
considera que la apropiacion del objeto matematico (por ejemplo, la nocion de
limite, derivada, funcién) no es posible sin el acompafiamiento del proceso
objetivable (Caballero, 2018).
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Por tanto, el saber matemaético tiene un tratamiento particular:
Se le construye, reconstruye, significa y resignifica, se le ubica
en el tiempo y el espacio, se le explora desde la Gptica de quien
aprende, de quien inventa, de quien usa (Cantoral, 2016), en
concreto, se problematiza (Caballero, 2018, p. 33).

Dado que la teoria Socioepistemoldgica surgié enfocandose en la ensefianza de
nociones y procesos variacionales, se entiende que existe una estrecha relacion
con la nocién de Razon de Cambio. Con esta mirada nuestra investigacion
propone la construccion de dicha nocién con las ideas de cambio y variacion
haciendo uso de la simulacibn por computadora (geometria dinamica) del
fendmeno de vaciado de recipientes, en el cual estamos abordando aspectos
importantes para la Socioepistemologia como lo son la modelacién y la
graficacion.

Cabe mencionar que “la Socioepistemologia tiene un aporte fundamental:
modela la construccion social del conocimiento matematico conjuntamente con
su difusion institucional, esto es, modelizar las dinamicas del saber o
conocimiento puesto en uso (Cantoral, 2016).”

Se consider6 especificamente el fendmeno de vaciado de recipientes para la
construccion de la nocién de Razon de Cambio, buscando de alguna manera
problematizar el saber desde una perspectiva ingenieril incorporando aspectos
fundamentales para la formacion profesional del ingeniero tomando en cuenta
gue el alumno pueda obtener en el curso de Calculo Diferencial un aprendizaje
significativo, que con el discurso “dominante” eventualmente no se logra en un
semestre escolar.

Actualmente la Socioepistemologia, en tanto teoria, postula que,
para atender la complejidad de la naturaleza del saber y su
funcionamiento al nivel cognitivo, didactico, epistemolégico y
social en la vida de los seres humanos, debera problematizar al
saber en el mas amplio sentido del término, situdndole en el
entorno de la vida del aprendiz (individual o colectivo) lo que
exige del redisefio compartido, orientado y estructurando, al
discurso Matemético Escolar (Cantoral, 2016, p. 51).

El desarrollo de las practicas se realiza considerando la forma en como se
relacionan entre si las dimensiones del saber (didactica, epistemoldgica,
cognitiva, y social), en donde segun Cantoral (2016), la dimension didactica es
relativa a los procesos de ensefianza e institucionalizacion del conocimiento
matematico, propios del &mbito escolar y fuera de él, incluyendo la vida cotidiana
y el @mbito de lo profesional.

La dimension epistemoldgica se ocupa fundamentalmente de los analisis sobre
problematizacion del saber a través del andlisis de las circunstancias que
hicieron posible su construccion del conocimiento matemético y las formas en
gue este puede ser conocido. La dimensién cognitiva del saber analiza las
formas de apropiacion y significacion que experimentan quienes se encuentran
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en situacion de construccion de conocimiento y el desarrollo del pensamiento
situado en su accién de significar y resignificar. La dimensién social y cultural del
saber esta centrada en los roles que juegan los actores y el papel que tiene el
saber en la construccion de consensos, la elaboracion y adaptacion de
instrumentos mediadores y los usos del saber en situaciones especificas.

Por otro lado, Cantoral (2016) establece que la Socioepistemologia descansa en
cuatro principios, que no necesitan tener una secuenciacion lineal, sin embargo,
se debe formar una red nodal. Estos principios se describen a continuacion.

a) Principio normativo de la practica social

Es el eslabon fundamental para el funcionamiento de la teoria, en donde se
asume que las préacticas sociales son la base y orientacion en los procesos de
construccion del conocimiento, se constituyen, por asi decirlo, en las
generadoras del conocimiento. En tanto su funcién identitaria (produce
identidades mediante la auto confirmacion del rol del individuo o grupo en el
mundo), su funcién reflexiva-discursiva (la construccion de argumentos sobre las
practicas efectuadas) y su funcion pragmatica (orienta y organiza la actividad
humana hasta alcanzar la expertez) (Caballero, 2018).

b) Principio de laracionalidad contextualizada

Hace énfasis en que la relacién del sujeto al saber es una funcion del contexto,
es decir, enuncia que la racionalidad con la que se actia depende del contexto
en el que el individuo se encuentre en un momento y lugar determinado, de modo
gue la construccion del conocimiento es un producto sociocultural (Caballero,
2018).

c) Principio del relativismo epistemoldgico

Es el concepto que sostiene que los puntos de vista no tienen verdad ni validez
universal, sino que, en todo caso, solo poseen una validez subjetiva y relativa a
los diferentes marcos de referencia, sin embargo es importante mencionar que
no se esta diciendo que existan en todo momento diversidad de opiniones ante
los mismos hechos, esto es un hecho conocido, se dice algo mas: que el valor
de la verdad para el relativismo asume que dichas opiniones son verdaderas
para esas personas, no hay una verdad Unica.

d) Principio de laresignificacion progresiva

Establece que los significados son puestos en funcionamiento en situaciones
nuevas y, bajo el mismo esquema constructivo, se resignifica, produciendo
conocimientos. Este saber es el punto de partida para una nueva etapa de
significacion, donde se construiran mas argumentaciones, espacios de uso,
procedimientos y todo aquello que rodea a un saber (Caballero, 2018).

La metodologia que sirve de guia para la realizacion de esta investigacion es el
Esquema Metodoldgico para la investigacion Socioepistemologica de Montiel y
Buendia (2012), del cual hablaremos mas adelante y que también contiene como
una accion relacionante: El desarrollo intencional de practicas, que se articula
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mediante el esquema de anidacién progresiva, en donde segun Cantoral (2016)
se establece una jerarquia en cuanto a las préacticas que componen la
construccion social del conocimiento matematico mediante la problematizacién
del saber matematico transversal a ellas.

Imagen 9. Esquema de la anidacién de practicas (Cantoral, 2016, p. 338).

Este esquema nos explica el proceso de construccion social del conocimiento
matematico, y puede se puede interpretar de dos formas. Cuando revisamos la
estructura de “abajo hacia arriba”, la construccion social del conocimiento
comienza por la accion del sujeto sobre el medio. Y de “arriba hacia abajo” la
construccion social del conocimiento comienza por la norma que regula el
quehacer de los individuos en colectividad, Cantoral (2016) expresa estas ideas
de la siguiente manera.

Se pasa de la accion, directa del sujeto (individual, colectivo o
histérico) ante el medio en tres acepciones (material o entorno,
organizacional o contexto, social 0 normativo), esto se organiza
como una actividad humana (situada socioculturalmente), para
perfilar una practica (iteracion deliberada del sujeto y regulada
por el contexto); dicha practica cae bajo la regulacion de una
practica de referencia que es la expresion material e ideolégica
de un paradigma (ideoldgico, disciplinar y cultural, las que a su
vez son normadas mediante sus cuatro funciones por la practica
social (normativa, identitaria, pragmaética, discursiva-reflexiva)
(Cantoral, 2016, p. 159).

Para la Socioepistemologia las practicas sociales son fundamentales para la
construccion del conocimiento ya que permiten salir de un dominio propiamente
matematico para incorporar otras practicas de referencia (Ingenieria, Medicina,
los procesos de alterizacion, etc.) que permiten dar sentido y significado a los
conceptos que son estudiados (Caballero, 2018).
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Por lo tanto, el analisis que se realiza en los distintos contextos favorece al que
exista una significacion o resignificacion de un determinado concepto o nocion,
en este caso es la de Razon de Cambio.

Ahora bien, al simular el fenbmeno de vaciado de recipientes se inicia con el
desarrollo de un proceso en términos concretos y en la medida en que el alumno
se familiariza con los procesos, estos toman la forma de una serie de
operaciones que pueden ser desarrolladas y coordinadas en su pensamiento. El
alumno habré adquirido entonces un pensamiento operacional con respecto a
ese concepto (Cantoral, 2016), en este caso la nocion de Razén de Cambio. De
esta manera incentivar el proceso de pensamiento en el alumno haciendo que
utilice variables (por ejemplo, medir el nivel de agua) que sean Utiles en su vida
profesional del futuro, y que le permita enfrentarse a situaciones nuevas y
proponer soluciones. Como lo menciona Liliana Suarez (2014): “Toda sociedad
necesita que el conocimiento que se adquiera en la escuela sea funcional, es
decir, que se integre y se resignifique permanentemente en la vida (fuera de la
escuela) para transformarla.”

Nos interesa la matematica funcional (Buendia & Cordero, 2005), es decir aquel
conocimiento matematico que deberd integrarse a la vida para transformarla,
reconstruyendo significados permanentemente (Suarez, 2014).

2.2. Socioepistemologia de la Modelacion—Graficacion

Esta investigacion estd basada en ciertos principios importantes que son
fundamentales para la construccion de la nocion de Razén de Cambio, como lo
son la modelacion — graficacion, pero en esta ocasion hablaremos un poco sobre
el uso de las graficas en la modelacion desde una perspectiva
socioepistemoldgica.

Para el estudio socioepistemoldgico nos basamos en el trabajo de Suarez (2014)
en donde realiza un analisis de la constitucion del uso de las graficas en la
modelacion mediante el uso de las graficas de la Figuracion de las Cualidades
de Oresme, ya que aqui se presentan evidencias de modelacién aplicando la
matematica para explicar los cambios en las cantidades fisicas, lo se establece
al final de la edad media. El estudio de la Figuracién de las Cualidades nos
proporciona datos epistemoldgicos sobre el uso de las figuras geométricas y las
proporciones para modelar el mundo fisico aportando asi nuevas herramientas
matematicas para el estudio del cambio y la variacion (Suéarez, 2014).

Este estudio de uso de las gréficas en la Figuracion de las
Cualidades se realiz6 principalmente a partir de la traduccién y
los comentarios de Clagett del Tractatus de configurationibus
gualitatum et motuum de Oresme, 1323-1382. También se
consultaron como fuentes impresas: Las raices del calculo
infinitesimal en el siglo XVII de Gonzalez de Urbaneja (1992), La
historia del Calculo y su desarrollo conceptual de Carl Boyer
(1959), Del Calculo a la teoria de conjuntos, 1630-1910. Una
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introduccion Historica de Grattam—Guinness, 1. (1980),
Desarrollo Conceptual del Calculo de Cantoral y Farfan (2004),
la seccién Todo cae: El desarrollo del concepto de movimiento
desde Aristoteles hasta Galileo de Waetofsky (1968) y la seccion
sobre La fisica matemética al final de la edad media de Crombie
(1983). Y en fuentes en linea se consulto a Souffrin, P, y Weiss,
J. (Suérez, 2014, p. 80).

La idea principal de Oresme es que las figuras geométricas y las proporciones
matematicas nos proporcionan elementos para entender fenbmenos en donde
se producen cambios en las cantidades. Podemos ver en este Tratado la utilidad
de la geometria y las proporciones para modelar situaciones de variacion, esta
transformacion que existe nos permite obtener una resignificacion del
conocimiento, lo que nos proporciona un marco de referencia. Con esta mirada
surgi6 la idea de estudiar fendbmenos con una practica de modelacion.

Segun Suarez (2014) , quien realizé un estudio sobre el Tratado de Oresme, con
los resultados de este se aporta informacion epistemolégica del desarrollo del
uso de las graficas en la modelacion en las siguientes tres direcciones:

e Elementos de pertinencia: La justificacion se basa en datos
epistemoldgicos, es decir aspectos propios del conocimiento identificados
en el Tratado de Oresme, que dan informacion sobre el uso integrado del
conocimiento matematico de las formas geométricas y de proporciones
para obtener una funcionalidad en situaciones de variacion.

e Elementos de construccion: Se define una construccién epistemolégica
del desarrollo del uso de las graficas en la Figuracion de las Cualidades.
El desarrollo esta descrito en términos del debate entre el funcionamiento
y forma del uso que Oresme hace de las figuras Geométricas para
modelar el cambio y la variacion.

e Elementos de integracion: En esta direccion se identifica la relacion entre
los datos epistemoldgicos aportados en el estudio del uso de las gréficas
en Oresme con los elementos fundamentales del binomio modelacién—
graficacion.

Estos tres elementos establecen una epistemologia para la modelacién que esta
basada en el uso de las graficas, esto es a lo que Suarez (2014) le llama
socioepistemologia de la modelacion—graficacion, y que proporciona un marco
de referencia para entender como los estudiantes logran una resignificacién de
sus conocimientos matematicos.

A continuacion, se presentan algunas explicaciones de Oresme y de sus
comentadores, de las relaciones que se establecen entre las figuras geométricas
y proporciones y los fendmenos de variacion, particularmente los del movimiento
gue finalmente es lo que nos interesa para los objetivos de nuestra investigacion.
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La Figuracion de las Cualidades en la obra Tractatus de configurationibus
gualitatum et motuum de Oresme

Oresme fue un matematico muy importante de la Edad Media que, dentro de sus
aportes en los estudios sobre el movimiento, se encuentra la representacion de
las caracteristicas de las “cosas” que cambian y que se nombran como
“cualidades”. La palabra misma “cualidad” tiene, para Oresme, incorporada la
nocién de variaciéon, como se puede advertir en “Sobre la continuidad de las
intensidades”, cuando menciona la cosa “intensible”, que cambia de intensidad,
y la llama “cualidad” (Suarez, 2014). Es importante sefialar que, en la traduccion
del documento de Oresme, se considera la continuidad como un elemento
esencial de las cualidades.

La intencion de Oresme es representa el modo en que las cualidades varian a
través de figuras geométricas. Estas figuras adquieren un significado asociado a
la variacion y capturan la esencia de la cualidad de cantidad continua, es decir,
gue la variacion que representa la figura geométrica es ininterrumpida. Oresme
establece un nuevo uso de las figuras geométricas para representar situaciones
de variacion.

En Suarez (2014) se analizan algunos fragmentos de la obra “Tratactus de
configurationibus qualitatum et motum”y expone los datos epistemologicos de la
resignificacion del uso de las figuras geométricas para modelar el movimiento.

El Tratado contiene 93 capitulos divididos en tres partes. En la primera, se
formula la doctrina de la representacion geométrica y se aplica a las cualidades,
y se explica como se puede utilizar para explicar muchos fenébmenos fisicos e
incluso psicolégicos como la bondad o la claridad.

Para el andlisis cuantitativo del movimiento Oresme dice en su tratado: Todo lo
gue varia, se sepa medir 0 no, lo podemos imaginar como una cantidad continua
representada por segmentos rectilineos (Gonzéalez-Urbaneja, 1992).

Los métodos matematicos del Célculo Diferencial para el estudio del cambio y la
variacion no se dieron hasta XVII, sin embargo, en los siglos anteriores se dieron
dos pasos importantes que en el futuro servirian para el desarrollo. El primero se
referia en estudiar matematicamente caracteristicas de la naturaleza que no
parecian estar relacionadas con lo cuantitativo, es decir, las cualidades. El
segundo consistia en proporcionar herramientas conceptuales y ampliaban
notablemente las posibilidades de la fisica matematica. En los dos aspectos se
vio reflejado el trabajo de Oresme.

Los primeros capitulos de la Primera Parte del Tratado tratan
sobre la continuidad, la latitud, la cantidad y la Figuracién de las
Cualidades. Con estos elementos basicos se da la pauta para la
representacién de cualidades por medio de figuras, es decir,
todas aquellas cosas susceptibles de cambiar de intensidad. En
palabras de Oresme: Por tanto, cada intensidad que se puede
adquirir sucesivamente se debe imaginar como una recta
perpendicular levantada en algun punto del espacio (por
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ejemplo, el punto P en la figura) o sujeto de la cosa intensible,
una cualidad. Oresme |I. traducido a partir de Clagett, 1968
(Suérez, 2014, p. 85).

M

Imagen 10. Representacion de una cualidad (Sudrez, 2014, p. 85).

La linea horizontal representa la extension del cuerpo en la que se estudia la
cualidad (longitud) y a cada punto de esta linea le corresponde una recta vertical
en donde su altura es proporcional a la intensidad de la cualidad (latitud). Con
los puntos y lineas marcados se establece una figura geométrica que nos ayuda
a entender como se comporta el fendmeno que se estudia, todo esto apoyado
por la imaginacion, tal y como lo hizo Oresme. De esta manera se representan
graficamente las cualidades a través de figuras planas.

For latitude is to be'imagined by a plane surface and this in many ways. For a certain
latitude is uniform: L. Such a one is to be imagined by a rectilinear plane surface in
which the lines bounding it that are opposite each other are equidistant and such lines
are called parallel lines, or a surface in which the bounding lines meet so as to form four
equal angles. But another one is called a difform latitude and there are two kinds of it.
One is uniformly difform: A: the other is difformly difform: 227,

Imagen 11. Figuracidn de las Cualidades. Jacobus de Sancto Martino, en Clagett 1968 (Sudrez, 2014, p. 86).

A partir de la propiedad invariante en cuanto a cémo varia una
cualidad y su representacion, se conduce a una clasificacion de
las formas que la representan. La forma de un rectangulo
representara una cualidad que no varia, un triangulo representa
una variacién uniforme de la cualidad, y otra figura sobre la
misma linea con un contorno distinto representara una variacion
no uniforme (Suarez, 2014, p. 86).

Figuracion de las Cualidades, Tomado de Ruiz, 1998 (Suarez, 2014)
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La extension y la intensidad (intensién) de la cualidad se
representaban una frente a la otra. Solo una de estas variables
(el tiempo) es medible en el sentido actual. La otra se concebia
sobre la base de grados de intensidad de una cualidad, es decir
sobre la base de “mas” o0 “menos” (Suérez, 2014, p. 86).

En la siguiente imagen se muestra como Wartofsky realiza una comparacion
entre dos cualidades iguales de movimiento (representadas por las alturas de los
rectdngulos) basandose en las diferencias entre sus cantidades, con el
entendido de que la cantidad es la duracién temporal (representada por las bases
de los rectangulos).

B E C B E

A E D A F

Imagen 12. Proporciones y figuras, tomado de Wartofsky, 1968 (Suarez, 2014, p. 87)

Cuando la intensidad de la cualidad es uniforme, la altura AB es misma al pasar
el tiempo, por lo tanto, genera una figura geomeétrica que representa el
fendmeno, un rectangulo. A partir de esta representacion surgié la idea de
identificar la velocidad de un movimiento, sin considerar la duracion del mismo,
asi como también la cantidad de movimiento que dependia del tiempo que
transcurriera un movimiento a una velocidad dada. Aristoteles (Segun Wartofsky,
1968) habia dado una medida cuantitativa de la igualdad de velocidades
apoyandose en la igualdad de distancias en tiempos iguales, pero con esta
distincién se hace posible la descripcion de la variaciéon de la velocidad, no solo
en espacios o tiempos sucesivos sino en el limite de esos espacios y tiempos
(Suérez, 2014).

La condicion de que la intensidad son lineas perpendiculares, podemos
identificar facilmente cuales son o no son las figuras que pueden representar una
cualidad, en seguida se muestran dos ejemplos.
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A B E G

Imagen 13. Figuras que no representan cualidades, tomado de Clagett 1968 (Suarez, 2014, p. 88)

Las intensidades se miden en base a la teoria de las proporciones, una cualidad
no depende de la medida del segmento que representa la intensidad inicial, por
lo tanto, una misma situacion puede ser representada por los trapecios ABCD,
ABKL o ABMN (ver la siguiente figura), siempre y cuando las proporciones entre
los segmentos de estos se mantengan, es decir: AN/AL = BM/BK (Suarez, 2014).
En el caso de la semicircunferencia de la figura anterior no importa el tamafio del
radio, sino que las proporciones se conserven, podria ser el radio con respecto
a un segmento que suba de la extension a cualquier punto de la
semicircunferencia de manera perpendicular.

K
c
L
D M
N
A E G B

Imagen 14. Figuras semejantes a través de cortes de lineas paralelas (Suarez, 2014, p. 89)

Cabe mencionar que esta condicion cumple no solo con la figura anterior, sino
también con cualquier figura con la misma base, y que ademés sus ordenadas
conserven las mismas razones.

Ahora bien, si hablamos del ejemplo de la semicircunferencia, las latitudes que
pertenecen a cada punto crecen de forma rapida a medida que la curva comienza
a ascender. Pero este crecimiento va disminuyendo continuamente conforme
nos acercamos al maximo hasta que el aumento desaparece casi totalmente.
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O B F

Imagen 15. Disminucién del grado de amplitud en la cercania del maximo (Suarez, 2014, p. 90)

En términos modernos, la pendiente es cero en el punto E. en el
cuarto notandum nosotros hemos dicho que en un semicirculo
la razén de cambio de la intensidad comienza desde el valor
mayor posible (summus) de rapidez y termina en la mitad del
arco al mas alto valor posible de lentitud, es decir, que la razon
de cambio de AB avanza desde el valor mayor posible (infinito)
en O a el menor valor posible (cero) en F. Otra vez usando
terminologia moderna podemos expresar esta idea diciendo que
en el semicirculo la pendiente varia continuamente desde «~ a
cero en el punto E (Clagett, 1968, 89 citado por Suarez, 2014,
p. 90).

En esta representacion se hace referencia al movimiento respecto al tiempo, a
continuacion, se muestra en la siguiente figura, el uso del tiempo para sefialar la
extension en la cual varia la cualidad.

8

non gradus

as Q (]
e 2 hora

Imagen 16. Linea del tiempo (Suarez, 2014, p. 90)

Noétese que bajo el triangulo el escriba ha repetido la linea de la
base, es decir, la linea que denota el tiempo. La intencion de
copiar la linea de la base, yo infiero, es subrayar que cuando
comparamos varios tipos de movimiento no uniforme, el tiempo
es su medida comdn (Clagett, 1968, 101 citado por Suérez,
2014, p. 91).
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Por lo tanto, la representacion de un movimiento con variacion uniforme se usa
como modelo para sefialar la variacion igualmente uniforme de otras cualidades.
Por otro lado, en la representacion geométrica se trata la cantidad total de la
cualidad, la cual se obtiene sumando las areas de las figuras formadas por las
intensidades de su variacion a lo largo de las extensiones.
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Imagen 17. Demostracidn visual de la Regla de Merton (Suarez, 2014, p. 91)

2.2.1 Uso de las graficas en la modelacion

En términos historicos, el estudio de la geometriay el de la teoria
de las cualidades se dan en campos de conocimientos
separados, el primero en el ambito de la matematica y el
segundo en un ambito filosofico—religioso. Es el desarrollo de la
Figuracién de las Cualidades el que viene a unir estos campos
haciendo un primer uso de las figuras geométricas para modelar
un mundo fisico. Con este desarrollo surge un nuevo
funcionamiento de las figuras geométricas construyendo una
forma de estudiar la variacion de las cualidades.
Conceptualizamos a la Figuracién de las Cualidades como un
uso de las gréaficas en la modelacion y la caracterizamos como
el cuerpo de conocimientos que desarrolla herramientas para
relacionar el mundo real con las matematicas a partir de una
nueva concepcion que permite asignar la medida de un
segmento al valor de las variables fisicas (Suarez, 2014, p. 93).

A continuacion, se presentan tres datos epistemoldgicos de la Figuracion de las
Cualidades de Oresme, en donde se exponen algunos argumentos del uso de
las graficas para fines didacticos en una situacion de modelacién del movimiento.

42



e Lagrafica antecede ala funcion

Dentro de la Figuracién de Cualidades de Oresme nos podemos percatar que un
rectangulo se usa para representar un fenomeno en donde la intensidad de la
cualidad sufre variacion alguna, por otro lado, el triAngulo rectdngulo se usa para
representar un fendmeno en donde la intensidad aumenta proporcionalmente a
lo largo de una extension de tiempo. Si observamos el contorno de estas figuras
podemos ver que se parecen a las curvas que actualmente representan
funciones analiticas en un sistema de ejes coordenados, por lo tanto, hay un
vinculo importante entre el concepto matematico de funcion y la Figuracion de
Cualidades, aunque Youschkevitch (1976) afirma que los desarrollos de Oresme
incluyen el manejo de la idea de funcibn como una relacién entre variables y
aungque no haya una definicion explicita si se observa un uso de la idea
matematica de funcion.

Imagen 18. Dato epistemoldgico DE1: La grafica antecede a la funcién (Suarez, 2014, p. 94)

Cabe mencionar que para la Mateméatica Educativa es importante considerar el
concepto de funcion a través de una representacion grafica, sin dejar a un lado
la definicion formal, asi como también su manejo analitico, dentro del discurso
matematico escolar. La Figuracion de las Cualidades nos permite concebir la
idea de funcién a partir de cierto uso de sus graficas, es por esto que la
graficacibn contiene elementos muy importantes que contribuye a la
construccion de las ideas de la variacion.

e Lagraficaes argumentativa

Se mencionaba anteriormente que las figuras geométricas, dentro de la
Figuracion de Cualidades, tienen un parecido a las que actualmente representan
funciones analiticas, al establecer esta nueva mirada hacia las figuras
geomeétricas, ya existe un uso argumentativo ya que la grafica se convierte en un
elemento central para dar explicaciones.
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Imagen 19. Dato epistemoldgico DE2: La grafica es argumentativa (Sudrez, 2014, p. 95)

Las gréficas de la derecha sirven como un argumento grafico
para demostrar relaciones numéricas que eran conocidas como,
por ejemplo, la regla de Merton. El elemento central de la
demostracion era una relacién que no fue explicita en el trabajo
de Oresme que el area de una figura que representase la
velocidad coincidia con la distancia recorrida con dicha
velocidad. La gréfica izquierda en la ilustracion anterior sirve de
apoyo para hablar de las caracteristicas de un punto extremo en
la figura en relacion con la disminucién del cambio en las
intensidades al acercarse al punto E (Suérez, 2014).

e Eluso de las gréficas tiene un desarrollo

Al modelar situacion de variacion a través de figuras geométricas, estas
adquieren un significado, en el cual el tiempo es una variable que estara presente
en las diferentes intensidades de una cualidad.

La Figuracion de las Cualidades se representa por figuras planas o por cuerpos
en el espacio. Estos elementos configuran un desarrollo del uso de la Figuracion
de las Cualidades (Suéarez, 2014).
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Imagen 20. Dato epistemoldgico DE3: El uso de las graficas tiene un desarrollo (Sudrez, 2014, p. 96)

Estos datos epistemoldgicos nos muestran que las propiedades geométricas son
indispensables para la descripcion del uso de graficas, lo que nos hace ver un
funcionamiento diferente a la representacién grafica de la idea de funcién.

2.3. Pensamiento y Lenguaje Variacional

El desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional es esencial para la
construccion de la nocion de Razon de Cambio ya que nos permite identificar
cada elemento que nos proporciona una situacion de movimiento, lo que nos
ayuda a realizar una modelacion que a través de la graficacion represente el
fendbmeno en cuestion.

En Caballero (2012) se analizan que estrategias utilizadas por profesores
corresponden al uso de un pensamiento y variacional, y cuales no. Para esto se
realiza una caracterizacion de los elementos que conforma el Pensamiento y
Lenguaje Variacional (PyLV), con el objetivo de explicar lo que corresponde al
PyLV, y asi establecer los criterios que permitan identificar las diferencias.

El interés por realizar una caracterizacion del PyLV y sus
elementos ha estado presente desde los primeros trabajos que
incorporan esta linea a sus investigaciones, como se puede
observar en los trabajos de Gonzalez (1999) y Salinas (2003),
quienes realizan una caracterizacion de algunos elementos del
PyLV, tales como estrategia variacional y situacién variacional,
los cuales representan la base para los posteriores trabajos
dentro de esta linea de investigacion. No obstante, con el
surgimiento de nuevos estudios, dichos elementos han ido
evolucionando y adaptandose a nuevas tematicas, ademas de
hallarse con nuevos conceptos que han ido surgiendo a la par
de estos nuevos estudios, por lo que una nueva caracterizacion
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surge como necesaria para establecer lo que se entiende hoy
dia por los elementos que conforman el PyLV (Caballero, 2012,
p. 26).

En la revision que realiza Caballero (2012) nos explica que el estudio de la
variacion y el cambio no son ajenos a otras areas, como el algebra, la geometria
y la estadistica, lo cual nos indica que el desarrollo del PyLV también nos
proporciona herramientas para construir otras nociones que no son propias del
calculo.

No es la primera vez que en Matematica Educativa se realiza
una caracterizacion del PyLV, y seguramente no sera la ultima.
Flores (2010) menciona que los intentos por ofrecer una
caracterizacion se puede agrupar en dos clases, los primeros y
méas comunes describen el tipo de probleméticas que requieren
el uso del PyLV, y los segundos fueron caracterizaciones
realizadas en los primeros afios del surgimiento del PyLV como
linea de investigacion, con el objetivo de establecer algunos
criterios para futuros trabajos, pero considerando a estas
caracterizaciones no como definitivas, sino dinamicas, ya que
con el desarrollo de nuevos trabajos se podria llegar a encontrar
una evolucibn en esos elementos. Dentro de estas dos
categorias los principales representantes son Gonzalez (1999)
para primera, y Salinas (2003) en la segunda, cuyos trabajos son
de los primeros acercamientos a una caracterizacion del PyLV
(Caballero, 2012, p. 31).

La diferencia de estas investigaciones es que en la caracterizacion de Gonzalez
(1999) encontramos elementos que nos permiten diferenciar una situacion
variacional de la que no lo es, mientras que la caracterizacion de Salinas se basa
en las estrategias variacionales de Comparaciéon, Estimacion, Seriacién y
Prediccién, que son practicas para operar con el cambio y la variacion, de los
cuales hablaremos mas adelante. Estas primeras caracterizaciones
mencionadas aunado a la revisién realizada por Caballero (2012), fueron la base
para postular una nueva caracterizacion, la cual contiene los siguientes
elementos:

Situacion Variacional: Para el desarrollo del PyLV es absolutamente necesario
presentar situaciones y fendmenos en los que el cambio y la variacién se
encuentren presentes en todas partes, utilizando los conocimientos previamente
construidos por los estudiantes, de tal suerte que estos conocimientos puedan
evolucionar a través de situaciones variacionales, ya que solo es posible
construir la nocién de variacion mediante el desarrollo del PyLV.

Entenderemos por una situacion variacional al conjunto de
problemas cuyos tratamientos demandan la puesta en juego de
estrategias variacionales y que requieren establecer puntos de
analisis entre diversos estados del cambio (Caballero, 2012, p.
31).
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Argumentos Variacionales: Al presentar una situacion variacional, como se
acaba de mencionar, se emplean argumentos de tipo variacional, es decir,
argumentos variacionales, debido a que se ven en la necesidad de recurrir al
analisis del cambio y su cuantificacion.

Estos argumentos, segun Cantoral (2000) son utilizados por las
personas cuando hacen uso de maniobras, ideas, técnicas, o
explicaciones que de alguna manera reflejan y expresan el
reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el
sistema u objeto que se estad estudiando. Son este tipo de
argumentos los que permiten dar explicacion a las situaciones
variacionales (Caballero, 2012, p. 32).

Cédigos Variacionales: Son las herramientas utilizadas por los estudiantes
para generar los argumentos variacionales mencionados anteriormente. Estas
herramientas pueden ser ciertas afirmaciones, dibujos, tablas 0 ademanes que
expliqguen el fendmeno en cuestion y que ademas representen el analisis
variacional que se realiza.

Estrategia Variacional: Estas estrategias se generan a partir de la forma de
razonar y actuar ante una situacién variacional, y son el punto de partida para el
analisis de cambio y sus efectos, ya que permiten identificar aquello que cambia,
la medicion de este cambio, la forma en que evoluciona y por qué cambia de la
forma en que lo hace.

El uso de estrategias genera el uso de argumentos variacionales
a los fenbmenos de cambio, ya que a partir del analisis de la
variacion que proporcionan las estrategias variacionales, la
persona puede argumentar sobre los sucesos del fendbmeno a
partir de la forma en que varia. Algunas estrategias variacionales
son la Prediccion, la Comparacion, la Seriacion y la Estimacion,
aungque no se descarta la existencia de otras estrategias
(Caballero, 2012, p. 33).

2.4. Practicas especificas para operar con el cambio y la
variacion

Anteriormente se mencionaba que existen tres elementos que son esenciales en
la variacion, que son la medicion del cambio, el analisis de la forma en como esa
medida evoluciona y el reconocimiento de por qué las variables cambian de la
forma en que lo hacen. Desde la perspectiva del PyLV, estos elementos son la
base de practicas especificas para operar con el cambio y la variacién con fines
predictivos, que se denominan practicas o estrategias variacionales. Caballero
(2018) propone una caracterizacion de estas précticas variaciones que se
presentan a continuacion.
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La comparaciéon

Consiste en establecer diferencias entre dos estados, un anterior y uno posterior,
o también dos estados equivalentes de dos fenébmenos diferentes, lo que permite
identificar y cuantificar el cambio (Caballero, 2018), para poder analizarlo con
base en sus caracteristicas y la variacion en esos estados.

Generalmente en esta practica se usan algunos términos como son: “es mas alto
que”, “es mas corto que”, “esta por encima de”, es mas pequefo (grande) que”,
etc. Cabe mencionar que esta practica no se usa siempre de la misma manera,

sino que depende del contexto en el que se encuentre la situacion variacional.
La seriacion

En la Comparacion hablabamos de analizar tnicamente dos estados, en el caso
de la Seriacion es necesario analizar estados consecutivos de un fenomeno con
el objetivo de encontrar una relacion entre ellos que describa el comportamiento
variacional en los estados analizados o en todos los estados. La Seriacion como
practica variacional, puede ser usada para hallar una relacién funcional dada una
tabla de valores, encontrar un patrén en el comportamiento de una gréfica, o
encontrar relaciones entre variables o funciones, entre otras (Caballero, 2012).

La prediccion

A diferencia de la Seriacibn que se busca encontrar una relacion entre los
estados, en la prediccion se busca establecer un nuevo estado a mediano o largo
plazo, sin embargo, encontrar alguna relacion mediante la practica de Seriacion
o Comparacion puede ser la forma de encontrar ese nuevo estado y asi llegar a
ser parte de la Prediccion. La Prediccién estd asociada a la accion de poder
anticipar un comportamiento, estado o valor, luego de realizar un andlisis la
variacion en estados previos, de manera que se sintetiza y abstrae esta
informacion en modelos predictivos (Caballero, 2018). Esta practica
generalmente se caracteriza por proporcionar un valor numeérico o el estado
futuro.

La estimacion

En la practica de Prediccion se establece un valor numérico donde el estado
propuesto es local, a diferencia de la practica de Estimacidon en donde se
proponen nuevos estados o comportamientos a corto plazo de manera global.
Es decir, la Estimacién consiste en la accién de anticipar comportamientos o
tendencias en la variacion del fendmeno en un intervalo (Caballero, 2018). Por
ejemplo, al analizar temperaturas la Estimacién se usa pasa saber si habra un
crecimiento o disminucién en un periodo de tiempo determinado, mientras que la
Prediccién se utiliza para saber algun valor especifico de la temperatura dentro
de un tiempo determinado, en pocas palabras, la Estimacién anticipa
comportamientos en ciertos intervalos.
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2.5. Desarrollo de la nocion de tiempo en la construccion de
variacion
La nocion de tiempo se encuentra inmerso en el Calculo como variable

independiente y nos podemos dar cuenta al realizar ciertos andlisis matematicos
gue estan relacionados con problemas fisicos, sociales o de otro tipo.

Dentro del PyLV es una variable muy importante ya que, si el cambio implica una
modificacion de estados, el tiempo consiste en la duracion de esa modificacion,
por lo tanto, el tiempo se encuentra presente tanto de manera implicita como
explicita en cualquier situacién de variacion.

Debido a la naturaleza del tiempo, éste presenta dificultades relacionadas a su
concepcidn y construccién, pues suele ligarse al estudio de fendémenos y
sucesos que ya no existen, o que aun no suceden y, por tanto, no pueden ser
reproducidos a voluntad. Esto ocasiona que el tratamiento de la duracion de un
suceso sea un tema delicado, debido a que en dichas situaciones nos vemos
obligados a reconstruirlas en lugar de poder percibirlas en un todo simultaneo.
El problema estriba entonces en comprender como se reconstituyen los eventos
percibidos y las operaciones empleadas para ello (Caballero, 2018).

Estas operaciones, de acuerdo con (Grieze, Henry, Meylans-
Backs, Orsine, & Piaget, 1971) surgen como el producto de una
relacion entre lo que se percibe (desplazamientos, frecuencias,
trabajo efectuado, etc.) y la velocidad con que sucede (total de
distancia recorrida, medida de la frecuencia, cantidad de trabajo
realizado, etc., en relacién a la duracion del evento). Bajo esta
vision, la duracién de un evento, y por tanto la nocién misma de
tiempo, se encuentra ligado al observador, pues sera el quien,
mediante la utilizacion de instrumentos, herramientas o juicios
subjetivos, determinara esa velocidad (Caballero, 2018, p. 84)

Por las caracteristicas y dificultades iniciales en la construccion de la nocién de
tiempo, es necesario considerar la velocidad de los acontecimientos lo que lleva
a centrar la atencién en la duracion, apartando un poco el desarrollo mismo del
evento. Caballero (2018) plantea un ejemplo de una situacion de movimiento
donde dos objetos que parten simultaneamente del mismo punto siguen
trayectorias paralelas con velocidades diferentes y se detienen en el mismo
instante. Dado que sus velocidades son diferentes la distancia a la cual se
detienen también es diferente. Ahora bien, la pregunta es ¢Cual de los dos
moviles avanzo mas rapido? Piaget (1977) demostré que los nifios entre 5y 8
afos inicialmente asumen que la velocidad de los madviles es la misma, ya que
se fijan tnicamente en la distancia recorrida y juzgan que el mévil que esta a una
mayor distancia tardé6 mas tiempo que el otro.

Este tipo de razonamiento se centra en los resultados finales sin analizar la
manera en que se desarrolla el evento. Es por esto que en la nocién de tiempo
es necesario considerar la relacion que existe entre las variables en el estudio
de fenémenos temporales.
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Con base en el planteamiento anterior, postulamos una relacion
entre el desarrollo de la nocion del tiempo y el PyLV que se
sustenta en la necesidad de establecer estados intermedios en
fendmenos de variacion continua. Cabe sefialar que el tiempo
no siempre esta presente como variable explicita en el estudio
de situaciones de cambio, pero si en un sentido de
temporizacion (Caballero, 2018, p. 85).

Un ejemplo de lo anterior podemos considerar las actividades de llenado de
recipientes que plantea Salinas (2002), en donde se pide seleccionar la grafica
de la relacién tiempo vs altura de recipientes con diferentes geometrias. El
objetivo es identificar el desarrollo de la nocion de variacion de los participantes
al realizar y explicar la grafica del llenado, para lo cual es necesario relacionar
los cambios en las alturas del nivel del agua en un periodo de tiempo. Para esto
los participantes establecen estados intermedios a partir de los cuales
determinan si el recipiente se llena mas rapido o mas lento que antes.

La identificacion de estados intermedios lo denominamos
establecer un sentido de temporizacién a los fenémenos de
variacion, lo que permite dar cuenta del cambio y la evolucién
de ese cambio (los ordenes de variacion de las variables del
fenbmeno). La importancia de considerar este sentido de
temporizacion en fendmenos de variacion continua es que
permite describir, caracterizar y cuantificar el comportamiento de
las variables de una funcion. De acuerdo a Piaget (1971),
mediante la reversibilidad y seriacion se construyen las
relaciones temporales de un evento, las cuales estan ligadas |
experiencia introspectiva y a la experiencia fisica, es decir,
dependen del sujeto y de la relacidon que establezca con el
evento observado (Caballero, 2018, p. 86).

Caballero (2018) plantea un ejemplo donde se pregunta por la forma de
crecimiento de una funcién en un intervalo, la Estimacion de ese comportamiento
precisa reconocer el patron de crecimiento de las alturas de la grafica para
determinar si la funcion seguira creciendo cada vez mas en el intervalo o, por el
contrario, el crecimiento empezara a disminuir. Para encontrar este patrén es
necesario estudiar los 6rdenes de variacion con base en la seriacion como se
muestra en la siguiente imagen.
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/ Dada 1z gafica de una funcion creciente se pregunta si el

/ crecimiento en el mtervalo (x4, x3) es constante.

/ Se recure a zcclones como trazar y secuenciar alturas en los
puntos extremos del intervalo ¥ en uno o mas puntos que dentro

de él, de modo que el crecimiento en el intervalo sea explicito.

Mediante la seviacion se analiza el comportamuento de las
alturas trazadas (segundo orden de vanacion). lo que permite
1dentificar la cantidad que incrementa cada altura de un punto

a ofro (segmentos rojos en la imagen).

Se comwparan las segundas diferencias de las alturas (los
mcrementos de los incrementos), con base en lo cual se sctima

que el crecimiento no es constante, s1no que cada vez &5 mayor.

En la imagen de la 1zquierdz esto se evidencia en el segmento
azul que resulta de comparar los incrementos hallados

anteriormente.

Imagen 21. Ejemplo del uso de la temporizacién en el estudio de la variacién (Caballero, 2018, p. 87)

En el ejemplo anterior muestra también el uso de las précticas variacionales
desde la Seriacién que opera sobre estados consecutivos en un fenémeno de
variacion, la Comparacion en donde se identifican las diferencias de alturas,
hasta la estimacion en donde se determina que el crecimiento de la grafica no
es constante; de tal manera que se reconocen los estados intermedios, o bien,
Si estos no son proporcionados es necesario construirlos.
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Diversas investigaciones han reportado que una dificultad
recurrente en el tratamiento de graficas de funciones es ver a
estas como una imagen estética, una fotografia, mas que la
expresion de un proceso de variacion (Johnson, 2015; Planinic,
Milin-Sipus, Katic, Susac, e Ivanjek, 2012) lo que ha motivado el
desarrollo de actividades y propuestas de ensefianza que
propicien una concepcién dinamica de la gréafica (Falcade,
Laborde, y Mariotti, 2007; Sokolowski, 2014; Verzosa, Guzon, y
De las pefas, 2014) a través de hacer explicito los procesos de
variacion de los fendmenos ya sea con apoyo tecnoldgico o sin
él (Caballero, 2018, p. 88).

En el andlisis de los fendmenos la variacion no se percibe directamente, sino que
se infiere y se calcula mediando el estudio del cambio, que al temporizar un
fendmeno (establecer estados intermedios) se identifican ciertos estados
sucesivos. Ese es un elemento necesario para llevar a cabo el estudio del cambio
ya que mediante las practicas de Comparacién y Seriacion los estados no se
guedan al nivel de imagenes estaticas, si no que describen el proceso de como
evoluciona el fendmeno, es decir su variacion.

2.6. La Razdon de Cambio

Ahora que ya tenemos los elementos necesarios referentes al PyLV,
abordaremos el saber matematico que forma parte de los objetivos de esta
investigacién: La Razén de Cambio. Presentaremos un analisis epistemoldgico
basandonos en otras investigaciones que han estudiado este tema, dado que no
es la primera vez que se identifica la problematica del aprendizaje de la nocion
de Razdén de Cambio. Asi como también su construccion desde el Calculo
Infinitesimal hasta los conceptos que conocemos hoy en dia.

Para llegar a lo que actualmente se conoce como Calculo
infinitesimal, tuvieron que pasar varios siglos de evolucion de las
ideas matematicas relacionadas con las tangentes, la variaciéon
y los infinitesimales. El Célculo infinitesimal fue creado para
resolver los principales problemas cientificos del siglo XVII, los
cuales implicaban diferentes clases de movimientos Yy
problemas de tipo geométrico que no se podian resolver por los
métodos usuales que se conocian en ese entonces (Esqueda,
2014, p. 91).

En la busqueda de la solucion de los problemas de la época que menciona
Esqueda (2014), se realizaron descubrimientos importantes para la matematica,
como por ejemplo el Calculo Diferencial. Los principales matematicos
exponentes de esa época eran: Cavalieri, Torricelli, Fermat, Wallis, Barrow. Pero
los que sobresalieron con la solucién de estos problemas fueron Newton y
Leibniz, ya que crearon una teoria general donde se incluian estos problemas.
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En 1687 Newton publicé Los principios matematicos de la filosofia natural, que
se considera uno de los mas grandes avances de la historia de la ciencia.
También publico el Método de fluxiones (cabe mencionar que lo escribié antes
gue la anterior) que contenia el Calculo Infinitesimal. En los trabajos de Newton
se identifica una concepcion particular de la idea del limite y las bases del
Célculo.

Segun Esqueda (2014), Newton ofrece tres formas de interpretar el Calculo para
el nuevo analisis, los cuales se presentan a continuacion,

e En términos de infinitesimales usado en su De analysi, su primer trabajo
(1669, publicado en 1711).

e En términos de fluxiones, dado en su Methodus fluxionum et serierum
infinitorum (publicado en 1736), en la que parece apelar con mayor fuerza
su imaginacion.

e Entérminos de razones primeras y Ultimas o limites, dado particularmente
en la obra De quadratura curnarum que escribi6 al final y publicé primero
(1704), vision que el parece considerar mas rigurosa.

Por otro lado, Leibniz publica sus descubrimientos sobre el Célculo en la revista
Acta Eruditorum, misma que fundo Leibniz. Pero de manera oficial se considera
gue es el Acta de 1684 en donde se encuentra el primer tratado de Calculo
Diferencial. Ademas, introduce los elementos diferenciales dy o dx para expresar
la diferencia entre dos valores sucesivos de una variable continua y o x (Vidal,
2012).

Segun las investigaciones que se han realizado respecto al Célculo diferencial,
este esta relacionado con los incrementos y las cantidades de cambio, es por
esto que el andlisis de los fenbmenos en situaciones de movimiento es lo que
provoco, en sus inicios, el estudio de la Derivada debido a la necesidad de medir,
cuantificar y establecer leyes para el cambio y la variacion, que son elementos
fundamentales para el desarrollo de la nocién actual de Derivada. Desde esta
perspectiva se realiza un analisis histérico de la Razén de Cambio, en donde se
describe el proceso de construccion del concepto.

Razén de Cambio através de la historia

Durante la prehistoria el ser humano ha identificado fenébmenos naturales en los
gue se encuentra el cambio de magnitudes fisicas variables, como por ejemplo
el cambio de posicién de las ramas de los arboles por causa del viento, el cambio
de posicion del sol, la luna y las estrellas y su relacién con la sucesion del dia 'y
la noche, los procesos de produccion agricola y el vinculo con la posicién de los
astros (Esqueda, 2014).

Al observar los cambios en estos fenOmenos, se vieron en la necesidad de
desarrollar las primeras tecnologias materiales y simbolicas que representaran
dichos fenbmenos como por ejemplo el lenguaje textual y verbal, que fueron las
bases para el desarrollo de los sistemas de representacién escritos.
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La consolidacion de la escritura, hacia el 3000 a.C., originé la
aparicion de diversos instrumentos de registro a través de los
cuales ha sido posible conocer el saber social y cultural
construido a partir de la antigledad. Los aportes de las
civilizaciones mesopotamicas, en particular la babilénica (2000
a.C. a 600 a.C.), constituyen las referencias conocidas mas
antiguas sobre el estudio de fendmenos de cambio y de la
determinacién de leyes cuantitativas a través de tablas de
representacion (Esqueda, 2014, p. 92).

El interés de nuestros antepasados de estudiar el cambio también tiene una
estrecha relacion con la Astronomia, en las observaciones que realizaron e
identificaron un sistema de fendmenos que se repetian periédicamente,
relacionados con el sol, la luna y los planetas. Realizaron una recopilacion de
datos en la que contenia los hechos en un material de arcilla que han sido
descubiertas y estudiadas por Arqueologos. El objetivo principal de nuestros
antepasados era predecir sucesos, y en el proceso de realizarlo nos dejaron
anotaciones propias de sus observaciones y experiencias.

Avanzaron en lo que se denomina algebra tedrica, en la que los
problemas se enunciaban y solucionaban sin utilizar de manera
organizada notaciones algebraicas como las actuales. No
usaban letras para representar cantidades variables. Los
mismos términos longitud, area y volumen, cumplian con esa
finalidad. A pesar de que no figuraban generalizaciones, sino
solo casos concretos, esto no significa que no existiera en su
pensamiento conciencia de la generalidad de las reglas o
principios (Vrancken & Adriana, 2013, p. 56).

Los babilonios y egipcios

Hace mas de 3000 afios la humanidad logro establecer relaciones entre las
variaciones de las diversas magnitudes que se estudiaban, debido que, durante
la época, el uso de la matematica era totalmente practica, aunque en un principio
se estudiaban las magnitudes de una forma cualitativo, posteriormente
comenzaron a realizar andlisis cuantitativos en donde se registraban valores en
donde se requerian de patrones de medida constantes. La idea central era
encontrar y mantener regularidades en las medidas, un ejemplo de esto es la
construccion de las piramides de Egipto.

En la construccién de las piramides, el problema para estas
civilizaciones consistia en mantener una pendiente uniforme en
cada cara y la misma en cada una de las cuatro caras de la
piramide. Se solia utilizar la relacidbn avance contra subida,
denominada por la palabra seqt, que significaba la separacion
horizontal de una recta oblicua del eje vertical por unidad de
variacion en la altura (Rendén, 2009, p. 2).
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Los griegos

La necesidad de esta civilizacion por resolver sus problemas de la vida cotidiana,
hizo que comenzaran a trabajar con las matematicas, esto debido a que se
centraban en lo intelectual por parte de sus eruditos. Dentro de los avances que
destacaron esta la geometria en donde comenzaron a convertir en objeto de
estudio, lo que comunmente se trabajaba de manera empirica.

Dentro del estudio tedrico realizado por los griegos se
encuentran los avances de Tales de Mileto, realizados hacia el
afio 585 a.C., sobre las proporciones, estudios que
constituyeron en la génesis de la matematizacion de las
comparaciones entre medidas geométricas de segmentos.
Aunque es probable que Tales haya basado sus estudios en
principios conocidos anteriormente por los egipcios y babilonios,
con estos estudios nacen los conceptos de razon geométrica o
comparacion entre magnitudes geométricas y de proporcion,
como herramientas ideales para analizar cuantitativamente
relaciones entre magnitudes. Al desarrollar su teoria de la
semejanza, Tales de Mileto formula que los lados
correspondientes a angulos iguales en triangulos semejantes,
son proporcionales; esta proposicion permiti6 generalizar la
regularidad encontrada al modificar el tamafio de los lados de
triangulos semejantes y que expreso en términos de razones
constantes (Rendén, 2009, p. 2).

Por otro lado, al fundarse la escuela Pitagorica en donde se fundamentaba que
todo es numero, la perspectiva de la matematica cambio en la forma de
concebirla, de tal manera que ya se considera una ciencia completamente
intelectual y que no solo se utiliza para resolver problemas practicos.

La baja edad media

En esta época (entre 1250 y 1492 hacia la primera mitad del siglo XIV) se dieron
los avances que se consideran mas importantes en los que le direccion una
direccién diferente a la de los griegos. Un ejemplo claro de esto se dio cuando
los matematicos del colegio de Mentdn, se propusieron predecir, utilizando
herramientas matematicas, el valor de una magnitud fisica que esta cambiando,
como la fuerza que actla sobre un movil que se desplaza por un camino
inclinado. La relacion entre la matematica y la fisica dio origen a una nueva
ciencia: la cinematica, que se constituy6 con base en el Célculo (Rendon, 2009).

Otra aportacion importante de la época fue la primera formulacion correcta de la
ley del plano inclinado, realizada por Jordano de Namore, quien fundo la escuela
medieval de mecanica, en donde el objetivo principal era el estudio de relaciones
entre magnitudes fisicas. La ley del plano inclinado de Jordano dice: La fuerza
gue actla en la direccion de un camino inclinado es inversamente proporcional
a su inclinacién, donde la inclinacién viene medida por la razén de un segmento
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dado del camino inclinado al segmento vertical que intercepta esta parte del
camino, la razon del trayecto recorrido a la subida realizada. Se usa asi la razén
geométrica para explicar la forma constante de la Razén de Cambio entre
magnitudes, lo que determina la inclinacién del plano (Rendon, 2009).

Jordano encontro la dependencia entre la fuerza que actda en la en la direccion
del plano y la razén constante referida a la pendiente del plano, o su inclinacion,
mediante un diagrama de cuerpo libre como se muestra en la siguiente figura.
Esta inclinacion se expresa a partir de la razén geométrica entre las medidas de
los segmentos respectivos. Se caracteriza aso un movimiento de Razén de
Cambio constante, a través de las razones geométricas entre magnitudes
(Renddn, 2009).

Imagen 22. Ley del plano inclinado (Rendén, 2009, p. 5)

El surgimiento de la matematica de las variables. Siglo XVII

En esta etapa los nombres que destacaron fueron Descartes (1596-1650) y
Fermat (1601-1665) quienes comenzaron a trabajar con representaciones
analiticas mediante el algebra que ya tenian desarrollado. Estos matematicos
desarrollaron el método de las coordenadas (pares ordenados de nUumeros)
expresando las dimensiones, formas y propiedades de los objetos geométricos
a través de relaciones numéricas, generando la Geometria Analitica (Esqueda,
2014).

El aporte principal de este método es que con este se puede traducir cualquier
problema de geometria plana en un problema algebraico equivalente. Por
primera vez se utiliza el hecho de que una ecuacion es una manera de expresar
una dependencia entre dos cantidades variables, de modo que a partir de ella es
posible calcular los valores de una variable correspondientes a determinados
valores de la otra (Vrancken & Adriana, 2013).

Cuando comenzaron a surgir nuevas curvas, se presentaron problemas mas
complicados. Para los griegos la recta tangente a una curva en un punto, la
entendian como la recta que toca a la curva en ese punto, pero no la corta al
prolongarla. Se descubrieron nuevas soluciones al problema de la tangente
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utilizando los fendbmenos de variacion cuando la mecanica comenzé a ser mas
exigente. Los problemas que mas aportaron al tema son: determinar la velocidad
de los cuerpos en movimiento, dada la velocidad de movimiento determinar la
trayectoria en un tiempo determinado y el problema de los maximos y minimos
(Esqueda, 2014).

Los aportes de Fermat a la resolucion de estos problemas fueron
tales que Lagrange, Laplace y Tannery, entre otros, lo
denominaron el inventor del Calculo. Tratando de determinar los
maximos y los minimos de ciertas funciones, observo que una
curva tiene en cada uno de sus puntos una direccién, definida
por la recta tangente a la curva en dichos puntos, tal que donde
la funcion tiene un maximo o un minimo, la tangente es
horizontal. En su obra Methodus ad disquerendam maximan et
miniman publicada en 1637 expuso su método para encontrar el
valor extremo o maximo de algunas variables y propuso una
manera de resolver el problema de las tangentes utilizando
ideas cercanas a los infinitesimales (Vrancken & Adriana, 2013,
p. 62).

La base de los estudios de Fermat fueron las ideas intuitivas de cambio y la
manera en que se comportan cuando se hacen muy pequefios (infinitamente
pequefios), ademas de utilizar elementos visuales y graficos. Su proceso
consistia en que si una secante s rota sobre uno de los puntos de interseccién
de manera que el punto mas proximo se acerca indefinidamente al primero,
entonces la secante s se aproxima a la posicion definida t. La recta que tiene esa
posicidn se llama tangente a la curva, y el punto fijo, punto de contacto (o punto
de tangencia). De todas las rectas que pasan a través de ese punto, la tangente
es la que proporciona la mejor aproximacion al curso de la curva en ese punto.
Por ese motivo, la direccion de la tangente en el punto se llama también direccion
de la curva en el punto (Vrancken & Adriana, 2013).

Fermat considerd un pequefio arco MN (como se muestra en la
siguiente figura) de una curva algebraica polinomial f(x). por
medio del trazado de la secante SMN se construye el triangulo
MNP, de manera que MNP = SMR, de donde la longitud de la

subtangente SR esta dada por SR = MI;Z]WP, expresion que en

fx)h
fx+h)—f(x)

términos modernos se escribiria; SR =
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Imagen 23. Grafica de Fermat para el problema de la tangente (Vrancken & Adriana, 2013, p. 63)

Después pasa de la secante a la tangente, poniendo h = 0
(aungue no menciona que h debe aproximarse a cero o que se
haga cero, sino solo que el término que contiene a h debe ser

eliminado) de manera que, si S = SR, en términos modernos la
expresion anterior quedaria escrita como S = % Esto significa
gue la longitud de la subtangente, con la que la tangente queda
determinada, se obtiene del cociente de la funcion entre su

derivada (Vrancken & Adriana, 2013, p. 63).
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Capitulo 3. Metodologia

3.1. Esquema metodologico para la investigacion
socioepistemoldgica

Para la realizacibn de esta investigacion nos apoyamos en el Esquema
metodoldgico para la investigacion Socioepistemol6gica (Montiel & Buendia,
2012), como parte de la metodologia, donde se muestran los diferentes
momentos desde los cuales se desarrolla una investigacion
Socioepistemoldgica, asi como las acciones que los relacionan. Este esquema
esta estructurado como se muestra en la siguiente figura:

') ()
P \oE

Didactico

\-&Q\
v ( Problemanca / Fendmeno

Revision del rol

Je las practica

Desarrollo mtencional Consideraciones

le practica del escenario

Imagen 24. Esquema metodoldgico para la investigacion socioepistemoldgica (Montiel & Buendia, 2012, p. 63)

Cabe destacar que no necesariamente hay que cumplir con todos los momentos
sefialados en el esquema, la metodologia puede estar compuesta por la
combinacion de algunos de ellos dependiendo de lo que se desee ver reflejado
en cada investigacion, es decir, los objetivos que se pretendan alcanzar. Para
esta investigacion consideramos los momentos: probleméatica/fenbmeno
didactico, epistemologia de practicas, situacion problema, construccion del
conocimiento y las acciones: estudio socioepistemoldgico, desarrollo intencional
de practicas, consideraciones del escenario y las condiciones institucionales. A
continuacion, se explica en qué consisten los momentos y las acciones
mencionadas anteriormente.
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Momento: Problematica/Fendémeno didactico

Este momento explica el problema por el cual realiza la investigacion,
relacionado con una problematizacion del saber matematico de acuerdo con el
escenario en el que se pretende realizar dicha investigacion, buscando de alguna
forma poner en contexto este saber matemaético relacionandolo con los
conceptos que el estudiante debe utilizar. En esta investigacion la
problematizacion esta asociada al desarrollo del Pensamiento y Lenguaje
Variacional (PyLV), utilizando fendbmenos hidraulicos que permitan explicar la
construccion de la nocion de Razon de Cambio. De esta problemética se
desprende la pregunta de investigacion y los objetivos.

Accion relacionante: Estudio socioepistemolédgico

Una vez planteada la problemética, se procede a realizar revisiones y sus
respectivos andlisis basados en las practicas y los usos del saber. Las preguntas
gue guian este tipo de revision son: ¢,Por qué se hace lo que se hace?, o ¢ Por
gué se sabe lo que se sabe?, con respecto al saber matematico involucrado
(Montiel & Buendia, 2012). Para nuestra investigacion es necesario hacer una
revisiébn de como se ha construido histéricamente la nocién de Razén de Cambio
en ciertos ambitos sociales, particularmente los relacionados con la Ingenieria
Civil.

Momento: Epistemologia de practicas

Posteriormente se propone una epistemologia de practicas que muestre la
construccion social del conocimiento, tomando en cuenta que lo social se
entiende como la relacion que existe entre las practicas en las que se involucra
el hombre al hacer matematicas y el saber mateméatico que genera (Montiel &
Buendia, 2012). En el caso particular de nuestra investigacion se considera la
prediccion como la practica social que ayuda al desarrollo del Pensamiento y
Lenguaje Variacional (PyLV), que segun nuestras especulaciones tiene como
consecuencia la construccion de la nocion de Razén de Cambio.

Accion relacionante: Desarrollo intencional de practicas. Momento:
Situacion problema

Las practicas que forman una epistemologia tienen que reinterpretarse para
incidir en otros contextos, esto es muy importante cuando dichas practicas son
producto de una revision historica, pero no es tampoco retomar problemas y
situaciones histéricas como reto. Mas bien, es retomar aquellos elementos
propios del quehacer de las comunidades que en su momento resultaron
significativos y reinterpretarlos a fin de que tengan hoy sentido y den significacion
al saber matematico a desarrollar (Montiel & Buendia, 2012). Desde la
perspectiva de nuestra investigacion es necesario retomar los elementos que
fueron las herramientas para el desarrollo del PyLV desde el punto de vista de la
Ingenieria Civil.
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Las practicas previamente identificadas deben ser, entonces intencionalmente
desarrolladas con el objeto de favorecer la resignificacion del saber matematico
en cuestion. En este caso la nocién de Razén de Cambio es el objeto central a
construir, desarrollando el PyLV.

El papel principal que tiene una situacion problema es que en su disefio se
empleen herramientas metodolégicas adecuadas para cada caso, es por esto
gue en esta investigacion se trabaja con fendbmenos hidraulicos ya que los
conceptos que sirven como herramientas estan estrechamente relacionados con
la formacion académica de los estudiantes. Cabe destacar que esta acciony este
momento se encuentran en un mismo apartado por la relacion que tienen entre
si, asi como los objetivos de nuestra investigacion en cada uno.

Accion relacionante: Consideraciones del escenario y las condiciones
institucionales

Esta accion consiste en la descripcion, interpretacion y establecimiento de
relaciones entre lo ocurrido en la situacién problema con las caracteristicas
propias del escenario y la institucién (Caballero, 2018). En nuestro caso, nos
centramos en analizar como el desarrollo del PyLV nos puede conducir a la
construccion de la nocion de Razon de Cambio, asi mismo explicar como esta
construccion esta ligada a la prediccion como practica social de la institucion
educativa a la que pertenecen los estudiantes.

Momento: Construccidn del conocimiento

La situacién problema nos lleva a la resignificacion del conocimiento, tomando
en cuenta que la resignificacion se refiere al proceso continuo de darle
significado al saber matematico a través de sus usos (Montiel & Buendia, 2012).
Esta resignificacion busca la construccién del conocimiento, en nuestro caso
buscamos construir la nocion de Razén de Cambio a través de sus usos en la
Ingenieria Civil, lo que le potencializa al saber ya que para el estudiante es mas
atractivo que el discurso escolar utilizado tradicionalmente.

3.2. Lagraficacion como objeto de estudio en Matematica
Educativa

A continuacién, se presenta una revision que propone Suéarez (2014), sobre el
uso de las gréficas que nos proporciona elementos para perfilar el sentido del
uso de las gréficas. En esta revision se recopilaron algunas investigaciones
sobre funciones, gréaficas y graficacion, dichas investigaciones contienen el
concepto de funcion como idea central, es decir, que la enseflanza y el
aprendizaje de este concepto es favorable para introducir las graficas y su uso
en el sistema escolar.

En la revision que presentan Leinhardt, Stein y Zaslavsky (1990) se identifican
hasta ese corte tres perspectivas en la literatura sobre funciones, graficas y
graficacion.
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a) En la primera se proponen cinco factores para describir una tarea que
tenga que ver con funciones, gréficas y graficacion. En la siguiente imagen
se presenta una sintesis de estos factores que pasan por el tipo de
acciones, de tareas tipicas, de situaciones, de variables y de enfoques
(Suarez, 2014).

| Acciones | Tareas tipicas Situacién | Variable Enfoque
¢ . + .
Construccion | De prediccion Es el marco de | La situacion suglere

la grafica o | launidad apropiada

funcién | El tipo de unidad

determina la forma
| de la variable

? Interpretacién | De clasificacion [ Puede sermas o | La forma es la| El enfoque tiene
menos propledad de la qué ver con
contextualizada unidad: categorica, asuntos de
0 abstracta ordinal, de intervalo atencion y

— ) ] 1 | O de razon. | presentacion

| Interpretacion | De traduccion Contexto de la

Construccion (entre variable

| representaciones)
Interpretacion | De escala
[ Construccién

Imagen 25. Clasificacion de tareas de Leinhardt, Stein y Zaslavsky, 1990 citado por (Sudrez, 2014, péag. 38)

En las acciones sobre las gréficas se pueden destacar dos grupos: las que son
de construccion y las que son de interpretacion. Considerando estas acciones
se analizan mediante cuatro tareas tipicas: de prediccion, de clasificacion, de
traduccion y de escala. Las tareas de prediccion son tareas de construccion de
los patrones que subyacen en las gréficas y las funciones. Las tareas de
clasificacion son principalmente de interpretacion en las que se han identificado
relaciones entre la definicion formal de una funcion y las imagenes de graficas
gue tiene el estudiante. Las tareas de traduccion pueden involucrar acciones de
construccion o de interpretacion y tienen que ver con el pasar de la
representacién grafica a otras representaciones. Y las tareas de escala, que
también pueden ser de interpretacion o de construccion y que relacionan las
convenciones con las tensiones y las limitaciones del sistema coordinado
cartesiano (Suarez, 2014).

En el caso de nuestra investigacion es relevante mencionar las tareas de
traduccién y de interpretaciéon ya que para que se llegue al objetivo, es necesario
gue los estudiantes pasen de una representacion gréfica a otra representacion
gue es el fendmeno como tal, sin dejar de mencionar la tarea de prediccion ya
gue en necesario que los estudiantes construyan patrones, que puedan describir
en una grafica el comportamiento del fenbmeno de vaciado de recipientes.

Otros elementos que contiene la clasificacion de la tabla y que también influyen
son la situacién, que se refiere a los distintos escenarios en donde se pueden
presentar las tareas, el tipo de variable que interviene en la tarea, que también
depende de lo que se requiera en una determinada situacion, y el enfoque que
es la forma de presentar la tarea.
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b) En la segunda perspectiva el grupo de investigaciones considera al
estudiante y su desempefio en estas tareas que relacionan funciones,
graficas y graficacion. La idea de este grupo es poner atenciéon en las
intuiciones, conceptos erroneos y otras dificultades.

c) El tercer grupo de investigacion se ha realizado desde la perspectiva de
cémo se ensefian las funciones, las graficas y la graficacion en los salones
de clases y en ambientes tecnoldgicos. Las autoras sefialan una escasez,
a la fecha, de investigaciones sobre la ensefianza, los trabajos
relacionados con este punto mas bien son sugerencias para el uso de las
gréficas, sobre la secuencia y sobre la construccion de explicaciones
(Suarez, 2014).

Cabe destacar que desde estas perspectivas se establece que la representacion
algebraica y la representacion grafica deben articularse, para hacer posible la
construccion del concepto de funcion y al mismo tiempo poder definirlo como tal.
Esta investigacion ha servido como punto de partida para la realizacion de otras
investigaciones en donde se plantean los diversos usos de la graficacion.

Con todo lo que se mencion6 anteriormente de la graficacién, podemos deducir
gue los intereses de estudiar la graficacion estan ligados al Calculo y el Analisis,
y se establece que la graficacion juega un papel muy importante en la
construccion del conocimiento matematico.

Con el (un acercamiento didactico novedoso basado en la
investigacibn en Matematica Educativa), buscamos construir
una base de significaciones para procesos y conceptos del
andlisis matematico, especialmente del que se ensefia al nivel
universitario. Iniciamos con actividades para la construccion,
entre los estudiantes, de un universo de formas graficas que sea
a la vez, amplio y estructurado; y continuamos con el desarrollo
de la nocién de prediccion de los fendmenos de flujo apoyados
en el binomio de Newton. La combinacion de ambas tareas,
sostenemos esta hipotesis, favorece al desarrollo del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (Cantoral y Farfan, 1998
citado por Suarez, 2014, p. 40).

Este parrafo hace énfasis en la importancia de que los estudiantes construyan
un universo de graficas amplio y estructurado, y también menciona que el
desarrollo de la nocion de prediccion favorece el desarrollo del PyLV.

Ahora bien, en esta investigacién se presenta una revision de trabajos sobre la
modelacion que sirve para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en
un ambiente tecnoldgico, asi como también las diferentes perspectivas de
investigacién que toman a la graficacién como objeto de estudio en Matematica
Educativa como se mencion6 anteriormente.
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3.3. Sistema de referencia variacional

Con el fin de explicar la forma en como la variacion es construida en situaciones
de cambio, se establece lo que Caballero (2018) le llama sistema de referencia
variacional, que surge de la articulacion teorica de las nociones de causalidad y
temporizacion, en las que causalidad se entiende como la dependencia que
existe entre las variables y la temporizacidén se entiende como la construccion de
estados intermedios en el desarrollo del fenébmeno para predecir estados futuros.

La causalidad y temporizacion atiende diferentes aspectos de la
variacion que se resumen en las interrogantes ¢Qué cambia?,
¢respecto de que cambia?, ¢ Cuanto cambia?, ¢ Como cambia?,
¢ Por qué cambia de esa manera? La causalidad, al consistir en
establecer una relacion entre variables (¢ Qué cambia?), precisa
gue dichas variables sean reconocidas como tales (¢ respecto a
gue cambia?), lo que requiere de mecanismos de cuantificacion
(¢, Cuanto cambia?). en cuanto a la temporizacién, esta favorece
gue el cambio sea analizado a través de los estados construidos
(¢, Como cambia?). por ultimo, al considerar en conjunto a la
causalidad y la temporizacion se construye una racionalidad
sobre la variacion del fenémeno (¢Por qué cambia de esa
manera?), ya que el comportamiento observado se analiza en
funcion de la relacion que se establece y los estados que se
construyen (Caballero, 2018, p. 90).

El sistema de referencia variacional surge de la forma en que se articulan las
preguntas mencionadas anteriormente, considerando los elementos que lo
conforman la relacion de variables (lo que se percibe que cambia), el elemento
de referencia (como se reconoce el cambio), la unidad de medida (como se mide
la intensidad del cambio) y la temporizacion (como se reconoce la evolucion del
cambio) (Caballero, 2018). A continuacion, se describe cada elemento que forma
parte de un sistema de referencia variacional.

Relacion de variables: Los fendmenos de variacion continua se caracterizan
por la posibilidad de presentar simultaneamente diversas variables que se
modifican continuamente que pueden coincidir con las de una funcion o pueden
ser diferentes a ellas.

Por ejemplo, si consideramos la funcién y = mx,x corresponde a la variable
independiente de la funcibn en tanto que y corresponde a la variable
dependiente, pero si nos interesa estudiar la inclinacion de la recta al variar el
parametro m, tenemos dos nuevas variables de estudio diferentes, el valor de m
y la inclinacién de la recta (Caballero, 2018). Este ejemplo se representa en la
siguiente figura.
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Imagen 26. Variacion del parametro m de la funcién y = mx (Caballero, 2018, p. 91)

Cabe mencionar que al estudiar la variacion estamos abordando todos aquellos
aspectos en los que existe un cambio, pero también es muy importante centrar
la atencién no solo en las variables, sino en la relaciéon que se establece entre
ellas. En el ejemplo anterior se identifican las variables a estudiar en un
fendmeno de cambio, pero también es necesario centrar la atencién en la
relacion que existe entre esas variables y la direccion de esa relacion, es decir,
cual variable afecta a cual.

En nuestra investigacion estariamos tratando con las variables tiempo, altura,
entre otras, sin embargo, la relacion que se establece entre estas dos es muy
importante ya que el tiempo no podemos controlarlo a voluntad, por lo tanto, la
variable altura depende del tiempo de vaciado del recipiente. Es por esto que es
necesario considerar este elemento del sistema de referencia variacional.

Elemento de referencia: Para estudiar el cambio en un fenédmeno debe existir
un referente para verificar una modificacion y que al mismo tiempo sirva para
medir el cambio, es decir, la unidad de referencia nos permite establecer
‘respecto a que cambia” una variable en un determinado fenédmeno.

La unidad de referencia corresponde a un valor fijo a partir del
cual se percibe el cambio, en el sentido de que la variable se
“aleja” de ese valor. Puede consistir en la magnitud que tiene la
variable inicialmente, aunque en general se trata de una
magnitud arbitraria que cumpla la funcion de dar cuenta de
modificaciones en las variables. Por ejemplo, percibimos que un
auto esta en movimiento si se aleja de su posicién inicial, o bien,
si se aleja 0 acerca a nosotros (nuestra posicion), o en el caso
de la temperatura corporal, un aumento o disminucion de ella se
refiere si se aleja de un valor promedio, siendo en este caso
diferente de cero (Caballero, 2018, p. 93).
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También existe otra forma de interpretar la unidad de referencia mediante
comportamientos que ya son conocidos, lo que permite compararlos con nuevos
comportamientos o0 si existen algunas modificaciones de un comportamiento
previo, es decir, tomar un comportamiento como modelo para comparar
comportamientos similares.

Unidad de medida: Se refiere a la cuantificacion del cambio dentro de la
variacion en un determinado fendmeno, por lo que es necesario considerar el
uso de estrategias y herramientas que permitan realizar esta medicion, para
establecer una magnitud mediante la comparacion de dos elementos.

En Buendia (2006) se reporta que al predecir el comportamiento
de un movil a través de su grafica hay una busqueda de alguna
unidad fundamental para comparar los estados futuros con el
presente, buUsqueda que inicia con la descripcion vy
entendimiento del tipo de movimiento. Observamos que se
constituye un referente para caracterizar el tipo de movimiento a
partir del analisis de cémo cambia la distancia para lapsos
especificos (Caballero, 2018, p. 94).

La unidad de medida no es especificamente una cantidad estandarizada con una
magnitud (por ejemplo, metro—longitud), sino como el elemento que permite
medir el cambio en una variable mediante la comparacion entre dos elementos,
la cantidad que se mide y la cantidad con la que se mide, es decir, “cuanto
cambia”. También cabe mencionar que esta medicion del cambio no siempre es
una magnitud exacta y en ocasiones puede ser aproximada. En nuestra
investigacién los estudiantes deberan establecer aproximaciones para poder
predecir el comportamiento de ciertas graficas que representen un fenbmeno en
donde es necesario identificar la unidad de referencia, como se describe
anteriormente, y asi comparar para disponer de una unidad de medida. Esto se
le conoce como medicién descriptiva del cambio, la cual no involucra valores
numéricos, sino en la expresién de las caracteristicas y descripciones, asi como:
es mas grande/pequefio que, mas alto/bajo que, mas rapido/lento que,
crece/decrece cada vez mas/menos, etc. (Caballero, 2018).

Por otro lado, la cantidad de cambio también puede medirse de manera numérica
cuando se asigna un valor a una determinada cantidad, esta medicién puede
efectuarse multiplicando la unidad de referencia (es el doble de, la mitad de, etc.),
o también pueden establecerse valores especificos mediante la medicién
utilizando alguna herramienta (un flexémetro, una cuadricula, etc.), o utilizando
formulas o algoritmos que provienen de teoremas ya establecidos por la
Matematica.

Temporizacion: Como ya se mencion0 anteriormente, consiste en construir
estados intermedios para analizar el proceso de variacion de las variables, es
decir, el analisis de como cambia. Esto no necesariamente se refiere a
considerar al tiempo como variable de estudio, aunque por la naturaleza del
fendbmeno que tratamos en nuestra investigacion es una variable indispensable.
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La temporizacion comprende dos sentidos: el primero es la
identificaciébn de estados que son sugeridos o explicitos en
alguna actividad o situacién, por ejemplo, en el caso de una tabla
numeérica se puede considerar estados a cada uno de los valores
numeéricos de la variable dependiente, mientras que, en una
gréfica se puede considerar estados a cada uno de los valores
del eje horizontal en case de que este cuente con una escala
numérica explicita. El segundo sentido consiste en la
construccion de los estados al no ser explicitos en la situacion
planteada, por ejemplo, al establecer valores especificos de las
variables en una grafica que no cuente con una escala explicita,
o al reconocer instantes de tiempo especificos en el movimiento
de un cuerpo (Caballero, 2018, p. 96).

La temporizaciéon establece la construccion de estados intermedios, sin
embargo, también es necesario considerar el nimero de estados de un
determinado fendmeno, principalmente se identifican dos casos: estados
extremos y estados intermedios. Los estados extremos son aquellos en donde
se considera un estado inicial y otro estado final, estos pueden coincidir con el
principio y fin del fendbmeno, o también pueden ser los extremos de un
determinado intervalo. Ahora bien, para ejemplificar el caso de los estados
extremos Caballero (2018) presenta la grafica de la siguiente imagen en donde
los estados que se identifican no corresponden con “el inicio y el final” de la
gréfica, sino a dos puntos que conforman un intervalo del dominio.

Imagen 27. Ejemplo de una temporizacién de estados extremos (Caballero, 2018, p. 97)

Ahora bien, si tratamos con los estados intermedios es necesario considerar mas
de dos estados dentro del desarrollo del fenébmeno, los cuales describen su
comportamiento. Esto permite realizar un analisis de la variacion entre un estado
y otro, por lo tanto, las graficas adquieren cierto “movimiento” lo que contribuye
a la construccion de ciertas nociones relacionadas al PyLV.
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Una diferencia entre estados extremos y estados intermedios es
gue en la primera se consideran siempre dos estados a la vez,
en tanto que en la segunda se considera el transito de uno a
otro. Es decir, aunque se tengan varios estados consecutivos, Si
el andlisis del cambio se realiza considerando solo dos estados
a la vez, esa temporizacion corresponde a estados extremos.
Ahora bien, si el analisis se realiza considerando un conjunto de
varios estados y la forma en como el fenédmeno evoluciona de
un estado a otro, entonces corresponde a estados intermedios
(Caballero, 2018, p. 97).

En resumen, la nocién de sistema de referencia variacional consiste en el
reconocimiento y la forma en que se organiza el cambio, la construccién de la
variacion por un individuo ante una situacion de prediccion, lo cual tiene lugar
mediante el desarrollo de las nociones de temporizacion y de causalidad
(Caballero, 2018). La nocién de sistema de referencia variacional se desarrolla
segun sea la situacion de variacion planteada que se ve afectada por el tipo de
fendmeno que se esté tratando vinculado a las experiencias y el entorno social.
A continuacioén, se presenta un esquema que propone Caballero (2018) en donde
se sintetizan los elementos del sistema de referencia variacional, y los
cuestionamientos que se relacionan con cada elemento del sistema.

R Relacion de variables ¢Qué cambia?

—AEGENGR ERNEECIEER  éRespecto de qué cambia?

= Unidad de medida éCudnto cambia?
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Temporizacion ¢Cémo cambia?

éPor qué cambia de esa manera?

Imagen 28. Elementos del sistema de referencia variacional (Caballero, 2018, p. 99)
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3.4. Disefio de la situacion didactica

La situacion didactica consta de tres actividades que se llevaran a cabo en tres
sesiones, en las cuales los alumnos atenderan problemas relacionados al
fendmeno de vaciado de recipientes con diferentes geometrias, aunque también
se realizara una breve introduccion para que los estudiantes recuerden algunos
conceptos que se abordan en el fenomeno de llenado de recipientes; asi como
también tendrdn que argumentar graficamente el comportamiento de cada
fenomeno. Posteriormente es necesario modelar el fendbmeno analiticamente
hasta conseguir la ecuacion diferencial, para poder llegar a la construccién de la
simulacién en GeoGebra. Cabe destacar que ya existe una simulacion para cada
fendmeno en la plataforma de GeoGebra, asi como también un tutorial que
explica la forma de realizarlo en YouTube, ambos realizados por nosotros como
apoyo para ésta investigacion, y nos serviran como herramientas para reafirmar
los conocimientos construidos por los estudiantes.

3.5. Actividad 1. LIenado de Recipientes

Esta actividad consiste en exponer una introduccion a los estudiantes en donde
se trataran tres recipientes con diferentes geometrias que se estan llenando con
un flujo constante. Buscando sus argumentaciones graficas para que los
estudiantes se familiaricen con los conceptos utilizados en situaciones de
variacion.

Conocimientos y habilidades

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes recuerden ciertos conceptos
gue de alguna manera ha construido en su formacién académica y los utilice en
un “fenémeno real”, en este caso el llenado de recipientes, realizando un analisis
variacional en donde se identifica la forma en que evoluciona el fenémeno, para
poder determinar la grafica que lo representa.

Intenciones didacticas

Se pretende explicar en clases el fendbmeno de llenado de recipientes
proponiendo una actividad grupal en la que se muestran tres recipientes con
diferentes geometrias y las tres graficas que se los representan, sin indicar que
gréfica le corresponde a cada recipiente, con el objetivo de que el estudiante
identifique que gréfica le corresponde a cada recipiente en relacion a la forma en
gue este se llena con un flujo constante, y argumente sus repuestas con el fin de
hacer visibles los elementos que son parte de este tipo de fenémenos.
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Consideraciones previas

Es necesario considerar que los estudiantes tienen conocimientos relacionados
con aspectos basicos de la hidraulica, asi como también las ideas de pendiente,
velocidad y algunas férmulas basicas utilizadas en la materia de Calculo Integral,
esto para poder realizar la modelacion analitica del fendmeno. También es
necesario que los estudiantes exploren de manera general el software
(GeoGebra).
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Actividad 1. Considerando que los siguientes recipientes se estan llenando con un flujo constante, identifica y relaciona que
gréfica representa el llenado del recipiente segin su geometria y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior,
r= Radio inferior.

P e O oD
—

Caso 1 e Caso 2 e Caso 3 .

v

v




Modelacién

Posteriormente modelamos el fendmeno de manera analitica, sin sefialar cual es
la grafica que corresponde a cada recipiente con el objetivo de que, con este
modelo, se comprueben las conjeturas que surgen en esta actividad. EI modelo
se explica a continuacion definiendo la ecuacion T para el tiempo de llenado.

Si tenemos la siguiente figura:

? (R1, H)

Imagen 29. Llenado de un recipiente (cono truncado)

La pendiente de larecta es: m =
R1-R2

H
R1-R2

Esta es la ecuacion de larecta: y = (x —R2)

Six =Ryy = h (llamaremos R al radio del agua)

h (R — R2)

~ R1-R2
Despejando R: R = %(Rl —R2) + R2

Sabemos que: Q = % y que: Z—Z = nR?

«= (@) (@)

p a
Segun la regla de la cadena: =

: dv . dv__(h _ Zdh
Sustituyendo -y R: 2 = 7 (7 (R1— R2) + R2) =

Sustituyendo %, despejando y desarrollando:

h? h
Qdt = n{m (R1—R2)?+2 [ﬁ (R1 - RZ)RZ] + RZZ}dh

Integrando: [} Qdt = 7 ;' & (R1— R2) + 2 [ (R1 — R2)R2| + R2? dh
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h3 h?
— _ _ 2 . _ 2
Qt = n{SHZ (R1 —R2)* + T (R1—R2)R2 +R2 h}

Evaluando: Qt = m [% (R1—R2)?* + %Z(Rl — R2)R2 + RZZH]
Despejando y factorizando: t = % E (R1—-R2)?+ (R1—R2)R2 + RZZ]

Pero para fines didacticos diremos que t =T, ya que es la forma en que
utilizaremos este término en la construccién de la simulacion que se explica
mas adelante.

Igualamos a 0 la ecuacion Qt (sin evaluar) para obtener la funcién:

h3 h?
— _ 2 _ — 2
Qt = ”{3}12 (R1 = R2)* + - (R1— R2)R2 + R2 h}

h3 h?
2 2
0= n{—g 5 (R1—R2)*+—(R1—R2)R2 +R2 h} 0ot

Pero para la construccién de la simulacion es necesario indicar a GeoGebra
que exprese la altura “h” en el eje “x”

2

x3 X
— - — 2 4 _ 2 _
0 n{3H2 (R1—R2)* + T (R1—R2)R2 +R2 x} 0ot

Simulacidén

Con el modelo desarrollado anteriormente se construye la simulacién en
GeoGebra, siguiendo los pasos que se muestran a continuacion.

a) Teniendo el software nos aseguramos de tener disponibles la vista
algebraica, la vista grafica y la vista grafica 3D.

Criehtaiis A -

ChlethavieS

SOB0S ICAS) Crislanis K
Wsts Grascs ChileMayiss1
Vists Grdbes 2 CEishtanys«2

Chielbavised

19."- TERIE K

Criohapisel

Ciletbaviis =P

(@ raahos) Cirlef

Imagen 30. Espacio de trabajo en GeoGebra
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b) Definimos en la barra de entrada las siguientes variables con nimeros
aleatorios: H = Altura del recipiente, R1 = Radio 1, R2 = Radio 2 (los dos

radios del recipiente), Qr = Es el gasto en litros por segundo, Q = Qr/1000
(Es la conversion de litros a metros cubicos).

ﬁ} GeoGebra Classic 5

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas W

A L o (P YA
AL

» Vista Algebraica X
H=5
R1=4
R2=2
Q =3
Q=3/1000

» Vista Gra

Imagen 31. Variables de entrada

c) Definimos los puntos guia para dibujar el recipiente insertando el siguiente
cbdigo en la barra de entrada: (R2,0,0); (0,R2,0); (-R2,0,0); (0,-R2,0);

(R1,0,H); (0,R1,H); (-R1,0,H); (0,-R1,H); Cada paréntesis es un punto en
el sistema coordenado.

Imagen 32. Puntos guia
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d) Con la herramienta circunferencia (eje, punto) dibujamos los dos circulos

con los radios del eje a los puntos.

mEerT Vertana Apda
I .[ A - » .
o ¢ o B - S “. .

® Comustesascin (ois, puney

Imagen 33. Circunferencias

Insertamos la ecuacion T: t= % E (R1—-R2)?>+ (R1 —R2)R2 + R22]
obtenida en la modelacién insertando el siguiente cédigo en la barra de

entrada.

Entrada:| T=(( m *HWQ)* (((1INR1-B2)*2)+{(R1-R2)R2)+R242)

G GeoGebra Classic 3

Archivo Edita Vista Opciones Herrz

E oAl D>

» Vista Algebraica x|
H=5

R1=4

R2=2

Q. =3

Q=3/1000

A=(2,0,0)

B=10,2,0)

C={-2,0,0)

D=(0,-2,0)

E=(4,0,5)

F=1(0,4,5)

G=1(4,0,5)

I1=1{0, 4, 5)

c: X =(0,0,5) + (4 cos(t), 4 sin{i
d: X = (0, 0, 0) + (2 cos(t), 2 sin(l
T=48869.2191

Imagen 34. Ecuacion T

NOTA: Con los datos utilizados en este caso, en algunas versiones de

GeoGebra encontramos a T=48869.2191 y en otras T=14000011/9.
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f) Se crea un deslizador para el tiempo (t). Con limites desde 0 hasta T con
incrementos de uno en uno.

Deslizador

Texto

Imagen

Botdn

Casilla de control

Casilla de Entrada

——

Deslizador
N Mombre
(® Namero
(O Angulo
O Entero [ Aleatario

Intervalo  Deslizador Animacidn

Min: 0 Max | T Incremento: |1
Cancela
4

Imagen 35. Deslizador t

3 2
g) Insertamos la funcién: n{;? (R1—R2)? + % (R1— R2)R2 + Rzzx} —Qt
obtenida en la modelacién ingresando en la barra de entrada el siguiente
cbdigo y se presenta la siguiente grafica.

™

il

Entrada: | w (({(x*3)(3HAZ2)HR1-R2)A2+({{(x*2)H)(R1-R2)R2+x*H242)-0) "tl

G GeoGebra Classic 5

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

P Vista Algebraica

H=5

R1=4

R2=2

Q. =3

Q=3/1000

A=(2,0,0)

B=(0,2,0)

C=(-2,0,0)

D=(0,-2,0)

E={4,0,5)

F=1(0,4,5)

G=(4,0,5)

I=(0, -4, 5)

c: X=(0,0,5)+ (4 cos(t), 4 sin(t), 0)
d: X=(0,0,0) + (2 cos(t), 2 sin(t), 0)
T=48869.2191

t=0

X3 x2
f(x) =m (ﬁ (4_2)2+§ (4—2)<2+x<22) =

' Viste Gratcs

3
1000 " °

Imagen 36. Funcion
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ivo Edita Vista Opciones Herramie

Lo 'A.__._. / ;, f:\’ ' : !

h) Se ubica la interseccién entre la grafica de la funcion y el eje “x”. En este
caso es el punto J.

stz [ A 5te : i .

I I N VR )

"]

T

5

Punto

1[«® Punto en objeto |

/ Limitar/liberar punto
: |
>\’ Interseccién | ‘
|

. Medio o Centro

.
™~

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

° MNimero complejo

N Extremos

Raices ) L
|

2

Imagen 37. Interseccion

i) Se ingresa el numero R obtenido en la modelacion y es la siguiente
ecuacion: R = %(Rl — R2) + R2 , insertando en la barra de entrada el
siguiente codigo.

Entrada: |F=(x{J)yH)"(F1-R2)+F2

Imagen 38. Radio del agua

NOTA: En la funcion establecimos que la altura “h” la expresara en el eje “X”,
por lo tanto, es necesario indicar a GeoGebra que obtenga la coordenada en
“x” del punto de interseccién (J) entre la funcion y el eje.

J) Se coloca un punto en la vista 3D, el cual tendra como coordenada en “x”
el numero Ry en “Z”, la coordenada en “x” del punto de interseccién entre
la funcién y el eje “x”. Para este punto se ingresa lo siguiente en la barra
de entrada. En este caso obtenemos el punto K.

Alchivg Ela Vista Opclanes

* Vaia Agebrmica
H=5
Ri=4
Rz=~2
a -3
Q= 1/1000

0,2.0)
(-2.0.0)

Entrada; (R,0,x(.J)))

I= (0. 4. 5

CX =00 54 comt) 41
X =000« (2cam), 24
T = Aups 210
1+ 15638
|

(=) "1 5% "

J = 2. 3%00 )
R« 2050
o (2050, 0, 2.206)

Imagen 39. Punto en el espacio que representa el radio del agua



k) Se dibuja la circunferencia que representa el agua entre el eje “Z” y el
punto K.
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Imagen 40. Circunferencia del agua

I) Se modifica el color de la circunferencia para simular el agua.
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Imagen 41. Color de la circunferencia

m) Se dibujan segmentos para representar el contorno del recipiente.

Visly Opoones Dismsmisntes  Yerosen

| . . e
.5 ol ot |l 6
o .‘,.l' Rects

-/" w 3 i -
aQ <" Sogmanto de longiud dada |
o« Samireca

|
|
¥
'
) Vmctor
|
;) o2  Eaulpolente

Sleacoer A

Imagen 42. Contorno del recipiente
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n) Se dibuja un segmento del punto K al eje correspondiente, modificamos
el color para que simule el agua y con rotacion axial dibujamos el contorno
(opcional).

3 N

Simetriz Especuiat
Simelriz Asal

*  Simeliz Canval
% Rotasion Asial

vy Trastsodr

. Hometeca

Imagen 43. Contorno del agua

0) Se modifica la escala para insertar un punto que dibuje la gréfica. El eje
“x” debe describir el tiempo y el eje la altura del agua, por lo tanto, las
coordenadas gue se escriben en la barra de entrada seran: (t, z(K)).

Ve e

Imagen 44. Punto para la grafica

p) Se activa la opcién “rastro” para que dibuje la grafica.

|
L s

Panlo ¥ -
Otjeto vslinie
A Edquels usibls
o0 & Rasho

%! Ranomorar
' Borrw

= o Prupsdades
L2 Cacribe ayu pdrs vuseas

Imagen 45. Grafica de llenado de un cono truncado

NOTA: Al modificar las variables iniciales, dibujaria una gréfica diferente a
esta.
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Cabe mencionar que el proceso de modelacién y simulacion se encuentran en
un tutorial en el link: https://www.youtube.com/watch?v=57Qy2w8yr6c&t=620s (Manuel,
2018) de la plataforma YouTube, el cual sera proporcionado a los estudiantes
para aclarar sus dudas y puedan construir cuantas veces quieran la simulacion
del fendmeno de llenado de recipientes con diferentes geometrias.

3.6. Actividad 2. Vaciado de Recipientes

En esta actividad se presentan tres recipientes con diferentes geometrias que
estan completamente llenos y se estan vaciando por un orificio. El objetivo es
qgue, mediante el andlisis variacional, los estudiantes representen el fendbmeno
de vaciado de recipientes en una grafica, desarrollando asi la nocién de variacion
gue nos lleva a la Razén de Cambio. Se divide en cuatro momentos, en donde
el primero consiste en la actividad 2.1, la cual se pretende terminar en quince
minutos. En el segundo momento se presenta la actividad 2.2, la cual se
pretende terminar en diez minutos. En el tercer momento se pretende conformar
equipos entre los estudiantes para analizar sus repuestas y argumentos, para
esto tendran quince minutos. Y finalmente en el cuarto momento expliquen sus
conclusiones por equipos con el grupo completo argumentando sus respuestas.

Actividad 2.1

Conocimientos y habilidades

Se pretende que los estudiantes construyan la nocion de variacion mediante
situaciones predictivas analizando el comportamiento del fendmeno de vaciado
de recipientes con diferentes geometrias, tomando en cuenta que en el recipiente
gue se esta vaciando influyen factores como la presién que ejerce el agua, el
radio es mayor 0 menor que antes, etc.; y representando lo que observa en
gréficas que relacionan la altura con el tiempo de vaciado.

Intenciones didacticas

Se les proporcionaran hojas con las actividades con el objetivo de que los
estudiantes las realicen y que argumenten sus respuestas para analizar de qué
manera enfrentan este tipo de problemas y los conocimientos que ponen en
juego en la realizacion de las graficas que se les pide.

Consideraciones previas

Los alumnos actualmente cursan la materia de ecuaciones diferenciales por lo
tanto hay que considerar que los estuantes tienen conocimientos previos sobre
el fenomeno de llenado de recipientes, asi como el analisis de sus graficas y
como cambian segun la geometria del recipiente debido a la variacién que se
presenta en el radio a medida que se va llenando.
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Nombre Semestre: Grupo:

Actividad 2.1. Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran
completamente llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que
representa este vaciado y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio
inferior, Rs= Radio del orificio de salida.

Caso 1

Caso 3
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Actividad 2.2

Conocimientos y habilidades

Se pretende que los estudiantes confronten las representaciones realizadas en
la actividad anterior con las presentadas en la actividad 1.2 para corregir, si por
alguna razon interpretaron mal la actividad, o para reafirmar lo que realizaron
segun sea el caso, y asi obtener una resignificacién del conocimiento mediante
una situacion predictiva.

Intenciones didacticas

Después de realizar la actividad anterior, se les proporcionara hojas con las
actividades en donde se presentan unas graficas dentro de las cuales estan las
gue representan el fendmeno de vaciado de recipientes segun su geometria, con
el objetivo de que los estudiantes comparen sus graficas con las presentadas en
la actividad y que indiquen si coinciden, y en el caso de no coincidir elegir cual
es la que es correcta segln su apreciacion y argumentar por que cambia de
opinién, al final indicar cualitativamente cual es el recipiente que se vacia mas
rapido. Todo esto con el propdsito de comprobar si existe una construccion del
conocimiento.

Consideraciones previas

Se debe considerar que se deben explicar bien las instrucciones para que los
estudiantes puedan realizar la actividad y lleguemos a los objetivos, ya esta
actividad depende de la anterior. También se debe explicar a los estudiantes que
no es una evaluacion, por lo tanto, es importante no borren sus respuestas, en
el caso de realizar un procedimiento equivocado, ya que es lo que nos permitira
analizar de qué forma puede lograr una resignificacion del conocimiento.
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Actividad 2.2. Compara las gréficas realizadas con las que se muestran a continuacioén e indica si

coinciden. Si cambias de opinion indica cudl es la que representa el vaciado y explica por qué.

A
A H

H 4

v
A

v

Caso 1

Caso 2

Caso 3

¢, Qué recipiente se vacia mas rapido?, ¢ Por qué?
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Modelacién

Para confirmar las hipétesis generadas en la actividad anterior modelamos el
fendmeno de vaciado de recipientes con diferentes geometrias de manera
analitica, el proceso es muy parecido al de llenado de recipientes, sin embargo,
es necesario considerar otros aspectos que se identifican claramente mas
adelante. EI modelo se explica a continuacion definiendo la ecuacién T para el
tiempo de vaciado.

Si tenemos la siguiente figura:

(R2, H)

(R1, 0)

Imagen 46. Vaciado de un recipiente (cono truncado)

La pendiente de la recta es: m =
R2-R1

H
R2—-R1

Esta es la ecuacion de larecta: y = (x —R1)

Six =Ryy = h (llamaremos R al radio del agua)

h (R — R1)

T R2-RI1
Despejando R: R = %(RZ —R1) +R1

dv dv

Sabemos que: Q = — = =nR? Q=-Cdm@?(J2gh)

dt dh

Y d d dh
Segun la regla de la cadena: Z- (—”) (—)
dt dh dt

. dv o.dv _ _(h _ 2 an
Sustituyendo Y R: — =T (H (R2—-R1) + Rl) m

Sustituyendo %, despejando y desarrollando:

h? h
Qdt = ﬂ{m (R2—-R1)?+2 [E (R2 — R1)R1] + Rlz}dh
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Sustituyendo Q:
2
—cd(m)(r?)(2gh)dt = n{% (R2—R1)? +2 [% (R2 — Rl)Rl] + Rlz}dh

Se elimina 1 y se divide todo entre vh

—cd(r?)(/Zg)dt = [ h

H?h2

h
— (R2 — R1R1
Hh2

(R2—R1)*+2

R12
+—dh
hz
Integrando:

1

hz R2 — R1)R1
T (R2—R1)

t 0 h%
—f cd(r?)({2g)dt = f — (R2—R1)* +2
0 H H

1
+ Rlzh_Z} dh

5 3
4| h2 1
—Cd(r?)(/2g)t = 5H2 ¥ (R2—R1)? + 3|77 (R2 = RDR1| + 2R1%hz

Evaluando de H a O:

—cd(®(29)t = —@(Rz —R1)? - @(Rz — R1DR1 — 2R12VH

Despejando t y factorizando:

\/_
" ca)({29) 15

Pero para fines didacticos diremos que t =T, ya que es la forma en que
utilizaremos este término en la construccion de la simulacion que se explica
mas adelante.

[(RZ R1)2+ (RZ R1)R1 + 2R17

Despejamos la ecuacion —Cd(rz)(,/Zg)t (sin evaluar) de H a 0 para obtener
la funcion:

5 3
2h2 4hz 1 2VH 4H
_ 2 4 _ 2 2 _ 2p5 2V _ 2 _vit _ _ 2
cd(r®)(|29)t ojz (R2 = RD)? + 25 (R2 = RDR1 + 2R1%K s (R2 - R1) 5 (R2 = RR1 - 2R1 vH

Igualamos a 0 de la siguiente forma:

3
2hz 4h 2VH 4H
0= W(RZ R1)? +——(R2 —RDR1 + 2R12hz \/_ (R2 —R1)? — T‘/—(Rz — R1R1 — 2R1%VH + Cd(r®)(/29)t

Factorizando

s\ 4 s 3 1o
0= 5H2 —~_(R2 - R1)? (hz H2) + oo (R2 — RDR1 (hz — 1) + 2R12 (k2 - HZ) + CAG)(y/Zg)e

Pero para la construcciéon de la simulacién es necesario indicar a GeoGebra

[{pat)

que exprese la altura “h” en el eje “x

0= m(Rz — R1)? (xZ - Hz) + —(RZ R1)R1 (xZ - HZ) + 2R1? <x2 - H2> +cd(r®)(2g)t
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Simulacién

Con el modelo desarrollado anteriormente se construye la simulacion en
GeoGebra, siguiendo los pasos que se muestran a continuacion.

a) Teniendo el software nos aseguramos de tener disponibles la vista
algebraica, la vista gréfica y la vista grafica 3D. Y de GeoGebra nos
muestre cuatro decimales en la vista algebraica.

L7 GeoGebra Classic 3

3 Opclones Herramiertzs Venlana Ajuca
Archivo Eoits VISta Cpdones Memammntas Venana Asds

= . Redondao A 0 citras deomales
| ARl Wista Apasraicy Crieftavus+A . A »
‘ . oo 2 ORI 1 citraz dacimales
| 1™ Mo es Codo Chietayies S A Frouatace
’ | ( 5 1CAS) Crishanis K 2 citras deomalss
ChisMayiss1 |4l Tamafo de letra 3 Gitas deomales
CriRaise2 ™ (dioma % dahas deomales
Citehbayiised o citras deomales
. . ¢ Jozrcado .
Construcodn CEisanus~L 10 ofras dacimaias
0% @8 proSabdives Chishiayis-H [(®| cuardaria canfiguracéa 13 difras decimaies
Tecado P 3 2L <
) Coflguraclin por dafecto 15 difias decimaies
o Bama O eryaca
Dusposicidn ¢ 3 atas sgnncalias
o citras sgntcativas
B ACaNiA Fas VAl (henpts raahos) Cirlef
_ ¢ 10 oifras significanvas
RecaOu s 0008 108 00el0s Ch-R
15 difras sipnificatives

Imagen 47. Espacio de trabajo en GeoGebra y redondeo

b) Definimos en la barra de entrada las siguientes variables con nimeros
aleatorios: H = Altura del recipiente, R1 = Radio inferior, R2 = Radio
superior (los dos radios del recipiente), Cd = Coeficiente de descarga, r =

Radio de salida (Se considera una pulgada). Todas las variables en
metros.

’-‘:} GeoGebra Classic 5

Archiva Edita Vista Opciones Herr:

R I oA T P

b Vista Algebraica bl
H=5§
Ri=4
R2=2
Cd=0.62
r=0.0254

Imagen 48. Variables de entrada

NOTA: El coeficiente de descarga para el vaciado de cualquier recipiente
es 0.62.
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c) Definimos los puntos guia para dibujar el recipiente insertando el siguiente
cbdigo en la barra de entrada: (R1,0,0); (0,R1,0); (-R1,0,0); (0,-R1,0);
(R2,0,H); (0,R2,H); (-R2,0,H); (0,-R2,H); Cada paréntesis es un punto en
el sistema coordenado.

* Vives Ngetoacn % | 0 Vs orer % |0 Ve Grivsos X0

e

[
L
\7‘<'.\‘
1
A

Bt

Imagen 49. Puntos guia

d) Con la herramienta circunferencia (eje, punto) dibujamos los dos circulos
con los radios del eje a los puntos.

mEerT Vertng ida
-

. A » » . b Vieta (rMtics 3D
'I!P & 8 O 4.

S arsia (we pune.

-

Imagen 50. Circunferencias
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e) Insertamos la ecuacion T: t = — R1)? + %(Rz — R1)R1 +

vH 2
Catre)(J29) HG
2R12] obtenida en la modelacion insertando el siguiente codigo en la barra
de entrada.

Entrada; [=((HM12)(Cd rA242* 9.8 1A 12)) ((2BHR2-R1)*2+{43)(R2-R1)R1+2R142)

©7 GeoGebora Classic 5

Archive Edita Visle Oodenes ¢

N .
5 oA e §

» Visla Algetrsica

H=5

R1-4

R2~2

Cd =062

r=0.075%8

A=(4.0.0)

Be(040

C~|400)

D=0 4.0

F-(2,0,%

F={C,2,5)

G=(2,0,5

=10, -4, %)

X ={0, 0,5} » 12 cost), 2 sil
X « (0,0, 0} + (4 cos(t), 4 s
T = 280430011

Imagen 51. Ecuacion T

NOTA: g es el valor de la gravedad. En este caso utilizamos 9.81 m/s?

f) Se crea un deslizador para el tiempo (t) con limites desde 0 hasta T.

N e

9 Deslizador >

3=2  Deslizador ) Nombre

(®) Nimero

: t

) Angulo
ABC Texo

O Entero [] Aleatorio
! Imagen

Intervalo  Deslizador  Animacion
Botdn Min: |0 Max: T Incremento:

® .

v Casilla de control — —

a=1 Casilla de Entrada

Imagen 52. Deslizador t
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., 5 5 3 3
g) Insertamos la funcion: o =, (R2 - R1)? (xz — Hz) + == (R2 — RDR1 (x2 — Hz) +
1 1 . ., -
2R12(xE—HE) +cd(r?)(,/29)t, obtenida en la modelacion ingresando en la
barra de entrada el siguiente codigo y se presenta la siguiente grafica.

Entrada: |(250(R2-R1)*2HA2) (% (52)-HM5/2)) (43N ((R2-R R 1VH (R (32)-HM32)) (2R 1A 2)(x A 1/2)-HAM12))+ Cal 22 9.8 1) (1/2) "

N Edfa Vel Opdooas Henamiemias Venlana Ajeda
| . . . y
DB % B IS0 K ANEE
|
> BT
N=
Ava
flz-2
Co-0a2
I =005
® A=p00
® Am
L 40,0
® D=0 am
® -0
9 ® 1025
® G-(209
® 1h0 28
O CX=(0,054%(2conm) 2 s, 0
O X008 ¢ (4conit) 4 amm 0)
1= 205418011
® =0
® 2=9 33 8):8 514247 |» 1400200547 (2.0m) 0

Imagen 53. Funcion

h) Se ubica la interseccidn entre la grafica de la funcion y el eje “x”. En este
caso es el punto J.

Edita Vista Opciones Herramie . Wl e

. [ N

sté [ - -
Punto

Punto en objeto

Limitar/liberar punto

Interseccidn

Medio o Centro

Nimero complejo
Extremos

Raices

2'22"" .'.X \@')-

Imagen 54. Interseccion
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i) Se ingresa el numero R obtenido en la modelacion y es la siguiente
ecuacion: R = %(RZ — R1) + R1 , insertando en la barra de entrada el
siguiente codigo.

Entrada; F=(x(J)H)*{R2-E1)+R1

Imagen 55. Radio del agua

NOTA: En la funcion establecimos que la altura “h” la expresara en el eje “X”,
por lo tanto, es necesario indicar a GeoGebra que obtenga la coordenada en
“x” del punto de interseccion (J) entre la funcion y el eje.

J) Se coloca un punto en la vista 3D, el cual tendra como coordenada en “x”
el nimero Ry en “z”, la coordenada en “x” del punto de interseccion entre
la funcién y el eje “x”. Para este punto se ingresa lo siguiente en la barra
de entrada. En este caso obtenemos el punto K.

Entrada: (R,0,%(.))) LY N R BN

Nes
LAEE | ‘i
R2=2

Ca=om2
00254
Avid o

0 A )

[N L L)
0=, 40
E=i2.0,%) <

P

¥ .
vl a 0N

=00 2,51

X =00, 0, )+ (2 coatm 2 sin| ¥

X =00 0 00« |4conn 4 sinl = g1

T = 25430010

t~0

2 (2-9)

=)

0
=2

Koo

Imagen 56. Punto en el espacio que representa el radio del agua

k) Se dibuja la circunferencia que representa el agua entre el eje “Z”’ y el
punto K.

| -

e L@

T Censmencs s, se

90
Imagen 57. Circunferencia del agua



I) Se modifica el color de la circunferencia para simular el agua.
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Imagen 58. Color de la circunferencia

m) Se dibujan segmentos para representar el contorno del recipiente.

o W e D

fista Opciones Herramientas Ventana

o ERISERS
" Recta -

./' Segmento

.a/- Segmento de longitud dada

" semirecta

./'. Vector
/ Equipolente
el

Imagen 59. Contorno del recipiente

n) Se dibuja un segmento del punto K al eje correspondiente, modificamos
el color para que simule el agua y con rotaciéon axial dibujamos el contorno
(opcional).

I H \

| ABC ‘:c)

1 ‘\W\ 1! |
x Simetria Especular

x Simetria Axial

. Simetria Central

v Traslacion

o Homotacla

Imagen 60. Contorno del agua
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0) Se modifica la escala para insertar un punto que dibuje la gréfica. El eje
“x” debe describir el tiempo y el eje la altura del agua, por lo tanto, las
coordenadas que se escriben en la barra de entrada serén: (t, z(K)).

BEEBE

Imagen 61. Punto para la grafica

p) Se activa la opcion “rastro” para que dibuje la grafica.
‘N D.A l-r : . '. '. ..
Punto N " v v

Objeto visible
Anl Efiqueta visible
— | # Rastro L

Renombrar

'y Borrar

¢ Propiedades ..

Imagen 62. Grafica de vaciado de un cono truncado

NOTA: Al modificar las variables iniciales, dibujaria una grafica diferente
a ésta.

Cabe mencionar que, al igual que en el fendmeno de llenado de recipientes, el
proceso de modelacion y simulacion se encuentran en el link:
https://www.youtube.com/watch?v=f7JWKknmsklY (Manuel, 2018) en la plataforma
YouTube, el cual sera proporcionado a los estudiantes para aclarar sus dudas y
puedan construir cuantas veces quieran la simulacion del fenédmeno de vaciado
de recipientes con diferentes geometrias.
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3.7. Actividad 3. Evaluacion

En esta actividad se presentan recipientes diferentes a los de las actividades
anteriores y se divide en tres momentos, el primero es la actividad 3.1 en donde
se presenta una grafica y los estudiantes deben de dibujar la forma del recipiente
que representa su llenado con un gasto constante, el segundo momento es la
actividad 3.2 en donde se presentan dos recipientes aparentemente iguales pero
de distinto tamafio que se estan llenando con un gasto constante, al mismo
tiempo en donde los estudiantes deben dibujar las graficas correspondientes en
el mismo sistema coordenado, el tercer momento es la actividad 3.3 en donde
se presenta un recipiente con ciertas condiciones iniciales que se esta llenando
con un gasto constante y los estudiantes deben hacer uso de las ecuaciones
obtenidas en la modelacion para predecir el tiempo total de llenado de este
recipiente.

Actividad 3.1

Conocimientos y habilidades

Se pretende que los estudiantes, mediante el desarrollo del PyLV, puedan
establecer una relacion entre el comportamiento de la gréfica y la forma del
recipiente que se esta llenado utilizando los elementos que surgieron en las
actividades anteriores como la variacion de la altura del agua respecto al tiempo,
con el objetivo de hacer visible la construccién del conocimiento mediante la
prediccién utilizando una situacion de variacion.

Intenciones didacticas

Esta actividad se presenta ante el grupo para que se resuelva de manera
individual en donde los estudiantes deben de realizar un analisis del
comportamiento de la grafica para poder predecir la forma que tendra el
recipiente al llenarse. Para esto los estudiantes tendran cinco minutos para
responder.

Consideraciones previas

Es necesario considerar que, con la realizacion de las actividades anteriores, los
estudiantes tienen mas elementos para esta actividad, como por ejemplo la
nocién de variacion y el desarrollo del PyLV, por lo tanto, estaran familiarizados
con los conceptos y sera mas facil su realizacion.
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Actividad 3.1 Dada la siguiente grafica que representa el llenado de un
recipiente con gasto constante, dibuje la forma del recipiente.

H

Actividad 3.2

Conocimientos y habilidades

Se pretende que, mediante la comparacién de dos recipientes similares, los
estudiantes reafirmen los conocimientos construidos respecto a la relacién que
existe entre el tiempo de llenado y las dimensiones del recipiente, asi como
también la velocidad, aunque no se encuentre explicita en la actividad. El objetivo
de esta actividad es hacer que no queden dudas respecto al comportamiento de
la grafica en el llenado de recipientes segun su geometria.

Intenciones didacticas

Esta actividad se presenta ante el grupo para que se resuelva de manera
individual, igual que la anterior, pero en esta se debe realizar un analisis de la
geometria del recipiente ya que ésta se puede dividir en tres partes y esto
permitird construir la gréafica que se pide tomando en cuenta que no se llenan al
mismo tiempo pero que si alcanzan la misma altura. Para esto los alumnos
tendran cinco minutos para responder.

Consideraciones previas

Es necesario considerar que, con la realizacion de las actividades anteriores, los
estudiantes tienen mas elementos para esta actividad, como por ejemplo la
nocion de variacion y el desarrollo del PyLV, por lo tanto, estaran familiarizados
con los conceptos y sera mas facil de su realizacion. También es necesario que
antes de comenzar esta actividad, los estudiantes entreguen la anterior, ya que
esto nos permitira ver cual es la forma en que los estudiantes se enfrentan ante
situaciones de variacion.
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Actividad 3.2 Dados los siguientes recipientes que se estan llenando con el
mismo gasto constante, dibujar las gréficas correspondientes en el mismo
sistema coordenado.

Actividad 3.3

Conocimientos y habilidades

Se pretende que los estudiantes utilicen las ecuaciones obtenidas en la
modelacion, con la intencién de que se haga visible el uso de las ecuaciones
diferenciales en la hidraulica y particularmente en la ingenieria civil que es para
lo que se esta formando. La idea central de esta actividad es predecir el tiempo
de llenado de un recipiente (cono truncado), para el cual los estudiantes
necesitan realizar un proceso que implica un analisis que no se habia realizado
anteriormente, el cuantitativo.

Intenciones didacticas

Esta actividad se presenta ante el grupo para que se resuelva de manera
individual, igual que la anterior, pero en esta el analisis es especificamente de
un cono truncado con ciertas condiciones iniciales, las cuales seran de utilidad
para que los estudiantes puedan predecir el tiempo total de llenado del
recipiente. Para esto los alumnos tendran quince minutos para responder.
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Consideraciones previas

Es necesario considerar que los estudiantes no tienen dudas sobre la
modelacion del llenado de recipientes, ya que le aportara elementos para
entender el propdsito de la actividad. También es necesario que los estudiantes
retomen ciertos conocimientos algoritmicos para la realizacion de esta actividad
ya que se pide predecir el tiempo de llenado. Para la realizacion de esta
actividad, es necesario que entreguen la anterior igual que en las actividades
anteriores.

Actividad 3.3 Dadas las condiciones iniciales del llenado de un cono truncado
con gasto constante determine el tiempo total de llenado.
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Capitulo 4. Analisis de resultados

4.1. Instrumento para el analisis de datos

Para analizar los datos retomamos ciertas categorias utilizadas por Caballero
(2018), las cuales nos permitieron estructurar y organizar nuestro analisis, asi
como también los aspectos o indicadores especificos de cada categoria para
describir los datos obtenidos de las actividades realizadas por los estudiantes
(ver tabla 1). La estructura estd formada por tres categorias: a) Las practicas
desarrolladas para resolver cada situacion; b) La nocion de variacién que se
identifica en las respuestas de los estudiantes; c) Sistema de referencia que
usaron los estudiantes y la variacion construida mediante este sistema.

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas
Accion
Actividad
Practica socialmente compartida
Nocion de variacion
Ordenes de variacién
Caracter estable del cambio
Sistema de referencia
Relacién de variables
Temporizacion
Elemento de referencia

Unidad de medida

Tabla 1. Instrumento para el analisis de datos

97



Categoria 1. Practicas desarrolladas

La idea central es analizar que hace el estudiante para resolver la situacion
asociada a la variacion y como lo hace, identificando las practicas desarrolladas
al responder cada actividad. Nos basamos en dos aspectos tratados en esta
investigacion, la organizacion de las practicas mediante el esquema de anidacion
y las practicas para operar con la variacion como la comparacion, seriacion,
estimacion y prediccion.

Con base en lo expuesto en el marco teorico, consideramos a la
comparacion como punto de partida para identificar el uso de la
variacion en las respuestas de los estudiantes, de manera que
algunas preguntas que guian el analisis de esta categoria son:
¢ Qué compara el estudiante?, ¢Respecto de qué compara?,
¢, Como compara? Asi mismo interesa determinar si recurre a
otras practicas como la seriacidon, estimaciéon o prediccion
(Caballero, 2018, p. 108).

Indicadores

Anidacion de practicas se define como la organizacion de las practicas en una
situacion especifica para generar la construccion del conocimiento (Caballero,
2018). Del esquema retomamos los siguientes indicadores:

Accion: Intervencion directa del sujeto ante una situacion especifica. Al
tratarse de una situacion de cambio, estas acciones consisten en el
desarrollo de las ideas para que los estudiantes identifiquen que existe un
cambio entre una variable y otra.

Actividad: Consiste en el establecimiento de una instrumentacion
mediada culturalmente que organiza a las acciones de forma consiente e
intencional. En situaciones de cambio, las actividades son el medio para
cuantificar el cambio, donde la mediacion cultural puede consistir en, por
ejemplo, procedimientos, operaciones y foérmulas provenientes del
discurso matematico escolar o la experiencia (Caballero, 2018).

Practica socialmente compartida: Intencionales y normadas
socialmente. Como en este caso se aborda una situacion de cambio, se
organizan las acciones y las actividades de tal manera que dirijan al
estudiante hacia el desarrollo de practicas predictivas, por ejemplo, la
prediccion del tiempo de llenado/vaciado de un recipiente respecto a otro,
0 una estimacion del comportamiento de una grafica que representa cierto
fendomeno.

Practicas variacionales: Las practicas para operar con la variacion se estudio
en el capitulo 2, pero para el andlisis de los resultados se presenta una sintesis
respecto a las actividades de esta investigacion.
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Comparacion: La idea central es identificar qué elementos se estan
comparando, respecto de que lo estd comparando y como realiza la
comparacion. Para este indicador, frases verbales como mas/menos
grande que, mas/menos rapido que, asi como dibujos, esquemas o
simbolos que expresen una diferencia de valor en dos cantidades, se
tomaran en cuenta para determinar si se trata de una comparacion
(Caballero, 2018).

Seriacidn: Se determina si se identifica que el estudiante establece una
articulacion entre varios estados consecutivos con el objetivo de encontrar
una regularidad en el conjunto. Esta articulacion se considera como una
organizacion de comparaciones de estados sucesivos. Cabe sefialar que,
si los estudiantes Unicamente comparan estados de dos en dos sin
identificar una regularidad entre ellos, no se considera una seriacion.

Prediccion: Consiste en la accion de anticipar un estado o valor
especifico, sea futuro o anterior a los datos que se tienen. La prediccién
puede presentarse a manera de una formulacion aritmética, algebraica o
analitica con base en las comparaciones o seriaciones realizadas, o bien,
mediante una apreciacion del valor de una variable respecto de otra
(Caballero, 2018).

Estimacién: Consiste en la accion de anticipar comportamientos o
tendencias en la variacion del fenomeno de manera global. La estimacion
se hace ver mediante la descripcion (cualitativa o cuantitativa) de una
variable, esto se puede identificar mediante las descripciones verbales,
dibujos, graficas o indicaciones numéricas que realizan los alumnos.

Categoria 2. Nocioén de variacion

Esta categoria analiza, a través de las respuestas de los estudiantes, si
comprenden las caracteristicas de la variacién. Para que esto se logre es
necesario centrar la atencion en cémo se presenta la variacion a partir de las
practicas realizadas. Las preguntas que guian este andlisis son: ¢ cual o cuales
son los ordenes de variacion que pone en juego?, ¢ identifica un caracter estable
del cambio?, ¢es este caracter estable del cambio un valor especifico o una
valoracion subjetiva? (Caballero, 2018).

Indicadores

Ordenes de variacion: En esta investigacién se abordan situaciones en
donde se presentan Unicamente el primer y segundo orden de variacion,
y el objetivo es identificar si los estudiantes expresan en su respuesta una
identificacién de estos ordenes de manera explicita o implicita.
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Identificamos el primer orden de variacion si el estudiante
manifiesta un reconocimiento del cambio en una variable y lo
cuantifica de alguna forma, ya sea de forma verbal, aritmética,
gréfica, iconica, etc. No basta identificar que una variable
cambia, el primer orden de variacién consiste en asignar una
valoracion al incremento de una variable, sea este positivo o
negativo. El segundo orden de variacion consiste en reconocer
una evolucion en los incrementos de una variable, ya sea
mediante expresiones que aludan a reconocer un
comportamiento (la altura aumenta cada vez mas), o bien
dibujos, gréficas u operaciones aritméticas que expresen esta
caracteristica. Por ultimo, nos referiremos a variacion sucesiva
cuando se presente una articulacién de los érdenes de variacion
(Caballero, 2018, p. 110).

e Caréacter estable del cambio: Consiste en identificar cual es la
regularidad en la evolucion del cambio que los estudiantes reconocen.
Este indicador se puede presentar a través de expresiones numéricas,
verbales, graficas o icOnicas asociadas a esa regularidad. Para el uso de
la prediccion y la estimacion es necesario reconocer un caracter estable
del cambio, sin embargo, si no se presentan estas practicas también se
puede reconocer un caracter estable del cambio.

Categoria 3: Sistema de referencia variacional

En esta categoria se pretende estudiar las respuestas de los estudiantes en cada
actividad identificando a los elementos en que mas centr6 su atencion en el
analisis de la situacion de variacion. Las preguntas que guian esta categoria son:
¢cual es la relacion de cambio que reconoce el estudiante?, ¢de qué manera
evidencia el cambio?, ¢;como mide el cambio?, ¢como analiza la evoluciéon del
cambio? (Caballero, 2018).

Indicadores

e Relacion causal

o Variables reconocidas: Se considera que cierto elemento es una
variable cuando el estudiante identifica que el valor de éste
elemento es susceptible a cambiar.

o Relacion establecida: Se entiende como la relacién entre
variables reconocidas, en donde el valor de una variable es
afectado por la otra u otras. La idea central es identificar que
variable afecta a cual y la argumentacién que presentan los
estudiantes de por qué se relacionan de esa manera.

e Elemento de referencia: Se refiere a identificar la forma en que los
estudiantes reconocen el cambio y tiene una estrecha relacién con la
practica de comparacion. Es necesario hacer énfasis en el elemento de la
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situacion que le sirve al estudiante para realizar la comparacion, este
elemento puede ser un valor numérico, una gréafica, un comportamiento,
una magnitud no especificada, o de una manera general, una cualidad
gue sirva de base para determinar que la variable ha incrementado y
disminuido su valor (Caballero, 2018).

4.2. Resultados de la implementacion

A continuacion, se muestra el analisis realizado con base a las evidencias
obtenidas con la implementacion de las actividades disefiadas para los
estudiantes de tercer semestre de la licenciatura en Ingenieria Civil. Para el
analisis de cada actividad se presentan las caracteristicas especificas para cada
una, éstas caracteristicas se muestran en una tabla (que corresponde al
instrumento de andlisis). Asi como también se presentan algunos ejemplos de
las respuestas de los alumnos con su respectivo andlisis basado en el
instrumento descrito anteriormente.

4.2.1. Andlisis de la actividad 1. LIenado de recipientes

Esta actividad se realiz6 de manera grupal con la intencién de hacer una breve
introduccion al analizar fendmenos hidraulicos, en donde los estudiantes se
familiarizaron y recordaron algunos conceptos y términos utilizados en este tipo
de fendmenos, asi como gasto o caudal constante, velocidad, y algunas férmulas
basicas utilizadas en la materia Calculo.

Se present6 la actividad en el pizarron en donde los estudiantes respondieron
con sus argumentos, por lo tanto, en este caso no tenemos evidencia escrita por
los estudiantes, pero si se presentan a continuacién las caracteristicas
especificas basadas en el instrumento de analisis (ver tabla 2).

Indicadores Descripcion

Desarrollo de préacticas

. Se establece qué gréfica le
Accion -
corresponde a cada recipiente.
En la modelacibn se obtiene la
ecuacion para el tiempo de llenado, sin
Actividad embargo, no se realizan

Practica socialmente compartida

procedimientos que cuantifiquen el
cambio.

Mediante la  comparacién del
comportamiento de cada grafica se
determina y argumenta qué grafica le
corresponde a cada recipiente.
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Nocién de variacion

Se determina qué variable aumenta
cada vez mas/menos o igual (rapidez o
razon de cambio instantanea), segun la
geometria del recipiente.

Se establece que, al tener un gasto
constante, no siempre existe una

Ordenes de variacion

Caracter estable del cambio Raz6én de Cambio constante, debido a
las diferentes geometrias de los
recipientes.

Sistema de referencia

Se establece la relacién de la variable

“altura” con la variable “tiempo”.

Se establecen estados intermedios en

donde se determina el tipo de

regularidad de llenado segun la

geometria del recipiente.

Se identifican las gréficas

proporcionadas por la actividad como

referencia comparandolas con el

comportamiento del fenémeno.

Se identifican los “discos” que

Unidad de medida conforman el volumen total del
recipiente (el uso de los diferenciales).

Tabla 2. Caracteristicas para el analisis de la actividad 1

Relaciéon de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Después de realizar esta actividad se presentd la modelacion del fenbmeno
como se sefialdé en el disefio de la actividad 1 (ver capitulo 3) en donde se
establecieron algunos puntos importantes que de alguna manera permitieron el
desarrollo de algunas ideas de la siguiente actividad. Posteriormente se realizo
la simulacién en donde se reafirmaron las conjeturas de los estudiantes y se les
proporciond la aplicacion creada para esta investigacion (GeoGebra) para que
posteriormente pudieran revisar nuevamente el comportamiento de las graficas
segun la geometria del recipiente, utilizando las herramientas que nos permiten
manipular las variables.

En la realizacién de esta actividad observamos que realmente si era necesario
hacer esta introduccién para abordar el fenbmeno de vaciado de recipientes,
caso diferente a éste. También observamos ciertos elementos que nos
permitieron hacer el disefio de la actividad 2 basandonos en los argumentos
mencionados por los estudiantes.
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4.2.2. Andlisis de la actividad 2. Vaciado de recipientes

Para esta actividad se les hizo entrega a los estudiantes hojas que contienen la
primera parte para contestarla de manera individual, posteriormente se
analizaron sus respuestas en equipos, y por ultimo en grupo. A continuacion, se
presentan las caracteristicas especificas basadas en el instrumento de andlisis
para la actividad 2 (ver tabla 3), asi como también algunos ejemplos de las
respuestas mas representativas del grupo.

Indicadores Descripcién

Desarrollo de préacticas

Se identifica que la gréfica

Accion : .
correspondiente es decreciente.
En la modelacion se obtiene la
ecuacion para el tiempo de vaciado, sin
Actividad embargo, no se realizan
procedimientos que cuantifiquen el
cambio.

e Mediante la estimacién se
determina cual es la forma y el
comportamiento de la grafica.

e Mediante la prediccion se
determina qué recipiente se

Practica socialmente compartida vacia mas rapido.

e Mediante la comparacién se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las realizadas
por los estudiantes en la
actividad 2.1

Nocién de variacion

Se determina qué variable disminuye
cada vez mas/menos o igual (rapidez o
razén de cambio instantanea), segun la
geometria del recipiente.
Se establece que el cambio en la altura
del agua depende tanto del tiempo,
Caracter estable del cambio como la cantidad de agua que aun
contenga el recipiente por la presion
gue ejerce y su geometria.

Ordenes de variacion

Sistema de referencia

Se establece la relacion de la variable

Relacién de variables « ” : g ”
altura” con la variable “tiempo”, y una
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Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

variable implicita que es la presion del
agua.

Se establecen estados intermedios en
donde se determina el tipo de
regularidad de vaciado segun la
geometria del recipiente.

Las gréficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para  determinar si se  esta
construyendo el conocimiento.

Se identifican los “discos” que
conforman el volumen total del
recipiente (el uso de los diferenciales)
mediante el principio de continuidad

(A1-V1=A2-V2).

Tabla 3. Caracteristicas para el analisis de la actividad 2

Esta actividad se divide en dos etapas, donde la primera ocupa ciertos elementos
de la actividad anterior para poder resolverla. En la segunda etapa se comparan
las graficas para saber si existe una construccion del conocimiento, de lo
contrario deberan considerar las graficas que se les proporciona y resignificar el
conocimiento. Al principio observamos que algunos estudiantes se quedaron con
la idea de la graficacion del fenédmeno de llenado de recipientes y los restantes
ya sabian que las graficas tenian que ser decrecientes.

Al establecerse los equipos de manera aleatoria se quedaron los que si habian
construido la idea de la variacion de la altura con respecto al tiempo, de tal
manera que al debatir entre los estudiantes, los que aun no concebian la idea
cambiaron de opinion resignificando asi el conocimiento. A continuacion,
presentamos algunos ejemplos de las respuestas mas representativas que se
obtuvieron al realizar la actividad de manera individual.
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Actividad 2.1. Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran
completamente llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que
representa este vaciado y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio
inferior, Rs= Radio del orificio de salida.

Caso 1

v

v

Caso 3
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Actividad 2.2. Compara las gréficas realizadas con las que se muestran a continuacion e indica si
coinciden. Si cambias de opinion indica cual es la que representa el vaciado y explica por qué.

A
H

v
A

v
v

Caso 1l

Caso 2

Caso 3

¢, Qué recipiente se vacia mas rapido?, ¢Por qué?
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréfica que representa este vaciado

y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio de!
orificio de salida.
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Imagen 63. Ejemplo de respuesta 1 (actividad 2.1)
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Caso 1

¢, Qué recipiente se vacia mas rapido?, ;Por qué?
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Imagen 64. Ejemplo de respuesta 1 (actividad 2.2)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas

Se identifica que la  gréfica

Accion X )
correspondiente es decreciente.
En la realizaciéon de la simulacion se
Actividad aplican las ecuaciones obtenidas en la

modelacién.

e Mediante la estimacion se
determina cual es la forma y el
comportamiento de cada grafica.

e Mediante la prediccibn se
identifica qué recipiente se vacia
mas rapido.

e Mediante la comparacion se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las de la
actividad 2.1 identificando que si
coinciden, sin embargo, algunas
no son las adecuadas.

Practica socialmente compartida
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Nocién de variacion

Ordenes de variacién

Caracter estable del cambio

Se identifica que la altura de la
superficie libre del agua disminuye
cada vez mas/menos o igual de rapido
(rapidez o razbn de cambio
instantanea), segun la geometria del
recipiente.

Se identifica el cambio en la rapidez
segun el radio de la superficie libre del
agua.

Sistema de referencia

Relaciéon de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacién de la variable
“altura” con la variable “tiempo”.

Se identifica que se determinan
estados intermedios en donde se indica
gue la rapidez (Razén de Cambio)
aumenta o disminuye a partir de cierto
momento.

Las graficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para reafirmar las construidas en la
actividad 2.1, sin embargo, algunas no
son las adecuadas.

En la realizacion de la modelacion se
identifican los “discos” que conforman
el volumen total del recipiente (el uso
de los diferenciales) mediante el
principio de continuidad (A1-V1 = A2-
V2).

Tabla 4. Anilisis del ejemplo de respuesta 1 (actividades 2.1y 2.2)

Principales argumentos del estudiante (E1)

Caso 1: “Se aprecia, por la forma del cono que su altura disminuye lentamente y
cada vez se hace mas rapido conforme baja por que el ancho es mas pequefio”.
El estudiante establece una relacién entre el radio de la superficie libre del agua
y la rapidez (Razon de Cambio).

Caso 2: “Para esta figura su altura disminuye rapidamente en los primeros
minutos, pero después se hace mas lento por abajo el ancho es mas grande”.

Caso 3: “En este caso el vaciado es constante, es decir, el agua baja a una
velocidad constante de tal manera que no hace cambios en todo el tiempo
porque es un cilindro”. El estudiante no considera que la presién que ejerce el
agua también influye en el comportamiento de la grafica, ya que su
comportamiento es de otra manera. Por otro lado, el estudiante identifica que el
Caso 1 es el recipiente que se vacia mas rapido debido a la forma del recipiente.
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuaciéon se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréfica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, = Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida,
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Imagen 65. Ejemplo de respuesta 2 (actividad 2.1)
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Imagen 66. Ejemplo de respuesta 2 (actividad 2.2)

Indicadores Descripcién

Desarrollo de practicas

Se identifica que la gréfica

Accion ! )
correspondiente es decreciente.
En la realizaciéon de la simulacién se
Actividad aplican las ecuaciones obtenidas en la

modelacion.

e Mediante la estimacion se
determina cual es la forma y el
comportamiento de cada grafica.

e Mediante la comparacion se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las de la
actividad 2.1 cambiando de
opinion en su comportamiento.

Practica socialmente compartida

Nocién de variacion

Se identifica que la altura de la
superficie libre del agua disminuye
cada vez mas/menos o igual de rapido
(rapidez o razbn de cambio

Ordenes de variacion
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Caracter estable del cambio

instantanea), segun la geometria del
recipiente.

Se identifica el cambio en la rapidez
segun el radio de la superficie libre del
agua.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”.

Se identifica que se determinan
estados intermedios en donde se indica
que la rapidez (Razén de Cambio)
aumenta o disminuye a partir de cierto
momento.

Las graficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para reafirmar las construidas en la
actividad 2.1, sin embargo, algunas no
son las adecuadas.

En la realizacién de la modelacion se
identifican los “discos” que conforman
el volumen total del recipiente (el uso
de los diferenciales) mediante el
principio de continuidad (A1-V1 = A2-

12).
Tabla 5. Analisis del ejemplo de respuesta 2 (actividad 2.1y 2.2)

Principales argumentos del estudiante (E2)

Caso 1: “Considero que la grafica es de esa manera por que explica que cuando
el vaciado comienza es de manera gradual yendo lento hasta que se vacia”. Para
este caso el estudiante dibujé una grafica que no correspondia a sus
argumentos, sin embargo, en la siguiente actividad relaciono el fenémeno con la
grafica A argumentando que: “El vaciado comienza rapido y conforme pasa el
tiempo este se va alentando con lo que la grafica desciende mas lento”.

Caso 2: “Pienso que la gréfica es asi porque comienza vaciandose lento hasta
cuando llega a la parte superior que es cuando incrementa su velocidad”. En la
siguiente actividad relaciona este cono con la gréfica B argumentando que:
“Comienza rapido y cuando llega a la parte superior este se va alentando por
gue el cono estd mas ancho”, en este caso eligiendo la que describe el
comportamiento del fenémeno.

Para el Caso 3 el estudiante considerd, como la mayoria, que por ser un cilindro
su vaciado seria constante argumentando que:” La grafica es una recta
constante porque se vacia constantemente porque no hay cambio en su
recipiente”. Por otro lado, el estudiante considera que el recipiente que se vacia
mas rapido es el cilindro argumentando que su vaciado es constante.

112



Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del

orificio de salida.
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Imagen 67. Ejemplo de respuesta 3 (actividad 2.1)
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Caso 1

Caso 2

Caso 3
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Imagen 68. Ejemplo de respuesta 3 (actividad 2.2)

Indicadores Descripcién

Desarrollo de préacticas

Se establece un sistema de referencia
Accion ubicado de diferente manera, dibujando
graficas ascendentes.
En la realizacién de la simulacion se
Actividad aplican las ecuaciones obtenidas en la
modelacién.

e Mediante la estimacion se
determina cual es la forma y el
comportamiento de la gréfica.

e Mediante la prediccion se
determina qué recipiente se

Préctica socialmente compartida vacia mas rapido.

e Mediante la comparacion se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las de la
actividad 2.1  identificando
coincidencias.

Nocion de variacion

Se identifica que la altura de la
superficie libre del agua disminuye
cada vez mas/menos o igual de rapido
(rapidez o razbn de cambio
instantanea), segun la geometria del
recipiente.

Ordenes de variacion
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Caracter estable del cambio

Se identifica el cambio en la rapidez
segun el radio de la superficie libre del
agua.

Sistema de referencia

Relaciéon de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”, y una
variable implicita que es la presion del
agua para determinar qué recipiente se
vacia mas rapido.

Se identifica que se determinan
estados intermedios en donde se indica
gue la rapidez (Razén de Cambio)
aumenta o disminuye en la parte
superior o inferior.

Las graficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para reafirmar las construidas en la
actividad 2.1, aunque aparentemente
no representan lo mismo, sin embargo,
se identifica una relacion

En la realizacién de la modelacion se
identifican los “discos” que conforman
el volumen total del recipiente (el uso
de los diferenciales) mediante el
principio de continuidad (A1-V1 = A2-

12).
Tabla 6. Andlisis del ejemplo de respuesta 3 (actividades 2.1y 2.2)

Principales argumentos del estudiante (E3)

Caso 1: “Debido a la forma se vaciara de forma lenta debido a mas éarea en la
parte superior y luego de forma rapida hasta vaciarse”. En este caso el estudiante
realizé la gréafica considerando que el origen del sistema coordenado representa
al recipiente completamente lleno, por lo tanto, se dibuja una gréfica
aparentemente contraria a sus argumentos, pero podemos confirmar sus ideas
al identificar la relacion con la grafica A de la actividad 2.2.

Caso 2: “En primera el vaciado seréd rapido por su forma ya que el area de la
parte superior es menor y luego sera mas lento”, siguiendo la misma idea que el
caso anterior relaciona éste con la gréafica B.

Caso 3: “Debido a su forma regular se vaciara de forma constante y proporcional
hasta vaciarse completamente”. Por otro lado, el estudiante considera que el
Caso 1 es el recipiente que se vacia mas rapido argumentando que: “Hay mas
volumen en la parte superior y por lo consiguiente mas presion”. Esto nos
muestra una resignificacion del conocimiento ya que el estudiante utilizd los
elementos de referencia de una manera distinta al que se acostumbra en el
discurso matematico escolar, ademas de desarrollar la nocion de variacion
influenciada por la presion del agua.

115



Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del

orificio de salida.
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Imagen 69. Ejemplo de respuesta 4 (actividad 2.1)
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Imagen 70. Ejemplo de respuesta 4 (actividad 2.2)

Indicadores Descripcién

Desarrollo de préacticas

Se establece un sistema de referencia
Accion ubicado de diferente manera, dibujando
graficas ascendentes.
En la realizacién de la simulacion se
Actividad aplican las ecuaciones obtenidas en la
modelacién.

e Mediante la estimacion se
determina cual es la forma y el
comportamiento de la grafica.

Préctica socialmente compartida e Mediante la comparacion se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las de la
actividad 2.1.

Nociéon de variacion

Se identifica que la altura de la
superficie libre del agua disminuye
cada vez mas/menos o igual de rapido
(rapidez o razbn de cambio
instantanea), segun la geometria del
recipiente.

Ordenes de variacion
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Caracter estable del cambio

Se identifica el cambio en la rapidez
segun el radio de la superficie libre del
agua.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”.

Se identifica que se determinan
estados inicial y final en donde se indica
gue la rapidez (Razén de Cambio)
aumenta o disminuye.

Las graficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para reafirmar las construidas en la
actividad 2.1.

En la realizacion de la modelacion se
identifican los “discos” que conforman
el volumen total del recipiente (el uso
de los diferenciales) mediante el
principio de continuidad (A1-V1 = A2-

12).
Tabla 7. Andlisis del ejemplo de respuesta 4 (actividades 2.1y 2.2)

Principales argumentos del estudiante (E4)

Caso 1: “La grafica para este caso seria de este modo ya que se comienza a
vaciar de una forma lenta y con el paso del tiempo se vacia de manera mas
rapida”. Aunque sus argumentos parecen tener un andlisis variacional adecuado,
en la grafica demuestra lo contrario, sin embargo, en la actividad 2.2 el estudiante
relaciona este recipiente con la grafica A, como la mayoria.

Caso 2: “Para este caso la grafica representa que el recipiente se vacia de
manera rapida al comienzo y como incrementa el tiempo tardo un poco mas en
vaciarse”. En este caso relaciona el recipiente con la grafica B que en un principio
realiz6 una grafica ascendente pero que posteriormente cambio de opinidon
mostrando asi una resignificacion del conocimiento.

En el Caso 3 considero que tiene un comportamiento constante debido a que es
un cilindro y de igual manera argumento: “La gréfica que representa este vaciado
es una funcion lineal y corresponde a una recta ya que el vaciado es de manera
constante por ser un cilindro”. Al principio realizando una grafica ascendente y
cambiando de opinién por la grafica C, haciendo un analisis variacional no
adecuado para el tipo de fenémeno.
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréfica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida.
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Imagen 71. Ejemplo de respuesta 5 (actividad 2.1)
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Imagen 72. Ejemplo de respuesta 5 (actividad 2.2)

Indicadores Descripcién

Desarrollo de practicas

Se establece un sistema de referencia
Accion ubicado de diferente manera, dibujando
graficas ascendentes.
En la realizacion de la simulacion se
Actividad aplican las ecuaciones obtenidas en la
modelacion.

e Mediante la estimacion se
determina cual es la forma y el
comportamiento de la grafica.

e Mediante la prediccion se
determina qué recipiente se
vacia mas rapido.

e Mediante la comparacion se
confrontan las gréficas de la
actividad 2.2 con las de la
actividad 2.1.

Practica socialmente compartida

Nocién de variaciéon

Se identifica que la altura de la
superficie libre del agua disminuye
cada vez mas/menos o igual de rapido
(rapidez o razébn de cambio
instantanea), segun la geometria del
recipiente.

Ordenes de variacion
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Caracter estable del cambio

Se identifica el cambio en la rapidez
segun la altura de la superficie libre del
agua y el volumen.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”, asi
como también con la presion del agua.
Se identifica que se determinan
estados inicial y final en donde se indica
gue la rapidez (Razén de Cambio)
aumenta o disminuye dependiendo de
la presion.

Las graficas de la actividad 2.2 se
utilizan como elemento de referencia
para reafirmar las construidas en la
actividad 2.1.

En la realizacién de la modelacion se
identifican los “discos” que conforman
el volumen total del recipiente (el uso
de los diferenciales) mediante el
principio de continuidad (A1-V1 = A2-

12).
Tabla 8. Anlisis del ejemplo de respuesta 5 (actividades 2.1y 2.2)

Principales argumentos del estudiante (E5)

En este ejemplo se pueden observar argumentos diferentes de los anteriores
utilizando elementos como el volumen de agua para el analisis variacional, sin
embargo, no se muestra un analisis adecuado en la realizacion de las graficas.

Caso 1: “El vaciado del recipiente comienza lento ya que tiene un mayor volumen
inicial que el volumen final, entonces tomando en cuenta la presion el vaciado
del recipiente es constante”.

Caso 2: “El vaciado del recipiente comienza rapido, ademas por la presion que
ejerce el agua de acuerdo a la altura conforme va disminuyendo la altura la
presion también y disminuye el vaciado”.

Es necesario hacer énfasis en el Caso 3 ya que, por utilizar el volumen y la
presion del agua, fue el Unico que no consider6 que se trataba de un flujo
constante. En la actividad 2.2 consiguioé sustentar sus ideas argumentando lo
siguiente: “En este caso pienso que al comienzo del vaciado es mas rapido que
al final ya que dicha altura ejerce dicha presion siendo igual que el Caso 2”. Por
otro lado, considera que el recipiente que se vacia mas rapido es el del Caso 1
basandose en los elementos que utiliza en el andlisis de la actividad
argumentando que: “Al principio tiene una presién mayor ademas de tener mayor
volumen, pero al final el volumen del recipiente es minimo”. Aunque en este
ejemplo no se identifican las nociones de variacion reflejadas en las graficas,
podemos decir que, si existe una construccion de la nocion de variacion y un
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desarrollo del PyLV, ya que mediante sus argumentos nos podemos percatar de
una resignificacién del conocimiento.

Después de realizar la actividad 2 de manera individual, los estudiantes
conformaron equipos con el fin de compartir ideas para confrontarlas y
resignificar el conocimiento. Al conformarse los equipos observamos que en
cada uno se encontraba al menos un estudiante con la firme idea de que se
trataban de gréficas descendentes, y todos los equipos llegaron a conclusiones
muy similares. A continuacion, se presentan algunos ejemplos.

Imagen 73. Ejemplo de respuesta 6 (actividad 2, por equipos)
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Imagen 74. Ejemplo de respuesta 7 (actividad 2, por equipos)

En resumen, la mayoria de los equipos argumentan que el Caso 1 se trata de
una curva céncava hacia abajo debido a que el vaciado se desarrolla de lento a
rapido porque el cono truncado tiene un radio superior mayor al inferior. Para el
Caso 2 los estudiantes argumentan que se trata de una curva concava hacia
arriba debido a que el vaciado se desarrolla de rapido a lento por que el cono
truncado tiene un radio superior menor al inferior. Para el Caso 3 los estudiantes
argumentan que se trata de una recta debido a que consideran que su vaciado
es constante porque es un cilindro.
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4.2.3. Andlisis de la actividad 3. Evaluacién

Esta actividad se present6 ante el grupo en el pizarron, dividida en tres etapas,
las cuales se realizaron individualmente y por separado, es decir, al terminar la
actividad 3.1 se les presento la actividad 3.2, y al terminar esta actividad se les
presento la actividad 3.3. Las primeras dos actividades las resolvieron en 5
minutos cada una, mientras que la tercera la resolvieron en 15 minutos. A
continuacion, se presentan las caracteristicas especificas basadas en el
instrumento de analisis para la actividad 3 (ver tabla 4), asi como también
algunos ejemplos de las respuestas mas representativas del grupo.

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas

e Se establece que la grafica tiene
un cambio de concavidad
(actividad 3.1).

Accion e Se identifica que los recipientes
se pueden dividir en tres partes
para analizar el comportamiento
de las gréficas (actividad 3.2).

En la modelacion de la actividad 1 se
obtiene la ecuacién para el tiempo de
Actividad vaciado. En la actividad 3.3 se
determina el tiempo total de llenado
considerando las condiciones iniciales.

e Mediante la estimacidon se
determina cudl es la forma del
recipiente asociado a la grafica
(actividad 3.1), y viceversa, es
decir, se determina cual es el
comportamiento de la gréafica
asociado a la forma de los
recipientes (actividad 3.2).

Practica socialmente compartida e Mediante la prediccion se
determina cudl es el tiempo de
llenado del recipiente (actividad
3.3).

e Mediante la comparacién se
establecen la forma y la
ubicacién de las graficas en el
sistema cartesiano (actividad
3.2).

Nocién de variacion

Se determina qué variable aumenta

Ordenes de variacién . : .
cada vez mas/menos o igual (rapidez o
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Caracter estable del cambio

razon de cambio instantanea), segun la

geometria del recipiente.

e Se establece que el cambio en la
altura del agua depende del
tiempo mostrado en la grafica
(actividad 3.1).

e Se establece que, si se divide el
recipiente, en ciertos intervalos
existe un cambio estable
(actividad 3.2).

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

e Se establece la relacion de la
variable “altura” con la variable
“tiempo”.

e Se establece la relacién de las
dos variables de la gréfica con el
radio del agua que crece o
decrece al pasar el tiempo
(actividad 3.1).

e Se identifican estados
intermedios para la construccion
de las gréficas (actividad 3.2).

e Se determina el valor del gasto
en un estado intermedio para
saber el tiempo total de llenado
(actividad 3.3).

Los recipientes de la actividad 3.2 se
utilizan como elemento de referencia
uno del otro, para determinar la
ubicacién de las gréficas
correspondientes.

Se identifican los “discos” que
conforman el volumen total del
recipiente (el uso de los diferenciales).

Tabla 9. Caracteristicas para el analisis de la actividad 3

Observamos que la utilizacion de los elementos de las actividades anteriores,
asi como la modelacion y la simulacién, sirvieron de herramienta para que los
estudiantes desarrollaran algunas ideas que ayudaron para resolver esta
actividad. En la actividad 3.1 algunos estudiantes concibieron la forma del
recipiente de forma contraria, aunque la mayoria si hizo el analisis de manera
adecuada, sin embargo, se muestra que si existe un analisis variacional. En la
actividad 3.2 la mayoria identificd y retomé los elementos construidos en las
actividades anteriores para la construccion de las gréaficas, asi como su
comportamiento. En la actividad 3.3 se demostro el uso de los conocimientos
gue se abordan en las materias referentes al Calculo, en una situaciéon de
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variacion que tiene una estrecha relacion con la Ingenieria Civil. A continuacion,
presentamos algunos ejemplos de las respuestas mas representativas que se
obtuvieron.

Actividad 3.1 Dada la siguiente grafica que representa el llenado de un
recipiente con gasto constante, dibuje la forma del recipiente.

by

W o4

Imagen 75. Ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.1)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de préacticas

Se identifica que la mitad de la gréafica
pertenece a un cono truncado, asi

Accion como también la otra mitad, pero
invertido.
Actividad No se identifica.

e De manera global mediante la
Practica socialmente compartida estimacion, se identifica cual es

el comportamiento del radio de
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la superficie libre del agua
basandose en la forma de las
graficas que representan un
cono truncado.

e Mediante la comparacion de la
grafica presentada con la de un
cono truncado, se identifica la
forma del recipiente.

Nocién de variacion

Ordenes de variacion

Caracter estable del cambio

Sistema de

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

A través de la gréfica se identifica que
al inicio la altura aumenta cada vez mas
rapido hasta llegar a la mitad de la
gréfica (punto de inflexion) en donde la
altura aumenta cada vez mas lento.

Se identifica el cambio en la altura
asociado al tiempo de una forma
regular dibujando un recipiente
uniforme.

referencia

Se identifica la relacion de las dos
variables de la grafica con el radio de la
superficie libre del agua asociado con
la rapidez con la que ésta sube al
llenarse el recipiente.

Se identifican estados intermedios
dividiendo la gréfica en dos partes para
determinar la forma completa del
recipiente uniendo dos recipientes
analizados anteriormente.

Se utiizan como elementos de
referencia los recipientes analizados en
la actividad 2.

No se identifica.

Tabla 10. Analisis del ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.1)

En este ejemplo se observa que el estudiante divide la gréfica presentada en
dos, de tal manera que obtiene dos gréaficas que ya conoce y que ha analizado
anteriormente pero que una tiene una diferente concavidad a la otra, lo que hace
gue pueda identificar que, al cambiar
comportamiento del agua, por lo tanto, el
contrario al que se encuentra al inicio de la grafica. Esto nos muestra que, si
existe un analisis variacional por el estudiante haciendo uso de las practicas
variacionales como la comparacion y la estimacion, lo que conlleva a una
resignificacién del conocimiento.

la concavidad, también cambia el
recipiente que describe es en sentido
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Imagen 76. Ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.1)

Indicadores

Descripcion

Desarrollo de préacticas

Accién

Actividad

Practica socialmente compartida

Se identifica que, en el cambio de
concavidad de la grafica, existe un
cambio en la forma del recipiente.

No se identifica.

De manera global mediante Ila
estimacion, se identifica cual es el
comportamiento del radio de la
superficie libre del agua basandose en
la forma de la gréfica presentada.

Nocién de variaciéon

Ordenes de variacion

Caracter estable del cambio

A través de la grafica se identifica que
al inicio la altura aumenta cada vez mas
rapido hasta llegar a la mitad de la
gréfica (punto de inflexion) en donde la
altura aumenta cada vez mas lento

Se identifica el cambio en la altura
asociado al tiempo de una forma
regular dibujando un recipiente
coherente con la regularidad de la
gréfica.
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Sistema de referencia

Se identifica la relacion de las dos
variables de la gréfica con el radio de la

Relacién de variables superficie libre del agua asociado con
la rapidez con la que ésta sube al
llenarse el recipiente

Temporizacion No se identifica.
Se utilizan como elementos de
Elemento de referencia referencia los recipientes analizados en
la actividad 2.
Unidad de medida No se identifica.

Imagen 77. Andlisis del ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.1)

En este ejemplo se realizé un andlisis mas general del fendbmeno, a diferencia
del ejemplo anterior en donde se aprecia claramente la division de la grafica para
la construccion del recipiente. Se observa que se identifica que en el punto de
inflexién existe un cambio en la forma del recipiente, comportandose el agua de
una manera similar a la parte inferior, pero en sentido contrario. Cabe mencionar
gue cierto porcentaje de estudiantes hizo un analisis contrario, dibujando asi una
esfera, sin embargo, también existe un andlisis variacional en el que se entiende
la forma en que cambia la variable altura con respecto al tiempo.

Actividad 3.2 Dados los siguientes recipientes que se estan llenando con el
mismo gasto constante, dibujar las graficas correspondientes en el mismo

sistema coordenado. vy S
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Imagen 78. Ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.2)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de préacticas

Se identifica la divisibn de los

Accion recipientes en tres partes para construir
la gréafica.
Actividad No se identifica.

e De manera parcialmente global

y mediante la estimacion se

Practica socialmente compartida determina cual es el
comportamiento de las gréaficas,

a partir de las secciones que se
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obtienen al dividir los
recipientes.

e Mediante la comparaciéon se
establece que los tiempos de
llenado de ambos recipientes
son diferentes basandose en el
radio de ambos.

Nocién de variacion

Ordenes de variacion

Caracter estable del cambio

Se identifica que el recipiente con
menor diametro tiene una Razon de
Cambio mayor al recipiente con
diametro mayor, lo que se refleja en la
construccion de la gréfica.

Se identifica que al dividir el recipiente
se obtienen secciones conocidas y
analizadas anteriormente en donde en
cada seccion se encuentra un cambio
estable.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”,
reflejandose en la ubicacion de las
graficas segun el radio de cada seccion
del recipiente.

Se identifican estados intermedios en
las secciones marcadas para la
construccion de las graficas.

El recipiente en color negro sirve como
elemento de referencia con respecto al
otro recipiente y viceversa para la
ubicacion de las graficas en el sistema
coordenado.

No se identifica.

Imagen 79. Andlisis del ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.2)

En este ejemplo podemos observar la forma en que el estudiante identifica que
al dividir los recipientes se puede hacer una combinacién de las gréaficas que ya
habia analizado anteriormente, identificando en su respuesta que al inicio de la
grafica que corresponde a la parte baja, el estudiante dibujé una recta para los
dos recipientes con sus respectivas pendientes, seguida por una curvatura que
corresponde a la parte media de la grafica, terminando con otra recta que
corresponde a la parte alta del recipiente que coincide con la parte baja, con la
diferencia que en esta parte el radio es menor, por lo tanto el estudiante dibujo
una recta con mayor pendiente a la recta correspondiente a la parte baja.
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Imagen 80. Ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.2)

Indicadores Descripcion
Desarrollo de practicas
Se identifica la division de los
Accion recipientes en tres partes para construir
la gréafica.
Actividad No se identifica.

Practica socialmente compartida

e De manera parcialmente global
y mediante la estimacion se
determina cual es el
comportamiento de las gréaficas,
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a partir de las secciones que se
obtienen al dividir los
recipientes.

e Mediante la comparacion se
establece que los tiempos de
llenado de ambos recipientes
son diferentes basandose en el
radio de ambos.

Nocién de variacion

Ordenes de variacion

Carécter estable del cambio

Se identifica que el recipiente con
menor didmetro tiene una Razo6n de
Cambio mayor al recipiente con
diametro mayor, lo que se refleja en la
construccion de la grafica.

Se identifica que al dividir el recipiente
se obtienen secciones conocidas y
analizadas anteriormente en donde en
cada seccion se encuentra un cambio
estable.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se establece la relacién de la variable
“altura® con la variable “tiempo”,
reflejandose en la ubicacion de las
gréficas segun el radio de cada seccién
del recipiente.

Se identifican estados intermedios en
las secciones marcadas para la
construccion de las graficas.

El recipiente en “F1” sirve como
elemento de referencia con respecto al
otro recipiente y viceversa para la
ubicacién de las graficas en el sistema
coordenado.

No se identifica.

Tabla 11. Analisis del ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.2)

El analisis de este ejemplo es muy parecido al anterior, pero en este caso no se
utilizan colores para identificar que grafica le corresponde a cada recipiente, sino
gue utiliza una nomenclatura que nos permite diferenciar entre una grafica y otra.
En este ejemplo se pueden observar mas marcadas las graficas en el sentido de
gue la curva de la gréafica “F1” es méas pronunciada que la gréfica “F2”, lo que
hace ver que el estudiante relaciona la amplitud de la curva con el radio del
recipiente. Por otro lado, también podemos observar que las rectas que se
muestran al inicio de cada grafica tienen una Raz6n de Cambio (pendiente)
mayor a la recta que se encuentra al final de cada grafica, lo que hace ver que
el estudiante estéa asociando a la rapidez de llenado con el radio del recipiente.

133



Imagen 81. Ejemplo de respuesta 3 (actividad 3.2)

Indicadores

Descripcion

Desarrollo de préacticas

Accidn

Actividad

Practica socialmente compartida

Se identifica la division de los
recipientes en tres partes para construir
la gréafica.

No se identifica.

De manera parcialmente global vy
mediante la estimacion se determina
cual es el comportamiento de las
gréficas, a partir de las secciones que
se obtienen al dividir los recipientes.
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Nocién de variacion

En una de las dos graficas se identifica
gue la seccion del recipiente con menor
diametro tiene una Razon de Cambio
mayor a la seccion del recipiente con
diametro mayor; en la otra no se
identifica.
Se identifica que al dividir el recipiente
se obtienen secciones conocidas y
Carécter estable del cambio analizadas anteriormente en donde en
cada seccion se encuentra un cambio
estable.

Ordenes de variacion

Sistema de referencia

Se establece la relacion de la variable
“altura” con la variable “tiempo”.
Se identifican estados intermedios en
Temporizacion las secciones marcadas para la
construccion de las graficas.
No se identifica ya que no hace
Elemento de referencia referencia de que gréafica le
corresponde a cada recipiente.

Relacién de variables

Unidad de medida No se identifica.

En este ejemplo observamos una serie de errores en su analisis, se puede
apreciar en su respuesta que no se establece que gréfica le corresponde a cada
recipiente, ademas de considerar que un recipiente se llena mas que el otro
tomando en cuenta las gréaficas dibujadas. También podemos observar que la
seccion de la grafica correspondiente a la parte media de los recipientes esta
interpretada de forma contraria, sin embargo, se observa que en las otras
secciones se dibuja una recta correspondiente a la parte inferior y superior de
los recipientes, asi como también en una de estas graficas se observa que la
Razon de Cambio (pendiente) correspondiente a la parte inferior del recipiente,
es menor a la de la grafica correspondiente a la parte superior, esto nos permite
ver un analisis variacional.
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Imagen 82. Ejemplo de respuesta 4 (actividad 3.2)

Indicadores

Descripcion

Desarrollo de practicas

Accidn

Actividad

Practica socialmente compartida

Se identifica la divisibn de los
recipientes en tres partes para construir
la gréafica.

No se identifica.

De manera global y mediante la
estimacion se determina cual es el
comportamiento de las gréficas.

Nocién de variacion

Ordenes de variacion

No se identifica.
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Caracter estable del cambio No se identifica.

Sistema de referencia

Se establece la relacion de la variable

Relaciéon de variables « ” . g "
altura” con la variable “tiempo”.

Temporizacion No se identifica.
Elemento de referencia No se identifica.
Unidad de medida No se identifica.

Observamos en este ejemplo que el estudiante interpreta de diferente manera el
fendmeno, desde el principio su dibujo es diferente al resto ya que consideré que
el diametro de la parte inferior de ambos recipientes es el mismo, sin embargo,
en la parte superior si considerd diametros diferentes. Por otro lado, al realizar el
analisis considera que el llenado de la “Figura 2” comienza después del llenado
de la “Figura 1”7, cuando se explica claramente en las instrucciones de la actividad
gue ambos recipientes se estan llenando con un gasto constante. Ademas de
eso también considera que los dos recipientes se llenan al mismo tiempo, idea
gue es imposible tomando en cuenta las condiciones iniciales y también lo que
se ha venido trabajando en las actividades anteriores. En este caso se puede
observar que no existe un analisis variacional como tal y que en las actividades
anteriores no se desarrollaron algunas ideas fundamentales para el analisis de
este tipo de fendbmenos.
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Imagen 83. Ejemplo de respuesta 5 (actividad 3.2)

Indicadores Descripcién

Desarrollo de préacticas

Accién

Actividad

Préctica socialmente compartida

Se identifica la division de los
recipientes en tres partes para construir
la gréafica.

No se identifica.

De manera global y mediante la
estimacion se determina cual es el
comportamiento de las graficas.

Nocién de variacion

Ordenes de variacion

No se identifica.
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Caracter estable del cambio No se identifica.

Sistema de referencia

Relacion de variables No se identifica.
Temporizacion No se identifica.
Elemento de referencia No se identifica.
Unidad de medida No se identifica.

Tabla 12. Analisis del ejemplo de respuesta 5 (actividad 3.2)

En este ejemplo el estudiante utiliza la “Q1” y “Q2” para identificar los recipientes,
y segun nuestra apreciacion no se refiere especificamente al gasto o caudal de
cada recipiente, al mismo tiempo también utiliza colores para indicar que gréafica
le corresponde a cada recipiente. Por otro lado, en el analisis del fenébmeno no
se identifican varias de las caracteristicas que se presentan en el instrumento
para analizar los resultados, debido a que las graficas que nos muestra el
estudiante carecen de elementos que debia de tomar en cuenta. El estudiante
considera que en ninguna de las secciones existe un caracter estable del cambio
ya que sus graficas muestran una regularidad distinta a la que representa el
fendmeno de llenado. También identificamos en las gréaficas que considera que
el recipiente “Q2” no se llena completamente, sin embargo, si considera que
termina de llenarse en menos tiempo que “Q1”, pero esto no quiere decir que si
exista un andlisis variacional adecuado para el fendmeno de llenado de
recipientes.

Actividad 3.3 Dadas las condiciones iniciales del llenado de un cono truncado
con gasto constante determine el tiempo total de llenado.
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Imagen 84. Ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.3)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas

Se identifica que, al calcular el gasto
con las condiciones iniciales, se puede

Accion calcular el tiempo total de llenado
debido a que este gasto es constante.
Se determina el tiempo total de llenado
. considerando las condiciones iniciales
Actividad

y la ecuacion “Qt” obtenida en la
modelacién de la actividad 1.

Mediante la prediccion se establece
Practica socialmente compartida  cual es el tiempo total de llenado del
recipiente.
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Nocién de variacion

Se reconoce que la variable tiempo

cambia al llenarse el recipiente segun

el gasto obtenido en los calculos y las

medidas del recipiente.

Se establece que el gasto es constante,

Caracter estable del cambio por lo tanto, es un caracter estable de
este cambio.

Ordenes de variacion

Sistema de referencia

Se relaciona la variable tiempo cuando
el recipiente esta a la mitad
(condiciones iniciales) con el tiempo
total de llenado.

Se establece el valor del gasto en un

Relacién de variables

Temporizacién estado intermedio (condiciones
b iniciales) para saber el tiempo total de
llenado.

Se utiliza como elemento de referencia
al gasto calculado con las condiciones
iniciales para calcular el tiempo total de
llenado utilizando este mismo gasto.
Se identifican los “discos” que al
realizar la  sumatoria  (integral)
conforman el volumen total del
recipiente (el uso de los diferenciales).
Imagen 85. Andlisis del ejemplo de respuesta 1 (actividad 3.3)

Elemento de referencia

Unidad de medida

Se identifica en este ejemplo que existe un desarrollo de la nocion variacion ya
gue se logra diferenciar cuando un elemento es constante y cuando es variable,
lo que permite desarrollar nuevamente las ecuaciones que se abordaron en la
actividad 1, y aplicandolas en una situacién especifica. En este caso el
estudiante comienza haciendo el calculo del gasto utilizando las condiciones
iniciales, tomando en cuenta que el gasto es constante, posteriormente se
calculé el tiempo total de llenado, pero esta vez utilizando las condiciones
generales del recipiente y el gasto calculado
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Imagen 86. Ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.3)

Indicadores

Accidn

Actividad

Descripcion

Desarrollo de préacticas

Se identifica que, al calcular el gasto
con las condiciones iniciales, se puede
calcular el tiempo total de llenado
debido a que este gasto es constante.

A través de la ecuacion de la
recta y la regla de la cadena, se
establece la ecuacion que
determina el gasto con las
condiciones iniciales.

Se determina el tiempo total de
llenado considerando las

142



condiciones iniciales 'y la
ecuacion “Qt” obtenida en la
modelacion de la actividad 1.
Mediante la prediccion se establece
Practica socialmente compartida  cual es el tiempo total de llenado del
recipiente.

Nocion de variacion

Se reconoce que la variable tiempo

cambia al llenarse el recipiente segun

el gasto obtenido en los calculos y las

medidas del recipiente.

Se establece que el gasto es constante,

Caracter estable del cambio por lo tanto, es un caracter estable de
este cambio.

Ordenes de variacion

Sistema de referencia

Se relaciona la variable tiempo cuando
el recipiente estd a la mitad
(condiciones iniciales) con el tiempo
total de llenado.

Se establece el valor del gasto en un

Relaciéon de variables

., estado intermedio (condiciones
Temporizacion o .
iniciales) para saber el tiempo total de
llenado.

e Se utiliza un sistema
coordenado para establecer la
ecuacion de la recta.

e Se utiliza como elemento de

Elemento de referencia referencia al gasto calculado con
las condiciones iniciales para
calcular el tiempo total de
llenado utilizando este mismo
gasto.

Se identifican los “discos” que al

realizar la sumatoria  (integral)
conforman el volumen total del
recipiente (el uso de los diferenciales).

Tabla 13. Analisis del ejemplo de respuesta 2 (actividad 3.3)

Unidad de medida

En este ejemplo el célculo del estudiante comienza desde la ecuacion de la recta
considerando una linea que representa el contorno del recipiente y el radio
inferior y superior. Utilizando la regla de la cadena se establece la ecuacion que
determina el gasto, posteriormente se realiza la sumatoria (integral) con la que
se determina el valor del gasto con las condiciones iniciales, y este valor se utiliza
para calcular el tiempo total de llenado del recipiente. Por otro lado, podemos
identificar que el estudiante dibuja un “disco” que representa un diferencial de la
superficie libre del agua, es por esto que podemos afirmar que si existe un
analisis variacional.
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Imagen 87. Ejemplo de respuesta 3 (actividad 3.3)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas

Se identifica que, realiza el célculo del
volumen de agua con las condiciones
iniciales para calcular el gasto.

Calcula el radio de la superficie
libre del agua utilizando
semejanza de triangulos.
Mediante la formula para el cono
truncado, calcula el volumen de
agua a la mitad del recipiente
(condiciones iniciales).

Mediante la prediccibn se establece
cual es el tiempo total de llenado del
recipiente.

Accion

Actividad

Practica socialmente compartida
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Nocién de variacion

Ordenes de variacion No se identifica.

Se establece que el gasto es constante,
Carécter estable del cambio por lo tanto, es un caracter estable de
este cambio.

Sistema de referencia

Se relaciona la variable tiempo cuando
el recipiente esta a la mitad
(condiciones iniciales) con el tiempo
total de llenado.

Se establece el valor del gasto en un

Relacién de variables

L estado intermedio (condiciones
Temporizacion o .
iniciales) para saber el tiempo total de
llenado.

Se utiliza como elemento de referencia
al gasto calculado con las condiciones
iniciales para calcular el tiempo total de
llenado utilizando este mismo gasto.

Elemento de referencia

Unidad de medida No se identifica.

Tabla 14. Analisis del ejemplo de respuesta 3 (actividad 3.3)

En este ejemplo podemos observar un procedimiento distinto a los dos
anteriores, comenzando por el calculo del radio de la superficie libre del agua
utilizando semejanza de triangulos, con este dato obtenido calcula el volumen de
agua con las condiciones iniciales. Con este volumen calcula el gasto y al
considerar que éste es constante, lo utiliza para calcular el tiempo total de llenado

p et %4 ~
con la férmula de caudal volumétrico (Qz?). Cabe sefnalar que este

procedimiento es posible para el calculo del tiempo total de llenado, pero el uso
de la semejanza de triangulos no es el adecuado para la obtencién de los datos
necesarios, sin embargo, se observa que no sigue las ideas planteadas por la
situacion didactica y las actividades.
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Imagen 88. Ejemplo de respuesta 4 (actividad 3.3)

Indicadores Descripcion

Desarrollo de practicas

Se identifica que, realiza el célculo del
Accion volumen de agua con las condiciones
iniciales para calcular el gasto.

e Calcula el radio de la superficie
libre del agua utilizando
semejanza de triangulos.

Actividad e Mediante la formula para el cono
truncado, calcula el volumen de
agua a la mitad del recipiente
(condiciones iniciales).

Mediante la prediccion se establece
Practica socialmente compartida  cual es el tiempo total de llenado del
recipiente.
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Nocién de variacion

Ordenes de variacion

Caracter estable del cambio

No se identifica.

Se establece que el gasto es constante,
por lo tanto, es un caracter estable de
este cambio.

Sistema de referencia

Relacién de variables

Temporizacion

Elemento de referencia

Se relaciona la variable tiempo cuando
el recipiente esta a la mitad
(condiciones iniciales) con el tiempo
total de llenado.

Se establece el valor del gasto en un
estado intermedio (condiciones
iniciales) para saber el tiempo total de
llenado.

Se utiliza como elemento de referencia
al gasto calculado con las condiciones
iniciales para calcular el tiempo total de

llenado utilizando este mismo gasto.
Unidad de medida No se identifica.

Tabla 15. Analisis del ejemplo de respuesta 4 (actividad 3.3)

Este ejemplo es muy parecido al anterior en donde no se identifica el desarrollo
de la nocién de variacion ya que no se muestran las caracteristicas que
determinan el cambio y la variacién que existe entre un estado intermedio y el
fendbmeno en general, sin embargo, los estudiantes realizan célculos en donde
podemos observar que se dejan llevar por formulas algoritmicas que de alguna
manera son conocidas debido al discurso matemético escolar, sin considerar un
andlisis variacional en donde es necesario centrar la atencion en el
comportamiento del fenomeno.

Conclusiones

En la actividad 1 observamos que los estudiantes necesitaban recordar varios
conceptos basicos y fundamentales para la construccion de la nocién de
variacion. Observamos también las deficiencias en los argumentos de los
estudiantes debido a que el discurso dominante no propicia la argumentacién
(verbal o grafica) en sus respuestas.

Posteriormente con base en los argumentos de los estudiantes se realiz6 la
modelacion construyendo las ecuaciones necesarias. Dichas ecuaciones se
utilizaron para la realizacion de la simulacion con geometria dinamica
(GeoGebra). Ademéas de proporcionarles el enlace de la plataforma YouTube en
donde se encuentra el tutorial en donde se muestra paso a paso el proceso de
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realizacion de la simulacién elaborado especificamente para esta esta tesis. Con
esta simulacion se reafirmaron los conocimientos construidos en esta actividad.

Con los elementos encontrados en la actividad anteriormente mencionada, se
realizé el disefio de la actividad 2 tratando de hacer modificaciones agregando
formas de identificar los argumentos graficos y textuales de los estudiantes
incitando a la comparacién y estimacion; y dividiendo ésta en dos partes.
Observamos en esta actividad que algunos se quedaron con la idea de las
graficas de llenado de recipientes, por lo tanto, realizaron graficas ascendentes
en donde algunos estudiantes modificaron sus argumentos en la segunda parte
de la actividad, y otros los modificaron hasta la fase de equipos al confrontar sus
ideas con las de sus compafieros. Se hace visible la construccion de la nocion
de la variacion y el desarrollo del PyLV ya que en los argumentos de los
estudiantes se observan fundamentos basados en la presion que ejerce el
volumen de agua y la rapidez de vaciado segun la geometria del recipiente, es
decir la Razon de Cambio, aunque no se mencione como tal, pero lo realmente
importante es que se desarrolle y se entienda el concepto.

Considerando que se construyeron las nociones de variacion implementadas en
la actividad 2, agregamos la actividad 3 llamada evaluacion, la cual dividimos en
tres partes que se realizaron individualmente pidiendo Unicamente al estudiante
sus argumentos graficos (en el caso de la actividad 3.1) y numéricos (en el caso
de la actividad 3.3). Observamos en esta actividad que la mayoria de los
estudiantes habian desarrollado la nocidén de variacion al identificar que en la
grafica presentada establecieron que de alguna manera se trataba de un
recipiente que no se habia abordado en clases, pero que era posible realizar una
combinacion de lo que conocian para construirlo, asi como también el papel que
juega el punto de inflexion y lo que representa en una grafica (actividad 3.1),
elemento que también estaba presente en la actividad 2 pero que no lo
identificaron, sin embargo, se hace visible que los estudiantes se percataron de
cémo influye el cambio de concavidad de una grafica en un fenémeno de llenado
de recipientes, obviamente considerando un gasto constante. De la misma forma
para la actividad 3.2, por la forma de los recipientes que se muestran, los
estudiantes consideraron que se trataba de una combinacion ya que claramente
se marcaban las divisiones en los recipientes, por lo que realizaron las gréaficas
dividiéndolas en tres partes muy marcadas, aunque algunos estudiantes
realizaron un analisis mas profundo en donde se identifican en su argumento
gréfico, los elementos que describen el comportamiento del agua el llenarse el
recipiente. Finalmente, la actividad 3.3 nos muestra la aplicacién de todos los
conocimientos generados a partir de las actividades anteriores utilizando
ademas procesos algoritmicos que se exponen a través del discurso matematico
escolar, y es en esta actividad en donde se hace visible que los temas que se
abordan en las materias referentes al Céalculo son muy importantes para la
hidraulica y por consecuencia también para la Ingenieria Civil.

En nuestra investigacion retomamos algunos elementos que nos sirvieron como
punto de partida, agregando nuestras ideas fundamentadas en el analisis
bibliografico realizado, de la misma forma dejamos esta investigacion para que
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las generaciones futuras que identifiguen elementos que nosotros no
consideramos, puedan realizar una retroalimentacién con el Unico objetivo de
mejorar el proceso de ensefianza—aprendizaje de los temas derivados del
Célculo.

Con base en la revision bibliografica identificamos que el medio adecuado para
este tipo de fendmenos es la modelaciéon y graficacion, agregando a la
simulacién como una herramienta importante tomando en cuenta que se pueden
reunir varios elementos en la construccion de la misma. Temas que abordamos
de la manera mas entendible posible retomando trabajos de investigacion que
nos permitieron incluir algunos elementos a las actividades que no estdbamos
considerando.

Para la formacion de los estudiantes es muy importante el desarrollo de la nocion
de variacion, asi como también del PyLV, debido a los distintos fendmenos que
se estudian. Es importante mencionar que existen otros fendmenos relacionados
con la Ingenieria Civil en donde se pueden proponer situaciones de variacion,
sin embargo, consideramos que la hidraulica es el escenario ideal para el
desarrollo de estas nociones, lo que nos lleva a la significacion o resignificacion
de la nocion de Razon de Cambio.
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Anexo 1

Respuestas de los estudiantes asociados a la actividad 2, divididos por equipos.
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Respuesta 1. Actividad 2 (Equipo 1A)

Respuesta 2. Actividad 2 (Equipo 1B)
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que represanta este vaciado
y explica lu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida.
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Considerando que ios recipientes que se muestran a continuacion se encuentran compietamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza |3 gréfica que representa este yaciada.
y explica tu respuesta. Donde M= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orfficio de salida,
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Equipo 2

Respuesta 7. Actividad 2 (Equipo 2)
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacidn se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza ia grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta, Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radic inferior, Rs= Radio del
orfficio de salida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréfica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radic superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de sabda
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacidn se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta, Donde H= Altura total. R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio de!

orificio de salida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréifica que representa este vaciado
y expiica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida.
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Equipo 3

Respuesta 17. Actividad 2 (Equipo 3A)

Respuesta 16. Actividad 2 (Equipo 3B)
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llencs y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza |a grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida.
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Considerando que los recipientes que se muestran a confinuacion se encuentran compietamente
flenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza ta grafica que representa este vaciado

y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio supenor, r= Radio inferior. Rs= Radio del
orificio de salida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente)
flenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la gréfica que representa este vaciadc
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de safida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacdn se encuentran completamente
llenos y se estan vacando por un orificio de radio Rs, realizs la grifica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio supenor, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida.
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Equipo 4
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs. realiza fa grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida.
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Considerando que [os recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida

Caso 1

A v # | 4 o)
4 " o - .
Caso 2 .
..... H
H
\
Rs
v - T — S f— -
J t
"'t N | 4 3 ot A e — i
Al WIS o 20 50 |
2 i -y i i 3 o (o)
Caso 3
4
L are—tE ut
H
| ]
Rs :
v T —— —
t

ALy D o1 . coda nCin ¢ n=Y

Respuesta 29. Actividad 2

Caso 1

Caso 2

-y 4 - \a [ ot g A s £ Lo

Casol

+Qué recipiante se vacia mas rapido?, L Por qué?

Respuesta 30. Actividad 2

167



Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida,
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Equipo 5

Respuesta 33. Actividad 2 (Equipo 5A)
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
lenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, reallza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
flenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida.
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida.
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Considerandc que los recipientes que se muestran a continuacidén se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
orificso de salida

Caso1

R :

‘ \

H) \

Rs \
L. O \—»
t
En tefp  Lomgg  poddednCt n#.v-"»u a2l weads eageze [aplg
A} 3
W que bene o qadic Mol eic  conloesP ~p' ury (ddocimmdo

M oadio 2l wigads o mos  eedniddo.
T

l R‘s r N R 4

—_—
1

Lo svis ono o wicade gl eogeale st uurJarrJt yd -1 =
- S " < L 2.014 s dxensda on al
g thas s aldurd

Respuesta 42. Actividad 2

Caso
Lomede cga A

Caso 2
Laoc:de con B

Casod
Loingde Can C

+Qué recipienie se vacia mas ragido?, ¢ Por qué?
5 eod vmos o oo Lisaen oy @ N
salo e we an’O‘B Miprdes , o8 Woide el mis e~ ,_'p,v‘p v’ ()‘"L b

(e dol clpdre =u LPmPﬂ o weiado 5 e ropide ik \-.n'."‘"‘ﬂ'

-

ShouS =2 YT jp, w} P o dme ' I <

Respuesta 41. Actividad 2 173



Equipo 6
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacién se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta Donde H= Altura total, R= Radio superior, = Radio inferior, Rs= Radio del
orificio de salida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completaments|
flenos y se estan vaciando por un orfficio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciad|
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio de|
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estan vaciando por un orfficio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado|
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida.
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Considerando que los recipientes que s& muestran a continuacion se encuentran compietamente
llenos y se estan vaciando por un onficio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio infenor, Rs= Radio del
orificio de salida,
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Equipo 7

Respuesta 53. Actividad 2 (Equipo 7)
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
lenos y se estan vacisndo por un orficio de radio Rs, realiza ia gréfica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida.
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
llenos y se estén vaciando por un orificio de radio Rs, realiza |a grafica que representa este vaciado
¥ explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de sakida
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Considerando que los recipientes que se muestran a continuacion se encuentran completamente
lienos y se estan vaciando por un orificio de radio Rs, realiza la grafica que representa este vaciado
y explica tu respuesta. Donde H= Altura total, R= Radio superior, r= Radio inferior, Rs= Radio del
onficio de salida
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Respuesta 58. Actividad 2
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Anexo 2

Respuestas de los estudiantes asociados a la actividad 3
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Respuesta 61. Actividad 3.1
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Respuesta 63. Actividad 3.1

Respuesta 60. Actividad 3.1

Respuesta 62. Actividad 3.1
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Respuesta 65. Actividad 3.1

Respuesta 66. Actividad 3.1

Respuesta 64. Actividad 3.1
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Respuesta 70. Actividad 3.1 Respuesta 69. Actividad 3.1

Respuesta 68. Actividad 3.1

Respuesta 67. Actividad 3.1
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Respuesta 74. Actividad 3.1

Respuesta 73. Actividad 3.1
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Respuesta 72. Actividad 3.1

Respuesta 71. Actividad 3.1
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Respuesta 78. Actividad 3.2

Respuesta 77. Actividad 3.2
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Respuesta 80. Actividad 3.2
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Respuesta 79. Actividad 3.2
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Respuesta 82. Actividad 3.2

Respuesta 81. Actividad 3.2
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Respuesta 84. Actividad 3.2

>

4

<3

Respuesta 83. Actividad 3.2
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Respuesta 86. Actividad 3.2
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Respuesta 85. Actividad 3.2
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Respuesta 88. Actividad 3.2

Respuesta 87. Actividad 3.2
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Respuesta 90. Actividad 3.2

Respuesta 89. Actividad 3.2
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Respuesta 92. Actividad 3.3

Respuesta 91. Actividad 3.3

195



Respuesta 93. Actividad 3.3

Respuesta 94. Actividad 3.3
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Respuesta 95. Actividad 3.3

197



Respuesta 98. Actividad 3.3 Respuesta 97. Actividad 3.3

Respuesta 96. Actividad 3.3
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Respuesta 99. Actividad 3.3
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Respuesta 101. Actividad 3.3
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Respuesta 100. Actividad 3.3
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Respuesta 102. Actividad 3.3
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Respuesta 104. Actividad 3.3
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Respuesta 103. Actividad 3.3
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Respuesta 106. Actividad 3.3

Respuesta 105. Actividad 3.3
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